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Cours: Télécharger PDF 1: Cours Téléinformatique : ICI Télécharger PDF 2: Cours Téléinformatique : ICI Télécharger PDF 3: Cours Téléinformatique : ICI Télécharger PDF 4: Cours
Téléinformatique : ICI cours Teleinformatique autre cours Teleinformatique Aller au contenu Montrer que \(E\) est un sous-espace vectoriel de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\). En déterminer une base et donner sa dimension.

Montrer que 1, 2 et 3 sont valeurs propres de \(A\) et déterminer les espaces propres associés. \(A\) est-elle diagonalisable? liber imperium pdf Déterminer une matrice inversible \(P\) de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\) dont la premiére ligne est \(\begin{pmatrix} 1 & -2 & 1 \end{pmatrix}\), et telle que : $$ A = PD AP"~{-1} \quad \text{ou} \quad D A
= \begin{pmatrix} 1 & 0 &0\ 0 & 2 & 0\\ 0 & 0 & 3 \end{pmatrix} $$ Déterminer \(P~{-1}\) (faire figurer le détail des calculs sur la copie). En notant \(X_1,\ X 2\) et \(X_3\) les trois vecteurs colonnes formant la matrice \(P\), calculer \(BX 1,\ BX 2\) et \(BX_ 3\) En déduire ’existence d’une matrice diagonale \(D_B\) que 1’on explicitera telle que : $$
B = PD BP~{-1}$$ En déduire que pour tout \((x,y) \in \mathbb{R}~2\), il existe une matrice diagonale \(D(x,y)\) de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\) telle que : $$M(x,y) = PD(x,y)P"~{-1} $$ En déduire une condition nécessaire et suffisante sur \((x,y)\) pour que \(M(x,y)\) soit inversible.
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La matrice \(A"2\) est-elle aussi un élément de \(E\)? Quelques indications pour cet exercice : Ne pas oublier qu’il y a deux méthodes pour montrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel, et qu’on peut répondre en méme temps aux deux sous-questions posées ici avec la méthode adaptée! Remarquer ici que les valeurs propres sont données par
I’énoncé! 11 sera donc stirement contre-productif d’échelonner \(A-\lambda \cdot I 3\) avec un parameétre \(\lambda \) inconnu, et beaucoup plus malin de vérifier directement que \(A-1\cdot I 3\) n’est pas inversible, et de méme pour les valeurs propres \(2\) et \(3\)... Ne pas hésiter d’ailleurs a calculer dans la foulée a chaque fois, le sous-espace propre
associé! Bien avoir en téte également, une conséquence immédiate du fait que la matrice \(3 \times 3\) étudiée ici, posséde 3 valeurs propres distinctes... Bien revoir ici la définition de la matrice de passage, a construire ici entre la base canonique et la base de vecteurs propres : se souvenir aussi qu’on peut multiplier un vecteur par le réel approprié
afin de régler une de ses composantes selon les exigences de 1’énoncé! Méthode acquise en premiere année de prépa, pas de difficulté ici : si les calculs deviennent horribles, c’est peut-étre que la matrice \(P\) est incorrecte! Calculs basiques dont les résultats doivent étre soigneusement interprétés au vu de la question suivante : qu’attend-on de
savoir en calculant \(BX 1\)? Synthese des questions 1., 3. et 5. : faire le lien entre \(M(x,y),\ A\) et \(B\). Bien revoir ici le lien qui existe entre l'inversibilité d'une matrice, et la liste de ses valeurs propres... Attention a bien poser les termes du probleme ici : \(B~2\) appartient a \(E\) si et seulement si on peut 1’écrire sous la forme des matrices de cet
espace : existe-t-il \(x\) et \(y\) deux réels tels que \(B~2 = M(x,y)\)? Méme question ensuite pour \(A"~2\). Corrigé de l'exercice 1 Exercice 2 : Réduction de deux matrices, faisant le tour des méthodes fondamentales Soit \(A\) la matrice de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\) donnée par : \(\quad A = \begin{pmatrix} 2 & 1 & -2\W0 &3 &0\ 1 &-1&5
\end {pmatrix}\). Calculer \(A"2-7A\). En déduire que les seuls réels susceptibles d’étre valeurs propres de \(A\) sont les réels \(3\) et \(4\). Trouver alors toutes les valeurs propres de \(A\), et pour chacune d’entre elles, donner une base du sous-espace propre associé. La matrice \(A\) est-elle inversible? macusukiga Est-elle diagonalisable?
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\(A\) est-elle diagonalisable? wuwopufecezefa Déterminer une matrice inversible \(P\) de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\) dont la premiere ligne est \(\begin{pmatrix} 1 & -2 & 1 \end{pmatrix}\), et telle que : $$ A = PD_AP"~{-1} \quad \text{ou} \quad D_A = \begin{pmatrix} 1 & 0 & 0\ 0 & 2 & 0\\ 0 & 0 & 3 \end{pmatrix} $$ Déterminer \(P"~{-1}\)
(faire figurer le détail des calculs sur la copie). En notant \(X_1,\ X 2\) et \(X_3\) les trois vecteurs colonnes formant la matrice \(P\), calculer \(BX 1,\ BX 2\) et \(BX 3\) En déduire I'existence d’'une matrice diagonale \(D_B\) que I'on explicitera telle que : $$ B = PD BP"~{-1}$$ En déduire que pour tout \((x,y) \in \mathbb{R} ~2\), il existe une matrice
diagonale \(D(x,y)\) de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\) telle que : $$M(x,y) = PD(x,y)P"~{-1} $$ En déduire une condition nécessaire et suffisante sur \((x,y)\) pour que \(M(x,y)\) soit inversible. Montrer que \(B~2\) est un élément de \(E\). La matrice \(A"2\) est-elle aussi un élément de \(E\)? Quelques indications pour cet exercice : Ne pas oublier qu’il
y a deux méthodes pour montrer qu’'un ensemble est un sous-espace vectoriel, et qu’on peut répondre en méme temps aux deux sous-questions posées ici avec la méthode adaptée! Remarquer ici que les valeurs propres sont données par 1’énoncé! Il sera donc stirement contre-productif d’échelonner \(A-\lambda \cdot I_3\) avec un parametre \(\lambda
\) inconnu, et beaucoup plus malin de vérifier directement que \(A-1\cdot I 3\) n’est pas inversible, et de méme pour les valeurs propres \(2\) et \(3\)... Ne pas hésiter d’ailleurs a calculer dans la foulée a chaque fois, le sous-espace propre associé! Bien avoir en téte également, une conséquence immédiate du fait que la matrice \(3 \times 3\) étudiée ici,
possede 3 valeurs propres distinctes... Bien revoir ici la définition de la matrice de passage, a construire ici entre la base canonique et la base de vecteurs propres : se souvenir aussi qu’on peut multiplier un vecteur par le réel approprié afin de régler une de ses composantes selon les exigences de I’énoncé! Méthode acquise en premiére année de
prépa, pas de difficulté ici : si les calculs deviennent horribles, c’est peut-étre que la matrice \(P\) est incorrecte! Calculs basiques dont les résultats doivent étre soigneusement interprétés au vu de la question suivante : qu’attend-on de savoir en calculant \(BX 1\)?
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Exercice 1 (corrigé

Dars un sous-groupe de A0 personees |z tailke moyenne est égale a 170 cm.

Dars un devuxbéme sous-groupe de 10 personnes La wille moyemne est égale i 180 cm,

Duares un trodsieme sous-groupe de 50 personnes la aille moyenne et dgale & 175 cm.

1y Déermimer la e moyenne du groupe constinod par les omis sous-grospes précddents, 23 Quelbe
serait La taille moyenne si les trols sous-groupes eabent constitees du meme nombre de personnes 7

Exercice 2 [corrige)

La wmpirature est releswde chaque hewre pencdant 4 jows dans wne forét de Ain Deabem,
Lis 97 régul tars obtenus o &0k teids of sont rassemblis dans le wableau suivant

Températore 1451 15 | 155 16 165 | 1T (175 14 |d&5] 19 | 155

Nombre de fols o cette . _
; o . 2
temipérature a été relevie

Deéterminer la mdiane M, les quartiles Q et O de celle série swatistique,
Exercice 3 (corrigé)
Le tableau ci-dessous donne ka répartitbon des salaires mensucls, des emplovés d 'ume entreprise :

Salaire (Dinars) (800 S00{  [900; 1000 (1000 ; 1050 | (0050 11504 | (1150 ; 1200
Effectif 42 49 T4 19 L6

1y Caleuler le salaire moven dang cette entneprise. Que penser d o tel nesuliat ?

2) Danz cetie entreprise, combien d'emplovés gagnent au plus 1030 Dinass 2

3 Dresser e polygone des effectifs comulés crolssants ef lre une valeur approchée de L
mediane of de Oy et de 0y,

4) Calouler de maniere pricise la mediane ef bes quartiles Oy et Oy

3) Comstruire e diagrammse en boite de la serie statistique.

Exercice 4 {corrigeé)

Sur chaoun des diagrammes c-dessous, lire I'élendee, la médiane, les guaniles et les écarts
inbe repartiles,
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La matrice \(A"2\) est-elle aussi un élément de \(E\)? Quelques indications pour cet exercice : Ne pas oublier qu’il y a deux méthodes pour montrer qu’'un ensemble est un sous-espace vectoriel, et qu’on peut répondre en méme temps aux deux sous-questions posées ici avec la méthode adaptée! Remarquer ici que les valeurs propres sont données par
I’énoncé! 11 sera donc siirement contre-productif d’échelonner \(A-\lambda \cdot I_3\) avec un parametre \(\lambda \) inconnu, et beaucoup plus malin de vérifier directement que \(A-1\cdot I 3\) n’est pas inversible, et de méme pour les valeurs propres \(2\) et \(3\)... Ne pas hésiter d’ailleurs a calculer dans la foulée a chaque fois, le sous-espace propre
associé! Bien avoir en téte également, une conséquence immeédiate du fait que la matrice \(3 \times 3\) étudiée ici, possede 3 valeurs propres distinctes... Bien revoir ici la définition de la matrice de passage, a construire ici entre la base canonique et la base de vecteurs propres : se souvenir aussi qu’on peut multiplier un vecteur par le réel approprié
afin de régler une de ses composantes selon les exigences de 1’énoncé! Méthode acquise en premiere année de prépa, pas de difficulté ici : si les calculs deviennent horribles, c’est peut-étre que la matrice \(P\) est incorrecte! Calculs basiques dont les résultats doivent étre soigneusement interprétés au vu de la question suivante : qu’attend-on de
savoir en calculant \(BX 1\)? Synthese des questions 1., 3. et 5. : faire le lien entre \(M(x,y),\ A\) et \(B\). Bien revoir ici le lien qui existe entre l'inversibilité d'une matrice, et la liste de ses valeurs propres... Attention a bien poser les termes du probleme ici : \(B~2\) appartient a \(E\) si et seulement si on peut 1’écrire sous la forme des matrices de cet
espace : existe-t-il \(x\) et \(y\) deux réels tels que \(B~2 = M(x,y)\)? Méme question ensuite pour \(A"~2\). Corrigé de 1'exercice 1 Exercice 2 : Réduction de deux matrices, faisant le tour des méthodes fondamentales Soit \(A\) la matrice de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\) donnée par : \(\quad A = \begin{pmatrix} 2 &1 &-2\W0 &3 &0\ 1 &-1&5
\end{pmatrix}\). Calculer \(A"2-7A\). En déduire que les seuls réels susceptibles d’étre valeurs propres de \(A\) sont les réels \(3\) et \(4\). Trouver alors toutes les valeurs propres de \(A\), et pour chacune d’entre elles, donner une base du sous-espace propre associé. zokejapa La matrice \(A\) est-elle inversible? Est-elle diagonalisable? Soient \
(\mathcal{B} = (e_1,e 2,e 3)\) la base canonique de \(\mathbb{R} " 3\) et \(f\) 'endomorphisme de \(\mathbb{R}~3\) dont la matrice représentative dans la base \(\mathcal{B}\) est la matrice : \(B = \begin{pmatrix} 1 & -1 & -1 \\-3 & 3 & -3\\-1 & 1 & 1 \end{pmatrix}\).

Déterminer le noyau de \(f\). binaredoki En déduire une valeur propre de \(f\) et ’espace propre associé. Déterminer le rang de la matrice \(B-2I_3\). honeywell 9000 manual Calculer \(f(e_1-e 2-e 3)\). joxotohalehuwo Déduire des questions précédentes que I’endomorphisme \(f\) est diagonalisable. Trouver une matrice \(P\) inversible vérifiant toutes
les conditions ci-dessous : La matrice \(D_2 = P~ {-1}BP)) est égale a \(\begin{pmatrix} 3 & 0& 0\ 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 2 \end{pmatrix}\), Les coefficients situés sur la premiere ligne de \(P\) sont \(1,\ 1\) et \(-1\) (de gauche a droite), La matrice \(D_1 = P~ {-1}AP\) est également diagonale.

Quelques indications pour cet exercice : Calcul matriciel basique, a réaliser avec soin : si on le demande, c’est que le résultat doit étre une matrice remarquable! Lien évident avec la question précédente. zosicatipiveri Comment appelle-t-on une combinaison linéaire de diverses puissances de la méme matrice...? sage 50 payroll user guide pdf Les
valeurs propres effectives sont parmi les valeurs propres possibles, donc il n’y a que deux valeurs précises a tester! On revient au méme principe qu’'a ’exercice 1 (g.2) ol on calcule les sous-espaces propres en méme temps qu’on vérifie que le réel testé est bien valeur propre. Question de synthese en deux parties, auxquelles on peut répondre sans
calcul, au vu des résultats précédents. Trois questions posées selon des angles différents, mais toutes en rapport avec la recherche de valeurs propres, ce qui rend 1’enchainement d’autant plus intéressant. Transition intéressante ici entre le point de vue matriciel et le point de vue endomorphismes. On peut se ramener directement a une résolution
matricielle, via I’équivalence : \((%,y,z) \in \mathrm{Ker} (f) \iff B\begin{pmatrix} x \\ y \\ z \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 0 \\ 0 \\ 0 \end{pmatrix}\) Bien revoir le préambule pour fixer le lien entre noyau et valeur propre! On passe ici par un calcul de rang d’une matrice, égal a celui de I’endomorphisme associé. Le théoreme éponyme permet de
faire le lien avec un noyau, donc un sous-espace propre : voir le préambule a nouveau! Un calcul d’'image d’un vecteur par un endomorphisme, réalisable de plusieurs fagons possibles, toutes liées cependant a la matrice représentative de \(f\). Revenir a la définition d’un vecteur propre pour comprendre ce que ce calcul prouve! Question de synthése
pour finir, qui contient en fait beaucoup d’informations! Si on sait lire entre les lignes, on vérifie ici quelles sont les valeurs propres de \(f\) et les dimensions des sous-espaces propres associés. Attention a soigneusement rédiger cette synthese en donnant tous les arguments, en respectant ’ordre des vecteurs propres qui permettent de construire \

(P\), ainsi que les contraintes sur leurs premiéres composantes et la compatibilité avec la diagonalisation de \(A\) faite plus haut. fe civil review manual pdf download Corrigé de I’exercice 2 Exercice 3 : un autre énoncé de synthése Montrer que, si \(f\) désigne un endomorphisme de \(\mathbb{R} " 3\) diagonalisable, alors ’endomorphisme \(f"2\) est
aussi diagonalisable (on rappelle que \(f~2 = f \circ f\)).
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Algorithme calcul_resistance;

Var

rl.r2 3. Rpar Rser: reels ;

Debut

Ecrire('entrer la valeurde rl : °) ;

Lire(rl) ;

Ecrire(" entrer lavaleur der2 : %) ;

Lire{r2) ;

Ecrire(" entrer lavaleur der3: ") ;

Lirefr3) ;

Rser := rl+r2+3;

Rpar = (r1* r2* 3 {rl r2+rl*r3+r2*r3) ;

Ecrire(’ la résistance équivalente a rl r2 et r3 en serie est : " \Rser) ;
Ecrire(’ la résistance éguivalente a rl r2 et r3 en paraliéle est : ‘' Rpar) ;
Fin

Exercice 3 :

Ecrire un algorithme qui permet de calculer la surface d'un triangke
guelcongue dont les

cotes ont une kngueur donnée ;abetc.

N.EB,
S= sqrt(r{r-a)*(r-bY*{r-c)) avec : r ={a+rb+c)i2
Solution :

Algorithme calcul surface;

War

abers: reels;

Debut

Ecrire{"entrer la longueur du coté a : ") ;
Lire{a) ;

Ecrire('entrer |a longueur du coté b % ;
Lirefb) ;

Ecrire{'entrer la longuewr du ofté ¢ : )
Lire{c) ;

r:= {a+b+c)i2 ;

S == sgri{r{r-a){r-b){r-c)) ;
Ecrire(’la surface du triangle abe est: ".5);
Fin

Exgrcice 4 ;

Dans une école un étudiant passe quatre matieres a l'examen :
1ére matiere ecnte - coefficient =3

2éme matiere ecrite ; coefficient =2

Synthese des questions 1., 3. et 5.

Situation 1

Reduire chaque expression.
L i

. ~Byx(~7]

drx(—5)

. —hx9a

3 TET

5bx(—2b)

%ax{—ﬁ@
C3r—b5+4x-13-5=x
—2x4+3—9r—443x
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Situation 2

Supprimer les parenthéses puis réduire chague expression.

25-(2a-3)

3a—(—2a+T)
—(a+3b)+(b—2a)

(B (B
(22-55)+(222+7r-8)

: (3$2—5$—4]—{—4$3+7$—|—5}

(§02+30-9)—(502+50+3)
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: faire le lien entre \(M(x,y),\ A\) et \(B\). Bien revoir ici le lien qui existe entre 'inversibilité d’une matrice, et la liste de ses valeurs propres... Attention a bien poser les termes du probléme ici : \(B~2\) appartient a \(E\) si et seulement si on peut 1'écrire sous la forme des matrices de cet espace : existe-t-il \(x\) et \(y\) deux réels tels que \(B"2 =
M(x,y)\)? Méme question ensuite pour \(A™2\). Corrigé de '’exercice 1 Exercice 2 : Réduction de deux matrices, faisant le tour des méthodes fondamentales Soit \(A\) la matrice de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\) donnée par : \(\quad A = \begin{pmatrix} 2 & 1 & -2\ 0 & 3 & 0\\ 1 & -1 & 5 \end{pmatrix}\). Calculer \(A~2-7A\). En déduire que les
seuls réels susceptibles d’étre valeurs propres de \(A\) sont les réels \(3\) et \(4\). Trouver alors toutes les valeurs propres de \(A\), et pour chacune d’entre elles, donner une base du sous-espace propre associé. La matrice \(A\) est-elle inversible? Est-elle diagonalisable? Soient \(\mathcal{B} = (e_1,e 2,e 3)\) la base canonique de \(\mathbb{R} " 3\) et \
(f\) 'endomorphisme de \(\mathbb{R} "~ 3\) dont la matrice représentative dans la base \(\mathcal{B}\) est la matrice : \(B = \begin{pmatrix} 1 & -1 &-1\-3 & 3 &-3\\-1 & 1 & 1 \end{pmatrix}\).

Déterminer le noyau de \(f\). En déduire une valeur propre de \(f\) et ’espace propre associé. Déterminer le rang de la matrice \(B-21_3\). Calculer \(f(e 1-e 2-e 3)\). Déduire des questions précédentes que I’endomorphisme \(f\) est diagonalisable. Trouver une matrice \(P\) inversible vérifiant toutes les conditions ci-dessous : La matrice \(D 2 =

P~ {-1}BP\) est égale a \(\begin{pmatrix} 3& 0 & 0\ 0 & 0 & 0\\ 0 & 0 & 2 \end{pmatrix}\), Les coefficients situés sur la premiere ligne de \(P\) sont \(1,\ 1\) et \(-1\) (de gauche a droite), La matrice \(D_1 = P~ {-1}AP\) est également diagonale.

Quelques indications pour cet exercice : Calcul matriciel basique, a réaliser avec soin : si on le demande, c’est que le résultat doit étre une matrice remarquable! Lien évident avec la question précédente. Comment appelle-t-on une combinaison linéaire de diverses puissances de la méme matrice...? Les valeurs propres effectives sont parmi les valeurs
propres possibles, donc il n'y a que deux valeurs précises a tester! On revient au méme principe qu’a I’exercice 1 (q.2) ou on calcule les sous-espaces propres en méme temps qu’on vérifie que le réel testé est bien valeur propre. Question de synthese en deux parties, auxquelles on peut répondre sans calcul, au vu des résultats précédents. Trois
questions posées selon des angles différents, mais toutes en rapport avec la recherche de valeurs propres, ce qui rend ’enchainement d’autant plus intéressant. Transition intéressante ici entre le point de vue matriciel et le point de vue endomorphismes.

On peut se ramener directement a une résolution matricielle, via I’équivalence : \((x,y,z) \in \mathrm{Ker}(f) \iff B\begin{pmatrix} x \\ y \\ z \end{pmatrix} = \begin{pmatrix} 0 \\ 0 \\ 0 \end{pmatrix}\) Bien revoir le préambule pour fixer le lien entre noyau et valeur propre! On passe ici par un calcul de rang d’'une matrice, égal a celui de
I’endomorphisme associé. Le théoreme éponyme permet de faire le lien avec un noyau, donc un sous-espace propre : voir le préambule a nouveau! Un calcul d’image d’un vecteur par un endomorphisme, réalisable de plusieurs fagons possibles, toutes liées cependant a la matrice représentative de \(f\). Revenir a la définition d’un vecteur propre pour
comprendre ce que ce calcul prouve! Question de synthese pour finir, qui contient en fait beaucoup d’informations! Si on sait lire entre les lignes, on vérifie ici quelles sont les valeurs propres de \(f\) et les dimensions des sous-espaces propres associés. Attention a soigneusement rédiger cette synthése en donnant tous les arguments, en respectant
I’ordre des vecteurs propres qui permettent de construire \(P\), ainsi que les contraintes sur leurs premieres composantes et la compatibilité avec la diagonalisation de \(A\) faite plus haut. Corrigé de 1’exercice 2 Exercice 3 : un autre énoncé de synthese Montrer que, si \(f\) désigne un endomorphisme de \(\mathbb{R}~3\) diagonalisable, alors
I’endomorphisme \(f~2\) est aussi diagonalisable (on rappelle que \(f~2 = f \circ f\)). On se propose dans la suite de montrer que la réciproque de cette assertion est fausse. Pour ce faire, on considere I’endomorphisme \(g\) de \(\mathbb{R}~3\) dont la matrice dans la base canonique de \(\mathbb{R}"3\) est : $$ A = \begin{pmatrix} 0 &2 &-1\2 &
-5 &4\ 3 & -8 & 6 \end{pmatrix}$$ On note \(I\) la matrice identité de \(\mathcal{M} 3(\mathbb{R})\). Déterminer la matrice \(A"2\), puis établir que \(A"~4 = I\). En déduire les valeurs propres possibles de la matrice \(A\). Donner une base \((u)\) de \(\mathrm{Ker}(g-\mathrm{Id})\). Déterminer \(\mathrm{Ker}(g+\mathrm{Id})\). En déduire que \
(g\) n’est pas diagonalisable. Résoudre 1’équation \(A~2X=-X\), d’inconnue le vecteur \(X\) élément de \(\mathcal{M} {3,1}(\mathbb{R})\), et en déduire une base \((v,w)\) de \(\mathrm{Ker}(g”~2+\mathrm{Id})\). Montrer que la famille \((u,v,w)\) est une base de \(\mathbb{R} "~ 3\). Ecrire la matrice de \(g”2\) dans la base \((u,v,w)\) et conclure.
Quelques indications pour cet exercice : Une question théorique qui peut étre abordée de plusieurs fagons : il est plutot conseillé ici de se ramener le plus vite possible a un point de vue matriciel (via la définition d’un endomorphisme diagonalisable), les matrices étant bien plus faciles a manipuler pour cette question théorique. Bien tenir compte de
ce que signifie I'hypothese faite, et de ce qu’on cherche a démontrer. Troisieme exercice, troisieme fois qu’on pose ce genre de question, la répétition fixe 1'idée! Ne pas hésiter ici aussi a traduire matriciellement le probléme des le début. Attention cependant a revenir aux notations valables dans \(\mathbb{R} ~3\) pour conclure. C’est en fait le méme
type de question que précédemment, sans toutefois d’indications implicite quant a la Bien remarquer ici que la question posée est fermée : on sait ce qu’on doit prouver, reste a le faire le plus rigoureusement possible en se servant des résultats précédents! Le point de vue matriciel est imposé d’emblée, c’est le retour au point de vue endomorphisme
qu’on doit faire cette fois. Méthode basique pour montrer qu’une famille est une base : résolution par systéme vu que les trois vecteurs sont connus! Trois calculs (utiliser \(A™2\) précédemment calculée!) pour conclure : vu 'objectif de départ, on doit comprendre qu'’il faut que la matrice de \(g”~2\) soit diagonale, pour illustrer le fait qu’on veut
démontrer. Corrigé de 1’exercice 3 Exercice 4 : Réduction d'un endomorphisme d’un espace de matrices On considere la matrice \(A = \begin{pmatrix} 1 & 2 \\ 3 & 6 \end{pmatrix}\). Vérifier que \(A\) n’est pas inversible. Déterminer les valeurs propres de la matrice \(A\), puis trouver les sous-espaces propres associés a ces valeurs propres. Dans la
suite de cet exercice, on considére 1'application \(f\) qui, a toute matrice \(M\) de \(\mathcal{M} 2(\mathbb{R})\), associe : $$ f(M) = AM$$ Montrer que \(f\) est un endomorphisme de \(\mathcal{M} 2(\mathbb{R})\). Déterminer une base de \(\mathrm{Ker}(f)\) et vérifier que \(\mathrm{Ker} (f)\) est de dimension 2. En déduire la dimension de \
(\mathrm{Im}(f)\). On pose \(E_1 = \begin{pmatrix} 1 & 0 \\ 0 & 0 \end{pmatrix},\ E 2 = \begin{pmatrix} 0 & 1 \\ 0 & 0 \end{pmatrix},\ E 3 = \begin{pmatrix} 0 & 0\\ 1 & 0 \end{pmatrix},\ E 4 = \begin{pmatrix} 0 & 0\\ 0 & 1 \end{pmatrix}\) et on rappelle que la famille \((E_1,E 2,E 3,E 4)\) est une base de \(\mathcal{M} 2(\mathbb{R})\).
Ecrire \(f(E_1),\ f(E_2),\ f(E_3)\) et \(f(E_4)\) sous forme de combinaisons linéaires de \(E_1,\ E_2,\ E_3\) et \(E_4\), puis donner une base de \(\mathrm{Im}(f)\). Déterminer I'image par \(f\) des vecteurs de base de \(\mathrm{Im}(f)\). Donner les valeurs propres de \(f\) puis conclure que \(f\) est diagonalisable. Généralisation : \(f\) est toujours
I’endomorphisme de \(\mathcal{M} 2(\mathbb{R})\) défini par \(f(M) = AM\), mais cette fois, \(A\) est une matrice quelconque de \(\mathcal{M} 2(\mathbb{R})\). On admet que \(f\) et \(A\) possedent des valeurs propres et on se propose de montrer que ce sont les mémes. Soit \(\lambda\) une valeur propre de \(A\) et \(X\) un vecteur colonne propre
associé. Justifier que \(X” {\ \mathrm{t} }\!X\) appartient a \(\mathcal{M} 2(\mathbb{R})\), puis montrer que c’est un vecteur propre de \(f\). En déduire que \(\lambda\) est valeur propre de \(f\). Soit \(\lambda\) une valeur propre de \(f\) et \(M\) une matrice de \(\mathcal{M} 2(\mathbb{R})\) vecteur propre de \(f\) associée a cette valeur propre. En
considérant les colonnes \(C_1\) et \(C_2\) de \(M\), montrer que \(\lambda\) est valeur propre de \(A\). Quelques indications pour cet exercice : Question tres rapide avec le critere spécialement adapté pour ces matrices carrées d’ordre 2. La question précédente donne déja une indication sur une valeur propre, mais il est ici facile de poser I’équation
qui permet de trouver les valeurs propres de \(A)) : $$ \lambda \text{ est valeur propre de } A \iff \det(A-\lambda \cdot I 3) = 0$$ Question facile, a soigneusement rédiger tout en évitant les confusions (assez fréquentes) avec d’autres méthodes. Tout se calcule au niveau matriciel ici. Réponse immédiate en citant le bon téoreme... Quatre calculs
d’images, donc ici de produits matriciels; la base choisie étant la base canonique, la décomposition dans cette base est trés facile. C’est en fait le méme genre de tache qu’a la question précédente, en identifiant bien les vecteurs dont on cherche les images. Au vu des résultats précédents on est capable de faire un premier bilan avec les valeurs
propres déja trouvées : ne pas oublier que la somme des dimensions des sous-espaces propres ne peut pas dépasser 4 ici! Questions plus difficiles car plus théoriques, qu’on a gardées pour la fin! On ne travaille ici qu’avec des objets théoriques dont le détail n’est pas connu, sauf concernant leurs grandes propriétés : plus que jamais il faut revenir aux
définitions pour interpréter correctement les résultats obtenus. Calcul littéral seulement donc, en commencant par écrire la définition de : « \(X\) est vecteur propre de \(A\) pour la valeur propre \(\lambda\) ». Toujours un raisonnement a partir des définitions : que veut dire « \(M\) est vecteur propre de \(f\) pour \(\lambda\) »? Traduire cela par une
équation concrete, et examiner les conséquences de ce fait sur chacune des colonnes de \(M\); ne pas hésiter pour cela a introduire des coefficients théoriques \(a,b,c,d\) pour \(M\) par exemple. Corrigé de 1'exercice 4 Ainsi s’achéve cette série d’exercices corrigés : d’autres suivront rapidement pour vous entrainer sur les autres parties du programme
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