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Matricer

101: Basis Information og Overordnet Regneregler

Basis information:
Matricer er opbygget af m raekker og n koloner. En Az, matrix optreeder séledes:

11 Qg2
Az = Q21 A2
aszp 0dszp
Hvor a;; er veerdien i den hhv. ’te reekke og j’te sajle

Matrix Typer:

Kvadratisk Matrix
En kvadratisk matrix har lige mange raekke og sejler. Eksempel:

b1y b1z biz
Bsy3 = b21 bzz b32

b31 b3y b33
Diagonal Matrix:
En diagonal matrix, er en matrix som kun indeholder vardier pa de diagonale vaerdier. Eksempel:
d, 0 - 0
p=( 7 @ T
0 0 - dy

Identitets Matrix & Initial 1 taller:

Identitets matricer har ligesom diagonale matricer kun verdier langs den diagonale, men disse er alle
initial 1’taller. Et initial 1°tal, er et 1’tal som optrader som den eneste verdi i sin sgjle, ergo har 0’er
for oven og neden, og optraeder tettere mod “venstre siden” jo mindre dens rakke tal er. Eksempel:

10 ~ 0
1= 0 1 0 (Identits Matrix)
00 - 1

Transponeret Matricer:

Nér man transponerer en matrix, bytter man om kort sagt raeekker og sgjler, med andre ord:

A(a- ) er en given matrix, hvor den transponeret er markeret som A’ = (a--) F.eks.
Y/ mxn T nxm

nx

1 2

/ 1 3 5

Azxp = <3 4) Az = (2 4 6)
5 6

Der geelder ogsé felgende regneregler:

@AY =4 ((i)(A+B) =A"+B" (iii)(eA)' = aA’ (iiii)(AB)' =B'A’ & (BA) = A'B’

Symmetrisk Matrix:
En matrix er symmetrisk hvis A = A’



Basale Regneregler
Der gelder nogen overordnet regneregler hvordan man lagger, fratrekke og ganger matricer med
hinanden. Overordnet ser de sdledes ud, men gennemgas yderligere leengere ned:

(AB)C = A(BC) (Associativ Lov)
A(B+ C) = AB + AC (Venstre Patrzengende Lov)
(A + B)C = AC + BC (Hgjre Patraengende Lov)

Hvis bédde A og B er matricer, s er det muligt for AB (Matrice produktet) eksistere, mens at BA ikke
nedvendigvis ger. Yderligere s gaelder det at:

AB # BA Undtagen specielle tilfelde
AB = 0 betyder ikkeat A =0 eller B =10
AB = AC og A # 0 er ikke ensbetydende med B = C

Addition mellem matricer:
Nar man lagger to matricer sammen, ligger man verdierne i samme plads (v;;). F.eks.:

Amxn = (aij)mxn B = (bij)mxn
A+B= (aij + bij)mxn

3 2 1 6 341 2+6 4 8
=z S S4s Z44)7 2 2
2 2 2 2+2 2+ 2

Subtraktion mellem matricer:
Ligeledes nér man treekker to matricer fra hinanden, treekke man veerdierne pa samme plads (v;;) fra
hinanden. F.eks.:

Apxn = (aij)mxn Bixn = (bij)mxn
A-B=(a;—by), .
3 3
2 > 3 2 2-—3 5~ 2 -1
Ayyr = 1 Byx2 = 6 1 A-B= 1 1 =
2 2 4

9 4

Bl RN =

Gange med et skalar produkt:
Nér man ganger med et skalar (et tal) ganger man blot skala ind pé hver af de (vl- ]-). F.eks.:

a = et tal
aA=(aaij)mxn
1 1 1 3
a=3 A2X3= 3 3A=3- 1 = 1 = 3
7 1 = 7 1 = 3-7 31 3-= 21 3 =
2 2 2 2



Gange to matricer sammen:

Nér man skal gange matricer er reekkefolgende man ger det vigtigt. Som vist tidligere, sd er AB #
BA, (undtagen i specielle tilfaelde). Nér to matricer ganges sammen, sé bliver det nye matrixproduktet
opbygget af antallet af raekker fra den ferste matrix, og antallet af sgjler fra den anden. Med andre ord:

Am1><n1 & BmZan
A-B = ABy un,
bll b21

ai; Q12 Qg3
Ags = ) Baxz=|ba b
2%X3 a21 a22 a23 3x2 b21 b22
31 31

ba ba ba
ab ab 11 12 13
AB;y; = ( t 12) BAjy3 = (ba21 bay, bays
ba31 ba32 ba33
For at finde vaerdierne der skal side, kan det matematisk opskrives saledes:

n
AB = Z airbrj = ailblj + aizsz + -+ ambnj
r=1

n
BA = Z birarj = bilalj + bizazj + -+ binanj

r=1

Hvori i betegner reekkenummer, j er sgjler nummeret. Eksempel med tal:

3

2 4 0
A2><3:( 3 1) B3><Z:<2 1)
1
_(2-044-240-1 2-344-140-7\_ (8 10
ABZXZ_(- +3:-241-1  -3+43-1+1- )‘(7 9)
243 +4+3-3 0-0+3-1 3 9 3
BAz3=|(2:2+1- 2-441-3 2:0+1-1])=[5 11 1

1-24+ - 1-4+2-3 1:0+35-1 5 13 3

102 Ligning systemer og lgsninger:

Linecer Uafhcengighed:

Hvis man far givet en reekke sgjle vektorer, a4, a,, ... a,, kan man undersgge om hvorvidt de er
linezere uathangige - Er det muligt at gang et skalar produkt pé en vektor, og omdanne den til en af de
andre.

Kort fortalt:
a,,ay, ..., a, er linezrt uathengige hvis:
c1ag+ca+ -+, =0=>cp=c==¢, =0
Forreele tal cq,cy, ..., Cy
Yderligere:
a4, as, ..., a, er lineart uathaengige hvis:
Der findes reelle tal ¢4, ¢, ...., ¢, med ¢; # 0 for mindst et 7 sa:
c1aq +cay + -+ cpa, =0
Sgjlevektorer;

Hvis a4, a,, ..., a, er sgjlevektorer, i A, er de linezert uathengige < ligningsystemet: Ax = 0, kun
har den trivielle losning < |A| # 0



Gauss Elimination:
Man kan opskrive ligningssystemer som er forbundet, i form af en matrix, og leser det derfra. F.eks.
Lignings system:
2x+2y+4z=2
—x+2y=2
x—y+z=1

52 96)-(

Vi kan lgse systemet, ved at omdanne det til det Udvidet Koefficient Matrix, og derefter lave raekke
operationer. Ergo:

2 2 4 2 1 1 2 1 1 1 2 1

<—1 2 0 2) - <—1 2 0 2) - (0 3 2 3) -
1 -1 1 1 %Rl 1 -1 1 1/gro4r1 1 -1 1 1/g3-p1
1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

<0 3 2 3) - (0 1 1 3) - <0 1 1 3) -
0 -2 -1 0/g2+r3 0 —2 -1 0/pr3+2r2 0 0 1 6/ri-r2

1 0 1 -2 1 0 0 -8

011 3 ) - 10 1 0 -3

0 0 1 6/R1-R3 0 01 6
R2-R3

Vi har nu omdannet matrixen til en reduceret echelon matrix, ved at der ved vare rackke kun er initial
I’taller. Vi kan nu omskrive den reduceret echelon matrixen tilbage til ligningsform:

Omskrives til

x=-8,y=-3 z=6
Seet disse verdier 1 det originale ligningssystem for at tjekke det gér op, og bekrefte at ligning
systemet er lgst:

2-(-8)+2-(-3)+4-6=2e24-22=2
—(-8)+2-(-3)=2o8-6=2
—8-(-3)+6=129-8=1

Ligning system med ubekendt
Det kan fremga at man fér et ligningssystem med en ubekendt. F.eks.

2x+4z =2
—x+2y=2
x—y+tz=b

Igen s& omskriver vi til udvidet koefficientmatrix og laver raekke operationer til vi opnar en echelon
matrix:

2 0 4 2 1 0 21 1 0 2 1
-1 2 0 2 -»|-1 2 0 2 -0 2 2 3 -
1 -1 1 b/l 1 -1 1 b/R2+R1 0 -1 -1 b—1/1g,

2 R3-R1 2

1

102% 102 3
0115 -]l0 11 2
0 -1 -1 0 0 01

b—1/ r3+r2 §+b

Vi kan set at 1 den nederste rakke, har vi anskaffet en nulrakke, vi kan derudfra laese at hvis b + % *
0eb=- %, sé vil der vaere ingen lgsning fordi at ligning systemet ikke kan gé op.

Forb = — 3 har vi s, at z optreeder som en fri variabel, som vi omskriver til z = t, og far:



x+2z=1oox=1-2t

+ 3 3 t
= - & = — —
yrz=g5 TVE3

Hyvilket formelt set skriver op som:

1
Hvis og kun hvis b = — > sa er lgsningen til ligning systemet:

o [N\ /-2
<y)= Slee[-1), ter
z 2 1
0

To frie variabler og en ubekendt:
Vi har ligningssystemet
X
25 + 4x, = 2 00 2 4\[,0 2
Xy +2x,+2x3+5x, = 3 o1 2 2 5 xz =13
X + 2%, + X3 + 3%, a 12 1 3 xi a

Omdanner det igen til en den udvidede koefficient matrix, og laver rakke operationer indtil vi far

echelon.
4 2 1 2 2 5 3 1 2 2 5 3
5 3 ->{0 0 2 4 2 -{0 0 1 2 1 -
3 a R1&R2 1 2 1 3 a %RZ 1 2 1 3 a R3—-R1
1 2
0

0 0
i

1

1 2 5 3 2 5 3 1 2 0 1 1
<0 1 2 1> —><0 1 2 1) —><0012 1)

0 0 -1 -2 a-3 R3+R2 0 000 a—2 R1-2R2 0 000 a-—-2

Igen, kan vi aflese at hvis a # 2, s& gér systemet ikke op. Men hvis, og kun hvis a = 2, sa fremgér
lgsning saledes:

ON NN
_ NN

Béde x, og x, fremgar som fri variabler, og vi har:

l.rekke:x; +2x, +x, =1 x; =1—-2x, — x4
2.rekke:xz3 +2x, =1 x3=1—2x,

0g x, & x4 er frivariabler:x, =t ,x, =S

hertil har vi:

For a = 2, fremgar lgsning til lignignssystemet:

X1 1 -2 -1
X211 [0 1 0
x| =1 +t 0 +s _9 ,6LSER
X4 0 0 1

Kan evt. omskrives saledes: (xq, x5, x3,%4) = (1 — 2t —s,t,1 — 25,5)

103: Determinanter og Inverse Matricer
Man kalder en matrix for invertibel, hvis dens determinant # 0. Hvis en matrix har en determinant=
0, kaldes den for Singuler. Man betegner determinant til en matrix saledes:

A= (é ;) er en given matrix. |A| = det(A) = |§ % =1-2-3-1)=-1



Beregning af determinanter:
Der er en raekke metoder for at udregne determinanter for forskellige former af matricer.

For en 2x2 matrix, siger man blot: (Ccl Z) ,det (Ccl Z) = |Ccl Z| =a-d—(b-c)=ad - bc

For sterre matricer, er en metode at man udvikler efter en raekke/sgjle, for at omdanne en matrix til en
2x2. F.eks.

a;; Qg2 Qg3

A= <a21 az, a23>,det(A) =ai1-Ai1+---+aij-Aij+---+ain-Ain
az; Qs ass

Hvor Aq4 f.eks. er determinanten til matrixen uden 1. reekke og forste 1.sgjle:

Ay = (1A |a22 a23|

azz 04z3
Ergo kan det skrives séldes:

a1 0 Qqj-1  Apj Qaq,j+1 vt Qp
Az1 -+ Qpj_1 apj axj+1 - ayy,

= (=1)C D . : ' :

Al] ( 1) (1:4 oo (1: : 4 l. - lo PRI oo Q.-
L7 B 7 T T 1244
An1 - Qpj-1 Qhj aq,j+1 o App

Tip: Det kan vere klogt at lave reekkeoperationer, indtil man har en raekke/sgjle med kun et tal.

Saurus Metoden:
Saurus metoden kan benyttes til hurtigt finde determinanten til en 3x3 matrix. Man tillegge de forste
to sgjler, og udregner derefter determinanten séledes via diagonalen:

ai1 Q12 Qg3 11 Gz a13\ 11 Q12
A=|[0az1 Gz Aaz3 ,|A| via Saurus : |A| = |21 \azz\ Gpg T3y QAz| =
S ~
az; a3z 04z3 az1” Q4zz ~Azz A3y Az

(a1 app a3z + agp " Ap3*A31 + Ag3° Apq * A33) — (A31 " A " Qg3 + A3 Ap3 " A + A3 App
alz) - det(A)

Hoved Underdeterminanter

I en given kvadratisk matrix (samme antal rekke og sgjler), ville der vaere en raekke
hovedunderdeterminanter. Disse vil fremsta i forskellige ordner” og der ville lige s mange ordner,
som der er raekker/sgjler. I den 1. orden sletter man de samme antal reekker og sejler, sa der kun et
element tilbage - altsd man sletter f.eks. 1.forste raekke og 1. sgjle. S& i 2.orden sletter man en faerre
antal reekker og sgjler, og man bliver ved til man nér tilbage til matricen selv. F.eks.

_(5 -3 A e — @_ 9| — _|5 =3|_
A_(_3 2),1.0rden, AV=51=5 Al —|2|—2,2.0rdenA2—|_3 A |_19

Ledende Hoved Underdeterminanter
Ligesom med hovedunder determinanter, sletter man raekker og sgjler, men sletter man kun
de ”bagerste”, det vil sige man arbejder baglens. Man markerer disse med D. F.eks.:
Ledende Hoved Underdeterminanter:
1.0rden:D; = |5| =5

2.0rden: D, = |_53 _3|

2 =19
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Definithed:
Man bruger underdeterminanterne fra for, til at bestemme en matrix’ definithed. Ved brug af
eksemplet fra for:

En given Matrix er:
a) Positivt Semidefinit © Ay = 0,k = 1,2, ...,n (k er alle hoved underdeterminanter)
b) Positivt Definit © D, > 0,k = 1,2,..,n (k er alle ledende hoved underdeterminanter)
( Hvis en matrix er Positivt definit = Positivt semidefinit) (b) = a)

c¢) Negativt Semidefinit & (—=1)¥A, >0,k =1,2,..n
d)Negativ Definit © (—=1)*D;, > 0,k = 1,2,..n
d) =)

Sa for A ser vi at den hverken er Positivt- eller negativt definit. S& kaldes matricen for Indefinit.

Teorem fra EMEA 13.12.2
Lad Q(x, ..., x,) = Q(x) vare en kvadratisk form og A den tilherende symmetriske n X n matrix
(dvs. Q(x) = x'Ax)

Idet D, betegner den ledende hovedunderdeterminant af orden k for A og AKX er en vilkérlig
hovedunderdeterminant af orden k for A, geelder at

(a) Q er positiv definit & Dy > 0 foralle k =1,... ,n

(b) Q er positiv semidefinit < Al,g = 0 for alle hovedunderdet. aforden k = 1, ... ,n

(c) Q ernegativ definit & < Oforalle k =1,.. ,n

(d) Q er negativ semidefinite> (—1)*AX > 0 for alle hovedunderdet. af orden k = 1, ... ,n
Hvis ingen af de overstdende gor sig gaeldende er Q indefinit. (hvis en matrix har egenvaerdier med
forskeligt fortegn er matrixen indefinit)

Inverse Matricer

Den inverse til en matrix, betegnes som A~1 og er en matrix som nar prikkes med matrix A bliver
matrixproduktet I (identitetsmatrixen, side 2.)

Der er flere metoder til at beregner den inverse matrix:

Metode A:
Opstil Matrix A op mod I og lave rackke operationer til de har” byttet plads”. F.eks.:

a=(33 ) 1= 9
1 0 1 -1 -1 0 1 -1 -1 0
0 1)_1RF(—3 2 0 1)R2+3Rﬁ(0 -1 -3 1)R1_R2

O 55 Dol 5 b1 5 0

Vi har nu I pa venstre siden, og nu A~ pa "hejre”.
Dette vil vaere den generelle metode til at finde den inverse matrice.

(s

I R

Metode B:
Metode B kan kun benyttes til matricer af 2x2 sterrelser. Metoden ser saledes ud:

1 -
A=(C Q) e D)
Overordnet regler:

0) (A‘l)_l =A (i))(AB)"1=B 1A (iii)) (A) 1= (A—l)' (iiii) (cA)™1 = ¢~ 1A

11



104 Egenverdier og Matrix Rank

Egenvardier:
Man betegner egenverdier ved lambda (1). A er en vaerdi € R, som betyder at hvis A er en egenverdi for
en matrix, sd geelder det at der findes en vektor u, u # 0, ogsa kaldt en egen vektor, som opfylder:

Au = Au

a1; Q12 13\ /U U
Qz1 QA Q3 || Uz | =AUz
a31 dzz 0Az3z/ \Ug Us

For at finde en matrix’ egenveerdier, s& geelder det at |A — AI| = 0.
Dette kan omskrives séledes at:

all—2 a, Ain
p=lA—a=| % f2Th o dm )
an1 an2 ann_/1

Hvis man fér givet en egenverdi i en opgave, kan man tjekke om det rent faktisk er en egenvaerdi blot ved at
indsatte den i formlen fra oven, og sikre sig at det giver 0.

Karakteristiske Ligning: |A — AI| =0
Karakteristiske Polynomie: |A — Al|

Man lgser det karakteristiske polynomier, hvis ikke kender til egenvardierne. Dette ville resultere i at
A vil veere redderne 1 det karakteristiske polynomium for en givet matrix. F.eks.

2 =2 -4
A= <0 -4 0 > , Det indsattes i det karakteristiske polynomium:
4 -2 -8
2—-21 -2 —4
0 —4 -2 0
4 -2 -8-1
Vi kan lgse dette ved hjelp af at udvikle efter 2.rackke,

p(D) =|A-a|=

Viudvikler ud fra 2.rekke:
2—-1 -2 —4
0 —4 -2 0
4 -2 —-8-1
=(—4-1D)6AI+21) =2(-4-D)(6+ 1)

—4

=0+(—1)(2+2)-(—4—/1)-|2;’1 s

|+0

AM=4—-1)(6+21)=0,nar A, = —4,4, =0eller A3 =—6

Egen vektorer:

Saet egenverdien ind 1 formlen, og les som var det et homogent ligningssystem, via denne formel:
p()=A-A) x=0

Hvor (A — Al) er koefficientmatricen. F.eks.:

310 3—-1 1 0
A=<1 3 0> , (A—/ll)=( 1 3—-1 0 )=(2—/1)((3—/1)2—1)

0 0 2 0 0 2-21
A1 = 2, (med et multiplikation pa 2) og 1, = 4 (multiplikation pa 1)
Fordi,2-1)((3-2)?-1)=02-1=01=2
61+2
&

eller 3=2)?~1=0&2"~61+8,D= (-6 ~4-1-8=4 1=——

Sa har vi formlen:

12



1 10 1 10
ForA=2:A-2I=|1 1 0 -0 0 O0],Lgsningen afleeses til:
R2-R1

0 0 O 0 0 O
X1 +x,=0x =—x,
0=0
0=0

Hvor x, = t,en frivariabel og x3 = s,en fri variabel:

-1 0
Egenvekotren for A = 2: v, = t( 1 ) +s <0>, (t,s) # (0,0)

0 1
-1 1 0 -1 1 0 1 -1 0
ForA=4:A-4I=11 -1 0 -1 0 0 O =10 0 1],lgsninger:
0 0 -—2/-3rs 0 0 1/Rzer3 \0 0 0
R2+R1 —1R1
xl—x2=0@x1=x2
x3:0
0=0

Hvor x, = t,en frivariabel

1
Egenvekotren for A =4:v, =t (1),t =0
0

Matrix Rank:
Ranken af en matrix A, skrevet r(A), er det maksimale antal af lineare uathangige sgjle vektorer i A.

Fra Thm. 1.2.1 har vi at for en given kvadratisk matrix A:
De n'te sgjlevektorer af A:a,, a,,...,a, af ennxn

a1 Q12 0 Ap ayj

Az1 Az - Agpn azj
A= : : . yhvora; =| .

An1 Qn2 *° Apn Qnj

Er lineaere uafheaenige hvis,og kun hvis |A| # 0

Ydermere giver Thm. 1.3.1 os:

Ranken r(A) af en matrix A, er lig med ordnen af dens storste underdeterminant,
somer forskelligt fra 0.

Eksempel:

1 0 2 1

A=(0 2 4 2],3.ordens Hoved under determinanter:
0 2 2 1
1 0 2 2 4

p=lo 2 4/=1-(=DOD|> | = —4 = 0,udviklet fra 1.spjle

2 2

0 2 2

r(A) =3

Ranken af en matrix er upévirket af evt. rekkeoperationer.

Vektor Laengde:
Laengden af en vektor, findes ved denne formel:

13



ol = [vf +v3 + -+ v

Man dertil geelder der nogen "uligheder”
Cauchy-Schwarz' ulighed
vx,y € R" er
-yl < llxll -yl

Kan benyttes til at bevise trekantsuligheden:

Trekantsuligheden:
Vx,y € R"
llx + yll < llxll + Iyl

Vinkel mellem vektorerne:
Det gzelder at vinklen mellem to vektorer kan findes ved denne satning,

forx,y #0
) = ——>
cos =—
[l - Iyl

Hvis cos(0) = g = 90°, sa siges de to vektorer at veere ortogonale: x Ly =>x-y =0

Afstand mellem to vektorer:
Afstanden mellem to vektorer er givet ved:

det(x,y) = llx = yll =/ (g = y1)% + (2 = ¥2)2 + -+ + (X — ¥n)?

105: Kvadratiske Former & Ortogonal Matrix og det show
Kvadratiske former
De er en speciel form for funktioner.

Sé benyt denne overordnet formel for en evt. Q(x, y, z) kvadratisk form, for at finde den symmetriske

matrix som tilherer.
a d e\ ,x
(x,y,2) (d b f ) <Y>
e f ¢/ \z

= ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz

Hvis det evt. er en 2x2 matrix, si:

(x,y) (; Z) (;) = ax? + by?2dxy

Hvor det er muligt at kigge pé den oplyste kvadratisk form, og se direkte hvordan den symmetriske
matrix ser ud. F.eks.:

Q(x,v,2z) = —x?+ 2y? — z? + 2xz
Vi kan direkte afleese og fa folgende symmetrisk matrix:

-1 0 1
A=10 2 0
1 0 -1

14



Digitalisering og Spektral Satningen: P'AP = D
En matrix (A) siges at vaere diagonaliserbar, hvis der findes en invertibel n X n matrix Pogenn X n
diagonal matrix D, s at:

D =P 'AP
Nu skal i se et smart hack jeg fik fra Aspiri.

Det galder, at hvis D (Diagonal Matricen) bestar af egenvardierne for A, si vil P besta af de normeret
vektorer, 1 samme raekkefolge som egenvardierne i D.
Et eksempel:

-1 0 1 -1 1 0
A:<0 2 0>,/11=—2:v1=t<0),/1220:172:15(0) ,13:2:17321:(1)
1 0 -1 1 1 0

Sa vaelger vi en rekke for D, rekkefolgende er vigtigt:

-2 0 0
D= ( 0 0 0), bemerk at 0’tallet i d,, er egenveerdien 4, = 0.
0 0 2

Sa finder man de normeret vektorer:

1
Find lengden: ||v,|| = \/(—1)2 + 0+ 12 = /2, sd normeret fas:| 0
1
\ &
1
V2
Find leengden: ||v,|| = /12 + 0 + 12 = V2, sd normeret fas:| 0
1
NG
0
Find lengden: ||vs]| = v 0+ 12 + 0 = 1, sd normeret fas: 1)
0
Det vil sige at P vil veere:
1 1 0 1 0 1
V2 2 V2 V2
P=| 0 0 1| ogforgodordensskyld:P"1=P' = 1 0 1
R vz 7
NAF 0o o0 1

Sa har man anskaffet den Ortogonale P matrix, samt den Diagonale D, som opfylder Spektral
setningen.

Gradienter og Funktioner af n’te variabler: Kvasi-konveks, -konkav,

konveks osv.

Det meste af denne del, er takket vaerd Oscar Borring. Jeg har enten rent Copy pasted hans noter, eller
omskrevet dem en del for at gare det mere forklarings venligt.
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201: Gradienter:

Gradienten til en funktion, er den vektor som er ortogonal til tangent i et punkt (xq, yo)

Gradienten til en funktion findes ved denne overordnet formel:
af af af
Vf(xl' X250 Tl) (a X1 (xlr X2y wes xn)!a_xz (xll X2y wes xn)! ] E (xll X2y eees xn))
F.eks.:
flry) =x*+2y +xy
Vi, y) = 2x+y,2+x)

Gradienten fortaller en reekke nyttige informationer:

a)Vf(x,y) star vinkelret pa niveau gennem (x, y)
b))Vf(x,y) peger i retningen af maksimal stigning for f°
¢) |DVf(x,y) || er en funktions veeksthastighed i retningen med maksimal stigning

Retningsflade:
Hvis a er en enhedsvektor, dvs. ||a|| = 1, sd kaldes:

fax,y) =Vfa(x,y) a
Den retningsafledede af /1 punktet (x, y) i retningen af a.

Der er et eksempel i Februar 2023, Opgave 2, 3)

202: Konveks, Konkav, Kvasi-konveks og Kvasi-konkav
Jeg forstar erligt talt det stadig ikke, men her er de overordnet formler jeg benytter:

For en givet funktion, s& underseg dens Hesse-matrice, Hvis:

Hessematrice er Positivt Definit = Strengt Konveks
Hessematrice er Negativt Definit = Strengt Konkav

Hessematrice er Positivt Semidefinit & Konveks
Hessematrice er Negativt Semidefinit & Konkav

Og
Konveks = Kvasikonveks
Konkav = Kvasikonkav

Theorem 2.3.1: Konkav/konvekse C?- funktioner
For funktioner af to variabler, geelder denne teorem.

Lad z = f(x,y) vaeren en C? funktion, definieret pa et &bent konveks set S, sa geelder det
a) f er konveks & f{1=0,f,5 =0 og f{1f> 22 —(fi5)?*=0
b) f er konkav ‘:’f <0,f32<0 09 fiifzo — (fi2)* 2 0
¢) fi1>0og fiifs 22 —(f{3)? > 0> f er strengt konveks
o) fi1 <0o0g fiifas — (fi3)?> > 0= f er strengt konkav

Yderligere har vi ogsé Teorem 2.3.2 og 2.3.3, som giver en overordnet formulering pa definithed,
samt konveksitet/konkavitet.

Teorem 2.3.2: Funktion af n’te variabler, Strengt- Konveks / -Konkav - Side 57
Forstil at f(x) = f(xy,..,x,) er en C?funktion, defineret pa et abent, konveks set S i R™.
a) Lad D,.(x) > forallexiSogaller =1,..,n= f er strengt konveks i S
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b) Lad (—1)" D,.(x) > forallexiSogaller =1,...,n= f er strengt konkavi$§

Teorem 2.3.3: Funktion af n’te variabler, Konveks /Konkav - Side 58
Forstil at f(x) = f(x4,..,%,) er en C%funktion, defineret pa et dbent, konveks set S i R™.
Lad A,.(x) vaere en arbritraer hovedunderdeterminant af ordenr,i Hessematricen. Sa:
a) f er konveks & A.(x) =0 forallexiS,og alle A, (x),r =1,...,n
b) f er konkav & (—1)"A.(x) = 0 for allexi S,og alle A.(x),r =1,...,n

203: Kvasi-Konveks og -Konkav
Vi starter ud med en definition pa hvad kvasi-konvekse og -konkave funktioner overhoved er.
Definitionen af Kvasikonkave og Kvasikonveks funktioner:
Lad f(x) vere en funktionpa S € R"
f er kvasikonkav, hvis den gvre nivueamaengde
P, = {x € S: f(x) = a} er konveks for ethvert a € R
f er kvasikonveks, hvis den nedre nivueamaengde
P% ={x € S:f(x) < a}er konkav for ethvert a € R

Kort om fortalt, (og hold fast i dette):

a) f er (strengt)konveks = f er kvasikonevks
b) f er (strengt)konav = f er kvasikonkav
¢) f er kvasikonkav & —f er kvasikonveks

Yderligere har vi endnu en generel formel, for at undersege en funktion af to variabler:

Teorem. 2.5.5 Begranset Hessematrice’s determinant og kvasikonkavitet
Lad f(x,y)vere en C? — funktion defineret pa et dbent konveks maengde S € R
Den omgrensede Hesse — determinant, defineres ved

0 fiy) f2(xy)
Bz(x'}’) = f1’(x'}’) flli(x'y) fllé(x:}’)
LGy) f1(6y) f2(y)

Sa:

a) En ngdvendig betingelse for at f er kvasikonkav i S,er at B,(x,y) = 0 for alle (x,y) €S
b) En ngdvendig betingelse for at f er strengt kvasikonkav i S,er at f{ (x,y) # 0 og
B,(x,y) > 0 for alle (x,y) €S

Teorem for konveksitet(konkavitet) og kvasikonveksitet (kvasikonkavitet) for sammensatte
funktioner.
Der er en raekke teorem som gar laengere i dybden angéende summen af funktioner, sammensatte

funktioner, se Her

204: Optimering af konkave og konvekse funktioner
Kort afsnit, men godt at have hvis det kommer op til eksamen. Hertil kommer der nogen enkelte korte
formler, samt teorems som man kan smide tal ind i. Haber det giver mening :D
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Nedvendige forsteordensbetingelser
Vi kalder et stationaere punkt for x*, til funktionen f(x4,..,x,) defineret pa S € R™, hvis dette
gaelder, sa gaelder det at:
a(fx")
axl-

=0,forallei=1.2,..,ne Vf(x*) =0

Globale Ekstremumspunkter - Teorem 3.1.2 - Side. 104
Lad f vere defineret pa en konveksmangde S € R" og lad x*vare et indre punkt for S
i) Hvis f er konkav: x* er et globalt maksimumspunkt for f
© x* er et stationaere punkt for f
ii) Hvis f er konveks: er et globalt minimumspkt. for f © x* er et stationzere punkt for f

Lokale Ekstremumspunkter - Teorem 3.2.1 - Side. 111
Lad f(x) = f(xq, ..., x,) veere definreret pa konveksmangde S € R"
og at x*er et indre stationart punkt.Ydermere antag at f ogd er en C? — funktion,
og lad Dy (x),k =1, ...,nde ledende hovedunderdeterminanter for Hessematricen. Sa:
a) D (x*) >0,k =1,..,n = x" er et lokalt minimumspunkt for f
b)(—=1)¥Dy(x*) > 0,k =1, ...,n = er et lokalt maksimumspunkt for f
¢) D, (x*) # 0 samt, hverken (a) eller (b) geelder = x"er et saddelpunkt for f

Dobbeltintegraler
Kort afsnit, igen tak til Oscar Borring.

301: Definitionen af dobbeltintegraler, fra FMEA, 4.4.1 - s.168:

Lad f vere en kontinuerlig funktion defineret over
R={(x,y) ER*::a<x<bogc<y<d}=]|ab]x]cd]

ffRf(x,}’)dxdy = Lb (j;df(X,Y)dy> dx = j;d <Lbf(x,y)dx) dy

Kort fortalt, hvis hverken af de to variablers graenser, athaenger af den anden, sé er
integrationsrackkefolgende ligegyldig.

302: Dobbeltintegral over domaner fra FMEA -s.171
Lad f vaere en kontinuerlig funktion defineret over
A={(x,y) ER*:a<x<bogu(x) <y <v()}=I[ab]X|[cd]

| j £, y)dxdy = f b( u::)f(x, y)dy) dx

Altsé, nu hvor den ene granse til variablen y athanger af variablen x, skal man forste integrere efter y.

Afsnit om: Partiel integration, Substitutions metoden, og overordnet formel samling

Differentialligninger:

Nu kommer den storeslemme. Der er ikke meget jeg kan forklare her ift. at bedre sddan forsta hvad
der sker. Men jeg giver det et forseg alligevel.

Differensligninger, er hvor man ved klassiske funktioner far en ”vardi” nar mand indtaster vaerdier
ind, far man til differensligninger en ny ligning, mega sjovt.

Ver pa udkig efter hvordan man kan omskrive ligningerne, yderligere forklaringer senere:
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401: Separation af variabler:
Vi kommer til at benytte os af to metoder for at lgse disse differensligninger: Separations metoden og
Panserformlen. Den forste af de to, kan anses for at veere den "nemme” af de to. Nar man far givet en
differens ligning, sa giv den et ordentlig kig og se om ikke du kan omdanne den til:

X = t%e*
a) Vi kigger og ser at vi kan omskrive dette overordnet:

dx ©
— =g
b) Nu Separere vi variablerne ¢ og x pa hver sin side af lighedstegnet:

WX _ r0)dt g(x) = 0
—_ = ) g X
g(x)
Hvis det skulle vere tilfeeldet at g(x) = 0, sa vil den konstante funktionx(t) = a vere en lgsning til

diff. Ligningen.
c¢) Sé integrerer vi pa begge sider:

14 —f ()dt
=7

G(x) = F(t) + C,hvor C er en arbitrer konstant
1

Hvor G (x) er stamfunktionen til ,
g (x)

F(t) er stamfunktionen til f og C igen er den arbitraere

konstant.
d) Isolere x:
x=GYF({t)+0)
Notere at hvis G ™1, kan dette kraeve restriktioner pa ¢, tilsvarende der bliver skabt en definitions
mangde for x.

Versionen som oversat fra bogen:

Metode for lesningen af Separable Differensligninger - Side 194
a) Skriven dif ferens ligningen (fx): x = f(t)g(x), som:

dx

- = (g

b) Separere variablerne:

oy
g

c) Integrere de to sider:

fﬁdx = ff(t)dt

d) Evaluere de to integraler, se om deter muligt at isolere x

x=GYF(t)+0C)
Husk at den arbitraere konstant C, skal tages med( hvilket oftest gores ved f{(t) siden)
Eksempler:

.~ dx 1 1 1
i) Q& —2tx? =Sseparere x_zdx = 2tdt SIntegrere f;dx = f2tdt And x t2+C SIsolere x

[y

X ==
t2+C
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PN t3 dx t3 6 3 6 3
)X = —2— & — = —— Sgeparere (° + Ddx = t3dt = pnregrere [x6+1dx=[t3dt &

1 1
“xT+x==t*+C
7 4

402: Panserformlen og dens mange gaver
Nu gennemgar vi hvordan man benytter panserformlen. Panserformlen kan/skal benyttes til at finde
generelle lgsninger for Ferste Ordens Lineare Differensligningerne. Det betyder at de kan skrives
som:

X+ a(t)x = b(t)
Hvor a(t) og b(t) angiver kontinuerlige funktioner af ¢, pa et bestemt interval. Samt at x = x(t) er
vores ukendte funktion. Den kaldes for lineere fordi, venstre side af lighedstegnet er en lineere
funktion af x og x.
Eksempler for line@re forste ordens ligninger:

Dx+x=t, a(t)=1o0gb(t) =t
ii) x 4+ 2tx = 4t, a(t) = 2tog b(t) =4t
et tIn(t) et tIn(t)

i) (2 + Dx +e'x =tin(t) © % + DR a(t) = @+ % b(t) = tZ+ 1)

Til det opskriver panserformlen séledes:

Panserformlen - FMEA-side 203
Antag en forste ordens dif ferensligning x + a(t) - x = b(t), hvor a(t) og b(t) er
kontinuerlige funktioner pa et interval:

x+a)-x=bt) @x=et2®.(C+ f el Op)dt &
x =Ce Ja® 4 g=Ja® f el *Opt)dt

Der er folgende specielle tilfaelde:
i) aog b er konstant
x+a-x=b®x=C-e‘at+2
i) a er en konstant og b(t) er en funktion ‘

Xx+a-x=b(t)ox=Ce *+ e‘atfeatb(t)dt

Eksempel:
i) X + 2tx = 4t ,a(t) = 2t og b(t) = 4t ,A(t) = t?
x=Cet" +et° fetz 4t dt

=Cet* et (Zetz)

2 42442
=Ce V" e t7t" .2

=Ce " +e°:2
=Ce " +2
Man kan komme ud for at man skal undersgge en bestemt lgsning ved evt. pkt. fx
(t,x) = (0,-2)

Hertil indsetter du i den generelle losning man lige har fundet, og isolere C:
x(0)=—2=t=0,—2=Ce " +20 -2=Ce'+2oC=—4
Dvs. at lgsningen som opfylder: x(0) = —2, hedder: x = —4e~t" 42
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Stamfunktioner, Fkt og Differentialkvotient:

Stamfunktion F (x) Grundfunktion f(x) Differentialkvotient f'(x)
kx k 0
x 1 0
1
Rl g !
1 -
xnt1 x"n#—1 nx™ 1
n+1
e* e* e*
x - (In(x) — 1) In (x) x71
In (lxl) X_l —x_z
—cos (x) sin(x) cos (x)
sin (x) cos (x) —sin (x)
—In|cos(x)| tan (x) tan(x)? + 1
Differentialkvotienter:
f(x) f'(x)
1 2
x 1
v 20
ek-x k- ek-x
k* k* -1n (k)
In(x) og e* regler, plus underlige situationer
Funktion: Reglen
In (x - y) In(x) +In(y)
X
In (;) In(x) —In (y)
In (x™) n - In(x)
1
In (Vx) = In(x)
Situationer der kunne ske: Ensbetydende med
In(1) =0
e =1
eln(x) = x
In(e*) =X
etln(x) = xt
y =In(x) e =x
4
2x+2y—;=0 —=4ox=1
Differentialkvotient Regler
Navn: Funktion Reglen
Sumreglen h(x) = f(x) £ g(x) h(x)=f"(x)+ g'(x)
Konstantreglen g(x) =k f(x) g =k-f'(®
Produktreglen h(x) = f(x) - g(x) h(x)=f"(x)gx)+ fx) g'(x)
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x , f'x)-gx) —f(x)-g'(x)
Kvotientreglen h(x) = & h'(x) = >
9() (g()
Integrations Regler:
Navn: Integral Reglen
Sumreglen ff(x) + g(x)dx ff(x)dx + fg(x)dx
Differensreglen f f(x) —g(x)dx f f(x)dx — f g(x)dx
Produkt af konstant
Reglen f k- f(x)dx k ff(x)dx
Integrations via. Substitution
Kort Overgang hvordan Integration via. Substitution virker
Funktion Metode
[ 1le@)-g'eax [ rwar
Forklaring: Eksempel:
Find en ”indre funktion” hvori dens afledte f - e dx
allerede optrader i funktion
Skridt 1: Skridt 2:

Finder den indre funktion, og kalder for ¢

Differentiere ¢, og isolere dx

t = x? & re La=d
dx X 2x x
Skridt 3: Skridt 4:

Indset 1 funktion:

2 1
-[x-ex dx=fx-et-—dt
2x

Reducere integranden:

f t 1dt f t 1dt
x-et-—dt= | et-=
2Xx 2

Skridt 5: Skridt 6:
Udfer integration: Substituere den originale indre funktion ind igen
1 1 2 1 .
t. o Jr — — ot . oX — X
fe 2dt 2e+(J fxe dx € +C
Partiel Integration:
Kort overgang hvordan Partiel integration virker
Funktion Metode
f f)g(x)dx fO)G(x) - f fr)G(x)dx
Eksempel: Skridt 1:
1 1
J4ezxxdx =4- f e**xdx 4- (xz e — f 1 -Eezxdx>
Skridt 2: Skridt 3:
1 1 1 1
4 - _2x_(_ 2x C) _(_Zx__ 2x _ )
<x 5 € 7€ + 4-({x 5 € 26 C
Skridt 4: Skridt 5:

(2e%*x — e?* — 4C) & 2e**x —e?* + C

e?*(2x— 1)+ C,
hvor C er en Arbitreer konstant
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Teorems fra EMEA og FMEA: Sidetal er hhv. FMEA

Her er noget forskelligt teorem, s& man bl.a. kan henvise til under sin opgave skrivning.

Teorem fra EMEA 13.12.2
Lad Q(xy, ..., x,) = Q(X)veere en kvadratisk form og A den tilhgrende symmetriske
n X nmatrix (dvs.Q(x) = x'Ax). Idet D) betegner den ledende hovedunderdeterminant
af ordenk for A og AX er en vilkarlig hovedunderdeterminant af orden k for A, gelder at:

(a) Q er positivdefinit < D, >0 foralle k=1,..,n

(b) Q er positiv semidefinit < AX > 0 for alle hovedunderdet.af ordenk =1,... ,n
(c) Q er negativdefinit & <0 foralle k=1,..,n

(d) Q er negativ semidefinit < (—1)*4X > 0 for alle hovedunderdet. af orden k =
1,..,n

Hvis ingen af de overstaende gor sig geldende er Q indefinit.
(hvis en matrix har egenveaerdier med forskeligt fortegn er matrixen indefinit)

Teorem 1.2.1 - Side 10

De n'te sgjlevektorer af A:ay, a,,...,a, af ennxn

ai; Q12 - Qip ayj

Az1 dz2 + dn azj
A= . . . ,hvor a; =

An1 Qn2 - App Qanj

Er linezere uafhaenige hvis,og kun hvis |A| # 0

Teorem 1.3.1 Matrix Rank - Side 12

Ranken r(A) af en matrix A, er lig med ordnen af dens stgrste underdeterminant,
som er forskelligt fra 0.

Teorem 1.3.2: Matrix Rank Transponeret - Side 13
Ranken r(A) af en matrix A, er lig ranken af dens transponerert matrix:r(A) = r(A")

Teorem 1.4.1: Matrix Rank og Lineare Ligningssystem - Side 15
Hvis et linezert ligningssystem kun har en entydig lgsning, geelder det:
Ax = b har entydig lgsning © r(A) = r(Ap)

Teorem 1.5.1: Egenveerdier - Side 23

Hvis A er en n X n matrix, med egenvaerdierne A4, A, ..., A, sa.
a) |A| = Al 'Az - ...'An

b)tr(A) =aj; +axp+ - +ap =4+ ++1,
Teorem 1.6.1: Digitalisering af Matricer - Side 25

En X nmatrix A er digitaliserbar, hvis og kun hvis den har et set af n linezere
egenvektorere v4,v,, ... v,. Hvis dette er tilfaeldet, gelder det:

P~1AP = diag (A4, A3, ..., Ay
Hvor P er matricen bestaende af vq,v,, ... v, som dens sgjler,og 14, ..., A, er de
hhv. fglgende egenveerdier

Teorem 1.6.2: Spektral Saetningen - Side 26

Hvis matricen A = (aij)nxm er symetrisk, sa:
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a) Alle de n'te egenveaerdier A4, ..., A, er reelle tal
b) Egenvektorer der korspondere med deres egenveerdi, er ortogonale
c) Der eksiterer en ortogonal matrix P (der gelder P’ = P_l) saledes at

A 0 0
p-iap=(0 % = O
0 0 - A,

Sgjlerne vq,v,, ..., v, af matricen P er de normeret egenvektorer,i samme
reekkefglge som egenveerdierne i D: 14, ,, ..., A3

Teorem 2.3.1: Funktion af 2 variabler, Konveks/Konkav - Side 56
Lad z = f(x,y) veren en C? funktion, definieret pa et abent konveks set S, s gaelder det
a) f er konveks & fi1 2 0,f35 >0 og fifs3 — (fi2)* 2 0
b) f er konkav < fi1 < 0,f;3 <0 og fiifzs — (f{3)> = 0
o) f{1>00g fiifas — (fi3)?> > 0= f er strengt konveks
) fi1 < 0o0g fi1fss — (fi3)? > 0 = f er strengt konkav

Teorem 2.3.2: Funktion af n’te variabler, Strengt- Konveks / -Konkav - Side 57
Forstil at f(x) = f(xy4,..,%,) er en C2funktion, defineret pa et dbent, konveks set S i R".
a) Lad D,.(x) > forallexiSogaller =1,..,n = f er strengt konveksi S
b) Lad (—1)" D,.(x) > forallexiSogaller =1,...,n = f er strengt konkavi S

Teorem 2.3.3: Funktion af n’te variabler, Konveks /Konkav - Side 58
Forstil at f(x) = f(x4,..,x,) er en C?funktion, defineret pa et abent, konveks set S i R™.
Lad A, (x) veere en arbritraer hovedunderdeterminant af ordenr,i Hessematricen. Sa:
a) f er konveks & A.(x) =0 forallexiS,og alle A.(x),r =1,...,n
b) f er konkav & (—1)"A,.(x) = 0 for allexi S,og alle A.(x),r =1, ...,n

Teorem 2.3.4: Sum af konkave og konvekse funktioner - Side.59
Hvis fi, ..., fm er funktioner,definerert pa en konveks mangde S € R", sa:

a) fi, ..., fm er konkaveog a; =0, ...,a,;, = 0= a,f;+, ..., Ay, frn, 0gsa konkav
b)fi, ..., fm er konvekseoga, =20, ...,a,, = 0 = a,f1+, ..., A frn, 095a konvekse

Teorem 2.3.5: Konveks/Konkav for sammensatte funktion af en 2 funktioner - Side.59

Lad f(x)veere defineret for alle x i et konveks set S i R",0g at F er defineret over et interval i R
som indeholder f(x)for alle x i S.Sa:

a) f(x) er konkav, F(u) er konkav og voksende = U(x) = F (f (x)) er konkav

b) f(x) er konveks, F (u) er konveks og voksende = U(x) = F(f(x)) er konveks
¢) f(x) er konkav, F(u) er konveks og aftagende = U(x) = F(f(x)) er konveks
a) f(x) er konveks, F(u) er konkav og aftagende = U(x) = F(f(x)) er konkav

Teorem 2.5.2: Kvasikonveks/Kvasikonkav for ssmmensatte funktion af en 2
funktioner - Side.70
Lad f(x)veere defineret for alle x i et konveks set S i R",0g at F er defineret som en funktion af
en variabel hvis domene inkludere f(S).Sa:
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a) f(x) er kvasikonkav, F er voksende = F(f(x)) er kvasikonkav

b) f(x) er kvasikonveks, F er voksende = F ( f (x)) er kvasikonveks

¢) f(x) er kvasikonkav, F er aftagende = F(f(x)) er kvasikonveks

a) f(x) er kvasikonveks, F (u) er aftagende = F(f(x)) er kvasikonkav

Teorem 2.5.5 : C2-funktioner og kvasikonveksitet
Lad f(x,y) vere C?-funktion defineret p& bne konveks maengde S € R"
Den omgreaensede Hesse — determinant (The bordered Hessian Determinant)defineres ved

0 fixy)  f2(xy)
By(x,y) = [filx,y) fli(xy) fia(xy)
f26y) fa(y) f2(xy)

Sa gexelder:

a) Hvis f er kvasikonkav, séd er B,(x,y) = for alle (x,y) € S
b) Hvis f{(x,y) # 0 0g B,(x,y) = for alle (x,y) € S,sd er f strengt kvasikonkav

Globale Ekstremumspunkter - Teorem 3.1.2 - Side. 104
Lad f vaere defineret pa en konveksmaengde S € R" og lad x*veaere et indre punkt for S
i) Hvis f er konkav: x* er et globalt maksimumspunkt for f
© x* er et stationeere punkt for f
ii) Hvis f er konveks: er et globalt minimumspkt. for f & x* er et stationaere punkt for f

Lokale Ekstremumspunkter - Teorem 3.2.1 - Side. 111
Lad f(x) = f(xq, ..., x,) veere definreret pa konveksmaengde S € R"
og at x*er et indre stationaert punkt.Ydermere antag at f oga er en C? — funktion,
og lad Dy (x),k = 1,...,nde ledende hovedunderdeterminanter for Hessematricen. Sa:
a) D (x*) >0,k =1,...,n = x" er et lokalt minimumspunkt for f
b)(—=1)¥Dy(x*) > 0,k =1, ...,n = er et lokalt maksimumspunkt for f
¢) D, (x*) # 0 samt, hverken (a) eller (b) geelder = x"er et saddelpunkt for f
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Gamle Eksamens Sat: Rettevejledning

Februar 2023
Opgave 1: Matricer, Egenverdi & 4 X 4 Matrix

1) Begrund at matricen A er invertibel, og bestem dens inverse.

2)

Vi kan konkludere om A er invertibel, ved at bestemme om hvorvidt dens determinant er
forskellig fra 0. Hvis A’s, determinant er forskellig fra 0, sa kaldes den regulaer og er
invertibel:
Vi finder determinant ved brug af Saurus’ metoden, og far:
1 1 0 1 1 0 1 1
A= (1 -1 0),det(A) =1 -1 0 1 -1
0 0 4 0 0 4 0 O
=1-(-1)-44+0+0—-(0+0+4-1-1)=—4—-4=-8=+0
Det onsket er fundet, og vi konkluderer at A er reguler, og at A~ findes. Vi finder A~ ved at
sette den op ved siden af en Indentitetsmatrix (I), hvorefter der laves raekkeoperationer indtil
de har byttet” plads, dertil fas:

1 1 0100 L -1001°0
(1—10010) -(1 1 0100 -
R1&R2 1
004001%}23 001004R2_R1
1 -1 00 1 0 100 5 5 0
0 2 L =10 -0 201 -10 -
1 1
0 1004R1+%R2 00100;3R2
2
100 - = 0
2 2
0 1 0 % —% 0 ,Herfra aflaeses den inverse til A til at vaere:
0010 0 =
4
2000
2
Al= % —% 0 | Hermed er det onsket bestemt og vist.
o o0 -
4
4
Vi skal begrunde at AX = | 4 |, kun har en entydig lesning. Vi ger dette ved hjlp af Gauss
12

Elimination, hvori vi omdanner det linezre ligningssystem til den udvidet koefficient matrix,
hvorefter vi laver rekkeoperationer indtil vi opnéar den Reduceret Echelon form. Hertil fas:

1 1 0 4 1 1 0 4 1 0 0 4
( -1 0 4) —><0 -2 0 0) —>(0 -2 0 0) -
0 0 4 12 Ri;;” 0 0 1 3/putee N0 0 1 3/_1g

4

U=

1 0 0 4
<0 1 0 0),Lﬂsningen til leeses ud fra den reduceret echelon form:
0 01 3

X, =4

Xy =

X3 =3
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Vi omdanner dette tilbage til lignignsform og far den entydig lesning der hedder:

X1 4
(x1,%2,x3) = (4,0,3) & (x2> = <0>
X3 3

Hermed er det onsket anskaffet. Der kan evt. geres prove, ved at prikke A med x, for at sikre
det rigtige produkt anskaffes, hvis vi omdanner matricerne til ligningsform, fés:
X1 +x, =4 Med lgsningen: 4+ 0=4
X1 —x, =4 4—-0=14
4x; =12 4-3=12
Da A er invertibel, har ligningssystemet en entydlig lesning, nemlig:

Bl -

L
4
3) Viskal begrunde at 4 er en egenverdi til A, hvilket vi gor ved at s@tte 4 ind i det kar.pol og
ser om det gar op:
p(A)=|A—-All=0

o NIk N|F-
[y

1-4 1 0 -3 1 0
p®)=A-41l=| 1 -1-4 0 |=|1 -5 0[=0
0 0 4—4 0 0 O
Vi kan se det stemmer overens, da hvis vi udvikler determinanten ved brug af 3.raekke fas:
-3 1 0
[A—4I|=|1 -5 0[=0+0+0=0
0o 0 O

Yderligere skal vi finde egen vektorerne, ved egenverdien 4. Vi benytter os igen en formel,
hvor vi lgser det som var det et homogent ligningssystem:

-3 1 0
p(4) =(A—-4D) = ( 1 -5 0)
0 0 0

-3 1 0 -2 -4 0 -2 -4 0
1 -5 0 -1 -5 0 -0 -7 0|, -
0 0 0/Rri+r2 0 0 O R2+3 R1 0o 0 o0/

1
_ERl

1 2 0 1 0 0
010 -0 1 0], Herfraaflases losningen til at vaere:
R1-2R2

0 0 O 0 0 O
x;1=0
x, =0
0=0

x3 = t,da x; optraeder som en fri variabel
Egenvektorende til egenvardierne 4, er derfor:

0
A=4v, = t<0>,t € R\{0}
1
4) Vi skal bestemme de to yderligere egenverdier for A, hvilket vi ger ved brug af det kar.pol

(p(1) = |A — AlI|), hvor vi derefter finder redderne i det polynomie som kommer. Hertil fés:

1-2 1 0

1 -1-2 0

0 0 4—-2
Udviklingen gennem 3.raekke

p(D) =1A-A| =
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5)

6)

7)

- (e L4 1

04+0+(4—2)-(-1) | ) _1_/1|
=@-1)-AP+1-21-2)=l-1)DA*-2)
=(A-DA2-2)=0 A, =4eller 13 = +V2eller 1; = —2

Da A er symmetrisk, og har bade en positiv og negativ egenveerdi, er A indefinit

4
Vi skal bestemme losningerne til det linezre ligningssystem Bx = ( 4 >, hvor vi gere det

12
samme som i spm. 2, blot med B, i stedet for A, i den udvid idet koefficient matrix:

11 -2 4 1 1 -2 4 1 0 -3 4
<1 2 -1 4) —><0 1 1 0> —><0 1 1 O),Herfraaﬂ&ses
3 4 -5 12/ R2-R1 0 1 1 O0/R1-R2 0 0 0 O
R3-3R1 R3-R2
lgsningen til at vaere:

x1—3x3 =4 x; =4+ 3x3

X, +x3 =0 x; = —x3

0=0

X3 = t,da x; optraeder som en fri variabel
Konkret er lasningen til ligningsystemet:

X1 4 3
(xz) = <0> +t (—1),1: € R\{0)
X3 0 1

Vi skal afgere om matrixproduktet A~1B er en invertibel matrix, samt om matrixproduktet
B’A, er en invertibel matrix.
I spm. 5 sa vi at den reduceret echelon form af B, inden holdte en nulrakke, derfor ved vi at
|IB| = 0, ydermere har vi at |B| = |B’|, til sidst har vi at |AB| = |A| - |B|
Derfor til det forste spergsmal har vi at:

|A71B| = [A7|-|B| = |[A7Y|-0=0

0g

|B'A| = |B'| - |[A| =0-|A] =0
Dermed kan vi konkludere at ingen af de to matricer er invertibel.
Vi skal udregne determinanten af C. Til det benytter vi os af det faktum, at determinaten til en
matrix er upavirket af rekkeoperationer, som set i spm.5&6. Hertil fas:

0o -1 -1 3 01 0 5
C= 0 2 1 2 0 2 1 2
= -
2 1 5 -4 2 1 5 —4
0 1 1 _1 R1+R2 O 1 1 _1
Hertil udvikler vi efter forste segjle og far:
1 0 5
det(Q)=04+0+2-(-DI*-2 1 2[+0=
1 1 -1
1 0 5
212 1 2 |,vilaver to rekkeopeartioner
1 1 -1
1 0 5 1 0 5
2 1 2 -0 1 -8/, hvorefter vi udvikler denne efter forste sgjle:
1 1 —1/R-2R1 0 1 -6
R3-R1
1 0 5 1 —g
0 1 -8/=1-(-1*D.| |+0+0=-6-(-8)=2
1 -6
0 1 -6
Vi far dermed:
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)

2)

3)

4)

det(C)=2-; (1) g =2-(1-(—1)(1+1)-H :2]+o+o)=4
11 -1

Vi konkluderer at determinanten til C er 4: det(C) = 2

Opgave 2: Hessematrice, Retningsaflede & Dobbeltintegraler
Vi skal bestemme hessematricen for funktion f, givet ved:

1
flx,y) =-2 +;+ e*tY v(x,y) € R%, med x > 00gy > 0,
Dmger:D = {(x,y) € R%:x >00gy > 0}
Vi starter med at finde de forste ordens partielle aflede af funktionen fog fér:
fitey) = —x72+ e &f;(x,y) = e**
Hertil finder vi Hessematricen til f:
2
_ 2x—3 + eXty oxty _[=+ eXty Xty
ey = ( Xty ex+y) - <x3 )
ex+y ex+y
Det onsket er fundet

Vi skal nu vise at f'er en strengt konveks funktion. Vi ger dette ved brug af undersoge
Hessematricens ledende hoved underdeterminanter, for hvis Hessematricen er positivt definit,
sé vil f'veere strengt konveks:

D= |5t em| =2 f ety 504 (x,y) €D
17|33 e =33 e ,aa (x,y

2
_3+ex+y Xty
X

e Xty Xty

D2=

— ex+1 (é + ex+y> _ (ex+1)2 — éeaﬁl + (ex+y)2 _ (ex+y)2

2 i1
—Sex >0,,da(x,y)€D
X

Vi kan konkludere at Hessematricen er positivt definit, ergo at f'er strengt konveks pa

definitionsmangden, som givet i opgaven. Hermed er det ensket vist

Vi skal udregne den retningsafledede af funktionen f, i punktet (1,4) i retningen givet ved
(4.-3)
ll(4-3)I°
Den retningsaflede i punktet (1,4) heder: Vf(1,4) - a
Vi starter med at udregne a og far:
\5" 5

vektoren a =

a= = =
14 =Dl J@)2+(=3)2 V25

Nu starter vi med at finde V£ (x,y) = (f{ (x,¥), f2 (x,¥))

Jf. spm. 1 har vi: Vf(1,4) = ((—17%2 4+ e*%),e'%*) = (—% + e5,e5) =(e®—1,e%

Nu kan vi lgse for den retningsaflede, og far:

3)_4e5 4 3e5_—4+e5
5 5 5 5§

VF(14) a=(e5—1)- (g) oS (‘g

Vi skal lgse dobbeltintegralet, for f, inden for kvadratet:
K={(xy)eR%:1<x<20g1<y<2}

| fK £ (e, y)dxdy

Vi bemarker, at da ingen af de to variablers granser er afhengige af hinanden, er
integrationsrekkefolgende ligegyldig. Hertil integreres y forst, derefter x. Det giver:
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X X
2 2 1
=f —4+—+ex+2—(—2-1+—+ex+1> dx
1 x b
( 2

2 1
f (—2 +—+e¥tZ — ex“) dx
. x

[—2x + In(|x]) + e¥*? — e¥*1]2

=—-2-2+1In(2) +e?™? —e?*! — (=2-1 +1In(1) + e1*2 — et

= —4+In2) +e*—e3+2—-1In(1) —e3 + e?
=In(2) +e* —2e3 +e? -2

Opgave 3: Differentiabelligning af 1.orden
1) Vi skal bestem den generelle losning til differentialligningen givet ved:

1 3
5c+(—+1)x=—,t>0
t t
Hvis vi omdanner dette til at se saledes ud: a(t) = % +1,b(t) = % VAR =In(t) + ¢

Sa kan vi indsatte udtrykket ind i panserformlen, for at finde den generelle lgsning:
% +a(®)x = b(t) & x = Ce~JaWat | p=Ja®at f ela®atp(t)dt
Nar vi indsatter de fundet vaerdier for oven, fas:

© = Ce-In(O-t 4 g=In(O)-t f oIn(O+t -%dt

3
x=Ctle t 4+ t‘le‘tftet -?dt

Vi ligger merke til at tet % = 3et

x=Ctle t + t‘le‘tf 3etdt

x=Cttet+t et 3¢t
x=Cttet+t71-3=t"1(Ce t +3),t > 0,C er en arbitrar konstant

2) Vi skal nu bestemme den lgsning, der opfylder betingelsen x(1) = 6

Vi gor dette ved indsatte disse ny opgivet vaerdier: x = 6,t = 11 vores fundet generelle
losning, for derefter at isolere C og se hvad konstanten skal vere:
x()=C1tet+171-3=1"1(Ce 1 +3) =6
1
6=I(Ce‘1+3)@6=Ce‘1+3<:>Ce‘1=3<:>C=3e

Dvs. losningen til differentialligningen som opfylder betingelsen x(1) = 6, har forskriften:
x(t) =t tBe-e 1t +3)=t"1Bel"t +3),hvort >0



Januar 2023

Opgave 1: Matricer
a) En matrice anses som varende invertibel, hvis den er regulaer, ensbetydende med at dens
determinant er forskelligt fra nul: det (B) # 0. Vi finder B’s determinant og far:

Vi udvikler efter 2.rakke: det(B) = 0 + (=2) - (—=1)(?+2) . |_21 _13| +0=(-2)"
3-2)=-2=+0,
Hermed er det onsket bevist. Desuden, skal vi finde den inverse matrix til B, hvilket erB~1,

som nar prikket med B, bliver til en indentitets matrix, I. Vi setter matricerne B & I ved siden
af hinanden, og laver reekke operationer indtil de har "byttet” plads:

-1 2 1 1 0 0 1 -2 -2 1 0 1
<0 -2 0 0 1 o) o =lo1 0 0 -2 0 N
2 —4 -3 0 0 1/ —Rr2 2 —4 -3 0 0 1/R1+2Rr2
R1+R3 2R3

1 0 -2 1 -1 1 1 0 -2 1 -1 1
0 1 0 0 —2 0 -lo1 0 0 -2 0 N
4 -8 —6 0 0 2/Rr3-4R1 0 -8 2 —4 4 —2/R3+8R2
10 -2 1 -1 1 10 0 -3 -1 -1
01 0 -2 0 »lo 10 0 -5 0 R
0 0 2 —4 0 —2/Rri+r3 0 02 —4 0 -2/s
10 0 -3 -1 -1
01 0 O —% 0 |, nu har de to matricer "byttet plads” og dermed har vi at
0 01 -2 0 -1

-3 -1 -1
Bl=[0 -- 0

2
-2 0 -1

2) Vi skal lgse det linzre ligningsystem. Dette gor vi, ved brug af Gauss elimination, hvori vi
omdanner ligning systemet til den udvidiedet koeeficient matrix, laver rackkeoperationer indtil
vi har opnar den reduceret echelon form:

X1 5 -1 2 1 5 -1 2 1 5
B{x2|=(-4) =0 -2 0 -4 >lo0o 1 0o 2 >
X3 1 2 —4 -3 1 /B2R1 0 0 —1 11/r1+r3

2
-1 2 0 16 -1 0 0 12 1 0 0 -12
0 1 0 2 -1 0 1 0 2 -0 1 0 2 Herfra
0 0 -1 11 REIIZ_‘,’;Z 0 0 1 -11/_1m; 0 0 1 -11/_1p

aflaeses lasning til ligniningsystemet let:

X1 = —-12
xz = 2
X3 = —-11

Omdannet til ligningssystemt igen:

(2)-(2)
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3) Vi udregner det kar.poly for A, hvorefter vi finder redderene i polynomiet, for at anskaffe
egenvaerdierne (1) til A:

p=la-a =" T =a-n-a=22-21-3
D=(-2)?*-4-1-(-3)=16
2+4(3
=g {—1
Egenverdierne er 1, = —1 & A, = 3, og resultater er fundet som ensket. Yderligere skal vi

vise at A er indefinit, hvilke vi ger ved at finde de ledende hovedunderdeterminanter:
D=2 =]11=1>0
DZZA(;):|_12 —12|=1—4=_3<0
Da A hverken opfylder parameteren for hverken Positivt- eller Negativt-definit, kan vi kort
observere om den opfylder semi-definitheden:
AP =111=1>0
Den kan hellere ikke vaere positivt semidefinit, da den anden. Ordens hoved underdeterminant

er mindre end 0, og hellere ikke negativt semidefinit, da 1.ordens hoved
underdeterminatnerne er storre end 0. Vi konkluderer derfor at A er indefinit

4) Vi bestemmer egenvektorene tilherende A, ved hjelp af formlen som siger:
Av=vx& (A—Al) -x=0
Dertil finder vi egenvektorerne tilherende A, til at vaere:

- _1. _(1-(C1) -2 \_(2 =2
A= —L@A=( 1)1)_( -2 1—(—1))_(—2 2)
Vi laver raekkeoperationer, til vi opnar den reduceret Echelon form:
2 =2 2 -2 1 -1
(% 2”0 );m ~( %)
Herfra afleses losningen til at vaere:
xl—x2=0®x1=x2
x
0=0 ®v1=(x;)=t(1),t¢0
X, =t,da x, er en fri variabel
oA _an_(1-3 =2\ _ (-2 -2
1 =3:(A-30) = ( 5 1_3)_(_2 _2)
Vi laver reekkeoperationer, til vi opnar den reduceret Echelon form:
-2 =2 -2 =2 1 1
) N T )_gm = o
Herfra aflaeses losningen til at veare:
xl+xZ =OC>X1 =_.x2
X —
0=0 <:>v2=(x;)=t(11),t¢0
x, =t,da x, er en frivariabel

5) Vi bestemmer den ortogonale matrix P, samt den diagonale matrix D, ved brug af Spektral

setningen, som siger at hvis den Diagonale Matrix D er bestaede af egen vardierne til A, s&
vil P besta af deres normeret egen vektorer i samme rakkefolge. Ved benyttelse af dette, fas:

p-(3" D=0s 1)

Kort fortalt, sa gelder det ogsa at for en ortogonal matrix at: P’ = P~1
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A = —1:|lvyll = V()2 + (1)? = V2, hertil den normeret vektor: (

S-Sl
P~

~ Sl
N~

V2

Ay = 3: ||, ]l = (=12 + (1)2 = V2, hertil den normeret vektor: (

Vi danner P hertil udefra dette og far:

( 1 1 1 1
— \/E \/E r _ p-1 _ \/E \/E
P= 1 1 ’ Pr=pP"= 1 1
\ﬁ N7 \ 2 V2
Hertil har vi nu opfyldt det ensket krav om en ortogonal matrix og diagonal matrix, hvori det
gaelder:

D=P AP & (T 0)=(\/_1— i\(l _12)(% _%w

2 V2
0 3 1 1 j\=2 1 1
w7 \e@ a)
6) Vi udregner matrixproduktet: CA og far:
-1 1 -1-14+1-(-2) -1-(-2)+1-1)
CA=<3 4)(_12 _12)= 3-1+4-(=2) 3. (=2)+4-1
-1 -1 (D 1+ (D (-2) (D (=2)+ (1)1

-3 3
(=5 =)
1 1

Derefter finder vi nu rangen af CA, og da CA kun har to sejler, er den maksimale rang 2.
Yderligere, da de to sgjler i CA er lineart uathengige, dette ses oplagt da de ikke er
proportionale, kan vi konkludere at rangen af CA er 2.’

7)

Losning:

C har 3 raekker og 2 sgjler, hvilket betyder at C’ vil have 2 rackker og 3 sgjler. Da
matrixproduktet C’F er defineret, vil dette betyde af mengden af reekker i F er det samme
som sgjlerne i C. Tilsvarende, da F er kvadratisk, hvis F har 3 rekker, vil den ogsé have 3
sojler.

Opgave 2: Funktioner af 3 variabeler, Hessematrice, Konveks
1) Viunderseger om (x,y,z) = (0,0,0) er et stationare punkt for funktionen f, ved at
udregner de forste ordens afledte af f:

1 3
fl’(x,y,z)=4x3+2x—3y=0®4x3+2x—3(§x>=0(:>4x2+2x—5x=0

3
<:>x<4x+2—§)=0<:>x=0

1
f2(x,y,z) = 6y — 3x © y = = x, indsatter for oven: Hvisx = 0,sdy ==-0=10

2
f3(x,y,z2) =4z =0 2z=0

N =
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Vi kan bekrefte at punktet (x,y, z) = (0,0,0) er et stationzre punkt for £, og endda det eneste
stationaere punkt.

2)

3)

4)

Vi finder Hessematricen for f, for at undersege om f er strengt konveks. Jf. FMEA Teorem
2.3.2, ved vi at hvis f'er defineret pa et konveks set, hvilket vi kan se givet
opgavebeskrivelsen (R3 er konvekst), s& har vi at kan undersege de ledende hoved
underdetermiannter i Hessematricen:
12x2+2 3 0
f”(x,y.Z)=( 3 6 0)
0 0 4
D; =AY = [12x2 + 2| = 12x2 + 2 > 0,¥(x,y,2) € R

2
Dy = A = |12’63+2 2| =72x% +12 -9 =72x% +3 > 0,V(x, y,2) € R?

2
D; = A(32) = Udvikler efter 3.raekke: 0+ 0 + (4) - (=1)3+3). |12x3 +2 2| =

4(72x% +12 —9) = 4(72x% +3) = 288x2 + 12 > 0,V(x,y,z) € R3
Vi kan hertil se at Hessematricen er positivt definit, og dermed ogsa Strengt Konveks.
Dermed er det gnsket bevist.

Vi skal bestemme vaerdimangden for f. Vi starter ud med at undersoge hvad det globale
minimums punkt angiver for en verdi, da jf. spm 2 vi fandt ud af funktionen f'var strengt
konveks, og dermed ma det stationaere punkt fundet i spm 1, vere et globalt
minimumspunkt:

£(0,00)=0*+02+3-02-3:-0-0+2-02+3=3
Dertil fastlaser vi to af veerdierne, fx (y,z) = (0,0), og ser hvad der sker nér vi lader x —
00,
Det ses oplagt at far: f(x,0,0) =x*+x>+3:02—3-x-04+2-02+3 > oo, forx —
+oo. Yderligere kan vi se, at da alle de forskellige led indgér opleftet i et positivt tal, vil
funktionen stadig g& mod oo, for et variabelt gadende mod —oo.
Hertil er vaerdimangden: Vmg = [3; oo

Vi skal begrunde af g(x,y,z) = 8 - e/ ®¥2) er konveks.

Hvis vi danner en funktion som er defineret ved: G(u) = 8- e, sd har viat g(x,y,z) =
G(f(x,y,2)).

Jf. Spm. 3 ved vi at f(x, y, z) er en strengt konveks funktion. Yderligere kan vi ogsé se at
G(u) = 8- e er ogsa en strengt voksende funktion og konveks: (da G'(u) = e* >
0,G"(u) =e*>0)

Hertil har vi af FMEA-side 59, Teorem 2.3.5, har vi at en funktion bestdende af en indre
funktion som er konveks, f, og en ydere funktion som er voksende og konveks, vil sig
selv vere konveks.

9(x,y,2) = G(f(x,y,2))

Dermed kan vi konkludere at g(x, y, z) er (strengt) konveks, og det gnsket er bevist:
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)

2)

Opgave 3: Dobbelt Integraler
Vi skal udregne dobbeltintegralet, givet pa en lukket mangde. Da vi kan se at hverken af to de
to variablers granser, er afhengige af hinanden, er integrationsraekkefolgende ligegyldig.
Hertil fér vi folgende:

1/ 2 1
ff f(x,y)dxdy = f <f e*tY — 2x3y + 4x dy) dx = f [eXtY — x3y? + 4xy)sdx =
A o \Jo 0

1
f (e¥t2 — 4x3 + 8x — e¥)dx = [e*T2 —x* + 4x2 — e* [}
0

=e3—1+4—-el—(e?—-e) =e3—-e?—-¢ +4
Vi skal udregne den retningsafledede af funktionen /i punktet (1, —1) i retningen, givet ved
(2-3)

-3l
Vi udregner den retningsafledede af /i punktet (1, —1) i retningen givet ved a som et
skalarprodukt:

Vf(1,-1)-a

(2,-3) (2,-3) (2,-3) ( 2 =3 )

TN o3 VI3 Wi Vi3

Vi, y) = (F G0y, f2(0y) = (¥ — 6x?y + 4,6 — 2x%)

VF(L-1) = (f(1,-1),£(1,-1) = (e**V —6-12(-1) + 4,17V —2.1%) =

(e+6+4,e°—-2)=(11,-1)
Ergo er:

vektoren a =

Y (1—1) —11-i+(_1)__3_ 22 + 3 _ 25
fh=bre=t g VB v v Vs
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Opgave 1

Betragt folgende matricer:

9 9 ,
A=t 8 13:(‘12
20

(a) Udregn matrixproduktet AB.

(S48 V)

10
) og C=[01

1]
Losningsforslag: Ved matrixmultiplikation fas

6 6
AB= |4 ;
4 —4

(b) Bestem alle lgsninger til ligningssystemet

0

hvor A’ er den transponerede til A.

1
L] s
0

Losningsforslag: Systemet kan lgses ved Gauss-elimination. Den udvidede koeffi-

clentmatrix er
-2 -1 -2 -4
2 2.0 67°

Ved raekkeoperationer kan denne bringes pa reduceret echelon-form (detaljer ber vises

1 besvarelsen):
10 2 1
01 -22)"

Heraf ses, at z3 kan veelges som en fri variabel, og at
r1+2r3=1 og z2—2x3=2.
Saettes x3 = ¢, kan lgsningerne saledes skrives
ry=1—-2t, z9=2+2t og z3=t, hvorteR.

Pa vektorform bliver det

Iy 1 -2
| =(2]+t| 2 ), hvorteR.
Iy 0 1

36



(d)

(c) Lad D veere en invertibel 3 x 3 matrix.

Vis, at ligningssystemet
I 0
(DC) Iy | = 0
Ia 0

kun har den trivielle lgsning z; = z9 = 23 = 0.

Losningsforslag: Det homogene ligningssystem har ikke-trivielle lgsninger, hvis og
kun hvis determinanten af koefficientmatricen DC er lig med nul (EMEA Theorem
13.8.2). Det er saledes tilstrackkeligt at vise, at [DC| # 0.

Da D er invertibel, er |D| # 0 (EMEA Theorem 13.7.1). Determinanten af C kan fx

bestemmes ved udvikling efter forste rackke:

11 a: 4
10 1 |

Altsa har vi som ensket |DC| = |D||C| # 0.

|C|:1-‘ ‘+1-‘ e

Vis, at A = 1 er en egenvaerdi for C.
Bestem de avrige egenveerdier for C.

Losningsforslag: Det karakteristiske polynomium for C er

i~ 0 1
p(A) = [C=A|=| 0 1-x 1
1 1 =

= (1= =N) =D +1U=1=2)) =1 =)W\ -r-2).

- 1

:(1_”'11 -2

+1'0 1—)\‘

1 1
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Det ses umiddelbart, at A = 1 er en rod 1 p og dermed en egenveerdi for C (EMEA
Theorem 13.10.1). Og det ses videre, at de gvrige egenvaerdier er lgsningerne til
andengradsligningen A2 — A —2 =0, somer A\ = —1 og A = 2.

Bestem alle egenvektorerne for C herende til egenveerdien A = 1

Losningsforslag: De gnskede egenvektorer fas som de ikke-trivielle lgsninger til det
homogene ligningssystem (C — I)x = 0. Koefficientmatricen

00 1
C-I=(00 1
11 -1
kan ved raekkeoperationer bringes pa reduceret echelon-form:
M I
001
000

Heraf ses, at x5 kan veaelges som en fri varabel, og at
T14+x9=0 og z3=0.

Saettes x9 = ¢, kan egenvektorerne saledes skrives

= & | =&} E |5 ilwert A0

Opgave 2

(a) Vis, at vektorerne

er linezert uathengige.

Losningsforslag: Lad A vaere 3x3 matricen, der har de tre vektorer som sgjlevektorer.
Vektorerne er linezert nafhaengige netop hvis |A| # 0 (FMEA Theorem 1.2.1). Ved
udvikling efter tredje razkke fas

|A| = =3(1—6)+2(2—2) = —15.

WK —

1
2
0

o = o

Altsa har vi det @nskede.
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(b) Lad a, b og ¢ vere linesert uathaengige vektorer 1 R™.
Afger, om vektorerne a — b, b + ¢ og ¢ — a ogsa er linezert uatheengige. Begrund dit
svar.

Losningsforslag: Lad ¢y, es, 3 vaere tal, sa
ciffa—b)+e(b+c)+ez(c—a)=0.

Hvis det heraf folger, at ¢; = ¢9 = ¢35 = 0, sa er de tre vektorer linesert nathengige
(FMEA afsnit 1.2).
Ligningen ovenfor kan omskrives til

(1 —eg)a+ (s — )b+ (ea +e3)e =0.
Da a, b og c er antaget linezert uafthaengige, folger det heraf, at
ci—ec3=0, e@a—ec1=0 og e+c=0.

Af disse ligninger fas c3 = ¢y = ¢3 = —c¢3, hvoraf det umiddelbart folger, at ¢y = ¢y =
c3 = 0. Altsa er vektorerne a — b, b + ¢ og ¢ — a linezrt uafhaengige.

Opgave 3

Lad f vaere funktionen af tre variable, der er givet ved forskriften
flz,y,2) = —2%* —y® + 2y for alle (z,y,2) € R>.

(a) Udregn den retningsafledede (the directional derivative) af f i punktet (1,1,0) i
retningen givet ved vektoren

L 219
“leLan

Losningsforslag: Ferst bestemmes gradienten af f ved partiel differentiation:
VF(2,,2) = (5,9, 2), fo(, 9, 2), Sy, 2)) = (—226, 2y + 2, —a%").
I punktet (1, 1,0) har vi saledes
V£(1,1,0) = (-2 —2+2,—€%) = (-2,0,-1).
Den retningsafledede er (FMEA afsnit 2.1)
fi(1,1,00 =V f(1,1,0)-a=(-2,0,—1) -a.
Da ||(2,1,2)]| = V22 + 12+ 2% = /0 = 3 fas endelig

£1(1,1,0) = (=2,0,—1) - %(2, 1,2) = %(—4 —9)=-2.
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(b) Bestem alle stationzere punkter for f.
Losningsforslag: De stationzre punkter er givet ved ligningerne
filz,y,2) = —2ze* =0, f3(z,9,2)=—294+2=0, fi(z,y,2) =2 =0.
Forste og tredje ligning er opfyldt netop hvis z = 0. Anden ligning er opfyldt netop
hvis y = 1. De stationare punkter er saledes punkterne (0, 1, z), hvor z € R.

(c) Bestem Hessematricen f"(z,y, z).
Vis, at f hverken er konveks eller konkav.

Losningsforslag: De forsteordens partielle afledede er bestemt i (a). Ved partiel
differentiation af disse fas Hessematricen:

-2 0 —2ze*
f'(z,9,2) = 0o -2 0 :
—2ze? 0 —x2e?

Den hovedunderdeterminant af orden 2, der fremkommer ved at slette anden raekke
og anden sgjle, er

= 2p%e® — 47262 = 272622,

’ —2e* —2xe”

—2ze* —z2e?

Da denne er strengt negativ for alle z # 0, er f hverken konveks eller konkav (FMEA
Theorem 2.3.3). (At f ikke er konveks kan ogsa konkluderes ved bare at se pa en af
hovedunderdeterminanterne af orden 1).

(d) Lad g veere funktionen af to variable, der er givet ved
g(z,y) = f(z,y,0) for alle (z,y) € R
Lad R vere folgende rektangel i planen:
R=[03]x[0,1]={(z,y) €eR*: 0<2<3,0<y<1}.

Udregn dobbeltintegralet

//R g(z,y) drdy.

Losningsforslag: Funktionen, der skal integreres, er

9(z,y) = f(2,9,0) = 2%’ —y? + 2y = —2? — y* + 2y.

Integralet udregnes her ved forst at integrere mht y og dernsest mht z, men det kan
ogsa gores omvendt (FMEA afsnit 4.4):

//R 9(z,y) dedy = _/03 (_/01(—12 —y* +2y) dy) dx
_/01 [(==*)y - %y:" + 9?2 dx
/01 (—IQ+§) dx

1 2
— [—§z3+§z]§= —94+2=-T7.
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Opgave 4
Betragt folgende differentialligning af forste orden:

% =—e'(z+1)%.
(a) Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen (definitionsintervaller kraeves
ikke bestemt).

Losningsforslag: Bemzrk forst, at g(z) = (z + 1)? er lig med nul hvis og kun hvis

x = —1. Dette er derfor den eneste konstante lgsning.

De @vrige Igsninger findes ved separation af de variable (FMEA afsnit 5.3):
dx tf, 2
5 = —e'(x+1)

—(z+1)2dz = dt

/—(z-i-l)_?dr - /e' dt

(z+1)" = &+C
z+1 = 1
e+C
1
r = ("’—i-—C—l"

hvor C' er en arbitraer konstant og e’ + C # 0.
(b) Bestem den lgsning, der opfylder betingelsen z(In(2)) = 0.
Hvad er definitionsintervallet for denne lpsning?

Losningsforslag: Ved anvendelse af resultatet fra spergsmal (a) bliver betingelsen
1 1

Heraf fas C' = —1, og lgsningsforskriften bliver derfor
1
= —1.
T

Da €' — 1 = 0 hvis og kun hvis t = 0, er de mulige definitionsintervaller (—oc,0) og
(0,00). Da tg = In(2) > 0 er det relevante defintionsinterval (0, o0). Lgsningen kan
saledes skrives

1

g(t)= praw 1, hvort € (0,00).
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Opgave 1: Matricer
a) Udregn matrixproduktet B’B, hvor B’ betegner den transponerede til B

01 3 0 1 0
B=(1 0 —2) ,B'=<1 0 2)
0 2 4 3 -2 4
0 1 0y/0 1 3
B'B = <1 0 2) <1 0 —2)
3 =2 4/\0 2 4

0:04+1:140-0 0:14+1:040-2 0:3+1-(=2)+0-4
=( 1:04+0-1+2-0 1-140:042-2 1:340-(-2)+2-4
3:04(=2)-14+4:0 3-1+(=2):0+4-2 3-3+(-2)-(-2)+4-4

1 0 -2
= ( 0 5 11)
-2 11 29

b) Givet almen viden, ved vi at en matrix er invertibel, nar dens determinant er # 0. Vi lagser
begge matricers determinanter for at undersege. Vi ved ogsé at den transponerets determinant,
er det samme som dens tidligere determinant. Og at et matrix produks determinant, er det
samme som de to individuelles matricers determinant ganget sammen:

IB| =|B’| , |AB|=|A|"|B]
0 1 3
det(B) = |1 0 -—2|,viudvikler efter forste sgjle:
0 2 4
1.Sgjle: 0+ (~1)(+2) . 1. |§ 2| +0=—1-(=2)=2

¢) Bestem B~1

Vi benytter os af metoden, for at bestemme en matrices inverse, ved at opstille den ved siden
af en indentitsmatrice, og lav raekke operationer indtil de har “bytte plads™:

01 3 100 10 =2 01 0
10 -2 01 0 -{0 1 3 1 0 0 -
0 2 4 0 0 1V/greort N0 2 4 0 0 1/g3_2re
10 -2 0 10 Lo —2 010
<013100) -(0 1 3 1.0 0 -
_y 00 1 1 0 —-
00 2 2 01 _%R3 2/ R1+2R3
1002 1 -1 1o o0 2 1 -1
01310 0 {010 -20 3
1
00110_5R2—3R3 001 1 0 ==
Dvs. at den inverse til B, er altsa:
2 1 -1
203
B! = 2
101
2

d) Bestem alle lgsninger til ligningssystemet:

Vi omskriver ligningssystemet til den udvidet koefficient matrix, og laver raekke operationer,
til den reduceret echelon form opnas.

()G 4 2)6)-()
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01 2 -1 11 -1 0 1 1 -1
2 1 -4 1 -2 1 -4 1 -0 -1 -2
1 1 -1 0/pers N0 1 2 —1/ppops 0 1 2

1 0 -3 1 10 -3 1
-0 -1 -2 1 -lo 1 2 -1
0 0 0 0/_1z N0 0 0 0/_1g

Herfra kan vi aflaese lgsningen til lignings systemet til at vere:
x1—3x3=1ox,=1+3t
X, +2x3=—1©x,=—-1-2t
x3 = 0,ergo en frivariabel:x; =t

)-G)6)

Omdannet til:

e) Bestem tallet v, s& vektoren

Er en egen vektor for C.
Vi ved at en egenvektor til C, vil opfylde:

Cv =1
Sa vi kan opsatte og lase lignigsystemet derfra:

0 1 2 14 v
(2 1 —4)(0):1(0)
1 1 -1/ \M 1
0 1 2 v 2 v
Herharviat<2 1 —4)<0>=<2v—4>=/1<0>
1 1 -1/ \M v—1 1

Heraf lgser fra 2.raekke forst:
2.rekke:2v—-4=05v=2
l.rekke:2 =vo 2=2
3.rekke:ev—1=12-1=1

-1

>R3+R2

R1+R2

2 2
Vi kan se at det stemmer ovens, og dermed er egenvardien A <0> = (0) o4 =1

1 1

Opgave 2: Kvadratiske Former, Definithed
a) Bestem den symmetriske matrix A herende til Q

Gennem den kvadratisk form, kan vi afleese den tilherende summetriske matrix A til at vere:

1 L 0

2

A=1] 1 1
> a
0 a -3
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De er en speciel form for funktioner.

Sé benyt denne overordnet formel for en evt. Q(x, y, z) kvadratisk form, for at finde den symmetriske

matrix som tilhorer.
a d e\ ,x
(x,y,2) (d b f) (J’)
e f c/\z

= ax? + by? + cz% + 2dxy + 2exz + 2fyz

b) Bestem alle vaerdier af, @ hvor hvilke Q er negativ definit:

En given Matrix er:
a) Positivt Semidefinit = Ay = 0,k = 1,2, ..., n (k er alle hoved underdeterminanter)
b) Positivt Definit = D, > 0,k = 1,2,..,n (k er alle ledende hoved underdeterminanter)
( Hvis en matrix er Positivt definit = Positivt semidefinit) (b) = a)

¢) Negativt Semidefinit = (—1)¥A, =0,k =1,2,..n
d)Negativ Definit = (-1)*D, > 0,k = 1,2, ...n
d) = ¢)

Sa for A ser vi at den hverken er Positivt- eller negativt definit. Sa kaldes matricen for Indefinit.

Vi bestemmer de ledende hoved underdeterminanter:
D; =41 = (D1 =1
1

-1 —

1 3
D, = (—-1)? 21=1-2=2
2
1 X 0
2 3
Dy =(-1%:| 1 = (-1 (=3 + (-1)(-a* =)
2
0 a -3
= 2+9—0(:> =+ ’_ —+3
TTATRTYoOeET T,

Vi burger Sarurus metoden, for at finde determianten til D3, hvor efter vi finder andengrads
polynomiets reder, for at se hvilke vaerder a ikke mé veere:

Det vil sige at Q er negativt definit, nar a hvis, og kun hvis:

3___3
259453

Opgave 3: Gradienter, Hessematrice
a) Bestem gradienten Vf(x,y,z) = x? + 2y + z% + e*7¥

Vi bestemmer gradienten til Vf(x, y, z) til at vaere:
x:fi(x,y,z) =2x+e*Y
yif2(x,y,z) =2—e*Y
z:f3(x,y,2) =2z

Vi har udregnet gradienten til at vere:

VEQ2x + e*7Y,2 — e*7Y,22)

. 11 .
Vi udregner: || vVf (E’ > 1 ” , vi starter med at udregne vektoren:
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b)

d)

11 1 11 11
- =(2-=4+e272,2—¢272,2-1)=
Vf(z,z,l) (2 > +ez22,2—e222 1) (21,2)
Sa udregner vi leengden til at vaere:
1(212)ll =22 +12+22=+9=3
Laengden er 3, og den normeret vektor er:
(2 1 2)
3’3’3
Bestem hessematricen:
Vi finder hessematricen til at vaere:
24+e*V =¥V 0
f”(x, }’»Z) = —e*™Y e 0

0 0 2
Vi finder de ledende hovedunderdeterminanter, og hvis de > 0, sa er den strengt konveks

Di:2+e* Y >0,da2>00get>0

Dy:2e 7Y 4 e20:7Y) — (e206°3)) = 2%V > 0

D3:2e237Y) + (4e*7Y + 2023 °Y)) = 4e*7Y > 0
Dermed har vi vist at funktionen er strengt konveks

Bestem f’s enkelte stationaere punkt, og vist at dette er et globalt minimumspunkt og bestem
dens minimumsvaerdi:
X file,y,z) =2x+e* Y =0 2x = —e*Y
yifa(,y,z)=2—e* V=0 2=
z: f3(x,y,2)=2z=00
Herfra har vi:
xififl,y,z)=2x+e*V=002x=-e"VY2x=-2ox=-1
y:fx,y,z)=2—e*V=002=eYo2=¢1Yoy=-1-In(2)
Det stationzre punkt er saledes:
(x,y,z) = (—1,—1 —1In(2),0)
Da vi har at f'er strengt konveks, kan vi konkludere at dette eneste stationare punkt, ma vare
et minimumspunkt, og dermed det globale minimumspunkt (FMEA Theorem 3.1.2)

Minimumsvardien er:
f(=1,-1=1n(2),0) = (=1)? + 2(=1 = In(2)) + 02 + =1~ 1-1n(2)
=1-2In(2) +e™@ =1-2In(2)

Vis at fuktionen g, kvasikonkav

gx,y,z)=(1+x— f(x,y,z))g,v (x,y,z) € R3
Vi opdeler g i to indre funktioner: u = 1 + x, en lineere funktion som dermed er bade konkav
og konveks.
t = —f(x,y,2), vi sa fra tidligere speorgsmal at f var en streng konveks funktion, i det den
ganges med —1, bliver den strengt konkav.
Sé har vi at den indre funktion til g; h(x,y,z) = 1+ x — f(x,y, z) er en sum af konkave
funktioner, og der dermed konkav. (FMEA Teorem 2.3.4) S4 har vi at Da F(u) = u3, er
strengt voksende, sé folger det at:

3
g(nylZ) = (1 +x— f(x,y,z)) = F(h(x'y'z))
Er dermed kvasikonkav (FMEA Theorem 2.5.2, / er konkav, og dermed kvasikonkav)
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Opgave 4: Differentialligning

Betragt folgende differentialligning af forste orden:
1
X +?x = 4e?t hvort > 0

a) Bestem en fuldstendige losning til differentialigningen.
Vi benytter os af Panser Formlen for at lose den fuldsteendige losning. Den hedder:

Panser Formlen: Ce=4® 4 ¢=4(t) f b(t)eA®dt
Hvor A(t) = In (t) er en stamfunktion til a(t) = % og b = 4e?t
x(t) = Ce_f%dt + e_f%dtfll-e“el“ ®Odt
Vi laver partiel integration pa [ 4e2‘t dt
4f e?ttdt = zL(eZt%t2 - f ZeZt%tzdt

4*erttdt

G(x) = %eZt
fx)=t

1 1
4*(t*ze2t—f1*ze2tdt>

1 1
4- (Eten _ Zezt) — 2te2t — g2t

Vi indsaetter dette udtryk ind i panserformlen igen:
x(t) = Ct™ 1+ t71(2te?t —e?h)
x(t) = Ct™1 4+ 2e2t —t71e?t
Og sa har vi en generel losningsformel til differential ligningen:

b) Bestem den losning, der opfylder betingelse x(1) = 2 + e?
Vi indsaetter 1, pa t’s plads og lgser:
x(1)=C-171+ 2?1 — 17121
x(1) = C + e?
C = 2 er lgsningen der opfylder, og dermed bliver lgsningen:
x(1) =2t71 + 2e%t —t71e?t = 2 + 2

p(.n’,«“fﬁ’;v-‘- lew 'I a(4):= ‘J: y A(‘) = l\,- (T\J l.}('{" = (f' ff'.z£

le AN 24 NN
% (4) = C(i ” C_‘ 2 \ Ye* (3' :115
N ‘,AI / f t it ! X '
(_ ¢ t+ T _f| {6 g J{ ;’LJ+;C’I 2
-l /g 2 4 (A 24 |
- C f’" ' t+ 'L , { ._’,-1(" 5 t 3 f)a-) 15 I C’! t /!'
\
& 7+ | 72+ % ke )(
- C,: t e - T_ e [Qb(h* ( er arb von s
e — A 2 ¢, T 7 O
o ? { L

46



Februar 2022

Opgave 1

Betragt matricerne A(s) og B(s) givet ved

1 0 -1 1 0 -1
Als)=| 0 s 0| oz Be={0 s 0],
-1 0 2 -1 0 1

hvor s er et reelt tal.

1) Udregn for enhver vaerdi af 5 de to matrixprodukter A(s)B(s) og
B(s)A(s).

Lesning:
1+0+1 04040 —1+D—1)

A[s)B(s)=(0+0+0 0+s*+0 04040
-14+0-2 0+0+40 1+4+0+2

2 0 =2

=0 s 0

-3 0 3
1+0+4+1 04040 —1+D—2)

B{s]A[s]=(0+0+0 0+s°+0 04040
-1+0-1 0+0+0 1+0+2

2 0 -3
=0 s 0
-2 0 3

2) Vis, at A(s) er invertibel, hvis og kun hvis 5 = 0.

Lasning:

En kvadratisk matrix er invertibel, hvis og kun hvis dens determinant er

forskellig fra 0.

For eksempel ved udvikling efter 2. raskke fas:
— 1 -1 a1 —
|A(s}|_0+s|_l 2|+ﬂ_s l=s

Altsa er A(s) invertibel, hvis og kun hvis s = 0, som det skulle vises.
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3) Bestem den inverse af matricen A(2). Herer altsa s = 2.
Lesning:

- -1
Den inverse matrix (A(Z)] findes ved farst at opstille matricen

1 0 -1 1 0 0
A(2): D=0 2 0 0 1 0)
-1 0 2 0 0 1

3 x 6 matricen omformes ved hjalp af reekkeoperationer til matricen
1
0)
1
For eksempel fgrer disse reekkeoperationer til den @nskede omformning:

Til 3. raekke la=gges 1. reekke, og 2. razkke ganges med % . Endelig legges
3. reekke til 1. reekke.

100 2
(1: (A(zj)}_l)z(o 10 0
0011

= RSN S

2 01
Vi afleeser af den omformede matrix, at (A(2))" = 0 21 0
1 0
4) Bestem alle lgsninger til fglgende linezere ligningssystem (hvor s = —1):

X1 3
ofd)-(3
X3 1

Lesning:

Totalmatricen for ligningssystemet er

1 0 -1 3
T= ( 0o -1 0 —4].
-1 0 A 1

hvor de tre f@rste sgjler udggr matricen A(—1).

Ved reekkeoperationer omformes T til felgende reducerede echelon
form:

1 0 0 7
01 0 4
00 1 4

Af de tre razkker i denne matrix fremgér, at xy = 7,2, = 4,13 = 4.

Ligningssystemet har altsa netop én lgsning, nemlig

(5)-(2)

48



5) Ger rede for, at 2 er en egenveerdi for A(2) og bestem de gvrige
egenveerdier for A(2).

Lésning:

2 er en egenvaerdi for A(2), hvis og kun hvis |A(2) — 2| = 0.

1-2 0 -1 -1 0 -1
la(2)—21]=| 0 2—-2 0 |=|0 0 0]|=0 (foreksem-
—1 0 2-2 -1 0 0

pel ved udvikling efter 2. razkke), s& 2 er en egenveerdi for A(2).

For at bestemme de @vrige egenvaerdier finder vi det karakteristiske
polynomium p(A) for A(2) og bestemmer rgdderne heri:

1-4 0 -1
0 2-4 0
-1 0 2—4

p(A) =1A(2) - Al =

) 1-24 -1
=e-n[' T

=2-HA-DE-H-1)=2-DA-31+1)=0
=Al=2celler 2—31+1=0

Redderne i 2.-gradspolynomiet findes ved diskriminantmetoden:

—

3+(-38)2-4-1-1 345
- > -

A

De pvrige egenvardier for A(2) er altsa

3+45 3—45
2 83

6) Bestem alle egenvektorerne for A(2) herende til egenveerdien 2.
Lésning:

Egenvektorerne harende til egenvaerdien 2 er de ikke-trivielle lgsninger
til det homogene ligningssystem

.1'1 0
(A(2) —21) (-1'2) = (o)
Xz 1]

Totalmatricen for dette ligningssystem er

1-2 0 -1 0 -1 0 -1 0
0 2—-2 0 of={0 0 0 O
-1 0 2—2 0 -1 0 0 0

Af 3. rezkke fremgar, at x; = 0, hvorefter 1. razkke giver, at ogsa x; = 0.

Der er ingen betingelser pa x5, der altsa er en fri variabel. Seettes x5 = t,
kan egenvektorerne for A(2) herende til egenveerdien 2 skrives

X1 0 0
xz): tl=t{1],hvort =0
X3 0 0
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7) Gor rede for, at matricen A(2) er positiv definit, og at matricen A(—2) er
indefinit.

Lesning:
Vi har ovenfor bestemt alle egenveerdierne for A(2), nemlig

3+vV5 3-8
2, og
2 2

Da A(2) er symmetrisk, og alle disse egenvaerdier er positive, er A(2)

1 0 -1
A{;—2}=(0 —2 0)

positiv definit.
-1 0 2

Da den ledende hovedunderdeterminant af 2. orden ‘é 02| =-2<0,
er A(—2) hverken positiv semidefinit eller negativ semidefinit og er der-
med indefinit.

Man kunne alternativt argumentere med, at A(—2) har bade positive og
negative egenveerdier. Egenveerdierne for A(—2) er

3445 345
2 og
2 2

»

Opgave 2

Lad funktionen f veere givet ved

flx,y) = (; + dxy — 4.1')

forallex € R ogalle v = 0.
Lad desuden rektanglet K vare givet ved

K={(x,y)ER*:0<x<20g1l=y<2)

1) Udregn dobbeltintegralet

| L fx.y) dx dy



Lesning:

J-J;{f(x.}') dx dy = J;Z (J-: G+ try 4x) d}r)d.r

2
= fn [n(y) + 2xy? — 4xy]27 dx

2

2
= J (In(2) + 8x — 8x — (0 + 2x — 4x)) dx = J (In(2) + 2x) dx
0 0

=[n(2)-x+x?3=2In(2) +4— (04 0) =2In(2) + 4

2) Udregn den retningsafledede (the directional derivative) af funktionen f
i punktet (1, 1) iretningen givet ved vektoren

(1,3)
a=——
(L3l
L@sning:
Vi skal bestemme
VF(L1)-a

(1L3) _ (L3 _(13) (1 3)

a= = = — = —— =
(L3I +12+32 410 V10 +/10

VF(,y) = (), f(x,y)) = (4y —4, 4+ 4.1-), s&
Vf(:l, 1) = {j4 —4,—1+ 4} = l:jO, 3)

Dermed er

3 9
+ 3 == =
A10 /10

=

VF(1,1)-a=0-

=]

Vi1

Opgave 3
Lad

D={(x,y.z) ER*: x>0 og y > 0}
Betragt funktionen f givet ved forskriften

flx,y,2) =In(x) — x +In(y) — v —z* + 2z foralle (x,y,z) € D
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Lad desuden funktionen g veere givet ved forskriften

g(x,y,z) = efF¥2+3 foralle (x,y,2z) €D

1) Bestem Hessematricen f''(x, y, z) for funktionen f for alle (x, y,z) € D.
Lesning:

Vi skal bestemme alle de 2.-ordens partielle afledede og finder derfor
forst de 1.-ordens partielle afledede:

. L1 1 . .
filteyz)=2-1 fyz)=5-1 filnyz)=-2z+2
Herefter fas:
g hy 1 oy 1 " » —
ulxyz=——; fr2(x.y.2) = 3z fia(x.y.z) = —

Alle de seks gvrige 2.-ordens partielle afledede er 0, da ingen af leddene i
f indeholder mere end én af de variable.

Dermed er

fMiey.2) fi2(xy.2) fiz(xy.2)
f'eyz) = fHiyz) f(yz) fhalkyz)
ey 2) fa(xy.2) fialxy.z)

0
=l o _yiz o | foralle(x,y,z)€D
0

2) Gor rede for, at f er en strengt konkav funktion.
Lesning:
De ledende hovedunderdeterminanter for Hessematricen f''(x,y,z) er

D,(x,y,2) = — < 0 foralle (x,y,2) € D

Dy(x,yv.2) = —xiz- (—i) = x%yz =0 foralle (x,v,z) €D

Dy(x,yv.2) = —xiz- (—i) (—2)= x;frz = 0 foralle (x,v,z) €D

Da begge ledende hovedunderdeterminanter af ulige orden er negative
overalt pa D, og den ledende hovedunderdeterminant af lige orden er
positiv overalt pa D, er f''(x, v, z) negativ definit overalt p& D. Dermed
er f en strengt konkav funktion.
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Man kan ogsa redegere for, at f"'(x, y, z) er negativ definit overalt pa D
ved at bemaerke, at egenvaerdierne for " (x, v, z) er de tre diagonal-
elementer, og de er alle negative overalt pa D.

3) Ger rede for, at punktet (x,v,z) = (1,1, 1) er et globalt maksimums-
punkt for funktionen f og bestem den globale maksimumsveerdi for f.

Lesning:

Vived, at et stationzert punkt for en (strengt) konkav funktion er et
globalt maksimumspunkt for funktionen. Dermed er det nok at eftervise,
at (x,v,z) = (1,1, 1) er et stationaert punkt for f.

Ved indsaetning af punktet i de 1.-ordens partielle afledede fas:
fl(1,1,1)==—1=0

f2(1,1,1)
fi(1,1,1)=—-2+42=0

| e

—-1=0

(x,v,z) = (1,1,1) er altsa et stationart punkt for f og dermed et
globalt maksimumspunkt for f.

Den globale maksimumsveerdi for f er

fl(,1,1)=mI(1)—1+ml(1)—1-1*+2-1=-1

4) Ger rede for, at funktionen g er kvasikonkav.
Leésning:

Da funktionen f(x, v, z) er konkav, er funktionen f(x,y,z) + 3 ogsa
konkav og dermed kvasikonkav.

Da den naturlige eksponentialfunktion er en voksende funktion, er
funktionen g(x,y,z) = e ®¥2+3 dermed kvasikonkav.

Man kan ogsa besvare spargsmalet ved at anfere, at funktionen f(x, v, z)
er konkav og dermed kvasikonkav, og funktionen F(u) = e¥**?
voksende funktion. Dermed er den sammensatte funktion

F(f(x,y,z)) = ef@¥5)%2 = g(x,y,z) kvasikonkav.

eren
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Opgave 1

Betragt matricerne A, B og C(a) givet ved

1 4 10 1 . 1 at—1 -1
A= (z 0), B= (2 3 —1) og Cla)= (Za -2 1 1+ ln(ja)),
31

hvor a er et positivt, reelt tal.

1) Udregn matrixproduktet A'B, hvor A’ betegner den transponerede til A.

Leésning:
(1 2 3
A_(zl- 0 1)
Dermed er
1+44+6 0+6+6 1-240 11 12 -1
A'B = =
(4+0+2 04+0+2 4+0+O) (6 2 4)

2) Gor rede for, at felgende ligningssystem ikke har nogen lgsning:
Xy 1
b () _ (2
X3 3
Totalmatricen for ligningssystemet er

1 0 1 1

T={2 3 -1 2

2 2 0 3

Ved reekkeoperationer omformes T til félgende reducerede echelon
form:

Lesning:

1 0 1 0
(01—10

00 0 1



3)

4)

Af den tredje raekke fremgar et krav om, at 0 = 1. Ligningssystemet har
dermed ingen lgsning.

Bestem determinanten af B og gor derefter rede for, at matrixproduktet
C(a)B ikke er en invertibel matrix for nogen vaerdi af det positive, reelle
tal a.

Lesning:

Ved udvikling efter 1. reekke udregnes

|B| =1-‘g _01|+0+1-‘§ §| =1-2+1-(-2)=0

Dermed er [C(a)B| = |C(a)||B| = |C(a)| - 0 = 0 for enhver veerdi af a.
Da determinanten af C{a)B er 0 for enhver vaerdi af a, er matrixproduk-
tet ikke en invertibel matrix for nogen veerdi af a.
Gor rede for, at matricen C(a) er symmetrisk, hvis og kun hvis a = 1.
Lesning:

C(a) er symmetrisk, hvisog kunhvisa? — 1 =2a—2o0g 1 +In(a) =1
Den sidste ligning giver In(a) = 0 = a = 1.
Denne veerdi af a opfylder ogsa den farste ligning, da
1°—1=0=2-1-2.

Altsa er C(a) symmetrisk, hvis og kun hvis a = 1.
I resten af denne opgave er a = 1.

5) Vis, at 1 er en egenveerdi for matricen C(1) og bestem alle
egenvektorerne for C(1) herende til egenvaerdien 1.

Lesning:

Ved indsaettelse af @ = 1 fas:
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1 0 -1
c(1) = ( 0 1 1 )
-1 1 1

1 er en egenvaerdi for C(1), hvis og kun hvis |C(1) — 1 -I| = 0.

0 0 -1
Ic(1)—1-1]=|0 0o 1 =_1|—D-1 2|=0
11 o0

Dermed er 1 en egenvaerdi for C(1).

Egenvektorerne herende til egenvaerdien 1 findes som de ikke-trivielle
l@sninger til det homogene ligningssystem

Xy 0
c-of’)- 3
X3 0

Totalmatricen for dette ligningssystem er

0 0 -1 0
0 0 1 0
-1 1 0 0

Af begge de to farste raekker fremgér, at x; = 0, og af den nederste
raeekke fremgar, at

—n+rn=0=x =1

Sattes for eksempel x, = t, kan egenvektorerne saledes skrives
Xy t 1
(xz) = (t) = t(l) Jhvort =0
X3 0 0

6) Ger rede for, at matricen C(1) er indefinit.

Lesning:

Da |C(1)| =1-|i i|+0+(j—1)|_{’1 i| —1.04(=1) 1=—1,

findes der altsa en negativ hovedunderdeterminant. Derfor er C(1) ikke
positiv semidefinit.

Da for eksempel den ledende hovedunderdeterminant af 1. orden er 1,

findes der altsa en positiv hovedunderdeterminant af ulige orden. Derfor
er C(1) heller ikke negativ semidefinit.
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7)

Da C(1) hverken er positiv semidefinit eller negativ semidefinit, er C(1)
indefinit.

Man kan ogsa besvare spgrgsmalet ved at finde alle egenveerdierne for
C(1) og sa bemaerke, at der er bade positive og negative egenveerdier.

Ggr rede for, at matricen C(1) er invertibel og bestem den inverse matrix

-1

(e(n)
Lésning:

Under spergsmal 6) fandt vi, at |C(1)| = —1 = 0. Derforer C(1)
invertibel.

-1
Den inverse matrix (C(1 ]} kan bestemmes ved fgrst at opstille

matricen
1 0 -1 1 0 0
(C(1) : I)= ( 0 1 1 0 1 0
-1 1 1 0 0 1

Denne omformes ved hjzelp af razkkeoperationer til matricen

100 0 1 —1
(I:(cm)_l):(o 10 1 0 1)

0 01 -1 1 -1

Operationerne er (for eksempel): Til 3. raekke lzegges 1. reekke, derefter
ombyttes 2. reekke og 3. razkke, derefter traekkes 2. reekke fra 3. reskke,
og endelig laegges 3. raekke til 1. raekke.

_ » 0 1 -1
Altsa er (C(1)) =( 1 0 1 )
-1 1 -1
Opgave 2

Lad funktionerne f og g vaere givet ved

flx,y) = e**¥ + 3x2
og
g(x,y) = efxy)+2x

foralle (x,y) € R2.

57



Lad desuden kvadratet A veere givet ved

A={(x,y)ERZ:0=x<1og0=y=<1}

1) Udregn den retningsafledede (the directional derivative) af funktionen f
i punktet (0, 1) i retningen givet ved vektoren

(3.4
a=———
(NERIN

Lésning:

Den retningsafledede af f i punktet (0, 1) i retningen givet ved a
udregnes som skalarproduktet

Vf(0.1)-a

_ B-4)  (3-4) (3-4 (3 4
TG -DI 31 (—a2 V25 ‘( )

V3 +(—4)?
Vi y) = (F{(x ), f1(x,y)) = (€% + 6x, e*+Y), s&
VF(0,1) = (%1 + 6.0, e041) = (e,¢)

Dermed er den retningsafledede

VF(0.1 3 -4 e
flO.1)a=e cte—=—c

2) Udregn dobbeltintegralet

| L £ y) dx dy

Lasning:

1 1
ﬂ flx.y)dxdy = f U (e¥tY + 3x2 ) dy ) dx
4 0 0

1
. F=1
= j{, [e*Y + 3x2y]) 2, dx

1
=f (e¥ +3x2 —e¥)dx = [e**! + 2% —e*]5
0

=elt+l1—e—(el+0—e)=e?-2e+2
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3) Udregn Hessematricen for funktionen f og ger rede for, at f er en strengt
konveks funktion.

Lesning:

Vi finder de fire 2.-ordens partielle afledede ved at differentiere de 1.-
ordens partielle afledede med hensyn til hhv. x og y:

{16 y) = ¥ +6
S5, y) = e

12(x,y) = fz1(x,y) = e**

Dermed er Hessematricen

f"(jx,y} = (ffil::x, v) fﬁ(% 1]) _ (E-:H,V +6 E‘“’y)

21(%Y)  fra(xy) e¥tY ¥y
foralle (x,y) € R?,

f er en C2-funktion defineret pa den &bne, konvekse mangde R?. En
tilstraekkelig betingelse for, at f er strengt konveks, er, at Hessematricen
er positiv definit for alle (x, y) € B2,

De ledende hovedunderdeterminanter er hhv.

e*¥ 46

08
l::e.r+y + 6)er+y _ 9.1‘+}'QI+}' — 6QI+J-'

Da e**¥ = 0 for alle (x, y) € R?, er begge ledende hovedunderdetermi-
nanter positive overalt pa R%. Dermed er Hessematricen for f positiv
definit for alle (x,y) € RZ, s& f er strengt konveks.

4) Ger rede for, at funktionen g er en konveks funktion.
Lasning:

Funktionerne f(x,v) + 2x og f(x,v) har samme Hessematrix. Leddet
2x forsvinder jo ved to gange differentiation.

Dermed er Hessematricen for f(x,v) + 2x ogsa positiv definit overalt,
sa f(x,v) + 2x er ogsa (strengt) konveks.

Da den naturlige eksponentialfunktion er en konveks og voksende funk-
tion, er g(x, y) = e/ *¥)+2% derfor en konveks funktion.



Opgave 3

Betragt for t = 0 differentialligningen af forste orden
. 1 _
X+ (2 —E)x = 2t

1) Bestem den generelle lpsning til differentialligningen.

Ldsning:
Ligningen er en linezer differentialligning af ferste orden og kan skrives
i+ al(t)x = b(t), hvor a(t) =2 —% og b(t) = e 2%

Den generelle I@sning til differentialligningen udregnes ved hj=lp af
"Panserformlen”:

x(t) = Ce™4®) 1 -4 f e4®p(t) dt,
hvor A(t) er en stamfunktion til a(t), og C er en arbitreer konstant.

En stamfunktion til a(t) er A(t) = 2t — In(z).

Den generelle I@sning er derfor

.1'(1?') — (g~ 2t+In(z) 4 e—2r+ln[r)fezr—ln(t)e—2r dt
= Ceo~2tgln(r) 1+ e—zreln(t)fe—ln(r) dt

=Ce 't et J‘ % dt =Ce ™t + e %t - In(t)

= e 2 (C + In()),

hvort = 0 og C er en arbitraer konstant.

2) Bestem den lpsning til differentialligningen, der opfylder betingelsen

x(1) = 1.

Lasning:

Viindseetter t = 1 i den generelle l@sning ovenfor. Dermed fas:

x()=e2-1(C+0)=e2-C=1=C=e¢?
Den lgsning til differentialligningen, der opfylder betingelsen, har saledes

forskriften

x(t) = e 2 t(e? + In(t)), hvort = 0.
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Opgave 1

Lad matricerne B og C(s) vaere givet ved:
1 1
B=1|{0 og C(s)=1|1
1 0

hvor s er et reelt tal.
(a) Udregn matrixproduktet C(2)B.

W =
o = o

1
L],
0

Losningsforslag: Ved standard matrixmultiplikation fas
2 8 2
C2B=(2 4 0].
0 21

(b) Bestem alle lpsninger til ligningssystemet

I 1
c(2) (zg) - (-3) .
T3 2

Losningsforslag: Ligningssystemet kan lpses ved Gauss elimination. Den udvidede

koefficientmatrix er
1 261 1
101 -3]}.
010 2

Ved raxkkeoperationer kan den bringes pa reduceret echelon form:

101 -3
ort 9y 2 J=
000 O

Heraf ses, at r3 kan vaelges som en fri variabel, og at

[l ="

r1+r3=-3 og z2=2.
Sattes x3 = ¢, kan lgsningerne saledes skrives
r1=—-3—t, z9=2 og z3=t, hvorteR.

Pa vektorform bliver det:

Iy —3—t -3 —1
I | = 2 =12 |+t 0], hvorteR.
I3 t 0 1

(c) Vis, at der for alle vaerdier af s gaelder, at det homogene ligningssystem

I 0
C(s) (Ig) = (0) .

har ikke-trivielle lgsninger (altsa lgsninger, der er forskellige fra zy = z9 = 3 = 0).

Losningsforslag: Det homogene ligningssystem har ikke-trivielle lgsninger netop
hvis |C(s)| = 0 (EMEA Theorem 16.8.2, s.655). Ved udregning ses, at dette gaelder
for alle s (determinanten kan fx udvikles efter tredje rackke).
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(d) Vis, at

-

er en egenvektor for C(1). Hvad er den tilhorende egenveerdi?
Losningsforslag: Ved matrixmultiplikation fas

6 3
C(l)x = (4) =2 (2) =2x,
2 1

Heraf ses umiddelbart, at x er en egenvektor for C(1) herende til egenvaerdien 2.
(e) Vis, at —1 og 0 er egenvaerdier for C(1).
Losningsforslag: Det karakteristiske polynomium er

=X 1 1
R (R |
g X =X

= —1(=A) = AL = A=A —1)==2>+ 22122,

p(A) =[C(1) - AT} =

'1—/\ 1

2 lren

1-2 1
1 =A

Ved indsettelse ses, at p(—1) = p(0) = 0. Da —1 og 0 saledes er rgdder i det
karakteristiske polynomium, er de egenvaerdier for C(1) (FMEA afsnit 1.5).

I resten af opgaven betragtes folgende kvadratiske form:

Q(z1,x9,23) = 31% + 21}3 - 31‘.3 — 21129 + 4123 + 2T023 .

(f) Opskriv den symmetriske matrix A hegrende til Q).

Losningsforslag: (Se FMEA afsnit 1.7). Lad a;;, 7, j = 1,2, 3, vaere elementerne i A.
Diagonalelementet a;; er konstanten foran z3-leddet. For i # j skal elementerne a;;
og aj; opfylde, at a;; +a;; er konstanten foran z;z;-leddet, og at a;; = aj; (symmetri).

Derfor far vi
3 -1 2
A={-1 2 1].
2 1 3

(g) Vis, at @ ikke er positiv definit. Afger, om @ er positiv semidefinit.

Losningsforslag: Vi udregner forst hovedunderdeterminanterne (principal minors,
se FMEA afsnit 1.7) for A fra spgrgsmal (f).
Orden 1: Diagonalelementerne, altsa 3, 2 og 3.

Orden 2:
3 =1 3 2 2 1] .
=1 2~ |2 3|7 W& |1 g™
Orden 3:
3 -1 2
-1 2 1|=0.
2 1 3

Af FMEA Theorem 1.7.1(a,b) (s.32) kan vi sa konkludere folgende: @ er ikke positiv
definit, da den ledende hovedunderdeterminant af orden 3 er lig med nul. @ er positiv
semidefinit, da alle hovedunderdeterminanterne er storre end eller lig med nul.
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Opgave 2
Lad f veere funktionen af tre variable, der er givet ved fglgende forskrift:
flz,y,2) == +x—y> — 2% foralle (z,y,2) € R
(a) Bestem gradienten V f(z,y, z). Vis, at
IV£(1,1,-1)| = V5.

Losningsforslag: Forst bestemmes gradienten af f ved partiel differentiation:

Vi(x,y.2) = (fi(z,,2), folz,y,2), folz,y,2)) = (e + 1, -2y, —e™+* — 22).

Heraf fas Vf(1.1,—1) = (—e®+1,—-2,— + 2) = (0,—2,1) og endelig
IV£(1,1,=1)|| = [[(0,=2,1)] = VO + (=2)2 + 12 = V5.

(b) Bestem Hessematricen f”(z,y, z), og vis, at f er en strengt konkav funktion.

Losningsforslag: De forsteordens partielle afledede er bestemt i (a). Ved partiel
differentiation af disse fas Hessematricen:

_ Ttz 0 _ Ttz
f'(z,y,2) = 0 -2 0 :
_e:r+z 0 _ez‘+z o 2

Sa kan de ledende hovedunderdeterminanter udregnes:

.D] = _ez+z
_ pTHZ
D{_) _ E‘.O _02' — 2ez+2
—~a B —e* 1% —eTtz —eTtz E .
Dy=|0 -2 0 [=-207%0 0" |=-202e") =",
_eI+Z O _6‘1"9'2 i = 2

Da Dy, D3 < 0 og Dy > 0 for alle (z,y, z) € R®, er f strengt konkav (FMEA Theorem
2.3.2(b), s.57).

‘c) Bestem det entydige globale maksimumspunkt for f og den tilhgrende globale mak-
simumsveaerdi.

Losningsforslag: Da [ er (strengt) konkav, er de stationzre/kritiske punkter ne-
top de globale maksimumspunkter (FMEA Theorem 3.1.1(a), s.104). De stationzere
punkter er givet ved

Vi(z,y,z) = (—e"*+1, -2y, —e"* —22) = (0,0,0).

Losning af de tre ligninger med tre ubekendte giver z = 5, y = 0 og z = —é.
Altsa er det entydige maksimumspunkt (z,y, z) = (%, 0, —%) Maksimumsverdien e

£(3,0,—3) =—"+35 -0 —(3)*=-3.

1o)==

d) Lad g veere funktionen af to variable, der er givet ved:
g(z,y) = f(z,y,0) for alle (z,y) € R%.
Lad R veere folgende rektangel 1 planen:
R=[0,1]x[0,2]={(zr,y) eR?*: 0<z <1, 0<y<2}.
Vis, at

1
// glz,y) dedy = —2e+ <.
JJr 3



Losningsforslag: Integralet ndregnes som et dobbeltintegral (FMEA afsnit 4.4).
Her integreres forst mht y og dernaest mht , men det kan ogsa ggres omvendt.
9

J[sew iy = [ ([ +o-iyag)as

: 8
= (—2e’+21—§)d1
0
S 8 , 1
= [-2e +T2—§.’B]6=(—2€+1—§)—(-—2)=—2€+§.

Opgave 3
Betragt folgende differentialligning af forste orden:

dz 3\, —=
(a) Gor rede for, at differentialligningen er separabel, og bestem den fuldstzndige lgsning
(en forskrift er tilstraekkelig, definitionsintervaller skal ikke bestemmes).

Losningsforslag: (Se FMEA afsnit 5.3). Da hgjresiden er et produkt af funktionerne
f(t) = 4(t +t*) og g(z) = e 2, er differentialligningen separabel. Den fuldstaendige
lgsning bestemmes ved separation af de variable (der er ingen konstante lgsninger,
da e ™ #0 for alle z):

dx

— = 4(t+tDe®
= (t+t%)e
fdr = At+1%)dt
/e’dr = /4(t+t3)dt

e 2+t +C
(22 +t* +0),
hvor C er en arbitraer konstant og 2t> + ! + C' > 0.

14

(b) Bestem den lgsning (t), der opfylder betingelsen z(1) = In(5). Hvad er definitions-
maengden for denne lgsning?

Losningsforslag: Konstanten C'1den fuldsteendige lgsning fra spergsmal (a) bestemmes
vha den givne betingelse:

z(1)=In(2+1+C)=In(5) & C=2
Altsa bliver lgsningen:
z(t) =In(2t> +t' +2), hvorteR.

Definitionsmzengden er hele R, da restriktionen 2t + t* + 2 > 0 er opfyldt for alle
teR.
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2)

3)

Juni 2021

Opgave 1: Matricer, Matrice produkt og Ukendt variabel
Vi skal udregne matrixproduktet af AB’, hvor B’ er den transponeret matrix til B. Hertil far vi
at:

2 1
(2 0 -2 (2 0 2 ,
A_(1 1 0) 'B_(1 1 0) B_(g é)
aB = (2 0 —z)g } _(2-2+0-0+(—2)-(2) 2-1+o-1+(—2)-0)
“\1 1 0 5 0 "\ 1:2+1-04+0-(2) 1:1+1-140-0

_(0 2
=2 2)
Hertil er det ensket beregnet, og opgaven er lost:

Vi skal redegare for at AB’ er invertibel, hvilket den er hvis dens determinant er forskelligt
fra nul. Hertil fés:

det(AB') = |g §| — 420

Vi har nu bekrzftet at AB’ er invertibel, og dermed at (AB’)~1 findes. Vi finder den til at:
1 1

L 2 -»_1["2 2
AB') 1 = =—
(AB') |(AB’)|(—2 0 ) -4\ 1
2
Vi benytter os af metode, for at finde den inverse ved en 2 X 2 matrice. Hermed er det enske
fundet, og opgaven er slut.
Vi skal bestemme alle losninger til ligning systemet, hvilket vi ger ved at omskrive det til det
udvidede koefficient matrix, hvorefter vi benytter Gauss’ elimination, til vi har reduceret det
til den reduceret echelon form. Hertil fas:
X1
1 2 0 -2 1 1 -1 -2 1
Al X = :
(g) (o) (1 1 0 O)Rl_Rz - (1 1 0 O)Rz_m -
1
1 _ 1 -1 -2 1 1 0 -1 =
(1 1 z 1 )1 —>< 1) - 2 , herfra
R2 R1+R2

0 2 2 -V \0 1 1 =5 01 1 -3

omdannes tilbage til et ligningsystem:

1 1
xl_.X3=E@xl=E+X3
1 1
xZ+X3=—E<:x2=_E_X3

x3 = t,da x3 er en fri variabel.

Hertil afleeses losning som:
1

X1 2 1
X2 | = 1|+t{-1)],t#0
X3 2 1

0
Hermed er det ensket beregnet, og opgaven er lgst.
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4)

5)

6)

Vi skal vise at -1 og 3 er egenveerdier for C(2). Vi opnar dette ved at tjekke at det opfylder det
kar.pol og far:

141 0 1 2 0 1
M=—-1:CR-(C-DIl=0&e| 0 2+1 0 [=10 3 0], derudvikles efter
22 0 1+1 14 o 2
2. rekke:
2 0 1
0 3 0=0+3-(—1)(2+2)-|i %|+0=0
4 0 2
1-3 0 1 -2 0 1
11:3:|C(2)—31|=0@‘ 0 2—3 0 |=]10 1 O [,derudvikles efter 2.
2?2 0 1-3 4 0 -2
raekke:
-2 0 1
0 1 0 =0+1-(—1)(2’+2)-|_42 12|+o=o
4 0 =2 B

Vi kan se at det stemmer, og at bade -1 og 3 er egenverdier til C(2). Hermed er et gnsket vist,
og opgaven er slut.

Vi skal bestemme egenvektorene for C(2), til det benytter vi os af formlen som hedder:
p(-1D)=C2)v=(-Dv==(C2)-(-DD-v=0
Hvor det omdannes til den udvividet koefficient form, og leses. Til det fas:

2 0 1 4 0 2 4 0 2 10 S
0 3 0 -0 1 O =10 1 O —>010,herfraaﬂaeses
4 0 2/ \2 0 1/psiipr \0 0 0/1
R2 2 2 0 0 O
lesningen oplagt til at vaere at:
1
_¢ 2
=t ,t#0
2 0
1
Hermed er det ensket fundet, og opgaven er slut
1
Vi skal bestemme alle verdier af s, for det gaelder at x = | 0 | er en egenvektor for C(s).
4

Til det prikker vi de to matricer sammen og far:
C(s)x =x

1 0 1 1 5
s2 0 1/ \4 s?+4

Herfra aflaeser vi at for det stemmer overens, har vi at:
A =5,
4l=5’+4=20=5s’+4os’=16s=4

Hertil kan vi tjekke ved at indsatte egenveerdi i det kar.pol og se om det giver ovens:

-4 0 1
0 -1 0]=16—-16=0
16 0 —4

Dvs. x er en egenvektor til C(4), hvor den tilherende egenverdi er 5. Hermed er det ensket vist, og
opgaven er last
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7) Vi finder alle veerdier af s, hvor det vil gaelde at rangen af C(s) er lig 2. For det, finder vi dens
hovedunderdeterminanter hvor 3.ordens hovedunderdeterminanter giver 0, og blot en af de
2.ordens skal give noget forskelligt fra 0. Hertil fas:

A(21)=(1) (S)|=S¢O,fors¢0,A(22)=|512 1|=1—52¢0,f0rs¢i1

Lgsningsforslag: Rangen af en matrix er lig med ordenen af den storste underde-
terminant (minor), der er forskellig fra nul (FMEA Theorem 1.3.1). Saledes har C(s)
rang 2 netop hvis |C(s)| = 0, og der findes mindst en underdeterminant af orden 2,
der er forskellig fra nul. Derfor udregnes forst determinanten af C(s):

1 0 A
1 1 2
[C(s)| =10 s 0|=s]|, 1‘::&(1 s7)
$2 01 7
Heraf ses, at |C(s)] = 0 netop hvis s = 0, s = —1 eller s = 1. Betragt dernsest
underdeterminanterne
D S | [
10: g =4 == lg® Ml A

Den forste er forskellig fra nul for alle s # 0, og den anden er forskellig fra nul for alle
s # £1. Saledes vil der for alle s eksistere en underdeterminant af orden 2. som er
forskellig fra nul. Altsa folger det, at C(s) har rang 2 netop hvis s = 0. s = —1 eller
s = 1 (og at rangen er 3 for alle andre s-veerdier, men det indgar ikke i spergsmalet ).

Alternativt kan spergsmalet besvares ved at se pa, for hvilke veerdier af s det maksi-
male antal linesert nafhaengige sgjlevektorer 1 C(s) er 2 (FMEA Definition pa s.11).

Opgave 2: Retningsaflede, Hessematrice og globale minimumsvardier
1) Vi udregner den retningsaflede, som vil veere givet ved: a - V£(0,2,1). Til det starter vi med at
udregne vektoren a og far:
(4,0,3) (4,0,3) (4,0,3) (4 3)

CTT@dN T et @2 r G vzs S

505
Sa finder vi gradienten, ved at finde de forste ordens aflede af f, og far:
fll(x'J’»Z) =—e*+1 'fZI(xﬂylZ) = 2(}’ - Z) og f?,’(x:y'z) = _2(3’ - Z)
Hertil f3s: V(x,y,z) = (—e ™ + 1,2(y — z), =2(y — 2))
VF(0,2,1) =(—e®+12(2-1),-2(2-1)) =(0,2,-2)
Sa finder vi den retningsaflede og far:

a-VF(0,22,1) = 0-(§)+2-0+(—2)-(§) =-3

5
2) Vi bestemmer hessematricen, ved hjelp af de forste ordens aflede af f; jf. spm 1. og far:
e 0 0
f”(xpy;Z) = 0 2 _2
0o -2 2

Hertil benytter vi os af Teorem 2.3.3, fra FMEA side 57, og finder dens
hovedunderdeterminanter, og far:

D, = Agl) =le | =e*>0,foralle (x,y,z) € R3 ’Agz) =12|=2=0,
AP =21=220

-x

D, = A(zl) = |eO g| =2e™*>0,foralle (x,y,z) € R3
—x

’Agz) = |€0 g| =2e™*>0,foralle (x,y,z) € R3

AP = |_22 —22| =00, foralle (x,y,z) € R?
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3)

4)

e 0 0
D3=A;=1|0 2 —2| = udvikler efter 1.sgjle
0o -2 2
=e ¥ (=1)1+D). |_22 _22| +0+0=02>0,foralle(x,y,z) €R3

Vi kan bekreft at f'er en konveks funktion, men ikke en streng konveks funktion, grundet
D; =0.
Vi bestemmer alle de globale minimumspunkter, ved at satte de forste partielle ordens aflede,
til det fas:

fil,y,z) =0 —e*+1=01=e*=x=0

fix,y,z)=022(y—2)=022y—2z=0y=2z

filx,y,z) =0 -2(y—2)=0 -2y+2z=0y=12z
Dyvs. at de stationere punkter for /' vil vaere ethvert punkt hvor det geelder at f (xg, ¥o, 29) =
f0,y,y) =1(0,2,2)
Vi ved ogsé, da f'er konveks, jf. spm 2, at disse punkter er globale minimumspunkter for f. Vi
finder minimumsveerdien til at vere:

fOy,y)=e’+0+(-»?+2=3

Hermed er den globale minimumsverdi 3, og det ensket er vist - Opgaven er slut.

Vi skal afgere om fer strengt konveks. Vi kan ikke benytte
Lgsningsforslag: Betragt fx punkterne (0,0.0), (0.1,1) og (0,2,2), som alle er
globale minimumspunkter og saledes giver funktionsveaerdien 3. (0, 1.1) er en konveks
kombination af de to andre punkter, idet ,_l,(U. 0.0) + %(()‘ 2,2) =(0,1.1). Hvis f var
strengt konveks, skulle vi derfor have (FMEA s.54):

£(0,1,1) > %f[().().()] ' %.['((').‘2.‘2)4

Men begge sider af denne ulighed er lig med 3, sa vi kan konkludere. at f ikke er
strengt konveks.

Bemzerk, at man tkke kan konkludere. at f ikke er strengt konveks ved at konstatere,
at den ledende hovedunderdeterminanter af orden 3 for Hessematricen er lig nul.
Betingelsen i Theorem 2.3.2(a), s.57 i FMEA (at alle ledende hovedunderdetermi-
nanter for Hessematricen er strengt positive) er en tilstrackkelig betingelse for streng
konveksitet, ikke en nodvendig betingelse.
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Opgave 3: Skitseret Maengde og dobbeltintegraler:

1) Vi skitserer A, til at veere:

y Bemaerk, at
4 dette er
ilustration og
ikke er 1:1
o X
|
— 1

Vi kan se fra skitesen, at det ikke er muligt, at tegne en lige linje inden for mengden, som gi
uden for "maengden” dermed kan vi grundet dette konkludere at maengden er konveks.

2) Vi skal dobbeltintegerer funktionen f, i maengden 4. Hertil ligger vi meerke til at ’s nedre og
overe granser, afhanger af x, og derfor er integrationsraekkefalgende ikke ligegyldig. Til det
far vi at:

1/ px? 1 1
-U 14x%ydxdy = f <f (14x2y)dy> dx = f ([7x2y2]§,/2f1) dx = f (7x® — 7x")dx
A 0o \J-x 0 0

7 1 7 2
[x sx]o 5° 5

Hermed er det gnsket bevist, og opgaven er faerdig.
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Februar 2021

Opgave 1: Matricer, Egenverdier og Lineare Ligningssystemer, matricer med ukendt
1) Vi far til at vide, at vi skal vise at A har egenvaerdierne -1 og 8. Vi kan verificere dette, ved at

2)

3)

sette dem in det kar.pol og sikre sig det gar op, hertil fas:
p()=1A-21=0

6—(—1

r=-tp-n=1a- ="~ GY
=7-2-((-2)-(-7))=14-14=0

. A _an _16=8 =T 1 _ 172 =7 _ Nt o (Y. (_
r=sp@=la-81=""° T |=|70 =D 2- (2 )

=14-14=0

Vi kan se at —1 og 8 er faktiske egenverdier til A, og vi kan konkludere at der ikke er flere

egenverdier til A, da A eren 2 X 2 matrix.
Hermed er det ensket vist, og argumenteret for.

-7 | _17 =7
1—(—1)|_|—2 2|

Vi skal nu bestemme de tilherende egen vektorer til matricen A, hvilket vi igen opnar ved at
benytte os af ligningen: Av = Av & (A — AI) - v = 0. Vi benytter denne omskrivning, for
derefter at lgse det som var et homogent ligningssystem. Til det fas:

i=a-conv=oe (], 7)()=()
(_72 _27)1}21 - (_11 _11) Herfra aflases losningen til at veere:
7

2R2
x1—x=0x =x,
X1 +x,=0x, =x;
Vi kalder blot x, = t,den frivariabel

(o) =t(})cer

,1=8:(A—81)-v=o<:>(_2 =7

)v=0

-2 =7
Da de to ligninger er identiske, kan vi ngjes med at blot lese den ene og far dermed:
7
_le - 7x2 =0 X1 = _ExZ
Hvor vi kalder x, = t, da det er en fri variabel: x, = t,t € R og far dermed: x; = — % t

Derfra kan vi oplagt se at egenvektoren for egenvardien 8 er:

(2)-+(3)

Hermed er det onsket last, og opgaven er feerdig.

X1 1

Vis at det ligneare ligningssystem B <x2) = (0) har netop en lgsning, og bestem denne
X3 1

lgsning.

Vi omskriver ligningssystemet til den udvidiet koefficient matrix, og laver Gauss Elimination,

for at finde lgsningen, og far:

1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 0 1 -1
( 2 1 0 0) - (O -1 2 —2) - (O -1 2 —2) -
—2 —1 1 1/R3+2R1 0 1 —1 3 /R3+R2 0 O 1 1/R2-2R3
R2-2R1 R1+R2 R1-R3
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1 0 0 -2 1 0 0 -2
0 -1 0 —4 -0 1 0 4 |,herfraaflaeses den entydig lgsning til at vaere:
-1R2

0 0 1 1 0 01 1
X, =-2
X, =4
x3=1

Hertil omskrevet til matrix form:

(2)-(2)

Hermed er opgaven lost, og det enske vist.

VI skal vise at matricen C er invertibel, hvis og kun hvis s # 1. Dette viser vi, ved at finde
determinanten af C, og ser hvornar det(C) # 0, da dette er kravet for en matrice er invertibel.
Til det far vi at:

Det kan noteres, at ved at kigge pa matricen C er det oplagt at determinanten vil til C(1) = 0,
og for alt andet, vil veere invertibel
V1i beregner determinanten ud fra Saurus Metoden.
s2 s 1 s% s
s 1 1 s 1
1 11 1 1
=(s?"1-1+s-1-1+1-s-1)—(1-1-1+1-1-s*2+1-5"5)
=s2+25s—1—-5>—-52=2s—1-5>=5(2—-s)—1=—-s>+2s—-1
Vi benytter deskriminant metoden:
—2+.,/22-4-(-1)-(-1) -2+V0 -2
2-(-1) == ;371!
Altsa, C(s) er invertibel, hvis og kun hvis s # 1
Dvs. Determinanten til matricen, vil vaere lig 0, hvis s(2 — s) = 1, hvilket er tilfeeldet fors =
1.

Hertil er det ensket vist, og opgaven er lgst.

det(C(s)) =

Vi skal finde den inverse matrix til matricen C(0), hvor vi jf. spm 4 ved at den inverse findes
da det (C(0)) # 0. Vi opstiller Matricen C(0) ved siden af en identitets matrix, hvorefter vi
laver reekkeoperationer til de har “byttet plads”, til det fés:

0 0 1
C(0) = (0 1 1)
1 1 1
0 01100 11 1 0 0 1
(0 1 1 0 1 0) - (0 1 1 0 1 O) -
1 1 1 0 0 1/pier3 0 01 1 0 0/gi_r2
10 0 0 -1 1 1 00 0 -1 1
<0 1 1 0 1 0> - <0 1 0 -1 1 0) , hermed har vi fundet den
0 01 1 0 0/gaprs3 0 01 1 0 O

0 -1 1
inversematrice for C(0) til at vaere: C(0)™! = <—1 1 O)
1 0 O
Hermed er det ensket vist, og opgaven er besvaret.
Vi skal vise at C(s) er positiv semidefinit, for netop en veerdi og derefter bestemme denne
veerdi. For at bestemme C’s definithed, undersgger vi dens hovedunderdeterminanter, jf.
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EMEA 13.12.2
Hertil fas:

D=0 =|s?|=s220,seR, AP =]1|=120s5eR ,AP =[1|=120s€R
A _|s? s|_ 2 @ _|s* 1|_ 2 _ @ _ 1 12

Dy =8 = |° 1|_s 25 > 0,AS _|1 1|_s 1> 045 _|1 1|_020

Dy =A; =(jf.spm.4)=s5(2—-5)—1=>0,s€R

Da vi ved at alle syv hovedunderdeterminanter, skal vare sterre eller lig 0, har vi at:

Polynomiet —s2 + 25 — 1 har kun en rod, nemlig s = 1, og da koefficienten foran s

s2-1200g9 s(2—s)—1=—-s>+25s—12>0

2 er negativt,

er —s? + 2s — 1 kun storre eller lig0,ndrs = 1. Nérs = 1, sd er s? —1 > 0, hvorfra vi har, at
de 7 hovedunderdeterminanter er kun sterre eller lig 0, nar s = 1.

7)

1))

)

Vi skal ogsa vise hvorfor at C(s) ikke er negativt definit, dette kraever bl.a. at (—1) - D; > 0,
jf. EMEA 13.2.2, men jf. spm. 6 har viat D; = s? > 0 for alle s € R, hvilket vil sige at (—1) -
D; = (=1)-(s?) <0, for alle s € R, herfra kan vi konkludere at C(s) ikke er negativt definit
for nogen vaerdier af s

Opgave 2: Dobbeletintegraler, hvor y’s graense afthanger af x
Vi skal udregne dobbeltintegralet, hvori vi bemerker at y's gvre greense er x, hvilket er
ensbetydende med at integrationsraekkefolgende ikke er ligegyldig. Vi skal forste integrere fra
y, og til sidst fra x, hertil fas:
f(x,y) = 5x3 — 2xy, for alle(x,y) € R?
A=[01]x[0,x] ={(x,y) ER%:0<x<10g0<y<x}

_UAf(X,}’) =dxdy = J;)l <f0x(5x3 — 2xy)dy> dx = Ll([Sx?’y —xy?]%) dx =

"4 2
Hermed er det gnsket udregnet, og opgaven er besvaret.

1 1 1 1 3
f (5x* —x3) dx = [xs ——x4] =1
0 4 I

Opgave 3: Hessematricer, Kvasikonveks, retningsaflede
Vi skal bestemme hessematricen for funktionen f, hvilket vi gor ved forst af finde de forste
ordens partielle aflede, hertil fas:

filx,y) =2x—2 og f(xy) =4y
Dertil bliver hessematricen:
f'(x,y) = (S 2) for alle (x,y) € R?
Vi skal vise at f er strengt konveks, hvori vi benytter os af Teorem 2.3.1 fra FMEA side 56.
Hvis f{1(x, ) > 0 og f{1(x, ) f25 (¢, v) — (fi5(x, y))2 > 0, er funktionen konveks. Bemark

at dette er i andre ord, at undersege om hvorvidt hessematricen er positivt definit, jf. Teorem.
2.3.3 side 58 FMEA. Hertil fas:

44 " " " 2
fiiy) =2>0 og i1,y f52(xy) — (fiz(x,¥) =2-4—(0)*=8>0
Duvs. at vi kan konkludere at f(x, y) er strengt konkav, og hermed er det onsket vist og
opgaven besvaret.
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3)

4)

Vi skal vise at funktionen g er kvasikonveks. g(x,y) = In(f(x,y)) for alle (x,y) € R2.
Hertil benytter vi os af Teorem 2.5.2, for vi definere en funktion som hedder:
G(w) =In(w) ,g(x,y) =G6(f(x,¥))

Og dajf. spm.1 f(x,y) er strengt konveks, og dermed kvasikonveks, og den naturlige
logaritmefunktion er voksende, kan vi konkludere at g(x, y) er kvasikonveks.
Vi skal bestemme Hessematricen for h(x,y) og vise at den er hverken konveks, eller konkav.
Vi starter med at finde de forste ordens aflede og far:

h(x,y) = f(x,y) + 3xy

hi(x,y) =2x—-2+3y og hy(x,y) =4y +3x
Hertil far vi hessematricen til at veere:

e =(5 3
Hertil kan vi undersege Hessematricen, ved brug af Teorem 2.3.3 fra FMEA s.58, hvor vi far:
D=0 =21=2>0 0gaA® =131=3>0
D,=A, = |§ 431| =8-9=—1<0 foralle (x,y) € R?
Vi kan se at Hessematricen hverken opfylder kravene for at vare positivt semidefint, eller

negativt semidefinit, hvilket betyder at den er indefinit, og derfor er h(x, y) hverken konveks
eller konkav.

Vi skal bestemme den retningsaflede af f, i punktet (3,0) i retningen ved vektoren givet ved

= ”g'g”, vi ved at den retnignsaflede i punktet (3,0) hedder V£ (3,0) - a

Vi starter ud med at udregne a og far:
(34) (34) 34 (B4 (3 4)
a= = = = = | — —
IBHI /B2 + @2 V9+16 V25

5’5
Sé udregnes gradienten til f: Vf(x,y) = (ff (x,¥), f(x,y))
Jf. spm. 1 har vi at :

Vf(x,y) = (2x = 2,4y)
Vi har derfor at V£ (3,0) = (4,0)
Nu udregnes Vf(3,0) - a og det fas til:
4 12

TG0-a=4-(5)+0-(5) =%

Hermed er spergsmalet udregnet, og opgaven er lost.

73



)

2)

3)

4)

Januar 2021

Opgave 1: Matricer, Egenvardier og P"1AP = D
Vi finder de tre matricers determinant, for at afgere om de invertibele og far:

A= (_72 _42),det(A) = |_72 _42| =28-4=24%0

-1 0 1
B= < 0o -2 2 ) ,Vibenytter af det(B) er udaendret af evt.

1 2 -3
-1 0 1 -1 0 1
raekkeoperationer:(O -2 2) —><0 -2 2)
1 2  —3/Rr3+r1 0 2 =2
-1 0 1
det(B)=|0 —2 2 (,udviklerefter fgrste 1.sgjle:
0 2 =2

det(B) = (-1)- (-1 |72 2= (-1 (4-4) =0
2 =2
C= ((1) 2 :i), Da C ikke er kvadratisk, er den ikke invertibel.
Vi kan oplagt aflaese at A er den eneste invertibel, mens at bdde A og B er symmetriske. C er
hverken invertibel eller symetrisk.
Dermed er det gnsket vist

Vi tjekker om de to egenvardier passer og far
Ca. _17-3 =2|_14
’1‘3‘p(3)_|—2 4—3_|—2
_ o _17-8 =2 |_|-1
r=sp®=|"" =7,
Vi kan se at begge egenvardier passer for A, og da A er en 2x2 matrix, er der ikke flere
egenverdier.

_12|=4—4=0

:i|=4—4=0

Vi bestemmer for hver af A’s egenverdier de tilherende egenvektorer, ved brug af setningen:
Av=v & (A—-AD) v =0, hertil fas:

A =3: ( 4 _2) (xl) = (O)Hertil afleeser vi lgsningen til at vere 4x; — 2x, = 0 ©

— X
2x1 = Xy o; — 21x2 + x22 =0 (():) Xy = 2x4, hertil vaelger vi at x; = t, for at fa:
X, = 2t, hertil egenvektoren er: (2) =t G)t #0
A, =8: (:; :i) (2) = (g)Hertil aflaeser vi lesningen til at vere —x; — 2x, = 0 ©
Xy = —2x, 0g —2x, —4x, = 0 & x; = —2x,, hertil velger vi at x, = t, for at fa:
xq = 2t, hertil egenvektoren er: (2) =t (_12), t+0

Vi har nu bestemt de tilhgrende egen vektorer for hver af A’s egenvaerdier

Vi skal nu bestemme D (en diagonalmatrix) samt en ortogonal matrix P. Hertil udnytter vi
Teorem 1.6.2 fra FMEA-side 26, navngivet Spektral Setningen.

D= (3 0), dertil udregner vi de normeret egenvektorer for egenvaerdierne:

0 8
1
vy lvall = V(D2 + (2)2 = V5, hertil normeret egenvektor vy = \/Zg
V5
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6)

vy: [|lv2]l = V(2)2 + (1)2 = V5, hertil normeret egenvektor vy =

|
al =gl

(1 2) (1 2w
Dvs.P = \/2§ I/g ,desuden:P' = P71 dvs.P~1 = \/§2 \/E
E \"% %/
Dvs. at vi har bestemt de gnsket matricer saledes at resultat er:

1 2 1 2

R 3 0\_{ V5 V5|7 -2{V5 5

b=p AP@(O Q" 2 1 (—2 4) 2 1

V5 5 V5 5

Hermed er det gnsket bestemt, og mere til:

Vi skal gere rede for at A er positivt definit, hvilket vi gor ved at finde de ledende
hovedunderdeterminanter.
Hertil fas:

D,=AP=17=7>0 , D,=2a0= |7 ;ﬂ=24>0
Alternativt kan man sige: Da A’s egenveardier begge positive, er A positivt Definit. 3 >
0og8>0
Yderligere skal vi undersege B definit hed, hvilket vi igen ger ved brug af
hovedunderdeterminanterne:

(-D'D; = (DAY = (-1) - |-1] =120, (-D'AP = (-1 |-2] =220
DAY = (-1)-|-3| = 320

0 -1
(-2, = 2P = |1 O [ =22 0,(-12P = |

b =s-1=220,

- | )
27(3)
(—1)2a¢ _|2 _J_e 4=220
(—=1)3D; = (—1)3A; = jf.spm 1 tidligere = 0 > 0
Herfra kan vi oplagt aflese, at B opfylder kravene for at vaere negativt semidefint, men ikke

negativt definit, da alle de ledende hovedunderdeterminanter ikke er sterre end 0. Hermed er
det ensket vist, og argumenteret for.

Vi skal bestemme alle losningerne til det lineaere ligningssystem, hvilket vi gor ved Gauss
elimination, hvori vi omdanner ligning systemet til den udvidede koefficientmatrice, og laver
raekkeoperationer til vi opnér den reduceret echelon form, hertil fas:

-1 0 1 -1 -1 0 1 -1
o -2 2 =2 -»{0 -2 2 =2 -
1 2 —3 3 R3+R1 0 2 —2 2 R_lRl

3+R2
1 0 -1 1 1 0 -1 1
(0 -2 2 —2) - (O 1 -1 1) , Hertil aflaeser vi lgsningen til at veere:
0 0 0 0/ 1 0 0 0 O
Xx1—x3=1&x=1+x;
X,—x3=1&x,=1+x3
0=0
X3 =t,da x5 er en frivariabel, hertil omskrives lgsningen til:
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X1 1 1
Xo|l=(1]+t{1],tER
X3 0 1

Vi argumenterer for F, som folgende:

Da C har 2 rakker og 3 sgjler, har C' 3 reekker og 2 sgjler. Da C'F er defineret, har F 2 reekker.
Da B har tre rekker, og matrixproduktet FB er defineret, s& har F 3 sgjler.

Sa F bliver en 2 X 3 matrix

Opgave 2: Funktioner, Hessematrice og Konveksitet
Vi skal udregne hessematricen for funktion £, hvilket vi gor med at forste finde de forste
ordens aflede til:
flx,y) =e** +e¥ +x% +2y? +xy,V(x,y) € R?
Der er som falgende:
file,y)=2e*+2x+vy og ff(x,y) =e” +4y + x
" 4e?* +2 1
! (x’y)_< 1 eY+4)
Vi kan undersgge om hvorvidt f er strengt konveks, ved at underseges dens Hessematrices
definithed, jf. FMEA 2.3.2 side 57, hvori vi far:

D, = A(ll) = |4e?* + 2| = 4e?* + 4 > 0, for alle (x,y) € R?

D, =A% = 42 1| 16e2x 4 427 48— 1 = 1607 + 4% +7 >

1 e¥ +4
0, for alle (x,y) € R?
Det ses oplagt, at D altid vil vaere storre end 0, da e?* er en strengt voksende funktion for
enhver vaerdi af x. Samt 4 > 0. Det lignende ses igen i D,, da 16e?* > 0, 4e?**Y > 0 og 7 >
0, er relativt dbenlyst, for samme grundlag som i D;.
P& baggrund af dette, kan vi definere Hessematricen verende Positivt Definit, for enhver
veerdi af (x, y) € R2, og dermed at f(x, y) er strengt konveks.

Hermed er det gnsket vist, og argumenteret for.

Vi benytter os af Teorem 2.3.5 jf. FMEA side 59.

Hertil g(x,y) = e2fOM-1 Gu) = e? 16" (u) = 2e2*1 > 0,6"(u) = 4e24"1 >0
Derfor for: G(f (x,y)) = e?7&¥=1 = g(x,y)

Da G (u) er strengt konveks og voksende, som vist for oven, og f(x,y) ogsa er konveks, jf.
spm 1, opgave 2. Har vi gennem Teorem 2.3.5 at:

a) f(x) er konveks, G(u)er konveks og voksende = g(x,y) = G(f(x, y))er konveks
Hermed er det gnsket bevist, og argumenteret for.

Opgave 3: Dobbeltintegraler og Retningsaflede
Vi skal udregne dobbetintegralet, for funktionen f, defineret som:
flx,y) =2e? —4xy + 1,V(x,y) € R?
I rektanglet 4 givet ved:
A=1002]1%x[01]={(x,y) ER*:0<x<20g0<y<1}
Vi bemarker at hverken af de to variablers graenser athenger af hinanden, og derfor er
integrationsraekkefolgende ligegyldig. Vi udregner dobbeltintegralet som folgende:

|| reaxay

1, 2 1
f <f (2e?Y — 4xy + 1)dx> dy = f [2e2Yx — 2yx? + x)idy =
o \Jo 0
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1
f (4e?Y — 8y + 2)dy = [2e?Y — 4y? + 2y]} = 2e? — 2 — (2e°) = 2e? — 4
0

Det onsket er er udregnet, og delopgaven er ferdig.

Vi skal udregne den retnignsaflede af funktion f'i punktet (2,0) i retningen af vektoren givet

_ @1y . .
= Iaonr vil hedde Vf(2,0) - a

Vi starter med at udregne gradienten for funktionen /i punktet:
Vf(x,y) = (—4y,4e? — 4x),i punktet (2,0)er det:
VF(2,0) = (—4-0,4e?° —4-2) = (0,—4)
Dernest udregner vi vektoren a og far:
(1,1) (1,1) (1,1) ( 1 1 )
IADI viz+1z V2 W2'v2

Nu leses der for den retnignsaflede, og fas:

ved: a

Hermed er opgaven beregnet, og lost.

Opgave 4: Differens Ligning med Panserformel
Vi skal bestemme den generelle losning til differential ligningen af forste orden, som hedder:
% — 3t%x = 5tet’
Vi benytter os af panserformlen, og starter med at identificere: a(t) = —3t2,A(t) =
—t3 0g b(t) = 5ttet’
Vi indsatter i panserformlen og far:

x = Ce A 4 oA f eAOp(t)dt
x=Cet’ +et’ f e~ (5t*et’)dt
=Cet + e’ f St*et’~t’dt
=Cet + e’ f 5t*dt

= Cet’ + t%e"’
Dvs. at den generelle losning er x = Ce®’ + t5et’ & x = e’ (C + t%),
til differentialligningen: * — 3t2x = 5t*et’
Hermed er det gnsket bestemt, og opgaven er slut.
Vi skal bestemme den lesning til differentialligningen, som opfylder betingelsen x(1) = e3,
Vi kan gere dette ved at indsette disse vaerdier ind i vores generelle lasning og udregne, hertil
fas:

x(D=eP(C+1)=edoe(C+)=elaC+l=elaC=e*-1
Dvs. at den bestemte losning som opfylder x(1) = e3, er:
x=et’(e2—1+t5

Hermed er det ensket beregnet, og opgaven lost.
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Juni 2020

Opgave 1: Matricer, Egenverdi og Kvadratisk Former
a) Vis at matricen BC er invertible
Vi far oplyst at C, og at dens determinant er -1: |C| = —1, Derudover ved vi at |BC| = |B| - |C|,
Og at en matrix er invertibel, ndr den er regular, dvs. at dens determinant er forskelligt fra 0.
Vi finder sa |B| og far

Udvikler efter forste raekke: |B| = 2+ (=1)+D . |§ gl +2-(-1)+2). |_05 §| +0
=2-(8-9)—-2((-5)2-0-3)=-2+20=18%0

Hertil finder vi |BC| = |B| - |C|] & |BC| = 18- —1 = —18 # 0, hermed reguler (og invertibel)

det gnsket er vist.

b) Viskal vise at A = 2 eren egenverdi for B, hvilket vi geor ved at s&tte egenverdi ind det kar.pol.
ligning og se at det giver nul.

2-2 2 0 0 2 0
p2)=B-2Il=| -5 4-2 3 [=]-5 2 3
0 3 2—-2 0 3 0
Viudvikler efter forste raekke igen:
0 2 0
-5 2 3[=0+2: (D> J+0=0
0 3 0
Vi kan se at 2 er en egenverdi for B, og dermed er det ensket bevist.
2
c) Viskal vistatx = <1>, hvilket vi gor ved at benytte omskrivningen: p(1) = Av = Av, hvori
3

vi yderligere benytter os af det faktum, at vi far givet at det er en egen vektor til B, hvilket
tillader os at skrive det op, og lase saledes.

2 2 0\/2 2:2+1-2+40-3 6 2
(=5 4 3)(1)= (s 2rarn33) = (3)-3(3)
0 3 2/\3 0-2+3-1+2-3 9 3

Hermed kan vi konkludere at v, er en egenvektor til B, for egenvardien 4 = 3, og hermed er
det gnsket vist.

d) Vi skal opskrive den symmetriske matrix A, som tilhere den kvadratiske form
Q(xq,x5,x3) = x + 4x3 + 3x% + 2x,x, — 6x,%3 , vi far den til at vare:
1 1 0
A= (1 4 —3)
0 -3 3
Hermed er det onsket bevist.

e) Vi skal vise at Q er postivt semidefinit, men ikke positivt, hvilket vi ger ved at undersege
hovedunderdeterminanterne, og vi far

AV =p =111=120a% =4 =4>0,2® =13]=3>0
1) _ O @ _ |1 0] _
MY =D, =] ,|=4-1=320=]| J|=3=0,

2P =% |=12-9=320

1 1 0
Dy=A;=[1 4 -3|,
0 -3 3

udvikler efter 1.raekke: 1+ (—1)+1D . |_43 _33| +1-(=1)+2). |(1) _33| =3-3=0=>0
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Da alle hovedunderdeterminanterne er sterre eller lig med 0, kan vi konkludere at Q er positivt
semidefinit, men da de lededende hoved underdeterminanter ikke alle er storre end 0, er den ikke
positivt definit. Hermed er det ensket vist.

a)

b)

Opgave 2: Funktioner af to variabler, Hessematrice og Dobbeltintegraler
Vis funktionen fer strengt konkav.
Vi ger dette ved at danne hessematricen for den, og undersgge Hessematriecns definithed,
hertil finder vi forst de forste ordens afledede:

filey) =—e*—=2x-2yVv(x,y) ER?® og f;(x,y) = —2x —2y,V(x,y) € R?
174 _ex - 2 _2

fran =", 75)

Hertil finder vi de ledende hovedunderdeterminanter, da jf. FMEA 2.3.2, side 57, ved vi at
hvis hessematricen er negativt definit, er den ogsé strengt konkav:

(DD, = |-e*-2| = (-1)(—e*—=2) =e*+2 >0,V (x,y) € R?, da e* er strengt
voksende funktion.

2 —e* -2
-1, =|7%
voksende funktion.
Dermed kan vi konkludere at Hessematricen er negativt definit, og hermed er f(x, y) strengt
konkav.

:2| =2e¥+4+4=2e*+8>0,V (x,y) € R? dae* er strengt

Vi skal bestemme hvilke verdier af b, gor at g(x, y) er konveks. Vi opstiller igen
hessematricen for g(x, y) for at undersege hvornar Hessematricen er positivt semidefinite, jf.
FMEA Teorem. 2.3.3 side 59, til det finder vi forst de forste ordens aflede og far:

g1(x,y) =e*+2x+ by og g;(x,y) = 2y + bx

gen=F* 0

Hertil undersgger vi definitheden:
D, = A(ll) =leX*+2|=e¥+2=0,foralle (x,y) € R?,
A(lz) =12| =2=0 foralle (x,y) € R?
X
Herfra kan vi aflese at 2e* altid vil vare sterre end 0, da det er en kotinuert voksende
funktion, hvilket betyder at 4 — (b?) > 0, herfra kan vi oplagt se at b m4 ligge inden for
denne mangde: —2 < b < 2, for sd er g(x,y) konveks, da Hessematricen vil veare positivt

semidefinit.
Hermed er det ensket opfyldt.

Vi far givet at h(x,y) = f(x,y) + g(x,y) © h(x,y) = (—e* — (x +y)? + 3) +

(e*+x2+y2+bxy)=—-—e*—(x+y)?+3+e*+x2+y2+bxy=e¥—e*+x?—

x2+y?2 —y?2+2xy+ bxy+3=—2xy+bxy +3=h(x,y)

Hertil fir vi givet at vi skal udregne det dobbeltintegral i det folgende rektangel R i R?:
R=[01]1x[02]={(x,y) ER*:0<x<10g0<y<2}

Vi skal vise at [[ o 1(x,¥)dxdy = b + 4, vi ligger forst meerke at hverken af de to variablers

greensern indebzare de andre, hvilket er ensbetydende med at integrationsrekkefolgende er

ligegyldig. Herfra integrer vi og far:

1/ 2 1 1 2
f (f (—2xy + bxy + 3)dy> dx = f <[—xy2 + = bxy? + 3y] )dx =
o \Jo 0 2 0

1
f (—4x + 2bx + 6)dx = [-2x2 + bx?+6x]§ =-2+b+6=b+4
0
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Hermed er det onsket bevist

Opgave 3: Ligningssystem, med tre ubekendte og en konstant:
Vi opskriver koefficientmatricen for ligningssystemet og ved at ligningssystemet har en
entydiglesning hvis dens koefficientmatrix har en determinant forskelligt fra nul, jf. EMEA
Teorem 16.8.1:

-1 0 a

A= < 4 2 3), Hertil finder vi determinanten af det(A) og far:
1 1 a

Vi benytter os af at determinanten af en matrice, er uendret af folgende raekkeoperationer:

-1 0 a -1 0 a -1 0 a
4 2 3 -1 4 2 3 -1 0 2 3+4+4a
1 1 a/r3+r1 0 1 Z2a/g2+ar1 0 1 2a

Nu udvikler vi efter forste sojle:

-1 0 a
0 2 3+4a=(—1)-(—1)(1+1)-|2 3+4a|+0+0=—1-(4a—3—4a)=—1-
0 1 2a 1 Za

—3 =3+ 0 , Vikan oplagt aflese at for alle veerdier af a, gelder det at ligningssystemet
har en entydig lgsning som vist for oven. Hermed er det onsket vist.

Vi skal nu bestemme den entydige lesning, hvilket vi gor ved at opstille den udvidede
koefficient matrix, hvorefter vi benytters Gauss elimination, ved at lave raekkeoperationer til
vi opndr den reduceret echelon matrix og finder den entydige losning derfra:

Yderligere skal vi vise at vi kan omdanne den udvidede koefficient matrix til:

1 0 —a O
(0 1 2a 0), hvilket vil veere markeret med red tekst i udregneringer: Til det fas:
0 0 1 2

-1 0 a O -1 0 a 0

4 2 3 6 -0 2 3+4a 6 -

1 1 a O §23:£311 0 1 2a 0/ r2-R3

-1 0 a 0 10 —a 0 1 0 —a O

0 1 3+2a 6 -0 1 2a 0 -0 1 2a O -
0 1 2a 0/ R3CR2 0 1 3+2a 6/Rr3-r2 0 0 3 6/
1 0 —a O

0 1 2a 0] Hertil afleeses losningen til ligningen som vare folgende:

0 0 1 2

x1—ax3 =0 x; =ax3 > x; =2a

X, +2ax3 =0 x, =—-2a2>x, = —4a

X3 = 2,vi indsatter x; = 2 i de andre ligninger
Hertil er den entydig lasning til ligning systemet:

)= ()~
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