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Damn, not gonna lie, det gad jeg ogsa godt

Jeg, Eske Penjor Hermann, har selv skabt og skrevet dette dokument. Det bruger
information fra bade ”Introducing Advanced Macroeconomics (IAM), Peter Birch
Sorensen & Hans Jorgen Whitta-Jacobsen” og information fra forelesningslides af
Casper Worm, fra Efteraret 2023. Dette dokument er ikke til at blive solgt eller delt
uden ordentlig kreditering til Casper Worm, Peter Birch Serensen og Hans Jergen
Whitta-Jacobsen.

Jeg haber at i kan fa gavn af dette dokument, og i det mindste bruge det for en lidt
kortere opsummering af pensum i Makro I, 2023.
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Introduktion til Makrogkonomiske Tankegang og Metode

Velkommen til en gennemgang af makrogkonomiske tangegang og metodik fra Makro 1. Dette
dokument har til intention at vare en kort og brist gennemgang af pensum fra Makro 1 Efteraret 2023.
Indeholdt i dokumentet er skrevet med en forventning om at laeseren har en baggrundsviden der svarer
til at have deltaget aktivt i foreleesninger og holdundervisning til Makro 1.

Overordnet set, er der ingen fuldkommen accepteret definition af makroekonomi som en helhed. Fra
pensumbogen, bruges den bredt accepterer definition:

” Macroeconomics seeks to explain observed time series such as GDP, Consumption, Investments,
Prices, Wages and the rate of employment ™

Ligesom i mikrogkonomi arbejder ekonomer i to brede former for "tid”: Langsigtet og kortsigtet.
Langsigtet makroekonomiske analyse forseger at bedre kunne forsta trends der observeres over
leengere perioder (ar, artier osv.) - og endda muligvis give evt. forklaringer pa disse observationer
Kortsigtet makrogkonomiske analyse vil gerne bedre forsta de kvartal-/ar udsving fra det forventede.
Vi arbejder kun med langsigtet makro i makro 1.

I makrogkonomi benytter vi os af en kort reekke antagelser ift. de modeller vi bruger, for bl.a. at gere
livet nemmere for os selv. Makrogkonomiske modeller vil nok aldrig vaere fuldkommen akkurat, men
et kendt citat siger ogsa ” All models are wrong, but some are useful”. En af disse antagelser kan veare:

Perfekte markeder - Der er fri information og enheder kan frit traede ind og ud af markeder uden
omkostninger. Ingen enkelt akter har mere magt end den anden.

Imperfekter markedet - Nogen akterer har mere magt end andre

Os studerende bruger makrogkonomi til at bedre forsta nogen af de storre aggregerede tal og
bevagelser, for at derefter kunne forklare mulige arsager til disse observationer. Yderligere, skal vi
ogsa kunne analysere forskellige modeller - Primert variationer af Solow - og vere i stand til at bide
matematisk og intuitivt udpege specifikke nogle variabler og tilstande. Til sidst i dokumentet, vil der
vere en sdkaldt "Legende” som vil indeholde en kort forklarelse pé specifikke begreber og variabler.

Der er ogsa nogen generelle teorier og grundlag som der kort bliver gennemgéet her, da de er gode at
have opfrisket inden vi dykker ned i analyse teori.

Grund Teorier

Sticky Prices

Priser og Len kan vare semi rigid - og kan derfor potentielt veare en arsag til nogen af de udsving vi
ser. Dette er grundet idéen om Menu Kost. Grund idéen er at det tag tid og ressourcer at opdaterer en
menu pa en bar eller ansattelsesvilkarene i en kontrakt f.eks. Disse ting bliver som regel opdateret en
gang om éaret eller lignede. Derfor optraeder priser og len ikke som fuldkommen fleksible, hvilken
bl.a. kan bidrage til nogen af de observerede markedsfejl vi vil komme igennem - Ogsa

sékaldt ”Sticky Prices”

Konvergens?

Grundeteori forteller os at alle lande burde pé langt sigt konvergere mod den samme BNP /Capita.
Men dette er tydeligt hvis ikke tilfeeldet. Herfra introduceres:

Betinget Konvergens: Hvert land konvergerer mod sit unikke BNP /Capita pa langt sigt.

Klub Konvergens: Et lands veekst pa langsigt er predetermineret af strukturelle institutioner og dens
initial veerdi af BNP /Capita

! Introducing Advanced Macroeconomics (IAM), Peter Birch Serensen & Hans Jorgen Whitta-Jacobsen
2 For summary, IAM, s.50, Peter Birch Serensen & Hans Jorgen Whitta-Jacobsen



Solow Modellen

Generelt om Solow

Velkommen til 99% af makro 1 pensum. Robert Solow er en af de mest indflydelsesrige ekonomer af
det 20-arhundered. Groft fortalt, sa udgav han en artikel hvori han introduceret ideen om at
teknologisk vakst - og teknologiens evne til at gge produktivitet - ogsa havde en indflydelse pa
okonomisk veekst; og ikke bare akkumulationen af kapital og mere arbejdskraft, som var den generelle
tanke for.

Grund idéen bag Solow modellen - og dens mere komplekse sgskende - er at beskrive et gkonomisk
kredsleb (en gkonomi) med en raeekke ligninger, som man derefter kan benytte til en masse ting,
heriblandt praediktioner om modellens udvikling og ende vardier. Til dette er der en raekke vaerktajer
som vil blive gennemgéet osv.

I legende afsnittet er der en samlet liste over alle begreber som jeg folte nadvendige lige at have en
liste over. Det vil nok opdages at der er nogen betegnelser som f.eks. Reelle Renten og Nominel
Rente, hvor der vil vere en lille forskel. Alle de begreber vi vil bruge til Solow, bliver derfor
gennemgaet her for neden.

Okonomiens Struktur:
Som standard arbejder vi med en lukket ekonomi, og derfor et lukket kredsleb - dog har vi modeller
som kap 4 som betragter en lille &ben gkonomi.

Forst og fremmest arbejder Solow-modellen traditionelt i diskret tid, altsd ar til ar. Tidsperioden en
variabel er i betegnes ved: ¢, t = 0,1,2, .... F.eks. den samlede produktion i en periode: Y.

Der er to akterer som basis: Husholdninger og Virksomheder. Varer og markeder bestér af: Output,
Kapitalydelser og Arbejdskraft.

Outputmarkedet:
Udbud er lig virksomhedens produktion, Y;. Efterspergslen kommer fra husholdninger til forbrug og
investering, = C; + I;. Dette svarer til en En-sektor model: Output = BNP

Kapitalydelser:

Husholdningerne ejer kapitalbeholdningen, og lejer den ud til virksomheder. Udbud af kapitalydelser,
K;, og virksomhedernes efterspergsel, K&. Prisen for at leje en enhed kapital i en periode er real
lejesatsen, 1, pé kapital.

Realrenten er: p, = 1 — &, hvor § er nedslidningsraten.

Arbejdsmarkedet:
Bestar af udbud af arbejdskraft fra husholdningerne, L, og eftersporgsel pa arbejdskraft, L¢. Prisen pa
arbejdskraften er reallennen, w;.

Som nevnt tidligere, antages der Fuld Kommen Konkurrence pé alle markedet, svarende til at 7 og
w, vil justere sig indtil at output = efterspgrgsel



Kapital 3 - Lille lukkede skonomi - Basic Solow-Model: Kapital og Arbejdskraft

Vi bevaeger os nu ind i kapital 3 og den helt basale Solow-model. Dette bliver en gennemgang diverse
ligninger og analyse varktgjer. I denne model, sé er vores Output-, Arbejds- og Kapitalydelses
markedet defineret i ligevagt som:

Y, =Ci+ 1K, = K& AL, = L%

Alt produktionen kommer fra en virksomhed som bruger L; og K; til at producere Y;. Denne
virksomhed har produktionsfunktionen:

Y, = F(Ky, Ly)
Her antages folgende:

CRS: [F(AK;, AL,) = AF(K,, L,)]
Positive Marginalprodukter: Fg, F; > 0
Aftagende Marginal produkt: Fgy, F/; < 0
Positivt Krydsafledt: Fj = Fg;, > 0 Mere kapital gor arbejdskraft mere produktiv.

Vi bruger en Cobb-Douglas produktionsfunktionen, da den overholder alle vores antagelser og har
konstant indkomstandele - Konstant indkomstandele er rart da det sparer os yderligere beregninger for
dette. Hermed far vi den samlede produktions funktion:

Y; = F(K;, L) = BKFLY® ,0<a<1 (1)
Dette kan omskrives til produktionen pr. arbejder:

Y; K,
=— k,=—
Ve L, t L,
Y; BK{XL%_“ BKYL=% — B (Kt>“ B¢
_—— s = = B — =
L, L, Ve t Lt L, t

Vi kan ogsé opstille virksomhedens profit maksimerings problem, for at vise at vores antagelser om
ligevaegt holder fast gennem markedsclearing:
max m; = F(Ky L) = K& — wLE
t 'Lt
Farste ordens betingelser findes:

Fe(K& 1) =m A Fi(KELE) =w,
Vi ser at de stemmer overens. Vi kan bestemme faktor priserne for 1, og w; som varende et produkt af
efterspergslen og output i en periode, ved at indsette Produktionsfunktion ind:
re = Fe (K&, LE) = aBkE™* A w, = F/(K&, LE) = (1 — a)Bk®

Husholdningernes indkomst er: 7. K; + w¢L; = Y, gns indkomst pr. arbejder: y; = 1k, + wy. Da
husholdningerne bestemmer forbrug, bestemmer de ogsa opsparingen, S;: Sy = Y; — C;. Vi skriver
dette som:
Se=sY;, ,0<s<1
Arbejdskraften vokser med befolkningsvaksten, n. Hertil kan man beskrive arbejdskraften i neeste t:
Liyi =@ +n)L,, n>-1
Kapitalen vokser i takt med opsparing, minus nedslidningsraten.

Kt+1=St+Kt_5Kt=St+(1_6)Kt ) 0<6<1
Vi har nu alle ligninger for at ’lgse” modellen. Vi starter med at finde transitionsligningen ved at
fjerne alle endogene variabler:

Kiyr  (sYe + (1 - 6)K,) 1
= ok = 1-0)k.] e

1
kiv1 = H—n[SBk? + (1= 8)k]

Kiy1 =S+ (1 - 0K, &



Vi smider transitionsligningen ind i et fasediagram, for at kunne forsta dens bevegelser over tid.

Vi kan se at det er en ret linje, men vi har ingen idé
Koo hvad der sker nér f.eks. ky = oo Ak = 0.

Hvad vi kan se er at vi har konvergens mod et k* > 0
for k¢, kg > 0. Dette stabile niveau kaldes Steady
State, ruten der til for den Balanceret Vackst Rate.

Intuitionen bag Steady State, er Aftagende Marginal
Produkt (AMP), pé tids punkt opnér man et punkt
hvor effekten er sa lille at den elimineres af
nedslidningseffekten.

K Men dette kan vere svart at se ud fra dette diagram.
Derfor benytter vi oftest Solow-Diagrammet for
bedre at kunne se denne bevagelse. For at lave
Solow-Diagrammet starter vi med at tage vores transitionsligning og danne den om til Solow-ligning:
Meget simpelt, traek k, fra pa begge sider :D

kevr — ke = [sBk{ + (1 — 8k — ke &

1+n
1 a
kt+1 - kt = H—n[SBkt + ((1 - 6) - (1 + n))kt] (=4

kevr — ke =

Tt [sBk{ — (6 + n)k,]

sBk{ = opsparingen A (6 + n)k; = nedslidning og udtydning
Vi ved at Steady State for k er nér k;,q — k¢ = 0 © sBkf — (8 + n)k; = 0 © sBk{ = (§ + n)k,
Dette kan vi indsette i et diagram og far:

-— > ———————— .

k,

Til hgjere er et eksempel pa hvordan @ndringer i parametre kan pavirke Solow-diagrammet.
Man kan udlede en konkret veerdi for SS ved at regne. Bade Solow-ligning og Transitionsligningen
kan bruges. Begge gennemgés: Transitionsligningen dropper man tidsindekset og isolerer k:

k =

1+n[sBk“+(1—6)k]®k+nk=sBk“+k—6k<:>1+n=sBk“‘1+1—5<:)
1

n+4d S S 1 s i
B a-1 _ B—l l-aa — = 1-a _ B * — B1=
k S < & Tl+5<:>k (n+6) ek a(n+6)
Solow-ligning dropper man igen tidsindekst og isolerer k:
—k =—[sBk% — ~ L sk — «_
k—k= e [sBk b+n)k]le 0= 1+n [sBk (6 +n)k] © sBk* = (6§ + n)k
1

S N 1 S \1=a
©k=—2Bk*© k1™ *=B—— ¢ k* = B1-
0+n d+n a(6+n)




Vi kan nu benytte vores fundet udtryk og finde SS-verdien for y ved at indsztte veerdien:

ye =Bki’ &
y*=B(k")* o

@« s \T.a 1, S \i-a
* = B1*1—¢q . % = B1-a -
y a(é‘+n) a(6+n)

Det vil sige at i SS er y og k konstante verdier. Tjek Real lejesatsen og lenandelen:
= aBkf 1 A w, = (1 —a)Bk?

. L /s ﬁa_l s 1 n+46
= (e (™) malrry) ()

Lyw,  Li(1—a)Bk{
Y,  BKZLL®
Det ses at lenandelen altid er en konstant, ogsa under SS. Kapitalejerne far a del af profiten, mens
arbejderne tag 1 — a del af profitten. Det noteres at empiri viser at @ = 1/3. Desuden sé s&tter man
generelt § = 0.05 nar man skal simulere modellen.

Lonandelen er:

=1-a)

Betingelser for SS
Bare lige kort, s& nar man har fundet en transitionsligning, sa er der en checkliste s man hurtigt kan
lobe igennem for at se om der overhovedet opnds konvergens.

1. Gaér den igennem Origio (0,0): Smid 0 ind pa start veerdierne og tjek om det giver 0.

2. Er%> 0

t
Oktiq

t

3. Tjekat: lim Okeiy
ky—oo t

<1 ogat lim >1
kt—>0

Opsummering

Kapital 3 Solow-Modellen fortaller os at i SS er produktionen- og kapital pr. arbejder faste konstante,
da pga. AMP vil effekten blive sa lille at den elimineres at den samlede effekt af nedslidning og
udtydning. Problemet med denne model, er at der ingen positiv vaekst i BNP/pr. capita pé lang sigt,
hvilket ikke stemmer overens med hvad data viser os - Mere i Kap 5.

Kapital 4 - Lille &ben gkonomi - Eksogene variabler og justering i indlandet

Nu kommer vi til en model, som lidt er en outlier ift. alle de andre modeller vi gennemgér i dette
dokument. Vi betragter nemlig nu, en lille &ben gkonomi. Lidt ligesom fra @P B, s gar nogen ting
igen, sa forhabentligt bliver det her afsnit ikke alt for langt.

I alle andre modeller i pensum, har vi antaget at investeringer = opsparing, da der ikke er nogen
mulighed for at placere dem andre steder. I den virkelige verden kan investeringer ga pa tveers af
landegrenser - og er noget som historien har vist os sker i stigende grad. I takt med globalisering har
kapitalejerne mere rig mulighed for at ga ind og handplukke ideale steder at investerer deres kapital
for at maksimere deres udbytte. N4, tilbage til modellen. I den Abne Solow model antager vi perfekt
kapitalmobilitet, ingen restriktioner - kapital ejere kan frit og uden problemer flytte deres kapital med
det samme.

Vi definerer den samlede mengde af kapital som indlandet ejer, bdde ud-og indland.

Vi =K+ F, ,Vy=Formue, K, = Kapital , F; = Nettofordringer



K; besta af alt kapitalen investeret i indlandet, (Kt =K} +K? ) F; er hvor meget kapital indlandet har
til gode i udlandet F, = K} — K2. Hvis K} < K{: Net debitor (Skylder penge netto). Hvis K} > K?:
Net kreditor. K} = Indlandsk kapital investeret i udlandet. K} =Indlandsk kapital i indlandet.

Vi definerer opsparing og nationalindkomsten:
Kii + Ky = Se + (1=K + (1 = OK © Ve = S + (1= 8V,

Til forskel fra kapitel 3, sd antag vi at opsparing er en konstant del af Nationalindkomsten, Y{*, som er
BNP + netto renteindkomst: Y* =Y, + 7(K} — K¢) = Y, + 7 F,. Nu kommer vi ind i det sjove, vi
betegner den indlandske reallejesatsen ved r, og den udenlandske bestemt ved 7 . Da vi er en lille
okonomi, og derfor ikke i stand til at pavirke 7, hvad vil der ske hvis r < 7 eller r > 7? Vi har at:

oy,

K aBKF Ul *=r=7, Y, = BKFL1 ™% & Ber konstant & Ly, = (1 + n)L,
t

Da vi har perfekt kapitalmobilitet, s& sekundet reallejesatsen var hgjere i udlandet ind indlandet, vil
kapital stremme ud, som fir MP for K til at stige, indtil r = 7. I den anden situation, hvis r > 7, sa vil
kapital stromme ind og presse MP for K ned, indtil 7 = 7. Vi antag at disse bevagelser sker
gjeblikkelig. Vores samlet model er sa:

Vt+1 - (1 - 6)Vt = St 'VO givet

S¢ = sy

Y/ =Y, + 7F,
Vi =K+ F,
Vi =K+ F,

Y, = BKELY™®
Liy1 =L (1+n),Ly givet
7 = BaKf 'L}% = Bak#™?!

Grundet vores antagelser om en lille &bengkonomi, s er k, konstant. Vi vaelger at sige at k, altid er i
1

SS: k* = (B?a)m, ndr vi indsatter det i vores produktion pr. arbejder far vi:
1 @
_ e — pre (BT _ .
ye = B(k") —Bla(f) y
Igen, bade for SS og udenfor, er BNP/arbejder konstant. Vi kan ogsa kort finde lennen, som er o,

aL;
aY;
w, = a_Lt = (1-a)BKZFL;* = (1 — a)BkZ = (1 — @)B(k*)* = w*
t
Den er ogsa konstant, og altid i SS. Dvs. at k, y & w, alle er konstante og altid i SS, hvor 7 pévirker
dem og deres niveau i SS. Da vi sa har at kapital ikke akkumuleres, sa skal vi finde
transitionsligningen for formue pr arbejder: v, = V;/L,. For at gere dette starter vi med at udlede

nationalindkomsten pr arbejder forst:

Ytn=Yt+th=W*'Lt+fKt+th=W*'Lt+fvtc>
y& =w* 4y,

Nationalindkomsten er alts& aflenning af arbejdere plus aflenning af formue. Vi finder
transitionsligningen for formue.

sY+ (1 - 96)V, 1
e ey + (- sw o

Visi =S+ A -8V, © vy = A+l =17
t



1 [sGw* + 7)) + (1 — 8) ]_sw*+1—8+sf
17t+1_1+nsW Ve Ve T 1+4n 1+n

Vi kan let aflese at stabilitetsbetingelsen er at s¥ < n + §. Fordi opsparingsbidraget fra lonnen er
konstant, s& det er kun konvergens hvis der kommer AMP pé bidraget fra formueindtegtet, hvilket
kun sker hvis udtyndingen (1) og nedslidningen (&) er storre end den ekstra opsparing fra den eget
renteindtaegt (s7). For at bedre forsté det, lad os finde Solow ligningen, og derfor SS-verdierne:

Ut

sw* 1—6+sr

vt+1—vt=1+n+ T vt—vt=1+n[sw*—(6+n—sr‘)vt]<=
Vigqp — VU
%=sw*—(8+n—sf)vt
Vi dropper tidsindekset og isolerer v:
S S
. _ S . _ n+d «_ _ n+6 .
v _n+5—st _n+6_ st _1_ S fW
n+d n+é n+dé
Indseetter pa nationalindkomst pr. arbejder:
S S
yY =wr+ivt=wr+7 n+S6 -w* =147 n+56 — |w*
I=a537 I=a5sT
1-—=—F 7= 1
_ n-;—@__l_ n-I;S_ w* = — |w
I=a3s" l-n3sT 1_(n+6)r
Vi indsetter w*:
. 1 . L oy L )B%(a)ﬁ
y = w* = —a =————F— (1 —a)B1-a(—-
1-(—=5)7 1-(—=5)7 1-(—)7 T
n+9 n+o n+o

Herfra kan vi se, at ligesom 1 vores lukkede modeller, sa har vi mange af de samme politiske
anbefalinger. Hajere opsparingsrate er godt, hejere teknologi er ogsa bedre. Lavere befolkningsvaekst
godt osv. I denne model, gir nogen af de her ting bare igennem formue i stedet for kapital. En af de
store forskelle fra lukkede gkonomier, er at grundet vores antagelser i om den verden vores dbne
okonomi er i, sa vil f.eks. effekten af en stigning i B T= k™ T= y* vil ske i den samme periode.
Sekundet at der er et sted hvor afkastet af kapitalen er bedre, vil kapital flyde ind indtil AMP serge for
at afkastet falder til det samme som alle andre steder.

Lad os undersgge situationen hvor vi er en lukkede gkonomi som abner deres kapitalmarkeder. Vi

"

P

. . +6 .
definerer den indlandske reallejesats som 1 = nT og undersgger matematisk
[

N o1 _ oy (CFE
Yo = B1 a(n+6) & y" _1_a(n_5|_5),:(1 a)B1 a(F)
1 N (X\T-a
" 1‘(%)7(1 27 ) 1 n+s\-a 1
y*= 1 a =(1—a)<ja s ) 1— (=S Bt
‘ Bi-a (25)' ™" (5s)7
yv l—a (T Ta
.l



- Hvisr} =7:Skerintet,darf/f=1=>y" /yi =1

- Hwvisr > r: Kapital vil flyde ind i landet, som medferer at k* T, hvilket resultere i hojere
produktivitet og indkomst. Men nu skal der betales leje/rente til udlandet.

- Hvisr; < 7: Kapital strommer ud af landet mod et hejere internationalt afkast, som eger
afkastet af investeret kapital. Men tilgeengeld falder k* og produktivitet med den.

Lad os lave en funktionsundersegelse nar v, # 7: Det er et %—gradspolynomium. Vi tag In og

differentiere ift. 7/r:

dIn(y™" /y%) a 1 «a
aF/ry) 1—ar/r} - r/ril—a

Vi kan se at den er = 0, for /7, = 1. Hvis vi tjekker den anden afledte, ser vi at den er positiv, ergo
kan vi konstatere at 7/7} = 1 er et globalt minimum. Hermed har vi vist at y™*/y; > 1.
Svarende til, at givet vores antagelser og parameter, sd vil en lille lukkede gkonomi, aldrig blive stillet
darligere af at dbne op - lige meget hvad deres " er i forhold til 7. Ifelge modellen, sa vi rige lande
have mindre kapital hvilket vil medfere mindre lon, og et hgjere afkast for kapitalejerne. Det modsatte
skulle ske for det fattige lande, hvilket i teorien er godt da hgjere lon og lavere kapitalt afkast er godt
for den almene arbejder. Dette er isaer godt, da fattige lande oftest har mere ulighed, og deres

institutioner er mindre i stand til at omfordele ift. rige lande. Ifelge modellen, vil kapitalflow flyde fra
(n+6)

rige, opsparingsstaerke lande ( lav), til fattige opsparingssvage lande (g h;zsj). Lande som er

opsparingssterke vil blive netto kreditorer og opsparingssvage vil blive nettodebitorer.
Men hvad siger empirien ift. til vores models konklusion?

Kort fortalt, er den ret uenige. Se Casper Worm, Kapitel4 udenDBP, slide 32 til slut, for en grundig
gennemgang. Det er primart fordi nogen af de antagelser vi har i vores model, ikke er realistiske ift.
den virkelige verden. Vores model tag ikke hejde for usikkerhed. Casper opstiller en model, hvor vi
bliver nedt til at inkludere at forskellige lande har forskellige niveau af risici, og at denne risici skal
der tages hgjde for. Til det giver vi sa at allokeringen af kapital @ndres til:

aY;

0K,
Hvor p reprasenterer risikopraemien for et givet land. F.eks. kun det vare renten i Venezuela er givet
ved markedsrenten + noget ekstra fordi det er mere risikabelt. I det vi @ndrer pa det, bliver ogsé nedt
til at inkluderer dette i nationalindkomstligningen. Dermed far vi:

=T‘t=T'_+p

Y/ =Y, + 7F,
Hvis F; er negativt, hvilket er tilfeeldet hvis de er nettodebitor (F; < 0), s& falder nationalindkomsten
grundet betalingen af renter til udenlandske investorer:

Netto Debitor:Y{* =Y, + (r + p)F;
Hvis landet er netto kreditor F; > 0, sa vil den indlandske indkomst forrentes til 7 + p, men pengene
placeret i udlandet kun til 7, og det vil sige at der er ingen eendringer:

Netto Kreditor: Y* =Y, + 7F;



Kapital 5 - Lille lukkede skonomi - Eksogen Teknologisk Vakst

Introduktion - Veakst i Teknologi

Vi hopper videre til kapital 5. Vi er nu tilbage i vores lille lukkede gkonomi, til forskel fra kapitel 4.
Fra kapital 3 dannede vi den basale Solow model, hvor vi kun brugt arbejdskraft og kapital som - men
vi husker at der ikke er nogen form for langsigtet veekst (pga. n og &) hvilket ikke stemmer overens
med empirisk data. Derfor introducere vi en ny faktor som ogsé kan opleve vekst. Ligesom kap 3
oplever vi stadig CRS pa et makrogkonomiske niveau.

Teknologisk Vaekst

Kap 5 modellen er pracis ligesom kap 3 modellen, med den ene @&ndring at B kan vokse over tid -
hvilket skaber mulighed for vaekst i BNP/arbejder i SS. Nogen vil méske sperge: "Hvad er Teknologi
og hvordan kan den have vaekst?”, dette er sddan set ikke afgerende vigtigt, man kan tenke pa
teknologi som verende opskrifter til kombinationer af input, og vaeksten som varende raten af hvor
ofte nye og bedre opskrifter udkommer; sd de samme input giver mere output.

Vi erstatter B med A} ~% , hvor A, vokser med den konstante eksogene vakstrate:

Appr = (14 g)A; , Ay givet
1
Bemeark at med denne definition, s& for g = 0 og A" = B sa kommer vi tilbage til kap 3 modellen.
Mange af resultaterne og intuitionen til kap 5 minder kraftigt om dem fra kap 3. Kort kan vi fortaelle
at der overordnet to former for teknologisk vaekst/fremskridt:

Harrod-neutral: A; indgar i parentesen med L;: Y; = F(K;, A¢L;)
Solow-neutral: A; indgér i parentesen med K;: Y; = F(A:K;, L)

Vi anvender generelt Harrod-neutral tek. Fremskridt, da den giver os vores ensket Balanceret Veakst.
Fun fact: Vi benytter en Cobb-Douglas produktions funktion, hvilket indeberer en
substitutionselasticitet mellem kapital og arbejdskraft pa 1. Dette betyder at for Cobb-Douglas fkt. Er
det ligegyldigt hvilket form for teknologisk vekst/fremskridt vi bruger.

Modellen er dermed defineret som:

Y, = KF(AL)Y%, O<a<l
Koy =S, +(1—8)K,, 0<68<1,K, givet
Sy =sY,, 0<s<1
Liyi =@ +n)L,, Lq givet
Apyr = (1+ 94 Ay givet

Nu hvor vi som sagt ikke oplever konstant veerdier i SS for k* & y*. I kap 5 undersoger vi tilde-
variablerne, defineret ved:
- K; 5 Y:
tT AL, Yo = AL,
Altsé kapitalen per effektive arbejder og BNP per effektive arbejder. Vi definerer disse, da de er
konstante i SS, frem for vores tidligere k; og y;, da de indeholder A; som er konstant voksende jo.




Transitionsligning:
Lad os nu udlede transitionsligningen:

Kiy1 sY + (1 - 6)K,
K =S +(1-0)K;, =
e = Se+ (1= 0K Arsilevr A+ A1+ 1)L,
1

kipi=—————"[s7: + (1 - k| &
t+1 (1+g)(1+n) [Syt+( ) t]

Ve = KE(AL)'™ & Jp = KF(AL) ™ = k¢
————[sk&+ (1 - 0)k
Argasm o+ =k

Vi kan ogsa hurtigt finde Solow-ligningen ved at traekke k, fra pa begge sider:

- - 1 - - -
k —kp = —————|sk? 1-8)k |-k
t+1 t (1+g)(1+n)[5t+( )t] t S

Et+1 - Et =

S keyr =

m[Si&? - (Tl+g + o) +ng)§t]

Nu introducerer vi ogsa en form for Solow-ligning, den modificeret solow-ligning. Vi dividerer begge

. = . . . . keya—k o
sider med k;, for sa har vi at venstre siden bliver %, ogsa bedre kendt som vakstraten.
t
keyr —k 1
t+1 t -
= = [skf' —(n+g+6+ng)]
k; 1+9)(A+n)
Nu indsetter vi alle 3 ligninger i deres diagrammer:
Transitions ligning: Solow-ligning: Modificeret Solow-ligning:
_ - - ~ ~ 1 _ = 7 7
Fers = [k + (1 - O)F, e Y e For —F,
araaem’ ! Feos = e = gy (0~ (r g F O R ]| Rk ket g5 4 ng)
~ A
Ret 4 i A
(n+g+38+ngk,
1 _ _ ~
Troa+n [ske + (1= 8)k] skg
k,
(n+g+8+ng)
skgt
»
- - - » » - >
k k k* i Tox ~ ~ =
o R e ook BRSO
Transitionsligningen helt standard, hvor Solow-ligningen, som viser os at nr Hvordan en stigning 1 opsparing kan ¢
vi viser gennem trappeiterationer at der vaeksten i kapital er lig den samlede resultere i en hejere SS-veerdi. Det er
er konvergens mod k* nedslidning (udtydning, osv), er vi i SS vakstraten som ses som varende
aftagende

Steady State
Finder SS, som normalt. Tag transitionsligningen og szt k.., = k, = k* og isolerer:

]’é:m[s‘kaﬁ'(l—é‘)k]@
E—E:m[SEa+(1—5)E]—E:m[Si&a—(n'Fgﬁ'é‘ﬁ'ng)k]C)

1

~ ~ ~ ~ S 1-a
k% = o) k k* 1 = 1) k*=( )
S nm+g+od+ngkes n+g+d6+ng) nTgT0tng

Indszetter det i vores j, = k&



~% ~*a_ S T-a
y _(k) _<n+g+6+ng)

Vi ser at ting der kan ege 7* og k* er nogenlunde de szdvanlige. Hojere s og laverer n & §. Men

hvorfor er g, som er vaekstraten for teknologi, ogsé i nevneren? Vi skal huske at vi har defineret y, =

%, men vi er interesseret i y;, da BNP/per effektive arbejder ikke giver nogen aktuel mening - vi
t

gjorde det primert for at gere udregninger markant nemmere. Dertil starter vi med at lose
differensligningen:

A=A+ A=A =1+ g)" -4
Sa kan vi undersgge ligningen for y; = A;¥", ved at tage In  og undersagge nermere:

a
. ey — ey . s )m
Iny! =In(4; - 7*) = In(4y) + In(F*) =In((1 + g)* - 4p) + In ((n T 9+6+ng )

a
=In(4p) +t-In(1+g) + 1—a (In(s) =In(n+ g + 6§ + ng))
Husker at for In(1 + g) = g, nér g er et lille tal.
a
=In(4y) +t-g +m- (In(s) =In(n+ g + 6 + ng))

. By . o
Her ser vi sa at % > 0, ergo teknologisk vakst er et positivt bidrag.

Opsummering

N4, det var kap 5. Lad os kort gennemgé hvad denne model forteller os. Ved at introducerer eksogen
vaekst, og dermed Teknologisk Udvikling, overkommer vi problemet af nulvakst i kap 3 i SS. Vi ser

at modellen, stadig har konvergens - hvilket kan illustreres gennem tre forskellige diagrammer - mod
SS-verdier. I kapital 8 og 9 vil vi komme ind pa hvordan endogen vakst i Teknologi virker.

Linearisering & Konvergens Hastigheder
Hvordan beveger en modellens variabler sig udenfor SS? Der kan vi forholde os til vores dejlige
transitionsligningen. Vi bruger den fra kap 5 da vi lige har gennemgaet det:

kt+1 = m [Sié?’ + (1 - 5)]215]

Men problemet, som vi originalt gennemgik i kap 3, da vi forst introducerede transitionsligningen, var
at den ikke har nogen lgsning, som vi kan finde ud af pd 3. semester. Det betyder at der umiddelbart
ikke er nogen analytisk lesning, der vil gives og en reguleer lesning som vi kan teste.

En lesning som vi vil benytte, er hvis § = 1. Er godt klar over at dette er utrolig urealistisk, men hvis
man lige leger med i noget tid, sa kan man se hvorfor det ikke er den varste ide at lege med den her
antagelse.

For§ = 1sd:In(key1) =Ins —In[(1 + n)(1 + g)] + aIn(k,)
Det betyder at hvis § = 1, sé er transitionsligningen log linear. Vi omskriver vha.
produktionsfunktionen til:
In(Yy1) = a[ln(s) — ln((l +n)(1+ g))] + ak,
Vi definerer: ' = a[ln(s) — ln((l +g9)(1+ n))]

I I
=<1
n(y) = a* | Yo 1—a +1—a

Hvor % = ﬁ- [In(s) — In[(1 + g)(1 + n)]], fra kap 5. Som sagt sd er § = 1 urealistisk, isar hvis

perioden er kun 1 ar. Sa en lgsnings er at satte perioden lig 50 ar. Alternativt kunne vi lineriser
transitionsligning - dette er lidt nemmere og det gor vi:



Til det vil vi benytte noget matematik, det meste af det her er taget fra Caspers slides. Men vi vil
bruge den folgende approksimation:

FEY = fG) ~b = G —x") & f() = f&) = b= f' ()" = %)
Hvor vi kan benytte noget mere bekendt notation i form af:
x'=x"og f(x)=y
S4 vi har at:
y=y = f(x)x—x7)
Vi siges nu at have lineariseret f(x) omkring x*. Bogen bruger felgende notation:
kivq — k™= G’(k*)(kt - k*) , kiv1 = G(ky)

Hvis vi bruger bogens notation, og lineariser G (Et) omkring k*:
G(k,)—G(k*)=G"(k*)(ky — k*) © keyy —k* = G' (k") (k. — k¥)
Dette er en lineaere differensligning i k;, hvor vi godt kan lese for k;, hvor:

~ 1 -
G’(kt) = m[ask?"l + (1 - 5)]
1

_ - s -a
leSer:k=( )
n+g+6+ng

~ 1
G’(k)=m[a(n+g+6+ng)+(1—6)]

Nu vil vi gerne undersege vekstraterne, uden for SS, hvilket vi gor ved at kigge pé logaritmer. Svarer
til endnu en linearisering. Vi har at: H (l~ct) =Ink,

- - - - cNge = 1.
H(k,)—H(k*) =In(k;) —In(k*) ~ H'(k*)(k, — k*) = = (ke — k¥)
& F— k" = k*(In(k,) = In(k*)) = Feas — & = k*(In(esr) — In(E*))
Indset de to ligninger i den oprindelige lineariseret transitionsligning for at fa:
Infrys — Ink* ~ 6'(E*)(In(k,) — In(%*))
Nu kan vi sa indsatte produktionsfunktionen, for at undersege BNP/arbejder. Vi har at:

- - 1 -
Ve =kff ©In(J;) =alnk; & Eln(yt) = In(k,)
Sa kan vi indsatte 1 vores lineariseret funktion:

1 B B N2 s 1
~(nGen) - @) = 6 (k) (5 1nG0) - -0 ) &
Ny =@ = 6'(k*)(n(F) — In(G*)) &
Inyei —In(F,) = [1 - G'(k*)](lnf’* —Ing)
Sa har vi nu at:
In V1 —In(J;) = veeksteni y
(Iny* —Iny;) = % afstand fra y, til *
[1 - G’(E*)] : Konvergenshastigeheden, A

Altsé repraesentere A, hvor meget af det gap til SS der er, som bliver lukket i hver periode. Vi kan
indsette veerdier og far sa G'(IE*) => 1= (1—-a)(n+ g+ 5). Matematikken viser at jo sterre « er,
desto langsommere konvergens vil der vere. Intuitionen bag dette er at jo sterre a, desto vigtigere er
kapital, som farer til mindre tendens til AMP som ferer til langsommere konvergens.



Konvergenshastighed
Vi arbejder videre fra for. Starter med at konkret definerer 1 — G’(IE*) =1
Sa har vi at overstédende ligning omskrives til:

InJry1 —In(F) = [1 - G'(E*)](lnf’* —Iny) ©Inyyy =AIny* + (1 - ) InF,)
Dette er en lineere forste ordens differensligning. Fra undervisning har vi at:

X¢+1 = ax; + b har den folgende losning: x, = a* (xo — ﬁ) + ﬁ, a # 1. Brug denne og vi far:
5 5 Alny* Alny* _ Alny* .
lnytz(1—A)t(lny0—1_(1_A)>+(1_(1_A)>=(1—A)t(lny0— = )+1ny S

Iny, =10 -D'(nJo —Iny)+Iny* =[1 -1 =D Iny* + (1 - D¢ In7,

Nu indsetter vi et specifikt tidspunkt (t = T), for at teste veekstraten uden for SS. Vi traekker In ¥, fra
Injr —Ingo=[1- A -=D"1Inyg*+ (1 =D "Ingo —InF, = [1 - (1 = D'](InF* — InF,)

Vi divider med T og indsatter at Inj; =Iny, —InA; forbadet =T &t = 0:
(Iny;r —InAz) — (Iny, —In4,) _ [1-1-2DT](In7* — (Any, —In4y))) o
T T

Iny; —In Ind; —Ind4, 1-(1-=-T Ind; —InA
}’TT YO: TT 0_|_ (T ) (In 4y +1In§" —Iny), TT 0 .

g

Vi har sé at konvergensligningen bliver:

Iny; —Iny, 1-@1-D7
=g+
T T

(In4y +Iny* —Iny,)

Inyr —Iny,

: G ksti
T ns vaekstiy

g : teknologisk vaekst

1-a-=-1T

T (In4g + Iny* —Iny,) : Veekst fra kapitalakkumulation

For at teste den, som Casper gennemgér fra slide 34, kap 5 (Det er veerd at tjekke ud). Kan vi indsatte
atlny* = %[lns —In(n+g+ng+dl:

Iny, —Iny, 1-a-7 1-a-=-17
————=g+———F— 4y —— 7
T T T

1-1-DT «

T 1-

Sa, vil jeg steerkt anbefale at man kigger pa Casper Worms slides, Kapitel5 udenDBP fra slide 35 til

slut. Han gennemgér en raekker test, bl.a. at med vores lineariseret ligning, kan vi nu teste modellen
via OLS.

Iny,

a[lns—ln(n+g+ng+6)]



Kapital 6 - Lille lukkede gkonomi - Human kapital
I kapitel 6, introducerer vi en ny form for kapital: Human Kapital (H;). Idéen bag dette er at udvide
modellens evne til at beskrive den virkelige verden®. Human Kapital er lig med evner knyttet til den
enkelte arbejder, ting som Uddannelse, erfaring, IQ og Helbred f.eks. Ligesom i Solowmodellen, s
akkumuleres H som fysisk kapital. Bredt fortalt, s& svarer det til at vi udvider a, som for beskrev
elasticiteten af kapital og arbejdskraft. Vi vil se at i Steady State s vil der for nogen krydseffekter
som vil resultere i storre effekter fra @ndringer i parameterende. Den nye Cobb-Douglas
produktionsfunktion er:

Y, = KFHY (AL ™%

Ligesom tidligere sa har vi konstant skala afkast, og dermed CRS pa et makroniveau. ¢ er
elasticiteten for Humankapital. Funktionen har stadig AMP for H;, K; & L;.

Ift. kap 3 og 5, sa var det husholdningerne (forbrugeren) som bestemte hvor meget der blev opsparet i
fysisk kapital, det samme gaelder for opsparing ift. human kapital. Hertil er den samlede opsparing i
kap 6 modellen:

S=(g+spY:

Ce=Y =St =Q—sg—sp)Ys
Hvor: s + sy < 1, sy = opsparingsraten i fysisk kapital og sy = opsparingsraten 1 human kapital.
Grunden til at vi definerer opsparingsraten sddan her, at vi senere hen kan gé ind og undersoge
hvordan evt. @ndringer i sy (en stigning i uddannelsesniveau) har konsekvenser pa den samlede
model.

Vi skal ogsa have en akkumulations funktion for human kapital, ligesom den for fysisk fra kap 3 & 5:

Ky = sg¥e + (1 — 8K,
Hppq = sp¥e + (1 — 6)H,
Ergo de akkumuleres pa pracis samme méde. Vi har dermed alle ligningerne til at danne modellen:

Y, = KFHE (AL ) ™%

Apyr = A+ 94, Ag givet

Liyi = (1 +n)L, Ly givet

Kiy1 = sgYe + (1 = 0K, K, givet
Hipq =syY:e + (1 —6)H,, H, givet

Ligesom i kap 5, vil vi gerne brude tilde-variabler, da de viser sig at vaere konstante i SS. Hermed

- Y, 1 Ki 1 H . o
defineres de: ; = —— ,k; = —= , h; = ——. Men s4 lgber vi ind i hvad der nok er den mest
A¢Le A¢Le AtLe

irriterende model ift. fasediagrammer osv. Vi fér lige kort tilde produktionsfunktionen:
Y,  KEfHP(AL)'?
AcLe AcL

Vi har jo to transitionsligninger, grundet vores to kapitalakkumulations ligninger. Vi starter derfor med
lidt intuition. Ligesom i kap 5, sa har bade h, og k, AMP, og derfor konvergere de mod SS-vardierne:
h* & k*. Ligesom for, sa oplever de begge de typiske parameter @ndring:

sg M (faldineller §) = k. 0

sy M (faldineller §) = h, 0
Men nu, sker der en yderligere effekt, fordi de to kapitaler begge péavirker den samlede produktion, Y;,
som dermed pavirker dem, fas der nogen krydseffekter. F.eks. sy 1= h, M= ¥, = k "= osv, hvor
effekten gar mod nul, pga. AMP. Kort sagt, sa selvforsterkes effekterne af parameteraendringer ift.
model uden humankapital.

& J, = k&R

3 Slide 2, Kap 6, Casper Worm.



Transitionsligningen
Vi skal finde transitionsligningerne, sa vi starter med Fysisk Kapital: K,
Kiy1 sgYe + (1 — 6)K; = 1
Il At oadinn < =arparn
t+1+t+1 1 t t
kepr = RET ) [skk&hf + (1 — &)k
Sa finder vi den for Human Kapital: H;
Heyy o spYe+ (11— 6)H, B 1 p
Tl ~ A+ DA F L < " = T pa e
Suprise suprise, s& minder de meget om hinanden. Men, da h, og k, indgir i begge ligninger, s har vi
at gere med et system af ikke-linecere 1. ordens differensligninger. Til det er der ingen analytiske
lgsninger, og vi ma derfor benytte fase diagrammer, eller simulering, til at forstd deres bevaegelser
bedre.

Vi starter med at finde solow-lignignerne og loser for steady state, altsa nar: by, = by = h* A

[sky: + (1 — k] &

ZhY + (1 — 8)h]

kep1 = ke = k*. Det vil ga lidt hurtigt, men metoden er pracis den samme som normalt:

Et+1 - iét = m - [SK]EEIEZP + (1 - 6)§t] - Et =
1

1+9)@+n)

1 - N
Gr gy am [k = @t g g + O]
Et+1 - Et =

[suk&R? + (1 — &)k -k, = “[sukERY — (n+ g + ng + &Ry

1+9)@+n)

Vi isolerer hhv. for h, i begge ligninger, for at finde sakaldte Nullclines:

~ ~ 1 o ~ o ~
kt.,_l—ktzm-[s,(k‘}hf—(n+g+ng+6)kt]<:>0=s,(k§‘hqt)—(n+g+ng+6)kt
~ ~ 1 - ~ o ~
ht+1_ht zm-[s;{k?hf—(n+g+ng+6)ht]@Ostk?h(f—(n+g+ng+6)ht

Danner nullclines, altsd hvornér A er nul, svarende til ingen forskel fra t + 1 og t:

1

o - - n+g+ng+8e . 1%

Ozskkfh(f—(n+g+ng+6)kt@ht=(g57g)
K

-~ ~ ~ Sy 1-¢ ~1= ~
0=SHkgh;p—(Tl+g+Tlg+5)ht @ht=(m) kt (Aht=0)

Dem indsaetter vi et fasediagram, Advarsel det er underligt men hold tungen i munden.

A

he Nu ses det hvorfor at vi
isoleret ift. A, s& vi kunne fa
- dem ind i samme diagram.
Det punkt hvor graferne
/—— krydser, er som altid hvor
ST vores SS er. De stiplede
linjer, viser bevagelsen

diverse steder i diagrammet.

v

P

%

=
&




For at finde Steady State, sa laser vi vores to Solow-ligninger ved at satte dem lig hinanden og laser
for dem. Alternativt kunne man tage nulclines og sette dem lig hinanden og isolere. Hertil fas:

_ ~ 1 oo _
— - - @@ . apP _

Feyq — ke T [skk&R? — (n+ g + ng + O)k,]

_ ~ 1 oo ~
— - - @@ . apP _

Reyq — By D)) [sukfRY — (n+ g + ng + 6)h,]

Satter venstre siden lig nul og leser:

1 -
0=—"—-(sgk?
(1~+~n)(1+gt)( o e

& sgk@h? = (6 +n+ g, + ngk, skk& R =5 +n+ g, + ng,

R + (1 -8k, — 1 +n)(1+ goke)

1

1 .
fia - sgh? of = 6+n+~g+ng a1 _ sgh? T-a
¢ §+n+g+ng t sghy §+n+g+ng

Det samme geores sa for humankapital og man far:
1

1 _—
. §+n+g+ng\e-1 sykf 1-¢
£ syk? " \d+n+g+ng

Nu kan vi indsatte og lose. Vi gor det for k forst:

~ P
]‘El_a: SK .ﬁ(pz SK ) SHk::x 1—4)@
t n+g+ng+8 ¢ n+g+ng+s \n+g+ng+$§

Rl cevrere) AL
n+g+ng+8 \n+g+ng+4é
(1-¢) o
El_“'(l—g) _ Sk ) ( Sy )1—4) . IE“%
t n+g+ng+8 \n+g+ng+46 t
(A-a)(1-¢) ag e
e e _ 1 1 i
t - ) . SKSH (=1
n+g+ng+6 \n+g+ng+4
- — —o— $ 17, ¢ 1
,;(1 (010—(;) 2 10[—(’3/) — Ell?tpa A( 1 )1+1-<P_1-<P+1—<P _ ( 1 )1—<p
t t n+g+ng+4 n+g+ng+4

1 1 1-¢
_1-¢9-a 1 e e 5 1 T—oToos 1-¢ ¢ _1-9¢
Fi-e = (—) skS, L ek = <—> P eI Toga
n+g+ng+6 n+g+ng+46
1- 1= 1

1 19
1 )1—4) 1-p—a

n+g+ng+6

1

1- T—o—a

o= Sf(fsk(p 1mpma
n+g+ng+46

Vi benytter s4, at indtil videre nér vi har fundet bade transitions ligning og mere for bade K; og H;, har der veret
en form for symmetri. Udregningen for h* er ens til den for oven, udover at man far.

1
~ sgsi@ T-¢p-a
h=—
<n +g+ng+ 6)

Hermed har vi fundet vores SS-vaerdier. For at finde 7* indsattes k* og h* i § = (E*)a(fl*)q):

o 19 T—o—a 2 l-a o= — =
Y SySk SkSH —¢-a _ Sk 1-a—-¢ Sy 1-a—¢
Y =\n+tg+ng+o n+g+ng+4 “\n+g+ng+d n+g+ng+6

Der er en del udregninger som der springes over her. Kort fortalt, s er det bare en masse eksponent
manipulering og mere. Men nu, hvor vi har vores SS-verdier, kan vi ga ind og undersege deres hhv.
elasticiteten, hvilket bare er forste ordens afledte ift. den parameter man gerne vil undersoge. F.eks.
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Elasticiteten af s pa k*:

1
ok* ( 1—¢ ) et sy 1-a-¢
sy \—a—g 5K (n+g+ng+9)

. 1- 1 o . .
Hvor det vi kan se at ( a ) >— for ¢ > 0. Det vil sige, at matematikken viser os det samme

1-a—¢ 1-

som vores intuition fortalte os, at ved inkludering af human kapital, sa vil den positive effekt af
eksempelvis en hejere opsparings rate for fysisk kapital, vaere sterre end hvor ¢ = 0. Vi kan ogsa
kigge pa hvordan SS-vakstbanen for ¥* ser ud. Fra kap 5 har vi at: y{ = A;y:

a
Iny; = In(4,) + p— (In(sg) —In(n+ g +ng +6)) + ﬁ (In(sy) —In(n+ g+ng +96)) + gt

Hvor vi igen kan se at stigninger i sy og sk vil resultere i et hgjere niveau.

Opsummering

S4, lad os kort gennemga kap 6 modellen. Vi har delt al kapitalen i gkonomien op, s vi har Fysisk
Kapital og Human kapital. Vi kan gendanne vores kapitel 5 model, ved at satte ¢ = 1, og dermed har
vi ogsé meget af den samme intuition. Grundet vores to former for kapital, vil endringer i f.eks.
opsparings rate for de to, have en sterkere effekt pa dem selv og produktionen som helhed - pga.
krydseffekter.



Kapital 7 - Lille lukkede skonomi - Land som en eksogen ressource

Introduktion

N4, nu kan i gleder jer fordi vi har endelig fokus pd en anden ekonom Robert Solow. Vi skal
beskaeftige os med Thomas Robert Malthus, ja de hedder alle samme Robert pa en eller anden méade.
Malthus skrev ”An Essay on the Principle of Population™ hvori han overordnet mente at populations
starrelser vil pa lengden have en negativ vejende effekt pa produktionen pr. arbejder.

Det gor han, ved at introducerer et konstant input i produktionen: Land (kan ogsa godt vaere andet, fx
olie). Det vil sige at hvis befolkningen stiger, s& har vi flere arbejder pa den samme mangde land,
hvilket overtid vil forer til AMP - fuldkommen som i mikro teori.

Indtil videre har vi alle vores modeller arbejdet med CRS (Constant Return to Scale). Nu vil vi
introducere DRS (Decreasing Return to Scale).

Det skal lige pointeres at Malthus har ikke teknologisk veekst med i hans teori, og derfor ikke kan
benytte den samme antagelse om at teknologi vil opveje den faldende produktivitet. Men Malthus er
stadig relevant i dag, selvom at empirien har vist stigende vakst i vestlige lande siden slut 1800-tallet,
sd har vi i andre dele af verden set mulige beviser for hans grund ide om at befolknings sterrelse
negativt pavirker produktivitet.

En del fattige ikke vestlige lande har enten forst slet ikke oplevet den samme gkonomiske vaekst som
vesten, eller forst sent efterfolgende. Grundet data, ved vi at 1 disse lande er befolkningsveksten hej
hvilket medferer et storre pres pa land, ergo mindre vaekst. Grunden til den hoje befolkningsvaekst,
kan méske forklares af gennembrud i medicin, som antibiotika osv.%. Her er Malthus’ teorier stadig
relevant, og kan vare med til at give en bedre forstéelse.

-Land som en ressource

Modellens ligninger
Vi tag vores elskede Cobb-Douglas og danner vores produktion funktion:

Y, = KE(AL)EX" , a,B,k>0,a+B+Kk=1
Vi beholder Konstant Skalaafkast til K;, L; og X, men da X = land er konstant over tid, vil der pa
lang sigt vaere DRS til K;, L;. Vi har droppet humankapital, det er muligt at inkluderer det, men hvis i
troede at kap 6 udregninger var vilde sa skulle i se dem her.
I kap 3 & 5, s& havde vi det var primart n, som havde en effekt via udtyndingen, dermed forte os til
vores stabile vaerdier i SS - da vi havde CRS til L; og K;. 1 kap 7 har vi nu ogsa at DRS, samt
udtydning som pavirker Solowmodellen.

Ligningerne til modellen er som vi kender dem:

Y, = KE(AL)BX" , a,B,k>0,a+B+Kk=1
Kiyy = sYe + (1 - 8K,
Leyy = (@A +n)L;
Arpr = (1 +n)A;

Vi har som sadvanligt at modellen konvergerer mod konstant vaekstrater for y; og k;. Dog vil det
vises sig at vaere lidt nemmere at analysere kapitaloutput forhold, som vi definerer: z, = k;/y;.
Intuitionen bag dette er vaekstraten i SS vil ikke bare vaere lig g.

4 Acemoglu and Johnson, 2007



Transitionsligningen
Vi kerer som altid:

K1 Kiiq _ K
Ty T ka FX* ~ (ApaiLes)PX<
t+1 K1 (Aer1lesq) (Ars1Les1)
(sY + (1 = 8K )™ (s+ (1 —=8)z)' I
Zty1 = B = B Yt <
(Q+AA+n)L) X< (A +gA (L +n)L,) X*
(s +(1=68)z)t™¢ yl-« K,_?‘ s+ @A =8)z)™% Y,z¥
Zt — ]
(1 + 9 +n)° A LIPXS K (A+@+nm)f T
1 1
Ziy1 = 7’ [s+ (1 =8z ] % zf = 7’ [s 4+ (1 —8)z]*™
((1 +g9)(1+ n)) ((1 +g9)(1+ n))
Sa har vi dannet transitionsligningen. Lad os kort dykke ned i vakstraten for y:

K

X
Pr.arbejder funktion : y, = k“Aﬁ (L ) = k“Aﬁ

t
NutagvisdIn til funktionen og differens fra t til t + 1:

In(yey1) —In(ye) = a(ln(key1) — InCky)) + B(In(Apy1) — In(Ap) + k(n(xyq) — In(x,))
Hvor i har at: In(y;41) — In(y) = 92/ JAn(kerq) —In(ky) = g, In(Ape) —In(4) = g
In(x¢41) — In(xy) = In(X) —In(Leyq) — (In(X) — In(Ly)) = —(n(Liyq) — In(Ly)) = —n

Vi indsaetter sa og far:
9¢ ~ agf +Bg —kn

Endvidere har vi at z; = k;/y; er jo konstant i SS, og derfor ma det gelde at g¥ = gty = gk.vi
skriver sa:

Bg Kn
l-a 1-a«a
Vi kan her aflase, hvad vi originalt snakkede om i introduktionen, at den teknologiske vakst kan
opveje de negative effekter af befolkningsvaeksten.
Nu skal vi tilbage til finde Steady State verdien for z. Vi ger som altid og udregner ud fra
transitionsligningen.

97 =

1
z= s+ (1 =68zt z%

(1+9@+ n))ﬁ

1
1= [s+ @ —8)z]' %zt

(A+ga+ n))B
‘:’((1+g)(1+n))1 7= (s+(1—8)7) z1a="

B
e (1+g9A+n)-e=ftr =s-z71 + (1-6)

B
e (1+9A+n))Ptr—(1-68)=s-z"1
s

A

_B_
((1 +9)(1+ n))B+" -(1-9)
Vi far sd SS-vaekstien for BNP/arbejder:

Produktionsfunktion:
a B K

k“Ath =z}~

.Zgl



Vi indsetter sa vores z* veerdi, samt at A, = (1 4+ g)A; A Liyq = (1 + n)L; kan man skrive at:
a B _x a L X ,8% B K
yi = @TaAl k= (el ™ () (@ gL+ P
0

S4a har vi fundet Steady State for BNP/arbejder. Se Casper Slides ift. model forudsigelser og sadan
nogen detaljer.

Olie som en ressource

Vi har lige gennemgaet hvordan Solowmodellen ser ud, nér vi har den her konstante ressource. Men,
det super cool ved den her model, er at vi ogsa kan undersgge en gkonomi, hvor vi har en ressource
som svinder ind, som f.eks. olie. Hertil opstiller modellens ligninger

Y, = KF(ALDPEE ,  afe>0na+B+e=1
Hvor vi har erstattet X, land, med E; = olie. Det skal nevnes at modellen godt kan indebere bade
land og olie, overordnet set samme intuition, men lidt mere kompliceret - kan ses i bogen.

Vi har s& modellens ligninger:

Yy = Kta(Atl't)ﬁE{;s

Ey = spR;

Rey1 =R —E;

Kipq =sY + (1 - 6)K;

Leyy = (A +n)L;

Ay = (1 + @A,
Hvor vi har defineret R; som varende den resterende mangde af olie, og s som den procent del af
olie vi bruger i hver periode. Vi kan undersgge produktionen pr. arbejder ligesom i for ved at dividere
med L, tage In til udtrykket og sa differens, for at finde vakstraten.

srRe\*
t

R
n(yes1) —InOr) = g7 = alinkess) — In(ky)) + FUn(Arq) — In(Ap) + & (ln (S]zt t)) =

gl = agf +Bg+e(=sp—n) = agf + g —esp —en

Vi har brugt at gf ~ sg. Ligesom fra for, har vi at i SS sa er g?’ =gk>
y Bg ESE en
9 "1 ¢ 1-a 1-«a

Vi kan se at til forskel fra modellen med land, sa har vi endnu et led, da R; falder med raten sg. Det
betyder jo at pa lang sigt, sé sterre udtemningsrate, S, = mindre vaekstrate i SS. Det kan pa
forstehandsindtryk virker lidt paradoksalt, da man vil tro at mere olie som udvindes vil fore til storre
vaekst - og dette sker ogsa, men kun pa kort sigt. Pa lang sigt, sa vil en sterre udtemningsrate farer til
et lavere SS. Dertil kan vi lave et kort tankeeksperiment. I denne model, har vi antaget at vacksten i
teknologi vil opveje vores evigt svindende ressource. Da vi benytter en andel, vil vi aldrig lebe ter,
men er det en realistisk antagelse at vores teknologisk niveau vil blive s& godt at vi f.eks. kunne fa det
samme ud af en drébe olie som ved et lavere teknologisk niveau og ti milliard tender? Nej, det er ikke
realistisk, men husk at modellen ogsé betinger al produktion pa denne olie, hvilket hellere ikke er
serligt realistisk. Grunden til at dette sker, er bl.a. pga. vi bruger Cobb-Douglas funktionen, som
vores produktion funktion - hvilket indebzrer en hgj grad af substituerbarhed mellem teknologi og
ressourcer. Jeg kan fortelle at hvis vi gar over i andre produktionsfunktioner, som f.eks. CES-
funktionen, s& vil nogen af vores konklusioner e&ndre sig. Men, substituerbarhed kan godt forsvares,
hvis der kun er en tende olie tilbage i verden, sé vil dens prise jo vere uendelig stor - ergo
incitamentet til at forske og udvikle alternative energikilder vil ogsa stige.



Igen, husk at vi bruger modeller for at simplificerer virkeligheden, for at kunne forsta evt. brekdele af
forklaringer.

Kort, hvad med en model som bruger Klima i stedet for olie? Hvis vi betragtede klimaet som en
temmebar ressource, hvortil vi betinger produktionens funktionen pd, sd begynder vi jo at komme hen
mod noget som ligner hvordan vores verden i dag ser ud. Hvis i vil vide lidt mere, s kig pd de sidste
8 slides fra Caspers Forelaesning, kap 7.

Kapital 8 - Lille gkonomi - Endogen Teknologisk Vakst
Nu vender lige tilbage til en model version som minder mere om kap 5, end 6 & 7. Indtil videre, er vi
kommet frem til at BNP/arbejder i Steady State, vokser med g (teknologisk vekst) - svarende til at:
g” = g¥ = g. Samtidigt har vi defineret g, som en parameter, en eksogen givet variabel som er
fastlast uden for modellen. Men i kap 8, far vi bragt den teknologiske veakst ind i modellens kausale
struktur.
Vi kan kort starte med at beskrive hvad teknologisk vaekst egentlig er. Da vi forst introduceret 4, i kap
5, sagde vi at det kan forstille sig at veere \ til kombinationer af inputs, som medvirker til en hojere
produktion. Forstil jer at produktionen bestar af at flytte jord fra plot a til plot b, vi kan forstille os at
en skovl vil vaere start niveauet af sddan teknologi. Skovlen skal nok hjelpe arbejdskraften med at
udferer produktionen, men sa forstil jer at vi har noget teknologisk vakst og vi far fat i en gravko. Séa
har vi tale om en noget mere “effektiv’”’ arbejdskraft. Men hvor kommer denne viden, altsé hvor
skabes A;?
Her i kap 8, sé antag vi at: ”Learning by Doing”, dvs. at A; bliver skabt som et biprodukt af
produktionsprocessen. Denne antagelser er ikke helt uden siden historisk opbakning, f.eks. var den
forste industrielle revolution primert drevet praktikere og handvarkere, ikke forskere®. Ergo vi siger
at viden kommer fra at arbejde med kapital:

A=K
Hvor ¢ angiver i hvor hgj grad kapital pavirker viden. Det navnes at antagelsen kan ogsé @ndres til at
viden kommer fra sterre produktion: 4, = Yt¢ eller igennem mere humankapital: A, = H? , og forer
til de samme konklusioner som vores valgte metode. Da vi velger kapital, sa har vi altsa antaget at alt
viden er ikke rivaliserende og ikke ekskluderbar, da en overordnet stigning i aggregeret kapital, vil
komme alle virksomheder til gode. Ergo, hvis en virksomhed eger deres kapital, vil alle andre
virksomheder fa en @get produktivitet, selvom deres kapital var fast. Dette siges at vaere en positiv
eksternalitet.

Vi har sé at modellens produktion funktioner bliver:
Y, = KE(A L)' = K0P ma

I tidligere modeller, kap 3,5 og 6, har vi haft CRS pa makro niveau - da vi antag perfekte markeder,
har vi som sagt altid CRS pa et mikroniveau. Men forstil os at K; og L; fordobler sig, nu har vi:
20+(1=@)¢ > 2 vi nu har Increasing Return to Scale (IRS).

Man kan undersgge w; & 1, som vi plejer ved at differentiere. Men man skal gare det for man

indsatter 4, = Kt¢ , da pé virksomheds niveau, sa er A; en eksternalitet som den ene virksomhed har
marginal mulighed for at pavirke - ergo de tag den for givet og betaler kun for fysisk input faktorer.

Profit max:
we = (1 - a)KIL " A
e = aKF (L A)T
Det betyder at, selvom vi har IRS pd makrogkonomisk skala, sa har vi CRS - og dermed bevarer FKK

5 Kapitel 8, s.6, Casper Worm



- pa et virksomhedsniveau. For vi gar i gang med at lose og analysere modellen, deler vi den lige op i
to tilfelde: ¢ = 1 og ¢ < 1. Det vil vises sig senere hvorfor det er smart.

For ¢ = 1, har vi at: Y, = K,L}~%, hvor vi har antaget at eksternaliteten, ¢, er s kraftig at det er
konstant MP i K; (svarer til CRS til K;). Vi kalder denne model for endogenveekst.

For¢ < 1,harviat: ¥; = Kf+(1_a)¢L%_“ oga+ (1 — a)¢ < 1. Svarende til en mindre kraftig
eksternalitet, sd der er AMP til K; (DRS for K;). Vi kalder denne for den semi-endogen veekst.

Endogenvakst model

Kort for vi gar i gang, sa tillader sdkaldt AK-model (det er fordi det er en dum notation fra bogen),
ikke befolkningsveekst. Det er fordi, hvis vi antag at n > 0, sa for ¢ = 1, vil vi opleve eksplosiv
vakst, hvilket slet ikke stemmer overens med empirien, vi dropper derfor tidsindeks fra L. Den
samlede model er:

Y, = KF(A L)'
A =K,
Kip1 =sY + (1 - 6)K,
S
Y; = K L1™% =, A = L'™% (Ik sporg mig hvorfor,= AK,

Vi kan sé udlede transitionslignen, Solow og vakstraten:

Transitions: K;y1 = sY; + (1 — 8)K; © kipq = kiAky + (1 — ks © keyr = [SA+ (1 — 6)]k,

Solow: kyyq — ke = [sA+ (1 — &)k, — ky = sAk, — 8k, = sL* %k, — 5k,
MzsA—c?:sLl_“—c?

ke

Modellen fortaller os at et lands befolkningssterrelse bestemmer dens vakstrate. Casper gennemgér
no spande tvaerlande empiri, se Kapitel 8§ slide 18-22. Men groft sagt, sa kan AK modellen ikke
beskrive tveerlande udviklingen over de sidste 100 &r, men set pa verdensplan stemmer den faktisk
nogenlunde over ens indtil for 100 ar siden og pd meget langt sigt. Ergo, den har stadig sin nytte.

Vaekstrate:

Semi-endogenveakst model

Godt, vi hopper videre til den anden halvdel af kapitel 8. Nu hvor vi antag at ¢ < 1, sa har vi ikke
problemet fra forste halvdel, hvor K; ikke oplevede noget AMP. Da vi nu har AMP, kan vi nu igen
lade L; vokse over tid. Modellen er givet ved:

Y, = K& (AL
Ac=KP 9 <1

Kip1 =sY + (1 - 6)K,
Leyy = (@A +n)L;

Ligesom i kap 5, vil vi gerne analysere modellen i "tilde” variablen, sékaldte pr. effektive arbejder,
k. = K, /(A.L¢). Vi beholder ligeledes at produktionsfunktionen forbliver det samme: ¥, = kZ. Vi
udleder transitionsligningen, men pa en lidt anden made denne gang:

- Ko Ana K\ Len
k - , = ( ) ) = 1
AL, A, K, L, - a+n
- Kiiq Kii1 Kiiq (Kt+1)1_¢ e
kt+1 — At+1Lt+1 _ Kt _ Kt _ Kt _ 1 . (Kt+1)
k. K. Apy1Liiq Kiiq ‘l’Lt+1 1+n 1+n \ K,
AtLt At Lt ( Kt ) Lt
feer 1 [sh+@Q-0OK]"® 1 [s 1-¢
= = : =—:-|=—+0-9) S
k¢ 1+n K, 1+n |k,



atrp-agp 1 1?

s 1 - _
P+ (1 - 6)k;

-~ 1 -~ 1-¢
. a-1 —
Fevn == [k 4 1=8)] 7" k=

- |sk
T+n |
Laeg merke til at hvis vi s&tter ¢ = 0, s& vil have den pracis samme transitionsligning, som i kap 5 -
altsd uden produktiv eksternalitet. For vi finder Steady State, sa kerer vi hurtigt gennem om den
konverger mod et Globalt Stabilt SS:
1. Gaér den igennem origo (0,0)?
a. Indsetk, = 0 og man far k., = 0
o Oketq
2. Gér ok, >0
a. Finder den:
1 a+p—agp 1 17¢

akt+1 T 1-¢ Ti-¢ ~% ¢¢
k + (1 -8k, | s(a+ ¢ —ap)k, +(1- )

ok, 14n |
For n>0o0ga¢d<1 sa har vi at den er positiv
2 s t+1 t+1
3. Gar kltlinoo ok, <1log llm0 ok, >1
a. Taget fra Caspers slide ;D. Vi kan ikke umiddelbart let se hvordan det opferer sig for
kt+3_kt 5 (1-8)1¢
kt’ 1+n

k. — 0 og k, — o0. Men vi fra tidligere kan vi se 1 + ,nar k, -

t+1 kt

0 og 1+ -2t - oo, nar k, — 0.

t
Lad os finde Steady State hurtigt:

- 1 SO 1-¢
= — a-1 — —
k T k[sk* 1+ (1-6)] "e1 (

1
(1+n)m=slza_1+(1—5)@(1+n)m—(1—6)=SE“_1@
1

1 a1 e
= ((1 +n)l-¢—(1- 5)) _ ( s >
s (1+n)ﬁ—(1—5)

Som altid vil vi gerne undersege BNP/arbejder, givet ved y, = y;A; = y; = y*A;. Nu hvor vi har at

A, vokser med en endogen vekstrate, skal vi finde den. Vi gor s at:
1

N

Kiyq _ (At+1)$ o Leyq — 141 kt+1
ke \a ) 7L T
1
- Kiiq (At+1)¢ 1-¢
keyr K, _ Ay 1 (At+1) ¢ o
ke Acalenn (A S 1+n\ 4
I (At)(””)
A ¢ A, A b
Yo+t et o 14n)d-_1=g,

A A;
Hermed har vi s& fundet vackstraten i SS for A;, og som sagt da vi har y/ = y*A;, sd er g, 0gsa
veekstraten i y; . Det vil sige at til forskel fra den endogene model, hvor det var den hgjere befolknings
niveau som resulterede i hgjere BNP/arbejder, grundet hgjere teknologi. Her i den semi-endogene
model, er det befolkningsvaksten som ferer til hgjere teknologi, og BNP/arbejder. Men nér vi
sammenligner med tverlande empirien, kan vi se at denne pradiktion ikke holder. Casper gennemgar
noget data i sine slides, men overordnet set sd kan denne model bedre bruges til at forstd hvordan
teknologi har udviklet sig pa verdens plan.



Kapital 9 - Lille gkonomi - R&D baseret endogen vakst

I kapitel 9 arbejder vi med en lignede grund ide ift. den fra kapitel 8, men i stedet for at

antage “’learning by doing”, hvori idéer var en biproduktion af produktionen af kapitel, bliver idéer nu
produceret i sine egen sektor. Dette gor vi, ved at antage at en konstant andel af befolkningen arbejder
med R&D. Til forskel fra kapitel 8, s& fremskaffer vi bl.a. et politikinstrument, nemlig hvor stor en
andel af befolkningen skal vaere i R&D sektoren. Mange af de konkrete resultater som skalaeffekter
og vekst er det samme som i kapitel 8.

Vi beskriver denne konstant, og eksogen, andel af befolkningen som arbejder i R&D som sg. Hvor vi
sd har at:
Ly, = sgLy

Vi har implicit antaget at der er en eller anden form for patent-system, for at overkomme problemet
om at hvis alle idéer/opfindelser er ikke-rivaliserende gode, sa vil der veere nul-profit og derfor intent
incitament til at forske. Sa det implicitte antaget patent system er til for at sikre vi har at s > 0;
kunne ogsa vere den offentlige sektor som brugte penge pa forskning f.eks.

Produktionen af ny teknologi defineres som:
Apy1 —Ar = PA?Lﬁt

Vi har antaget at nye idéer “bygger” pa gamle. f.eks. er det blevet markant nemmere at lave avanceret
regressionsanalyse efter at man har opfundet computerens opfindelse; derfor = ¢ > 0.

Men der er ogsé konceptet om “Fishing Out”, idet at det bliver sverere og svarere at opfinde nye
ting, i det at de "nemme” idéer allerede er fundet; ergo: 0 < ¢ < 1.

A repraesentere kort sagt hvor mange idéer der kommer ud af ny forskning. S& hvis A = 1, sa vil en
forsker = x antal nye idéer. Men i det flere og sterre grupper af folk forsker, s& er sandsynligheden for
at to grupper evt. opfinder den samme idé sterre, sdkaldt ”’Stepping on toes” effekt, hvilket leder
effekten for at A < 1. Ligesom i kapitel 8, vil vi analysere den endogene og semi-endogene model.

Endogene model

Nar vi betragter den endogene model (¢p = 1), har vi nogen af den samme antagelser som i kapitel 8.
Vi antag ogsé at n = 0, og dropper tidsindekset. Vi antag ligeledes effekten af ”Standing on
shoulders” er sé steerkt, at hvis vi havde n > 0, sa ville vi opleve eksplosiv veakst. Vi satter ¢ = 1.
Og har at:

Y; = KF(AcLy)' ™
Kiya =5V + (1 -6)K,
Aeer = (1+ pL)A,

LA = SRL

Ligesom kapitel 5 analyserer vi pé praecis samme méde. Definerer tilde-variablerne, udleder

transitionsligningen, vis konvergens og finder steady state. Eneste "forskel” er at vackstraten i
teknologi nu er endogen og givet ved:

A1 = (1+pL))A, &
Apyr — Ay = pLiA &
A1 — Ag 1
—=pli &
4, pLa

At+1 - At
— i =re =g



I SS er bade k* og 7* konstante, hvilket betyder at vaekstbanen for BNP pr. arbejder er.

yi =y*+A, , A, vokser med g, = p(sg)*L*
Politik der er oger BNP pr. arbejder pa lang sigt er: 1) Politik der eger #*: s 1,6 U 2) Politik der ager
vaekstraten g,: sz M, men sz T — $* . Grunden til at kapitel 9 modellen har denne praediktion, er
fordi vaeksten skabes af forskere i R&D sektoren, med jo flere der forskere desto mindre er der til
at ”produktions” arbejdet (arbejde med det fysiske kapital). Men begge modeller er enige om at storre
befolkningsniveau ferer til en sterre vaekstrate i y;.

Semi-endogen veaekst

Nu skal vi undersoge det skaldte mere “realistiske” tilfeelde hvor eksternaliteten ikke er kraftfuld nok
til at overkomme vores fernevnte ”Stepping on Toes” og “Fishing Out” effekter, hvilket resultere i at
vi @ndrer vores eksternalitet til ¢ < 1. I dette tilfeelde, kan vores model godt héndterer en
befolkningsvakst som ikke er n = 0, da vi har aftagende marginalt produkt pa videns
akkumulationen. Modellens ligninger er sé:

Y, = K& (AcLy)

Kiyy = sYe + (1 - 8K,

Appr — A = APpLh 9 <1

Ly, = spL¢

La, + Ly, = Ly & Ly, = (1 — sp)L
Leyy = (A +n)L;

Lad os undersgge transitionsligningen i den teknologiske vaekst naeermere. Vi finder den teknologisk

vaekst til at vaere:
Ary1 — Ag -1
e =", = PA? Lﬁt
t
Vi benytter metoden fra kapitel 8, ift. til at finde transitionsligningen og skriver t + 1 og dividere med
t:

¢d-1,2 A
It+1 _ pAt+1 LA¢+1 _ ¢-1 LAt+1
- ) - ( + gt) L
gt pA[ L A At
Indsetter LAt = SRLt' LAt+1 = SRLt-I-l &Lt+1 = (1 + n)Lt:

A

sr(1+n)L
2t g (BET) =gttt e
It SrL¢
Ger1 = (L +g)? g (1 +n)?

Vi har dannet transitionsligningen for veekstraten i A;. Bemerk, at produktionssiden har ingen
indflydelse pa den, ift. kapitel 8 hvor det var det samlede kapital som bestemte A;. Vi undersgger om
den opfylder INADA betingelserne:

1) Gér igennem Origo:
a. gi1=0Ag,=0=20=14+0%1-0-1+n)*=0
2) Forste ordens afledte er positiv:

2 = 1+ AP - DA +9)?2g + 1+ 90?7 ] > 0for0< p <1
gt+1 0gt+1
3) Er glgl 29 >1og ltlgnoo 20, <1
a. 1 det at g, — 0,savil (¢ — 1)1+ g.)? 29, = 0ogdervil sasta: (1 +n)*-1>1
for n > 0. For g, — oo sa har vi at der vil sta:

D(a+g)? | (1+gn)? 2
(1+g1)? (1+g¢) (1+n)">0,da0<¢ <1, ogfor

g — o0 s vil (1 +n)*2-

gt—’oo'gt >gt



Vi finder SS-verdi til at vare:
=1+nte@+g9"?=>0+n)

A

el+gt?=01+ntege=0+n)1"%—-1forn>0

g=0+9% g1+t e A1)t

Vi kan for god ordensskyld smide det ind i et fase-diagram og tjek trappeiteration:

Ge+1 Fase-diagram - Kapitel 9 - Transitionsligning for vaekstraten i A;
It+1 = Gt
A Gesr1 = 1+ g)? g (1 +n)?
——
45° g
Yse Jr

Det betyder, at for n > 0, er der altid konvergens mod et konstant, positivt niveau for veekstraten 1
teknologi. Hvis n = 0, s& gg, = 0, da nulveekst i befolkningen nul vaekst i teknologi i SS - skyldes at
¢ < 1, da grundet "fishing out” effekten er sa sterk at efterhdnden bliver det sverere og svarere at
opfinde nye teknologi, og veekstraten gar mod 0. Det siger s& ogsé at ved en given stigning i n, vil vi
konvergere mod et nyt og hgjere vakstrate - skyldes at hgjere befolkningsvakst resultere i mere vakst
i input af forskere hvilket medforer storre vaekst 1 idéer.

Lad os sé finde vores SS-vardier for K og Y, hvilket gores som saedvanligt. Beholder vores

definitioner af k = % ogY; = %. Vi far s at: ¥, = k& (1 — sg)'~%. Starter med k;1:
tht thT

Kt+1 _ Kt + SYt - 5Kt _ 1
Apprleys A+ g0A A +nL, (1+n)A+g,)

) 1 . -
ke = m[sh (1—sp)™ %+ (1 - 8)k,|

_ s ia
k _<n+gt+6+ngt) (1 =s»)
Sa har vi udledt transitionsligningen og SS, men den kan vare utrolig besverlige at illustrere, da vi jo
har at g, bevaeger sig hele tiden. Sé lad os i stedet for illustrere den modificeret Solow-ligning:
Tft+1 - Tft _ 1
k. 1+ g)(1 +n)

[s7: + 1 = k.| &

[s(1—s)'" k™t = (n+ g+ 6 +n-g,)]

[lustrationen pa side viser hvordan at i det g, konvergerer mod gg,, viln + g; + & + ng; linjen
bevage sig op ad, indtil den er i sin SS. Derudover kan vi ogsa se at for et hvert k, > 0, vil der vaere
konvergens mod SS hvor k, = k*. Desuden sa vil der i SS gelde at:

Jo=9"=(1- sR)l‘“(E*)a



A Modificeret Solow-ligning i k
s(1 —sp)t~%kgt
N+ gse + 6 +ngse
\
n+gy+6+ng;
I’E* > iét

Lad os kort lobe igennem effekter af parameter @ndringer. 1) Som sadvanligt vil s 1 og § U oge k*
og dermed ¥ - da hverken af disse parametre har en effekt pa A; sa BNP pr. arbejder (y; = A7)
ogsd stige. 2) n MM vil @ge gs, 0g dermed A; T, hvilket medferer at veekstraten, g¥t, ogsa stiger. Lad os
undersege en stigning i sg. Til det bliver vi nadt til at fremskaffe en ligning hvor y; kun er bestdende
af parameter. Det gares som folgende:

Start med definitionen af g; som en funktion af A;: g; = pA?_lL’lt, indset: gy = ggse 0 La, = SgLy¢

o4 A
gee = pAYsHE & 4, = () TP ST L= )L,
1

4 1
P \1-¢ 1—4 A
At - ( ) S; ¢((1 + n)tLO )1_¢l Gse =

A 1-¢
1+n)t?-1eo(l+n)=0+g) 2

(
gse
b\ 1\ \TF P\ o5 A
a=| (o) s (((1+gse)T) Lo) = () s P @)+ g
sk ~ % ~ % S %
Indsetiy; = y*A; , hvor §* = (m) (1-sg)
s £ 0 12 1
" 1-a 1-¢ 1-¢ —
= 1—sg) X (—) Sp T(Lo)1P(1 + gge)t
Vt (n+gse +6+ngse> ( R) Jee R (Lo) ( Jse)

Nu kan vi sa se effekterne af en stigning i sg: 1) Gennem (1 — sg) har vi en negativ effekt, vil
A

intuitivt forklares igennem de farre arbejder i produktion sektoren. 2) Men gennem s, * har vi en
positiv effekt, hvilket intuitivt forklares da flere arbejder i R&D er med til at oge det teknologiske
niveau. Derudover kan vi observere at L, eller initialniveauet af befolkningen (arbejdsstyrken) har en
betydning. Et hegjere befolkningsniveau vil resultere i hgjere niveau for y; . Lad os kort kigge pé de to
modeller og deres praediktioner. For den endogene vaekst, sa praediktere skalaeffekterne at jo flere
forskere, desto sterre vackst i BNP pr. arbejder. Dette er dog ikke foreneligt med tvaerlande empirien,
da f.eks. USA har ikke haft markant hejere vaekst end Danmark. Men hvad hvis man sammenligner pé
et globalt niveau? I de sidste 100 ar har vi oplevet en kraftig stigende i verdens befolkningstal og en
stigning 1 andelen som arbejder i forskningssektoren. Men vi har ikke oplevet accelererende
teknologisk vaekst som den endogene model pradikterer. Den semiendogene model passer hellere
ikke med tvaerlande empirien. P4 et globalt niveau har vi set mulighed for at de to kan passe sammen.
Men problemet der er at vacksten i befolkningen og sp formentlig ikke bliver ved ude i fremtiden.



Simulering af modeller

N4& man skal simulere en model, s& bruger vi primert Excel. Det er ret kortfattet hvad man skal gere,
man far oplyst nogen givne parameter vaerdier osv. og s indsatter du dem i Excel. Det vigtigste er at
man holder gje med celle-referencer og sddan noget. I kan godt ende i en situation hvori i skal udlede
f.eks. en funktion for Y; uden nogen start veerdi for Y;, i det tilfeelde skal i forsgge at indsatte og
isolerer Y, til en situation hvor ligningen kun bestar af veerdier som i har fiet oplyst. Det vil kraeve
nogen regning ift. potenser, men det kraever bare nogen ovelse.

Jeg har lagt et eksempel pa en omskrivning fra Januar 2023, hvor man far opgivet vardier for alle
parameterende, K, og L, ind. Her er hvordan man sa danner en ligning for Y;:

— 1-a —
Yo = KE(AL)' ™" & Y, = K (a(tY)?) L
PN Ytl — Kgal—ar(l—a)¢yt¢(1_a) Lt PN Ytl_d)(l_a) — Ktaal—al.(l—a)d)L%—(x
1
o Yt1—¢(1—0!) — thxal—ar(l—a)¢L%—a oY, = (Ktaal—a.[(l—a)qbl%—a)1—¢(1—a) PEN
1-a)¢

L 1-a 1_76{
v, = kP09 gi=p0-ai-¢0-ay (P 0)

S& handler det om at fa den skrevet ind 1 Excel.

Generelle Varktgjer til eksamen
Dannelse af transitionsligning - Eksponent regneregler
1. Tag din transitionsligning. F.eks.: Ky, 1 = S + (1 — §)K;
2. Indset ligningerne fra modellen. F.eks.: K, = sKFLY™* + (1 — §)K;
3 ——[sk + (1 - 8)k,]
4. Den er fundet. For at finde Solow-ligning, trek , fra pd begge sider:
5. For at finde modificeret Solow-ligning, dividere begge sider med ; for at f4 vackstraten

Omregn indtil du har en differensligning. k;,q =

1 1 a b a
Q= 5 1+ T+
X —xa x2=\/; x 'b=xb'b
1
xth — @ . b x21 = -
gl-a

Kriterier for Konvergens mod Steady State
Konvergens mod Globalt Steady State, kraever de sédkaldte INADA-betingelser.

Gaér igennem origo

. ... 0k
2. Healdningen er positiv: ﬁ >0
t
o 1. Ok . ok
3. Nér lim =2 > 1A lim =2 < 1
k¢—0 t ki—oo Ok¢

Hyvis ja til alle tre = Global stabil SS

Hvordan man tegner et fasediagram

Man har basically to muligheder. Man kan huske at naesten alle transitionsligninger, som har
konvergens, er en konkav funktion som opfylder INADA betingelserne. Hvis man har god til
cksamen, og i teorien har faet udleveret noget data eller parameter verdier, kunne man ogsa tegne den
i Excel. Hvis de viser konvergens mod et globalt stabilt SS (hvilket de alle burde give i en eksamen
situation) sa har de jo alle den samme-ish look.

Hvordan analyserer man et fasediagram
Undersag INADA. Hvis der er konvergens, sa lav en trappeitteration for at vise at hvor enhver verdi
vil man ga mod SS. Undersoge forste- og anden ordens afledte.



Hvordan besvarer de sidste spergsmal - Meget abstrakt

De sidst spergsmaél plejer kraftig at fokusere pa generel forstaelse. Enten i form at der f.eks. forslds en
grundleggende @ndring til produktionsfunktionen. Rettevejledningerne viser nogen gange sddan 2-3
siders omregninger osv. Hvis man har tid og overskud, sé kan det jo ikke skade at forsege sig an med
dem. Men husk, at man virkelig kan komme langt med at forsege at skrive om hvad man ville gore
eller hvad man tenker det er. Til en hvis grad, hvis du kan overbevise censor, at hvis du havde haft en
time eller to til, sa ville du no problem havde last det hele, sé& er du allerede naesten 1 mal.



Legende

Oversigt over diverse begreber osv. Beskrivelser er groft simplificeret.

Begreb Matematik Beskrivelse Relevante Link
Modeller
Eksogen Bestemt uden for modellen Alle
Endogen Bestemmes i modellen Alle
Sticky Prices Idéen om at priser og len tag tid at -
@ndre
Konvergens En ”vaerdi” som der bevages hen -
imod, pa de fleste variabler
Marginal Produkt MP
Constant Return to Scale CRS Ingen Aftagende Marginal -
Produkt.
Decreasing Return to Scale  DRS Aftagende Marginal Produkt
Increasing Return to Scale IRS Stigende Marginal Produkt
Aftagende Marginal AMP Langsomt sa vil effekten falde, Alle
Produkt f.eks. effekten af en arbejder til pa
et pizzeria vil falde efter n
arbejdere.
Forbrug C
Investeringer I
Kapital K
Reelle Lon w
Real Lejesats r Den sakaldte pris pa et stk. kapital.
Nedslidningsrate 1) Efter hver periode, sa vil ting som
maskiner osv. nedslides og pa et
tidspunkt erstattes. Dette udtrykkes
gennem nedslidningsrate, som
ogséa handterer inflation
Reelle Renten p=r—3&  Renten efter der tages hgjde for
nedslidningen. Bruges til andet
Net Debitor K} < K¢ Kapitalen ejet af indlandet er
mindre udenlandsk kapital
investeret indland & Skylder
penge til udlandet
Net Kreditor Kl > K¢ Udlandet skylder Indlandet penge.
Arbejdskraft L Hvor mange arbejder er der. Oftest
udtrykket som en del af
befolkningen
Produktionen Y Det samlede produkt af al
produktionen i gkonomien.
Total Faktor B Hvor produktive er gkonomien til
Produktiviteten at udnytte dens input
Samlede Opsparing S
Opsparings rate s Procentdelen af produktionen som

opspares

Steady State (SS)

En veerdi som endogene variabler
konvergerer mod i Solow-modeller

Substitutionselasticitet

Kort fortalt: F.eks. hvor mange
procent mere kapital skal der til for
at erstatte et procent mindre
arbejdskraft.




Human Kapital H Evner knyttet til den enkelte
arbejder, f.eks. I1Q, helbred,
erfaring osv.
Kapital-Output z
Teknologisk Niveau A Betinger at totalfaktor
produktiviteten er bestemt af det
teknologiske niveau, udtrykkes
sddan
Vakstrater g
Konvergenshastighed A Hvor stor en andel af gap til SS-
veerdi, der lukkes hver periode
Origo (0,0) Start punktet pd koordinatsystemet
Risikopramie p
Steady State Verdier:
1 a
. oL/ S \1a e _pr(_ S \1-a
Kapitel 3 k :Bl_a(6+n) y =Bt a(8+n)
1 @
Kapitel 4 k*:antages altid at vaere i SS y* = BT-a (g)l‘“
1 ' =
L ~x X S 1-a
Kapitel 5 = ( S )1—a =(k*) = )
ntg+0+ng n+g+46+ng
1
P 51(5511(_(/, 1-¢p—-a o ( SI%SI}I_a >1—(p—a
n+g+ng+94 n+g+ng+46
Kapitel 6
e ( Sk )1—a—<p( SH )1—0!—90
y= n+g+ng+46 n+g+ng+4d
Z* _ S a BL X ﬁ% B —K ‘
Kapital 7 - B ‘= (z)TaA +K(_) 14 g)FFe(1 + n)F7x
b (@+@a+m)Fr-a-g | 7= ) Groimd+m
e e
. _ s - s
Kapital 8 Pt = < - ) y* = ( — )
1+n)t-¢—(1-9) 1+n)t-¢—(1-9)
1 a
~ S T-a N 1-a
k*:( ) (1—sp) ~*=( ) 1—
n+g.+06+ng, F V=T gnto+ng,) 17
. A
Kapitel 9 Jse = (1 +n)T-¢ —1
a

S
e _(n+gse+5+ngse

1 A

se

iz 16 = A
)T s () s P o)+ gt




