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11.2

EJERCICIO 11.2
El ejercicio 11.2, relacionado con problemas de optimizacion, se inicia en la pagina
300 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia
matematica, de la autoria de Chiang y Wainwright.

Use la tabla 11.1 para hallar el o los valores extremos de cada una de las
cuatro funciones siguientes, y determine si son maximos 0 minimos:

Esa tabla también se encuentra en la pagina 300 del libro que estamos estudiando,
Métodos fundamentales de economia matematica, de la autoria de Chiang y
Wainwright. La misma nos ayuda grandemente a verificar las condiciones para
encontrar el extremo relativo de una funcion dada.

1. 2= x? +xy +2y° +3

Mi respuesta

Los ejemplos 1, 2, 3, 4 y 5 que se encuentran en las paginas 296-300 del libro que
estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica de la
autoria de Chiang y Wainwright, seran tomados como guias para resolver los
problemas propuestos del ejercicio 11.2.

Primero, determinamos la primera derivada parcial a la funcion dada (z= x* +xy
+2y? +3)

fi=2x +y +0 +0
=2X ty
f,=0+x +4y +0

:X+4y
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Segundo, determinamos la segunda derivada parcial

fu=2 +0

Tercero, determinamos las derivadas parciales cruzadas
fiy=0+1

=1

fx=1+0

=1

Cuarto, la condicion de primer orden requiere que hagamos que se satisfagan las
ecuaciones simultaneas fx= 0y fy= 0; es decir:

2x+y=0 (1)

x+4y=0 (2)

Despejamos a x en la ecuacion (1)

2X= -y

X=-y/2

Despejamos a x en la ecuacion (2)

X= -4y

Igualamos los dos valores de x calculados

-y[2= -4y

10
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yl2= 4y

y=4y(2)

y= 8y

0=8y -y

0="7y

y=0/7

=0

Sabiendo que y= 0, este valor es sustituido, por ejemplo, en la ecuacion (2)

X +4y=0

X +4(0)=0

x=0

Quinto, sabiendo que x= 0 e igualmente y=0 podemos determinar el valor de z

7= X% +Xxy +2y° +3

z= (0)> +(0)(0) +2(0)* +3

=0+0+0 +3

=3

Sexto, de conformidad con la tabla 11.1 de la pagina 300 del libro que estamos
estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica de la autoria de
Chiang y Wainwright, tenemos lo siguiente: La condicion necesaria de primer
orden, es decir, fx= fy= 0, fue comprobada més arriba; si fxx= 2, fyy= 4y f’xy= 1,
tendremos que (fxx), (fyy) > 0 e igualmente (fxx)(fyy) > f’xy. En otras palabras

tendriamos que 2, 4> 0y (2)(4) > 1% por tanto, damos cuenta de la condicion
suficiente de segundo orden en el sentido de que z= 3 constituye un minimo.

11
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2. 7= -X* —y? +6X +2y

Mi respuesta

Los ejemplos 1, 2, 3, 4 y 5 que se encuentran en las paginas 296-300 del libro que
estamos estudiando, Meétodos fundamentales de economia matematica de la
autoria de Chiang y Wainwright, serdn tomados como guias para resolver los
problemas propuestos del ejercicio 11.2.

Primero, determinamos la primera derivada parcial a la funcién dada (z= -x* —y?
+6X +2Y)

f,=-2x -0 +6 +0

=-2X 16

f,= 0 -2y +0 +2

=-2y +2

Segundo, determinamos la segunda derivada parcial

fo=-2 +0

Tercero, determinamos las derivadas parciales cruzadas
fy=0
fix=0

Cuarta, la condicion de primer orden requiere que hagamos que se satisfagan las
ecuaciones simultaneas fx= 0y fy= 0; es decir:

f,=-2x +6

12
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-2x +6=0

-2X= -6

2X=6

X=6/2

=3

f,= -2y +2

-2y +2=0

2y -2=0

2y=2

y=2/2

=1

Quinto, determinemos el valor de z:

7= -X* —y? +6X +2y

z=-(3)* —(1)* +6(3) +2(1)

=-9-1+18 +2

=10

Sexto, la condicion de primer orden requiere que hagamos que se satisfagan las
ecuaciones simultaneas fx= 0 y fy= 0, conforme a la tabla 11.1, pagina 300, en el
libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica de
la autoria de Chiang y Wainwright. Esta condicion fue comprobada mas arriba.
Séptimo, en lo que respecta a la condicion suficiente de segundo orden, también

postulada por la citada tabla, pasamos de inmediato a formalizarla. Para esto
tenemos que usar las siguientes variables: f,, fy, fzxy. \Veamos:

13
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fo= -2; fyy= -2

o= (0)°=0

Obviamente tenemos estos resultados:
-2,-2<0

(-2)(-2)>0

Es decir,

4>0

Por tanto: z= 10 constituye un maximo relativo.

14
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4. 7= e -2x +2y* +3

Mi respuesta

Los ejemplos 1, 2, 3, 4 y 5 que se encuentran en las paginas 296-300 del libro que
estamos estudiando, Meétodos fundamentales de economia matemaética de la
autoria de Chiang y Wainwright, seran tomados como guias, para resolver los
problemas propuestos del ejercicio 11.2.

Primero, determinamos la primera derivada parcial

f.= 2e¥ -2 +0 +0

= 2% -2
f,=0-0 +4y +0
= 4y

Segundo, determinamos la segunda derivada parcial
fo= (2)(2)e™ -0

= 40>

f,,= 4

Tercero, determinamos las derivadas parciales cruzadas
fuy=0-0

=0

fix=0

Cuarta, la condicion de primer orden requiere que hagamos que se satisfagan las
ecuaciones simultaneas fx= 0 y fy= 0; es decir:

fy= 26 -2

15
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2> -2=0
2e%= 2
e=2/2
=1
Ine*=1In1
2x(1)=0
2x=0

x=0/2

4y=0

y=0/4

=0

Quinto, determinemos el valor de z:

z= @ -2(0) +2(0)? +3

z=0-0+0+3=3

Sexto, la condicion de primer orden requiere que hagamos que se satisfagan las
ecuaciones simultaneas fx= 0 y fy= 0, conforme a la tabla 11.1, pagina 300, en el
libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica de
la autoria de Chiang y Wainwright. Esta condicion fue comprobada mas arriba.
Séptimo, en lo que respecta a la condicion suficiente de segundo orden, también

postulada por la citada tabla, pasamos de inmediato a formalizarla. Para esto
tenemos que usar las siguientes variables: fyy, fy,, fzxy. Veamos: f..= 4e%, como x=

16
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0, entonces tendremos que f= 4(1)= 4, f,,= 4; fzxy= 0°= 0. Ahora podemos
verificar la condicién suficiente de segundo orden segun la tabla 11.1 que se
encuentra ubicada en la pagina 300 del libro que estamos estudiando, Métodos
fundamentales de economia matematica de la autoria de Chiang y Wainwright. f,y
fy=4,4> 0,y (f)( fyy) > fzxy= (4)(4) >0, por tanto, el valor de z= 3, representa un
minimo.

17
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La perseverancia es clave para avanzar. En el campo
cientifico si nos desalentamos la derrota es inminente.
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11.4

EJERCICIO 11.4
Este ejercicio 11.4, que también se relaciona con problemas de optimizacion, se
encuentra en la paginas 317 del libro que estamos estudiando, Métodos
fundamentales de economia matemaética de la autoria de Alpha Chiang y Kevin
Wainwright.
Encuentre los valores extremos, si los hay, de las siguientes cuatro funciones.
Compruebe si son maximos o minimos mediante la prueba de los
determinantes.
1. X% +3%%, -3%X1Xy +4X,X3 +6X3
Mi respuesta
Los ejemplos 1 y 2 que se encuentran en la pagina 315 del libro que estamos
estudiando, Métodos fundamentales de economia matemética de la autoria de
Chiang y Wainwright, nos sirven de guia.

Primero, calculamos la primera derivada parcial de la funcion dada (x*; +3x% -
3X1Xp +4XoX5 +6X%3):

fi= 2%, +0 -3x, +0 +0
= 2X1 -3X>

fo= 0 +6X,-3X; +4X3 +0
= 6X,-3X1 +4X;3

f3= 0 +0 -0 +4x, +12X3

= 4X, +12X;

19
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Segundo, las primeras derivadas parciales las igualamos a cero. En efecto, la
condicién de primer orden para el extremo tiene que ver con la satisfaccion
simultanea de las tres ecuaciones siguientes:

2X1 -3X, =0

-3X1 +6X2 +4X3 =0

+4X2 +12X3 =0
El libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica
de la autoria de Alpha Chiang y Kevin Wainwright, en la pagina 315, dice:
“Debido a que se trata de un sistema lineal homogéneo, en el que las tres
ecuaciones son independientes (el determinante de la matriz de coeficientes no se
anula), solo existe la solucion simple x*; =x*,= x*;= 0... (Comillas, cursiva y el
punto suspensivo son nuestros).
Tercero, calculamos el valor de z:

2 2 2
Z- X7 +3X%5 -3X1Xs +4X,X3 +6X 3
(0)? +3(0)* -3(0)(0) +4(0)(0) +6(0)= 0
Cuarto, el determinante hessiano, que segun nos orienta el libro que estamos
estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica de la autoria de
Alpha Chiang y Kevin Wainwright, en la pagina 304, sus elementos provienen de
las segundas derivadas parciales. Veamos:

2X1 '3X2 =0

0

-3X1 +6X2 +4X3
+4X, +12X3=0
IH|= [f11 fi2 i3 2 -3 0
[for for o] = -3 6 4
fa1 fao fa3 [0 4 12
Quinto, calculamos los menores principales directores:
|H1|= f11= 2> O

20
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|Ha|= [f11 12| |12 -3
= F@O) 3)3)=129=3>0
| f21 T2 | -3 6

|Ha|=[H|=[f1 f1o f1s] |2 -3 0
[for Tp T3l = -3 6 4= 20>0
fa1 fso f33] [0 4 12

= 2(6)(12) —(4)(4) —(-3)(-3)(12) —(0)(4)+(0)(-3)(4)- (0)(6)

= 144 -16 +3(-36)= 144 -16 -108= 20> 0

Como todos los menores principales directores alcanzaron valores mayores que
cero, podemos concluir que z= 0 es un minimo, tal como lo indica la tabla 11.2,
pagina 317, que versa sobre la prueba de los determinantes para el extremo relativo

de z. Naturalmente estamos hablando del libro Métodos fundamentales de
economia matematica de la autoria de Alpha Chiang y Kevin Wainwright.
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2. 7= 29 —(X;% +X;° +X5°)

Mi respuesta

7= 29 —X1% -Xp? -X5°

7= X, -X,? -Xa% +29

Primero, calculamos la primera derivada parcial.
fi=-2x,-0-0 +0

=-2X;

f,=-0-2x, -0 +0

= -2X5

fs=-0-0-2x3 +0

= -2X3

Segundo, igualamos las funciones obtenidas de la primera derivada al niUmero cero.

En efecto, la condicion de primer orden para el extremo tiene que ver con la
satisfaccion simultanea de las tres ecuaciones siguientes:

f]_: —2X1= 0
f2: '2X2= 0
f3: -2X3=0

El libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica
de la autoria de Alpha Chiang y Kevin Wainwright, en la pagina 315, dice:
“Debido a que se trata de un sistema lineal homogéneo, en el que las tres
ecuaciones son independientes (el determinante de la matriz de coeficientes no se
anula), solo existe la solucion simple x*; =x*,= x*;= 0... (Comillas, cursiva y el
punto suspensivo son nuestros).

Tercero, calculamos el valor de z:
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7= X4 -X,” -Xg* +29
= —(0)* ~(0)*—(0)* +29
=29

Cuarto, el determinante hessiano, que segun nos orienta el libro que estamos
estudiando, Métodos fundamentales de economia matemética de la autoria de
Alpha Chiang y Kevin Wainwright, en la pagina 304, sus elementos provienen de
las segundas derivadas parciales. Veamos:

f]_: —2X1 =0
f2: '2X2 =0
f3: -2X3=0

IHI=[f. fio figl  [2 0 Q0
Ifor T2 25l = |0 -2 0]
|fa1 fap fag |0 0 -2

Quinto, calculamos los menores principales directores:
|H1|= f11= '2< O

IHo|= |f11 fi2| |2 O
for T2 |=10 -2]=(-2)(-2) -0=4>0

Ha|=|H|=1[fi1 fi2 fis] |2 0 0O
|f21 f22 f23| = | 0 -2 0|: (-2)(4) -2=-10<0
fs1 fp f5] |0 0 -2

Como los directores menores principales, el primero fue menor que cero, el
segundo mayor que cero y el tercero menor que cero, tendremos que z= 29
constituye un maximo (Ver tabla 11.2, que se encuentra en la pagina 317 del libro
que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica de la
autoria de Alpha Chiang y Kevin Wainwright).
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La amistad es muy importante. Mis amigos y amigas,
en todos los niveles de la educacion, fueron excelentes
alumnos y alumnas. Esto me ayudo notablemente
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11.6

EJERCICIO 11.6

Seguimos con problemas de optimizacion. El ejercicio 11.6 se encuentra ubicado
en la pagina 341 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica de la autoria de Alpha Chiang y Kevin Wainwright.

1. Si la empresa competitiva del ejemplo 1 tuviera una funcién de costo c= 2q;
+20,°, entonces:

a) ¢Aln estaria técnicamente relacionada la produccion de los dos bienes?
Mi respuesta

Para responder correctamente la presente pregunta tenemos que calcular el coste
marginal tanto en funcién de Q, como en funcion de Q,, como lo hace el libro que
estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica de la autoria
de Alpha Chiang y Kevin Wainwright, en la solucion del ejemplo 1, pagina 331.
Procedamos:

6C/Q1: 4Q1
8C/Q2= 4Q2

En esta ocasion ya no estaria técnicamente relacionada la produccion de los bienes,
debido a que el costo marginal del primer producto es una funcion exclusiva de Q.
Asimismo, el costo marginal del segundo producto es una funcion exclusiva de Q,.
Por consiguiente, desaparece la relacion técnica que existia en la produccion de
ambos bienes de conformidad con la funcion de coste total postulada en el ejemplo
1.

25



Estudiando el libro Métodos fundamentales de economia matematica de Alpha Chiang y Kevin
Wainwright

b) ¢ Cuales serian los nuevos niveles éptimos de Q; y Q,?
Mi respuesta

Observamos como el libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica de la autoria de Alpha Chiang y Kevin Wainwright,
soluciona el ejemplo 2, pagina 332. Nuestros autores ahora proceden a formular la
funcién de demanda que afronta la empresa. Esto haremos nosotros también:

Ganancia (G)=IT -CT
= P1o(Q1) +P20(Q2) —(2Q:% +2Q,%)
= P1o(Q1) +P20(Q2) —2Q:% -2Q,°

Procedamos a obtener la derivada parcial de la funcion de ganancia a partir del
cambio en la produccion de Q:

G1: 5G/8Q1: PlO +0 -4Q1 -0
= P10 -4Q:

Procedamos a obtener la derivada parcial de la funcion de ganancia a partir del
cambio en la produccion de Q,:

ng 6G/8Q2= 0 +P20 -0 -4Q2
= Py -4Q,

Los resultados obtenidos arriba son igualados a cero con el fin de verificar la
condicién necesaria de primer orden, conforme a la tabla 11.2 (prueba de los
determinantes para el extremo relativo), pagina 317 del libro que estamos
estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica de la autoria de
Alpha Chiang y Kevin Wainwright:

P10 -4Q:=0
P20 -4Q,=0

Determinemos los valores 6ptimos de Q; y Q.:
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Q*1= P1o/4

Q*,= Pyl
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2. Una empresa de dos productos enfrenta las siguientes funciones de
demanda y costo:

le 40 '2P1 'P2
Q2=35-P1-P;
C=Q,* +2Q, +10

a) Encuentre los niveles de produccion que satisfacen la condicion de primer
orden para ganancia maxima (usa fracciones).

Mi respuesta

En virtud de que ambos precios aparecen en las dos funciones de demanda, que
afronta la empresa, revela que los articulos se relacionan en consumo, pero
diferente al ejemplo 2, pagina 332 del libro que estamos estudiando Métodos
fundamentales de economia matematica de la autoria de Alpha Chiang y Kevin
Wainwright, los bienes aparecen con signos iguales es un indicio de que son
productos complementarios, es decir, un incremento en el precio de uno,
provocaria que la cantidad demanda del otro disminuya.

Debemos reescribir las funciones dadas arriba, para obtener el ingreso promedio:
-2P; -P,= Q; -40

—P1 -P= Q2 -35

Aplicamos regla de Cramer para determinar Py y P,:

Al=1-2 -1
1 -1=2-1=1

|Adl=1 Q1 -40 1
| Q2 -35 -1|= (Q1 -40)(-1) —(Q2 -35)(1)= (-Q1 +40) (Q2 -35)= -Q, +40 - Q, +

35=-Q, +75 -Q,.

[Azl= -2 Q1 -40]
-1 Q2-35= (-2)( Q2 -35) —(-1)( Q1 -40)= -2Q, +70 +Q, -40= -2Q, +Q; +30
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Por tanto, P, y P,, son:

P,.=75-Q; Q>

P,= 30 +Q, -2Q,

Ahora tendremos la funcion de ingreso total:

IT=P1(Qq) +P2Q;

= (75 -Q1-Q2)(Q1) + (30 +Q1 -2Q2)(Q2)

= 75Q;-Q:* —Q2Q: +30Q, +Q;Q; -2Q;’

= 75Q; +30Q, —Q;* -2Q,°

Si tenemos que C= le +2Q22 +10, la funcion de ganancia sera igual a:
G=IT -C= 75Q; +30Q; —Q:? -2Q,* —( Q,% +2Q,* +10)

= 75Q; +30Q; -Q:* -2Q," — Q,* -2Q,” -10

= 75Q; +30Q; —2Q:* -4Q," -10

Derivadas parciales primera y segunda de la funcion de ganancia:
G;=75+0-4Q;-0-0

G,= 75 -4Q,

G,=0+30-0-8Q, -0

G,=30-8Q;

Gu=0-4

Gy= -4

Glzz 0-0
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G,=0
G,=0-0
G,=0
G,,=0-8
Gy= -8

A fin de satisfacer la condicion de primer orden para un maximo de la ganancia,
debemos comprobar que G;= G,= 0. Trabajemos con las siguientes ecuaciones:

G1=75-4Q,

G,=30-8Q;

75 -4Q,=0

30 -8Q,=0

Q:=75/4 =18.75

Q,=30/8=3.75

Los niveles de produccion optimos son 18.75y 3.75.

b) Compruebe la condicién suficiente de segundo orden, ¢Se puede concluir
gue este problema posee un maximo absoluto Gnico?

Mi respuesta
Comencemos sustituyendo los niveles éptimos de produccidn, arriba calculados, en

nuestras funciones de precios que obtuvimos arriba después de aplicar la regla de
Cramer y también hacemos la sustitucion en la funcion de beneficios:

P,=75-Q; Q>

P,=30 +Q; -2Q;
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P,= 75 —(18.75) —(3.75)

P,=52.50

P,= 30 -(18.75) -2(3.75)=

30 -(18.75) -7.5

P,=3.75

c) ¢ Cual es la ganancia maxima?

Mi respuesta

Cuantifiquemos ahora la funcion de ganancia:

G= 75Q; +30Q; -Q:* -2Q,° — Q;* -2Q,” -10

G= 75(18.75) +30(3.75) —(18.75)% -2(3.75)% — (18.75) -2(3.75)? -10
=1,406.25 +112.5 +351.56 -28.12 +351.56 -28.12 -10
=2,155.63

El hessiano es igual a:

H= 1[G Gy
| |
|621 GZZl
|H1|: Gllz -4< 0
|Ha|= |-4 0l
| = (-4)(-8) —(0)(0)= 32> 0
|0 -8

De esta manera, podemos afirmar que G= 2,155.63, constituye una ganancia
maxima.
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4. Si la funcién de costo del ejemplo 4 se cambia a C= 20 +15Q +Q?
a) Encuentre la nueva funcién de costo marginal

Mi respuesta

Simplemente calculamos la derivada de la funcién de costo:

C= 20 +15Q +Q?

C’=0+15+2Q

=15+2Q

b) Encuentre las nuevas cantidades de equilibrio (use fracciones).
Mi respuesta

Ingreso promedio:

P,= 63 -4Q;

P,= 105 -5Q,

P3=75-6Q3

Ingreso total (multiplicamos el ingreso promedio por Q).
R1=P1Q;=63Q; '4Q12

R>= P2Q.= 105Q; '5Q22

Rs= P3Qs= 75Q;3 -6Q5”

Coste marginal e ingresos marginales

C’=15+2Q

R,’= 63 -8Q;
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R,’= 105 -100Q,
R3’=75 -12Q3

Igualamos cada ingreso marginal con el coste marginal de la produccion para
obtener las cantidades de equilibrio.

63 -8Q,= 15 +2Q
63 -15= 2Q +80Q;
48=10Q
Q:=48/10=4.8
105 -10Q,= 15 +2Q
105 -15= 2Q +10Q
90= 12Q
Q=90/12=7.5

75 -12Q4= 15 +2Q
75 -15= 2Q +12Q3
60= 14Q
Q=60/14=4.286
Por lo tanto:

Q*= 3 Q;= 4.8 +7.5 +4.286= 16.586
i=1

¢) Encuentre los nuevos precios de equilibrio

Mi respuesta
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P,=63-4Q;

=63 -4(4.8)

=43.8

P,= 105 -5Q,= 105 -5(7.5)= 67.5

Ps= 75 -6Q3= 75 -6(4.286)= 49.284

d) Compruebe que se satisface la condicién suficiente de segundo orden
Mi respuesta

Calculamos Rl”’ R27” R3’7’ y C’)

R.’= 63 -8Q;
R,"=0-8=-8
R,’= 105 -10Q;
R,"=0-10=-10
Ry’= 75 -12Q;
Ry"=0-12=-12
C’=15+2Q
C7=0

=2=2

La condicion suficiente de segundo orden exige:
1. |H= Ry —C’< 0

=8-(2)
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=-8-2
=-10<0.
También implica:
R, —C’<0y Rz’ -C’<0
-10 -2<0 y-12 -2 <0
-12<0y-14<0
2. [H= Ry ~C)(Ry” ~C™) ~(C™)>> 0;

= (-8-2)(-10 -2)- (2)>>0

= (-10)(-12) -4>0

=120-4>0

=116>0
O bien,
R, Ry’ —(Ry”” + Ry’) C’>0
(-8)(-10) —(-8 -10)(2)>0
80 +36> 0

116> 0

3. [Hgl= (R1”) (R2”) (Re”") (Ry”” Rz +Ry"Ra”+Rs”Ry”)(C”)< 0
= (-8)(-10)(-12) -[(Ry”", R;”) +(Ri"Rs™) +(R;"Ry")(C”")
= (-8) (-10) (-12) — (-8(-10) + (-8) (-12) + (-10) (-12) (-2)= -960 —(80 +96 +120)(-

2)=-960 +592= -368< 0.
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Que lamentable la situacion moral de la sociedad
burguesa dominicana. Se esta cayendo a pedazos. No
la salva nadie. jEmpujémosla!
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14.2

EJERCICIO 14.2
El ejercicio 14.2, que versa sobre el tema de las integrales indefinidas, se inicia en
la pagina 453 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, de la autoria de Chiang y Wainwright. Pero desde la pagina
447 hasta la 453 los autores desarrollan 17 ejemplos que son muy Utiles para
introducirnos en el tema. Comencemos:
1. Encuentre lo siguiente:
a) [16x°dx
Mi respuesta
Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar la regla I de
la potencia y la regla V de la integral de un maltiplo, que Chiang y Wainwright
explican en la pagina 447 y en la 450, respectivamente. Obsérvelas: [x"dx=
(1/n+1)(x™); [kf(x)dx= k[f(x)dx. En el caso que nos ocupa n= -3, mientras que el
multiplo es 16. Tendremos:
J16x°dx= 16)x°dx
= (16)(1/-3+1)(x**Y) +c
= (16)(1/-2)(x®) +c
= -8x7 +c
Comprobacion:
En la pagina 447 el libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de

economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
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proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando”. (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado, que obtuvimos fue -8x+c; aqui aplicaremos la regla de la funcién
potencia. Procedamos:

d/dx= -8x? +c= (-2)(-8)x** +0= 16x>. Este resultado es igual al integrando que
nos dieron en el problema. Por tanto, es correcta la operacion de integracion que
efectuamos.

b) J9xdx

Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar la regla | de
la potencia y la regla V de la integral de un multiplo, que Chiang y Wainwright
explican en la pagina 447 y en la 450 respectivamente. Obsérvelas: Jx"dx=
(A/n+1)(x™™); [kf(x)dx= kJf(x)dx. En el caso que nos ocupa n= 8, mientras que el
multiplo es 9. Tendremos:

[9xBdx= 9Jx®dx

= (9)(1/8+1)(x*™) +c

= (9)(L/9)(X) +c

=x’ +C

Comprobacion:

En la pagina 447 el libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando . (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado, que obtuvimos fue x° +c; aqui aplicaremos dos reglas de

diferenciacion. Regla de la suma o de la diferencia de dos funciones; y la regla de
la funcion potencia y la regla de la funcion constante. Procedamos:
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d/dx= x° +c= 9x® +0= 9x®. Este resultado es igual al integrando que nos dieron en
el problema. Por tanto, es correcta la operacion de integracion que efectuamos.

¢) J(x® -3x)dx
Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar la regla | de
la potencia, la regla IV de la integral de una suma y la regla V de la integral de un
maltiplo que Chiang y Wainwright explican en la pagina 447, en la 449 y en la
450. Obsérvelas: [x"dx= (L/n+1)(x"); [[(x)+g(x)]dx= Jf(x)dx +]g(x)dx; [kf(x)dx=
kJf(x)dx. En el caso que nos ocupa tenemos dos términos; en el primero aplicamos
la regla de la integral de una potencia y la regla de la integral de un maltiplo,
donde n=5, y el multiplo es 1; en el segundo término debemos aplicar la regla de
la integral de un multiplo y la regla de la integral de una potencia, donde n= 1,
mientras que el multiplo es -3. Por tanto, tendremos:

J(x® -3x)dx= (Jx°dx -[3xdx)

= (U/(5+1)x> 1 +¢y)-(3)(L/1+1)x M +c,

= 1/6x° +¢; -3/2X° +C,

= 1/6x° -3/2x% +c

Comprobacion:

En la pagina 447 el libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando . (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado, que obtuvimos fue 1/6x° -3/2x* +c; aqui aplicaremos tres reglas de
diferenciacion. Regla de la suma o de la diferencia de dos funciones; la regla

generalizada de la funcion potencia y la regla de la funcion constante. Procedamos:

d/dx= x° -3x +0= x° -3x. Este resultado es igual al integrando que nos dieron en el
problema. Por tanto, es correcta la operacion de integracion que efectuamos.
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d) [2edx

Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar la regla V de
la integral de un maltiplo y la regla VI que da cuenta de la regla de sustitucion,
que Chiang y Wainwright explican en la pagina 450 y en la 451, respectivamente.
Obsérvelas: Jkf(x)dx= kJf(x)dx y Jf(u)(du/dx)(dx)= [f(u)du= F(u) +c. Comencemos:
J2edx

Sea u=-2x

du/dx= -2

du= (-2)dx

dx=du/-2

Procedemos a realizar las sustituciones y cancelaciones de lugar:

[2e%dx

= J2e"du/-2

= -e'du

=-¢" +¢

— _e-2x +C

Comprobacion:

En la pagina 447 el libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el

proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando”. (Comillas y cursiva son nuestras).
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El resultado, que obtuvimos fue -e® +c; aqui aplicaremos tres reglas de
diferenciacion. Regla de la suma o de la diferencia de dos funciones; la regla
generalizada de la funcion potencia y la regla de la funcion constante. Procedamos:
d/dx= (-2)(-e®) +0= 2", Este resultado es igual al integrando que nos dieron en
el problema. Por tanto, es correcta la operacion de integracion que efectuamos.
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2. Encuentre:
a)[13e*dx  (x no es igual a 0)
Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar la regla I1,
que es la regla exponencial y la regla V de la integral de un multiplo, que Chiang y
Wainwright explican en la pagina 448 y en la 450, respectivamente. Obsérvelas:
Je¥dx= e* +c); y, Jkf(x)dx= kf(x)dx. En el caso que nos ocupa el multiplo es 13.
Tendremos:

[13e*dx= 13Je*dx= 13e* +c
Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando”. (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado, que obtuvimos fue 13e* +c; aqui aplicaremos tres reglas de
diferenciacion. Regla de la suma o de la diferencia de dos funciones; la regla
exponencial generalizada y la regla de la funcion constante. Procedamos:

d/dx= (1)(13)e* +0= 13¢*. Este resultado es igual al integrando que nos dieron en el
problema. Por tanto, es correcta la operacion de integracion que efectuamos.

b) J(3e* +4/x)dx
Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar las siguientes
reglas de integracion: la regla 11l relacionada con la regla logaritmica; la regla 1V
que versa sobre la integral de una suma de funciones; la regla V que es la integral
de un multiplo. La I1l, Chiang y Wainwright la explican en la pagina 448; la IV la
explican en la pagina 449 y la V la explican en la pagina 450. Observelas:
J(@x)dx= (In x +c)dx; J[f(x) +g(x)]dx= [f(x)dx +lg(x)dx; y Jkf(x)dx= k[f(x)dx.
Procedamos:
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J(3e* +4Ix)dx

= 3[e*dx +[(4/x)dx
= 3e" +c; +4 In x+c,
=3e" +4 In x+c,
Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando”. (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado, que obtuvimos fue 3e* +In x+c; aqui aplicaremos tres reglas de
diferenciacion. Regla de la suma o de la diferencia de dos funciones; la regla
exponencial generalizada y la regla de la funcion logaritmica. Procedamos:

d/dx= 3e* +4 In x+c= (1)(3€") +(4)In(1/x)= 3e* +4/x) . Este resultado es igual al
integrando que nos dieron en el problema. Por tanto, es correcta la operacion de
integracion que efectuamos.

c) J(5e* +3/x?)dx

Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar las siguientes
reglas de integracion: la regla 111 relacionada con la regla logaritmica; la regla IV
que versa sobre la integral de una suma; la regla V que es la integral de un
maltiplo. La I, Chiang y Wainwright la explican en la pagina 448; la IV la
explican en la pagina 449 y la V la explican en la pagina 450. Obsérvelas:
J(1/x)dx= (In x +c)dx; [[f(x) +g(x)]dx= [f(x)dx +Hg(x)dx; y Jkf(x)dx= k[f(x)dx.

J(5¢* +3/x%)dx

=J5e*dx +[3/x%dx

= 5J.6X+C1 +3I1/X2 +C)
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= 5e* +¢, +3/x % +C,

= 5e*+¢; +3(1/-2+1)x* +¢,
= 5e*+¢, +3(1/-1)x* +¢,

= 5¢*-3x ™ +¢C
Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando”. (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado, que obtuvimos fue 5e* -3x™ +c; aqui aplicaremos tres reglas de
diferenciacion. Regla de la suma o de la diferencia de dos funciones; y la regla
exponencial generalizada. Procedamos:

d/dx= 5e* -3x™ +c= (1)(5€*) +(3)x? +0= (1)(5€") +(3)x?= 5e* +3x7%= 5e* +3/x%.
Este resultado es igual al integrando que nos dieron en el problema. Por tanto, es
correcta la operacion de integracion que efectuamos.

d) | 3e @ dx
Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar las siguientes
reglas de integracion: La regla V que es la integral de un maltiplo y la regla VI,
que es la regla de sustitucion. Chiang y Wainwright las explican en la pagina 450 y
en la pagina 451 respectivamente. Obsérvelas: Jkf(x)dx= k[f(x)dx; Jf(u)(du/dx(dx)=
[f(u)du= F(u) +c. Procedamos:

I3e-(2x +7)dX
n=-2x -7
u=-2x -7
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du=-2dx

dx=du/-2

Sustituir:

J‘Be-(Zx +7)dX

= [3e“du/-2

= [3/-2e“du

= 3/-2¢e"+c

= 3/-2e%"+¢

Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el

proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando . (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado, que obtuvimos fue 3/-2e*"+c; aqui aplicaremos las siguientes reglas
de diferenciacién. Regla de la suma o de la diferencia de dos funciones; la regla

exponencial generalizada y la regla de la funcion logaritmica. Procedamos:
didx= (3/-2)e® 7 +c= (-2)(3/-2)(e* ") +c= (3)e®" +0= 3e™®*". Este resultado es

igual al integrando que nos dieron en el problema. Por tanto, es correcta la
operacion de integracion que efectuamos.

e) Jaxe®* dx
Mi respuesta
Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar las siguientes

reglas de integracion: la regla V, que consiste en la integral de un multiplo; y la
regla VI, que es la regla de sustitucion. Chiang y Wainwright las explican en la
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pagina 450 y en la péagina 451 respectivamente. Obsérvelas: Jkf(x)dx= k/f(x)dx; e
igualmente [f(u)(du/dx(dx)= [f(u)du= F(u) +c. Procedamos:

[ 4xe**3dx

u= x*+3

du/dx= 2x

du= 2xdx

dx= du/2x

[4xe™**3dx

= [4xe'du/2x

= 2fe"du

=2e" +¢C

- 2eX2+3 +C

Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el

proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando”. (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado, que obtuvimos fue 2e***® +c; aqui aplicaremos la siguiente regla de

diferenciacion. Regla exponencial generalizada. Procedamos:
d/dx= 2e**® +c= 2x(2)e**"® +0= 4xe***°. Este resultado es igual al integrando que

nos dieron en el problema. Por tanto, es correcta la operacion de integracion que
efectuamos.
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) ,[XGX2+9C|X

Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar las siguientes
reglas de integracion: la regla V, que consiste en la integral de un multiplo; y la
regla VI, que es la regla de sustitucion. Chiang y Wainwright las explican en la
pagina 450 y en la pagina 451 respectivamente. Obsérvelas: [kf(x)dx= k[f(x)dx; e
igualmente [f(u)(du/dx(dx)= [f(u)du= F(u) +c. Procedamos:

Sea

u= X

Entonces

du/dx= 2x

du= 2xdx

dx=du/2x

Igualmente:

IXCX2+9dX

= [xe"du/2x

= [e"du/2

= 1/2Je"du

= 1/2e" +c

= 1/2e +c

Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
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de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al
integrando”. (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado que obtuvimos fue 1/2e *® **+c; aqui aplicaremos la siguiente regla de

diferenciacion. Regla exponencial generalizada. Procedamos:

d/dx= 1/2e™ *+c = 2x(1/2) e**° +0= xe****. Este resultado es igual al integrando
que nos dieron en el problema. Por tanto, es correcta la operacion de integracion
que efectuamos.
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3. Encuentre:

a) [3dx/x

Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar las siguientes
reglas de integracion: La regla Il1, referida a la integral de una funcion logaritmica
y la regla V, que es la regla de un mdltiplo. Chiang y Wainwright las explican en
la pagina 448 y en la pagina 45 respectivamente. Obsérvelas: J1/xdx= In x +c; y
Jkf(x)dx= k[f(x)dx.

Procedamos:

[3dx/x=

3J(1/x)dx=

3Inx +c.

Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracidn pueden verificarse siempre mediante la diferenciacién; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al

integrando”. (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado que obtuvimos fue 3 In x +c; aqui aplicaremos la siguiente regla de
diferenciacion. Regla exponencial generalizada. Procedamos:

d/dx 3 In x +c= (3)(1/x) +0= (3)(1/x). Este resultado es igual al integrando que nos

dieron en el problema (3dx/x= (3)(1/x)dx). Por tanto, es correcta la operacion de
integracion que efectuamos.
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b) [ dx/(x -2)
Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar la siguiente
regla de integracion: La regla Ill, referida a la integral de una funcion logaritmica.
Chiang y Wainwright la explican en la pagina 448. Obsérvela: [1/xdx= In x +c.
Procedamos:

[ dx/(x -2)

= [1/(x -2)dx

=1In(x -2) +c

Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al

integrando . (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado que obtuvimos fue In(x -2) +c; aqui aplicaremos la siguiente regla de
diferenciacion. Regla logaritmica generalizada. Procedamos:

d/dx In (x -2)+c= 1/(x -2)dx +0= dx/(x -2). Este resultado es igual al integrando

que nos dieron en el problema. Por tanto, es correcta la operacion de integracion
gue efectuamos.
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c) | (2x/x* +3)dx

Mi respuesta

Para resolver el problema que nos han propuesto tenemos que aplicar la siguiente
regla de integracion: la regla Ill, referida a la integral de una funcion logaritmica.

Chiang y Wainwright la explican en la pagina 448. Obsérvelas: [1/xdx= In x +c.

Ahora bien, como el término 2x/(x* +3), refleja la forma de f(x)/f(x), con f(x)= (x*
+3)> 0, se deduce que dada la regla Illa, la integral seréa la siguiente:

[ [2x/(x* +3)]dx

= In (X* +3) +c

Comprobacion:

En la pagina 447 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matematica, Chiang y Wainwright afirman: “Observe que los resultados
de la integracion pueden verificarse siempre mediante la diferenciacion; si el
proceso de integracion es correcto, la derivada de la integral debe ser igual al

integrando . (Comillas y cursiva son nuestras).

El resultado que obtuvimos fue In (x* +3) +c; aqui aplicaremos la siguiente regla
de diferenciacién. Regla logaritmica generalizada. Procedamos:

d/dx In(x? +3) +c
= 2x/(x* +3)

Ese resultado es igual al integrando que nos dieron en el problema (2x/(x* +3), por
tanto, es correcta la operacion de integracion que efectuamos.
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14.3

EJERCICIO 14.3
El ejercicio 14.3, que versa sobre el tema de las integrales definidas, se inicia en la
pagina 460 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia
matematica, de la autoria de Chiang y Wainwright. Pero desde la pagina 454 hasta
la 455 los autores desarrollan 4 ejemplos que son muy Utiles para introducirnos en
el tema. Comencemos:
1. Evalue lo siguiente:
a) [*; 1/2x%dx
Mi respuesta
Para calcular la integral definida debemos dar los siguientes pasos:
Primero, calculamos la integral indefinida del integrando dado.
[ 1/2x%dx
= 1/2)x%dx
= (1/2)(1/3)x3 +c
= 1/6x° +c.
Segundo, calculamos la integral definida.
[*1 1/2x2dx
= 1/6x°]%,

= 1/6(3)° -1/6(1)°
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= 27/6-1/6

=27-1/6

= 26/6

=4.333

b) ['o x(x*+6)dx

Mi respuesta

Para calcular la integral definida debemos dar los siguientes pasos:
Primero, calculamos la integral indefinida del integrando dado.

[ x(x*+6)dx= | (x*+6x)dx= [x dx+]6xdx= 1/4x*+c +(6)1/2x* +c= 1/4x" +3x* +C
Segundo, calculamos la integral definida.

[*o X(x?+6)dx

=1/4x* +3x°],

= (1/4)(1)* +3(1)* -1/4(0)* -3(0)*

=1/4+3-0-0

= 3(1/4)
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¢) 1 3Vx dx

Mi respuesta

Para calcular la integral definida debemos dar los siguientes pasos:
Primero, calculamos la integral indefinida del integrando dado.

[ 3% dx= [ 3x"? dx= 3] 1/1+1/2x %" +¢c= (3)1/3/2x¥+¢

Segundo, calculamos la integral definida.

[ 3xM dx

= 2x32),

= (3)"-1)"

=(2) V3% 218

=227 -2(1)

= 2(5.196) -2

= 8.392.

d) [, (®-6x%)dx

Mi respuesta

Para calcular la integral definida debemos dar los siguientes pasos:
Primero, calculamos la integral indefinida del integrando dado.
J(x*-6x%)dx

= [x3dx -[6x%dx

= [x3dx -6/x%dx
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= 1/4x*+c* —(6)1/3x>+c?

= 1/4x*+ct -2x° +¢?

= 1/4x* -2x° +¢

Segundo, calculamos integral definida
[%5 (3-6x%)dx

= 1/4x*-2x°1%,

= (U4)(4)* 204 ~(14)(2)* +2)(2)
=64 -128 -4 +16

=-64 +12

=-52
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