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PREFACIO AL TOMO 89

El tomo 89 de nuestras Obras Completas para el periodo 1976-2023, se encuentra constituido
por la investigacion Estudiando el libro Métodos fundamentales de economia matematica de
Alpha Chiang. Segundo VVolumen. Publicada en el mes de febrero del afio 2022.

Respecto a la presentacion del VVolumen 11, elaborada en fecha 30/08/2022, la acogemos y de
inmediato la reproducimos:

“El 27 de agosto de 2022 concluimos el segundo volumen, en formato digital, de Estudiando el
libro Métodos Fundamentales de Economia Matematica, de la autoria de Alpha Chiang, mi obra
digital #89.

“Como se sabe mis publicaciones, en los méas variados campos de la ciencia, no persiguen fines
pecuniarios; simplemente constituyen una forma muy especial de esforzarme para no dejar
inconcluso el proceso de formacion en que permanentemente estoy inmerso, a pesar de que voy
rumbo a los 73 afios.

“Una publicacion, como la presente, lo que hace es atestiguar el interés que tengo de dominar
bien el libro de Chiang, Métodos Fundamentales de Economia Matematica.

“Cada capitulo que estudio me va fortaleciendo y haciéndome un mejor economista. Incluso
muchas de sus ensefianzas la he aplicado con éxitos en investigaciones de caracter econémico.
Por tanto, no puedo menos que exhortar a mis colegas economistas a que adquieran la citada
obra de Chiang y la estudien con esmero”. (FIN).

Dr. Manuel de Jesus Linares Jiménez
Enero 2023.
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4.2

CONTINUACION DEL EJERCICIO 4.2
Introduccion

Como indicamos en el volumen | de Estudiando el libro Métodos fundamentales de economia
matematica, de la autoria de Alpha Chiang, los problemas contenidos en el ejercicio 4.2,
comienzan en la pagina 58 y concluyen en la pagina 59.

Preguntas y respuestas

5. En el ejemplo 7, si se disponen las cantidades y precios como vectores columna en lugar de
vectores renglén, ¢estd definido Q.P? ¢Es posible expresar el costo total de compra como Q.P,

Q’.P,Q.P?
Mi respuesta:

La respuesta es afirmativa siempre y cuando se satisfaga la condicién de conformabilidad, tal
como se establece en el libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia
matematica, de la autoria de Alpha Chiang, en el mismo ejemplo 7, pagina 54.

6. Desarrolle las siguientes expresiones de suma:
5

a) ZXi
i=2

Mi respuesta:

Para responder correctamente el mandato 6) del ejercicio 4.2, es conveniente leer atentamente las
orientaciones trazadas por el libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia
matematica, de Alpha Chiang, paginas 56-58.

5

a) inz Xo+X3+Xa+X5
i=2

8
b) 2 aiXj

i=5
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Mi respuesta:

8

b) Z diXj= asXgt+agXgtazX7+agXs
i=5

4
C) ) bX;

i=1
Mi respuesta:

4

C) ) bxi= bX;+bXo+bX3+bXs= b(X1+Xo+X3+X4)
i=1

n

d) 2 ax'?
i=1

Mi respuesta:

n
d) 2 ax = apx e L Aapx™= aptagxt. . +anbx = agtax+. . +apbx™!
i=1

3
g) 20 (x+i)?

i=0
Mi respuesta:

3

8) 2 (x+i)2= (x+0)2H(x+1)%+(x+2) 2+ (x+3)?
i=0

7. Reescriba lo siguiente en notacién de X:

) X1(X1-1)+2X2(X2-1)+3xX3(X3-1)

Mi respuesta:

Para responder correctamente el mandato 7) del ejercicio 4.2, es conveniente leer atentamente las

orientaciones trazadas por el libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia
matematica, de Alpha Chiang, paginas 56-58.
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3
2 aiXi= aiXi(xi-1)+ aixi(xi-1)+ axi(xi-1)
i=1

b) ax(X3+2)+az(Xs+3)+as(Xs+4)
Mi respuesta:

4

Z ai(xi+1+i): aixi(xi-l)+aixi(xi-1)+aixi(xi-1)
i=2

11
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4.3

EJERCICIO 4.3
Introduccion

El ejercicio 4.3 se encuentra ubicado en la pagina 65 y concluye en la 66, del libro que estamos
estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica, de la autoria de Alpha Chiang, y
contiene nueve (9) problemas que debemos resolver.

Problemas y respuestas

1. Dado w=[513], v’=[3 1-1], w’=[7 5 8] y x’= [X1 X2 X3], escriba los vectores columna, u, v,
W Y X, y encuentre:

a) uv’; b) uw’; ¢) xx’; d) v’u; e) u’v; f) w’x; g) u’u; h) x’x.
Mi respuesta a):

En la pagina 59 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia
matematica, de la autoria de Alpha Chiang, dice que “... los vectores se consideran como un tipo
especial de matriz. Como tales, califican para la aplicacién de todas las operaciones
algebraicas analizadas...” (Comillas, cursiva y puntos suspensivos son nuestros). Luego, en la
pagina citada, nos muestra como se hace una multiplicacion de dos vectores. Usaremos el mismo
procedimiento expuesto por Chiang.

Procedamos a efectuar la multiplicacion que nos indica el libro. El vector u es de orden 3x1,
mientras que el vector v’ es de orden 1x3; existe pues la conformabilidad ya que el nimero de
columnas del vector u es exactamente igual al nimero de filas del vector v’. La multiplicacion
aportara una expresion matricial del orden 3x3. Hela aqui:

uv'=|5
1 |[31-1]=5(3)5(1)5(-1) |=155-5
3 1(3) 1(1) 1(-1) | B1-1

3(3) 3(1) 3(-1) 3-3

Mi respuesta b):

13
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Procedamos a efectuar la multiplicacion que nos indica el libro. El vector u es de orden 3x1,
mientras que el vector w” es de orden 1x3; existe pues la conformabilidad ya que el nimero de
columnas del vector u es exactamente igual al nimero de filas del vector w’. La multiplicacion
aportara una expresion matricial del orden 3x3. Hela aqui:

uw’=|1
3 [[758]=5(7) 5(5) 5(8) |35 25 40
7)1(5)18) | |7 5 8
(7)3(5) 3(8) | 211524
3x1 1x3

Mi respuesta c):

Procedamos a efectuar la multiplicacion que nos indica el libro (xx’). El vector x es de orden
3x1, mientras que el vector X’ es de orden 1x3; existe pues la conformabilidad ya que el numero
de columnas del vector x es exactamente igual al nimero de filas del vector x’. La multiplicacion
aportara una expresion matricial del orden 3x3. Hela aqui:

X1

xx’
Xy | [X1 X2 X3]= X1(X1) X1(X2) X1(X3) F X1° X1>2<2 X1X3
X2(X1) X2(X2) X2(X3) | XpX1 X2 x2x23
3(X1) X3(X2) X3(X3) | X3X1 X3X2 X3

X

X3

3x1 1x3

Mi respuesta d):

Procedamos a efectuar la multiplicacion que nos indica el libro (v’u). El vector v’ es de orden
1x3, mientras que el vector u es de orden 3x1; existe pues la conformabilidad ya que el nimero
de columnas del vector v’ es exactamente igual al nimero de filas del vector u. La multiplicacion
aportara un escalar. Hela aqui:

vu=[31-1]] 5 |= 36)+1(1)+(-1)(3) = 15+1-3= 13
1
3

1x3 3x1
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Mi respuesta e):

Procedamos a efectuar la multiplicacion que nos indica el libro (u’v). El vector u’ es de orden
1x3, mientras que el vector v es de orden 3x1; existe pues la conformabilidad ya que el niUmero
de columnas del vector u’ es exactamente igual al numero de filas del vector v. La multiplicacion
aportara un escalar. Hela aqui:

wv=[513]|3 |=5(3)+1(1)+3(-1)= 15+1-3=13
1
1

1x3 3x1

Mi respuesta f):

Procedamos a efectuar la multiplicacion que nos indica el libro (w’x). El vector w’ es de orden
1x3, mientras que el vector x es de orden 3x1; existe pues la conformabilidad ya que el niUmero
de columnas del vector w’ es exactamente igual al numero de filas del vector x.

w’x=[7 5 8]|x1 |= 7(X1)+5(X2)*+8(X3)= 7X1+5X,+8X3
2
3

1x3 3x1
Mi respuesta g):
Procedamos a efectuar la multiplicacion que nos indica el libro (u’u). El vector u’ es de orden
1x3, mientras que el vector u es de orden 3x1; existe pues la conformabilidad ya que el nimero

de columnas del vector u’ es exactamente igual al nimero de filas del vector u. La multiplicacion
aportara un escalar. Hela aqui:

wu=[513] |5 | = 5(5)+1(1)+3(3)= 25+1+9= 35
1

1x3 3x1

15



16
Linares

Mi respuesta h):

Procedamos a efectuar la multiplicacion que nos indica el libro (x’x). El vector x’ es de orden
1x3, mientras que el vector x es de orden 3x1; existe pues la conformabilidad ya que el nUmero
de columnas del vector x’ es exactamente igual al nimero de filas del vector x.

X'X= [X1 X2 Xa] | X1 | = X1(X0)+ Xa(X2)+ X3(Xa)= X1°+ Xo™+ X3°
2
3

1x3 3x1

2.Dadosw=|3 |, x= X1 [, Y=V |Y 2= 24
2 2 Y, Z;
6 L

a) ¢Cudles de los siguientes estan definidos: w’x, x’y’, xy’, y’y, zz’, yw’, X.y?
Mi respuesta a):

Como w’x seria el resultado de la multiplicacion de un vector del orden de 1x3 por un vector del
orden 2x1, el producto no esta definido puesto que el niUmero de columnas de w, que es 3, no es
igual al nimero de filas de x, que es 2.

Como x’y’ seria el resultado de la multiplicacion de un vector del orden de 1x2 por un vector del
orden 1x2, el producto no estéa definido puesto que el nimero de columnas de x’, que es 2, no es
igual al nimero de filas de x, que es 1.

Como xy’ seria el resultado de la multiplicacion de un vector del orden de 2x1 por un vector del
orden 1x2, el producto esta definido puesto que el nimero de columnas de X, que es 1, es igual al
numero de filas de y, que es 1, dando lugar a una matriz del orden 2x2.

Como y’y seria el resultado de la multiplicacion de un vector del orden de 1x2 por un vector del
orden 2x1, el producto esta definido puesto que el nimero de columnas de y’, que es 2, es igual
al numero de filas de y, que es 2, dando lugar a un vector del orden 1x1, o un escalar.

Como zz’ seria el resultado de la multiplicacién de un vector del orden de 2x1 por un vector del
orden 1x2, el producto esta definido puesto que el niUmero de columnas de z, que es 1, es igual al
numero de filas de z’, que es 1, dando lugar a una matriz del orden 2x2.

Como yw’ seria el resultado de la multiplicacion de un vector del orden de 2x1 por un vector del
orden 1x3, el producto esta definido puesto que el nimero de columnas de y, que es 1, es igual al
numero de filas de z’, que es 1, dando lugar a una matriz del orden 2x3.
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Como x.y seria el resultado de la multiplicacién de un vector del orden de 2x1 por un vector del
orden 2x1, el producto no esta definido puesto que el nimero de columnas de X, que es 1, es
distinto al nimero de filas de y, que es 2.

b) Encuentre los productos que estan definidos.

Mi respuesta b):

xy'=|X1 | [Y1Ye]= Xa(y1) Xu(y2)
2 o(y1) Xa(Y2)

2x1 1x2 2X2

y'y= [y1 2] }Eflr yi(y1)+ya(y2)= ya2+ys?
2
1x2 2x1 1x1

22’= El ] [21 Zz]: 21(21) Zl(Zz) 12 212>

2 o(21) 22(22) | 71 Zo°

2x1 1x2 2x2

yw'= H [3 2 16]= y1(3) Y1(2) Y1(16) |=|y:3 yi2 Y116
) 2(3) y2(2) y2(16) 23 Y22 Y16

2x1 1x3 2x3

3. Habiendo vendido n articulos de mercancia en cantidades Q1,..., Qn y precios P1,..., Pn,
¢cémo expresaria el ingreso total en (a) notacion de sumatoria y (b) notacion vectorial?

Mi respuesta a):

n

a) 2 PiQi

i=1

17
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Mi respuesta b):
b)P.QOP’ Q6 QP

4. Dados dos vectores no nulos w; y W», el angulo 6 (0° menor o igual 6 menor o igual 180°) que
forman, se relaciona con el producto escalar w’W; (=w’,W;) COMO Sigue:

0 es un angulo agudo, si y solo si w’wzes > 0.
0 es un angulo recto, si y solo si w’;wzes = 0.
0 es un angulo obtuso, si y solo si w’1w,es < 0.

Compruebe esto calculando el producto escalar de cada uno de los pares de vectores siguientes
(véanse las figuras 4.2 y 4.3):

g

Mi respuesta a):

W= [3 2] {

1 } = [3(1)+2(4)]= [11]
4

Como w’1w; es > 0, 0 es un angulo agudo.

S

Mi respuesta b):

w’iwo=[1 4] EB:\= [1(-3)+4(-2)]=[-3-8]=[-11]
2

Como w’1W; es < 0, 0 es un angulo obtuso.
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i

Mi respuesta c):

W= [3 2] ﬂ = [3(-3)+2(-2)]= [-9-4]= [-13]

—

Como w’1W; es < 0, 6 es un angulo obtuso.

d)wi= 1], w=
0
0

Mi respuesta d):

WiW,=[100] [0 |= [1(0)+0(2)+0(0)]= [0+0+0]= [O]

Como w’1w; es= 0, 6 es un angulo recto.

e)w= |1 , Wo=
2
2

19
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Mi respuesta e):

wWiwo=[122] |1 |= [1(1)+2(2)+2(0)]= [1+4+0]=[5]

Como w’1W; > 0, 0 es un angulo agudo.

5. Dado u= {5} y v= k) } , obtenga en forma gréfica lo siguiente:
1

a) 2v; b) u+v; ¢) u-v; d) v-u; e) 2u+3yv; f) 4u-2v

Mi respuesta a):

2v=12 [) }: E)} ahora hacemos la gréfica:
3

S

oOFrRLrNWKAOIIO

O X1

¢Qué hicimos? Simplemente encontramos los siguientes productos: 2x0= 0; y, 2x3= 6. EI 0
corresponde a X1 y el 6 a x,.
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Mi respuesta b):

u+v=|5

4

¢Qué hicimos? Los dos vectores que el libro nos proporcioné en el punto 5, que son u y v, los
sumamos de este modo: 5+0=5 (primera fila) y 1+3= 4 (segunda fila). Hagamos la grafica:

X2

6 u
4| —

3 5, 4)
2

1
0123456 x;

La recta que parte del origen (0) hasta el punto u se denomina radio vector.

21
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4.4

EJERCICIO 4.4
Introduccion
Este ejercicio se inicia en la pégina 69 y concluye en la 70; y contiene ocho (8) problemas
referidos al algebra matricial, haciendo énfasis en las leyes conmutativa, asociativa y

distributiva.

Preguntas y respuestas:

1. Dadas:
3 6 1 7 4

A= ; B= C= , lcompruebe que
2 4 8 4 9

a) (A+B)+C= A+(B+C)

b) (A+B)-C= A+(B-C)

Mi respuesta a):

¢Qué hice? Me cercioré de que las matrices implicadas en el problema fueran del mismo orden;
al chequearlas en la pagina 69 del libro de Chiang que estamos estudiando, Métodos
fundamentales de economia matematica, y en el mandato del punto 1), arriba explicitado, me di
cuenta de que efectivamente tenian el mismo orden, en este caso, 2x2 (dos filas por dos
columnas), porque en caso contrario no se podia ejecutar la suma o sustraccion de matrices. Y,
obviamente busqué en el libro la orientacion de como se efectda la suma o la sustraccion de
matrices. La encontré en la pagina 67 de Métodos fundamentales de economia matematica, de
Chiang: “...la suma de matrices solo requiere la suma de los elementos correspondientes de dos
matrices y de que poco importa el orden en el que se suma cada par de elementos
correspondientes. En este contexto, por cierto, la operacion de resta A-B se puede considerar
simplemente como la operacion suma A+(-B) y, por tanto, es innecesaria cualquier otra
explicacion”. (Comillas, cursiva y puntos suspensivos son nuestros).

23
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Las matrices dadas estan identificadas por las letras A cuyas filasson3 6y 2 4 (orden 2x2), B
cuyas filasson-1 7y8 4 (orden2x2)y C, cuyas filasson3 4y 1 9 (orden 2x2).

Ejecuté la operacion (A+B)+C= A+(B+C) y obtuve el siguiente resultado:

(A+B)+C=| 5 17 |= A+(B+C)= | 5 17
117 117

Fue comprobada la ley asociativa de la adicion.

Mi respuesta b):

Ejecute la operacion (A+B)-C= A+(B-C) y obtuve el siguiente resultado:

(A+B)-C=[1 51

A+(B-C)=|1 -5
9

Fue comprobada la ley asociativa de la sustraccion.
3. Pruebe la ley asociativa de la multiplicacion
Mi respuesta:

Para realizar este problema el libro nos aporta tres matrices; la matriz A que tiene dos filas y dos
columnas y que por tanto es orden 2x2:

i

La matriz B que tiene dos filas y tres columnas y que por tanto es de orden 2xa3:

[807
1 3 2

La matriz C que tiene tres filas y dos columnas y que por tanto es de orden 3x2:
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o
—wo

Para verificar la citada ley, tengo que demostrar que (AB)C= A(BC).

En esta ocasion tengo que recurrir a la multiplicacion de matrices, por tanto, tengo que observar
que el nimero de columnas de la matriz primaria sea igual al nimero de filas de la matriz
secundaria; si no ocurre esta igualdad no se puede efectuar la multiplicacién.

Ya sabemos que la matriz A es del orden 2x2; sabemos también que la matriz B es del orden
2x3; como el nimero de columnas de la matriz primaria (matriz A) es exactamente igual al
nimero de filas de la matriz secundaria (matriz B), debido a que es del orden 2x3, esta
garantizada la conformabilidad, se puede hacer la multiplicacion y obtendremos una matriz AB
del orden de 2x3. Procedamos:

5(-8)+3(1) 5(0)+3(3) 5(7)+3(2)
0(-8)+5(1) 0(0)+5(3) 0(7)+5(2)

-40+3 049 35+6
0+5 0+15 0+10

37 9 41 |=(AB)
5 15 10| 2X3

Ya obtuvimos el producto que resultdé de multiplicar A por B, obteniendo una matriz del orden
de 2x3, estamos preparados para encontrar el producto que habra de resultar de multiplicar
(AB)C. ¢Podemos hacer esta multiplicacion? Claro, porque (AB) es una matriz del orden 2x3,
matriz primaria, mientras que C, la matriz secundaria, es de orden 3x2, la conformabilidad est&
garantizada y obtendremos una matriz (AB)C de orden 2x2. Procedamos:

(-37)(1)+9(0)+41(7)  (-37)(0)+9(3)+41(1)
5(1)+15(0)+10(7)  5(0)+15(3)+10(1)

-37+0+287 0+27+41
5+0+ 70 0+45+10

250 68 |=(AB)C
75 55

25
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Ahora debo encontrar este producto: A(BC). Como tenemos como dato la matriz A de orden
2x2, procedemos a obtener el producto BC. ;Podemos? Si, debido a que la matriz B es 2x3,
mientras que C es 3x2, estd garantizada la conformabilidad y obtendremos una matriz de 2x2.
Procedamos:

-8(1)+0(0)+7(7) -8(0)+0(3)+7(1)

1(1)+3(0)+2(7) 1(0)+3(3)+2(1)

41 7| =BC

15 11

Estamos preparados para obtener A(BC). Siendo A una matriz 2x2 y BC una matriz 2x2, la
conformabilidad esta garantizada y obtendremos una matriz 2x2. Procedamos:

5(41)+3(15)  5(7)+3(11)

0(41)+5(15)  0(7)+5(11)

250 68 |= A(BC)

75 55

Por tanto, (AB)C= A(BC).
4. Pruebe que para dos escalares cualesquiera g y k

a) k(A+B)= kA+kB
b) (g+k)A= gA+kA

Mi respuesta:

(@) k(A+B)= K[aij+bij]= [kaij+kbij]= [kaij]+[kbij]= K[aij]+k[bij]= kKA+kB

Justificacion de cada paso:

k(A+B). Aqui tenemos una suma de dos matrices; la matriz A y la matriz B; para que estas
matrices de pueda sumar tienen que poseer la misma dimension; cuando se cumple este requisito
dice Chiang que las matrices son conformables para la suma; adicionalmente debemos destacar

en la expresion que estamos discutiendo que una vez se produce la suma de matrices, dicha suma
se debe multiplicar por un escalar.
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k[aij+bij]. Ahora, la suma de las matrices A y B, dice Chiang, se define como la suma de cada
par de elementos correspondientes, en otras palabras, la suma de las matrices A y B, se define
como la suma no de cualquier par de elementos, sino de cada par de elementos correspondientes,
puesto que si se intenta sumar el elemento correspondiente a la primera fila y la primera columna
de A, con el elemento correspondiente a la segunda fila y la tercera columna de B,
indudablemente la suma no aplica.

[kaij+kbij]. En este punto el escalar k se ha multiplicado por los elementos que se encuentran
dentro del signo de agrupacion unica y exclusivamente.

[kaij]+[kbij]. La suma del escalar k multiplicado por cada uno de los elementos correspondientes
que se estan sumando, también se puede expresar como parte de los elementos correspondientes
de las matrices Ay B.

k[aij]+k[bij]. lgualmente, se puede expresar la suma de los elementos correspondientes
presentandolos pre multiplicados por el escalar k.

kA+kB. Simplemente, como sabemos que aij son los elementos que integran a la matriz Ay que
bij son los elementos que integran a la matriz B, los hemos sustituidos por sus iguales, es decir,
Ay B.

5. Para (a) a (d) obtenga C= AB

(a) Para la solucion de este problema el libro Métodos fundamentales de economia matematica
de Chiang, aporta los datos siguientes:

- Una matriz A 2x2:

12 14
20 5

Y una matriz B 2x2:

H

-

El producto de AB, nos dara la matriz C de 2x2.
Mi respuesta:

12(3)+14(0)  12(9)+14(2)
20(3)+5(0)  20(9)+5(2)

36+0 108+28
60+0 180+10

27
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36 136
60 190

(b) Para la solucion de este problema el libro Métodos fundamentales de economia matematica
de Chiang, aporta los datos siguientes:

Una matriz A 2x2:

o

Y una matriz B de orden 2x3:

El producto de AB, nos dara la matriz C de orden 2x3.
Mi respuesta:

4(3)+7(2) 4(8)+7(6) 4(5)+7(7)
9(3)+1(2) 9(8)+1(6) 9(5)+1(7)

12+14 32+42 20+49
27+ 2 72+6  45+7

26 72 69
29 78 52
Orden 2x3.

(c) Para la solucidn de este problema el libro Métodos fundamentales de economia matematica
de Chiang, aporta los datos siguientes:

Una matriz A de orden 3x2
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7 11
2 9
10 6

Una matriz B de orden 2x3

12 4 5
3 6 1
El producto AB nos dara una matriz C de orden 3x3.

Mi respuesta:

7(12)+11(3)  7(4)+11(6) 7(5)+11(1)
2(12)+9(3)  2(4)+9(6)  2(5)+9(1)
10(12)+6(3) 10(4)+6(6) 10(5)+6(1)

84+33 28+66 35+11
24+27 8+54 1049
120+18 40+36 50+6

117 94 46

51 62 19

138 76 56
Orden 3x3

(d) Para la solucion de este problema el libro Métodos fundamentales de economia matematica
de Chiang, aporta los datos siguientes:

Una matriz A de orden 2x3

~N o
O© N
~ o1

Una matriz B de orden 3x2

29
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10 1
11 3
2 9

El producto AB nos dara una matriz C de orden 2x2.

Mi respuesta:

6(10)+2(11)+5(2) 6(1)+2(3)+5(9)
7(10)+9(11)+4(2) 7(1)+9(3)+4(9)

60+22+10 6+6+45
70+99+8 7+27+36
92 57
77 70
Orden 2x2

(e) Determine (i) C= AB e (ii) D= BA, si

A=|-2
4
7
B=[36-2]

Mi respuesta (i):

Como la matriz A es de orden 3x1 y la matriz B es de orden 1x3, la conformabilidad esta
garantizada y se puede efectuar la multiplicacion. Obtendremos un producto (AB) de orden 3x3.
Comencemos:

-2(3) (2(6) (-2(-2)
43)  4(6)  4(-2)
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Qe 76 72

-6 -12 4

12 24 -8

21 42 -14
De orden 3x3.

Mi respuesta (ii):

¢Se puede obtener el producto BA? Siempre y cuando el nimero de columnas de la matriz
primaria, que es B, sea exactamente igual al nimero de filas de la matriz secundaria, que es A. Y
como la matriz B es de orden 1x3 y la A es de orden 3x1, efectivamente la conformabilidad esta
garantizada y se puede llevar a cabo la multiplicacién. La multiplicacion BA arrojara una matriz
D de orden 1x1. Hagdmosla:

[3(-2)+6(4)+(-2)(7)]= [-6+24-14]= [4], de orden 1x1, es decir, es un escalar.

31
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4.5

EJERCICIO 4.5
Introduccion

En este ejercicio, que comienza en la pagina 72 y concluye en la 73, Chiang plantea la necesidad
de resolver cuatro (4) problemas referidos al algebra matricial, haciendo énfasis en la matriz
identidad y en la matriz nula.

Preguntas y respuestas:

Una matriz identidad, Chiang en su libro Métodos fundamentales de economia matematica, en la
pagina 70, la define del modo siguiente: “...se define como una matriz cuadrada con unos en la
diagonal principal y ceros en cualquier otra parte. Se denota mediante el simbolo I, o I,...”
(Comillas, cursiva y puntos suspensivos son nuestros). Por su parte, una matriz nula, en la pagina
71, la define asi: “...es simplemente una matriz cuyos elementos son cero...” (Comillas, cursiva
y puntos suspensivos son nuestros).

Comencemos a resolver los problemas:
En el ejercicio 4.5, pagina 72, antes de enunciar los cuatro (4) problemas que lo constituyen, el

libro otorga tres matrices, en las que debemos apoyarnos para dar las respuestas a las
interrogantes. Tenemos estas matrices:

Matriz A de orden 2x3:
A=|-1 5 7
0 -2 4

Una matriz b de orden 3x1:

Y una matriz X de orden 2x1:

33
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%

1. Calcule: (a) Al (b) IA; (c¢) Ix; (d) x’L. Indique la dimension de la matriz identidad utilizada en
cada caso.

Mi respuesta a):
El primer producto que debemos encontrar es Al; sabemos que la matriz A es de dimension 2x3,

por tanto, la matriz identidad, que debe ser cuadrada, para garantizar la conformabilidad tendré
que ser de 3x3 y tendremos una matriz resultante del orden 2x3. Veamos:

1 0 O
|3: 0 1 0
0 0 1
Orden 3x3

Matriz A de orden 2x3:

A=|-1 5 7

iry
(A)( 13)

-1(1)+5(0)+7(0) -1(0)+5(1)+7(0) -1(0)+5(0)+7(2)

0(1) -2(0)+4(0)  0(0)+-2(1)+4(0)  0(0)-2(0)+4(1)

Resultado:

-1 5 7

(A)(1a)=
0 -2 4

Orden 2x3
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Mi respuesta b):
El segundo producto que debemos calcular es IA, sabiendo que la matriz A es de dimensién 2x3,
por tanto, la matriz identidad que tiene que ser cuadrada, su dimension sera de 2x2, para

garantizar la conformabilidad (2x2 2x3) y de este modo hacer viable dicha multiplicacion. La
matriz resultante, 1A, sera de dimension 2x3. Veamos:

b1 0
0 1
Orden 2x2

1(-1)+0(0) 1(5)+0(-2) 1(7)+0(4)
0(-1)+1(0) 0(5)+1(-2) 0O(7)+1(4)

IA=|-1 5 7
0 -2 4
Orden 2x3

Mi respuesta c):

El tercer producto que debemos calcular es Ix, sabiendo que la matriz x es de dimension 2x1, por
tanto, la matriz identidad que tiene que ser cuadrada, su dimensién sera de 2x2, para garantizar la
conformabilidad (2x2 2x1) y de este modo hacer viable dicha multiplicacion. La matriz
resultante, 1x, sera de dimension 2x1. Veamos:

h=|1 0 X1
0 1 X2
2X2 2x1

1(x1)+0(x2)
0(x1)+1(x2)

2x1

35
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Mi respuesta d):
El cuarto producto que debemos calcular es x’I, sabiendo que la matriz x’ es de dimension 1x2,
por tanto, la matriz identidad que tiene que ser cuadrada, su dimension sera de 2x2, para

garantizar la conformabilidad (1x2 2x2) y de este modo hacer viable dicha multiplicacion. La
matriz resultante, x’I, sera de dimension 1x2. Veamos:

x’1= [X1 Xz]£ O}
1

[x1(1)+x2(0) x1(0)+x2(1)]
XI=[x1 X
1x2

2. Calcule (a) Ab; (b) Alb; (c) x’TA; (d) x’A. ¢La insercién de | en (b) afecta el resultado en (a)?
¢Laeliminacion de | en (d) afecta el resultado en (c)?

El punto 2 que nos ocupa obviamente tiene, por base las matrices que el libro que estamos
estudiando nos aport6 al inicio del ejercicio 4.5. Comencemos:

Mi respuesta a):

¢Se puede obtener el producto Ab? Siempre y cuando el nimero de columnas de la matriz
primaria, que es A, sea exactamente igual al nimero de filas de la matriz secundaria, que es b. Y
como la matriz A es de orden 2x3 y la b es de orden 3x1, efectivamente la conformabilidad est&
garantizada y se puede llevar a cabo la multiplicacion. La multiplicacion Ab arrojara una matriz
de orden 2x1. Hagamosla:

-1(9)+5(6)+7(0)

0(9)+(-2)(6)+4(0)

%

Orden 2x1
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Mi respuesta b):

En el pedimento (b) tenemos el producto de tres matrices Alb; la primera, A, y la tercera, b, las
conocemos, pero no asi la matriz identidad que particularmente depende del orden de A, para
garantizar la conformabilidad y de este modo realizar la operacion de multiplicacion. De este
modo, si A es la matriz primaria y es de orden 2x3, la matriz identidad que necesariamente debe
ser cuadrada, tendra que ser de orden 3x3, el producto resultante sera una matriz de orden 2x3.
Procedamos. Cuando hacemos la multiplicacion el resultado fue exactamente igual a la matriz A,
es decir, Matriz A de orden 2x3:

Al=-1 5 7
0 -2 4

por consiguiente, al multiplicar esta matriz, o sea, Al, que es exactamente igual que A, por la
matriz b, tuvimos el mismo resultado que ya obtuvimos con el producto Ab en (a), de modo que
la insercion de | en (b) no afecta el resultado alcanzado en (a). He aqui el resultado final:

21
-12 FAlb

Orden 2x1

La explicacion de lo ocurrido la aporta Chiang, en la pagina 70 del libro que estamos estudiando
Métodos fundamentales de economia matematica, cuando escribe: “La importancia de este tipo
especial de matriz radica en el hecho de que desempefia un papel similar al del namero 1 en el
algebra escalar. Para cualquier nimero a, se tiene 1(a)= a(1)= a. de manera similar, para
cualquier matriz A, se tiene IA= AI= A”. (Comillas y cursiva son nuestras).

Mi respuesta (c):
El libro nos pide que calculemos el producto x’IA. Sabemos que x’ es una matriz del orden de

1x2, por consiguiente la matriz identidad, I, tiene que ser igual orden 2x2 para poder realizar la
multiplicacion y obtener una matriz del orden de 1x2. De modo que x’I es igual a:

X1 Xz
x’1

Orden 1x2
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Ahora busquemos el producto x’TA, siendo x’I una matriz de orden 1x2 y la matriz A de orden
2x3, existe la conformabilidad y la operacion de multiplicacién se puede efectuar y habremos de
obtener una matriz de orden 1x3. Hagdmosla:

[-X]_ 5X1-2Xp TX1+4X2]= X’ 1A

Mi respuesta (d):

El pedimento (d) del libro consiste en buscar el producto x’A, sabiendo que X’ es una matriz de
orden 1x2, mientras que la matriz A es de orden 2x3, existe la conformabilidad, la multiplicacion
se puede realizar, la cual dara como resultado una matriz 1x3. Mire la prueba aqui:

x’A= [X1(-1)+x2(0) X1(5)+X2(-2) X1(7)+X2(4)]= [-X1 5X1-2X, 7Xx3+4X2]. En este caso, como se
puede ver, la eliminacion de la matriz identidad, I, en (d), tampoco produjo una modificacion en
el resultado que se habia obtenido, ahora en (c).

Chiang reitera en la pagina 71 de Métodos fundamentales de economia matematica, lo siguiente:
“La naturaleza especial de las matrices identidad hace posible, durante el proceso de
multiplicacion, insertar o eliminar una matriz identidad sin afectar el producto de matrices...”
(Comillas, cursiva, en parte, y puntos suspensivos son nuestros).

3. ¢Cual es la dimension de la matriz nula que resulta de cada una de las siguientes operaciones?
(a) Premultiplicar A por una matriz nula de 5x2.

Mi respuesta a):

Dimensién de la matriz nula: 5x2; dimension de A: 2x3; como existe la conformabilidad se
puede producir la multiplicacion, resultando una matriz nula de 5x3.

(b) Posmultiplicar A por una matriz nula de 3x®6.
Mi respuesta b):

Dimensién de la matriz A: 2x3; dimension de la matriz nula: 3x6; como como existe la
conformabilidad se puede producir la multiplicacién, resultando una matriz nula de 2x6.

(c) Premultiplicar b por una matriz nula de 2x3.
Mi respuesta c):

Dimension de la matriz nula: 2x3; dimension de b: 3x1; como existe la conformabilidad se puede
producir la multiplicacion, resultando una matriz nula de 2x1.

(d) Posmultiplicar x por una matriz nula de 1x5.
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Mi respuesta d):

Dimensidn de la matriz x: 2x1; dimension de la matriz nula: 1x5; como existe la conformabilidad
se puede producir la multiplicacion, resultando una matriz nula de 2x5.
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4.6

EJERCICIO 4.6

Introduccion

El ejercicio 4.6, que se encuentra en la pagina 78 del libro Métodos fundamentales de economia
matematica, consta de seis (6) problemas relacionados con los temas desarrollados desde la
pagina 73 hasta la 78.

Preguntas y respuestas
13
B= 3-8
1
C= 109
611

obtenga A’, B’y C’.

1. Dada A:{O 4}

Mi respuesta:

A=0 -1
4 3
B’=(3 0
8 1
C=|16
01
91

41
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2. Por medio de las matrices del problema 1, compruebe que (a) (A+B)’= A’+B’; (b) (AC)’=
CA’.

Mi respuesta:

Para proporcionar una respuesta correcta en el pedimento (a), lo primero que debemos hacer es
ver si las matrices A y B poseen el mismo namero de filas y columnas. Efectivamente, ambas

son de orden de 2x2, por consiguiente las podemos sumar. Cuando las sumamos obtenemos el
siguiente resultado:

A+B= | 3-4
14

Ahora procedemos a calcular (A+B)’, es decir, la transpuesta de A+B:

(A+B)’=| 3-1
4 4

Calculemos A’+B’:

A’+B’= | 3-1
4 4

Quedo6 confirmado que (A+B)’= A’+B’.
Procedamos ahora a demostrar el pedimento (b), es decir, (AC)’=C’A”’:

Ante todo, en el primer miembro de la ecuacion vemos una multiplicacion de las matrices Ay C,
pero para que esta operacion se pueda efectuar tenemos que tomar en cuenta que el nimero de
columnas de la matriz A sea igual al numero de filas de la matriz C. en efecto la matriz A es del
orden de 2x2 y la matriz C es del orden 2x3, por tanto se puede realizar la multiplicacion, la cual
arrojard una matriz AC del orden de 2x3. Hela aqui:

0(1)+4(6) 0(0)+4(1) 0(9)+4(1)| |24 4 4 24 17
(AC)y= = , luego tendremos: (AC)’= 3
-1(1)+3(6) -1(0)+3(1) -1(9)+3(1)| |17 3 -6 -6
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En el segundo miembro de la ecuacion dada tenemos C’A’, pero para que esta operacion se
pueda efectuar tenemos que tomar en cuenta que el numero de columnas de la matriz C’ sea
igual al nimero de filas de la matriz A’. en efecto la matriz C’ es del orden de 3x2 y la matriz A’
es del orden 2x2, por tanto se puede realizar la multiplicacion, la cual arrojara una matriz C’A’
del orden de 3x2. Hela aqui:

1(0)+6(4) 1(-1)+6(3) | |24 17
C’A’= | 0(0)+1(4) O(-1)+1(3) 4 3
9(0)+1(4) 9(-1)+1(3) 4 -6

Quedo confirmado que (AC)’=C’A’.

3. Generalice el resultado (4.11), es decir, (AB)’= B’A’ al caso de un producto de tres matrices al

probar que, para matrices conformables cualesquiera A, B y C, se cumple la ecuacion (ABC)’=
C’B’A’.

Mi respuesta:

El resultado 4.11, se encuentra en la pagina 74 del libro que estamos estudiando, Métodos
fundamentales de economia matematica, de la autoria de Alpha Chiang. Aqui leemos: “La
tercera propiedad es que la transpuesta de un producto es el producto de las transpuestas en
orden inverso”. (Comillas y parte de la cursiva son nuestras). Nuestro autor coloca en cursiva la
expresion en orden inverso, con el fin de que el lector comprenda que dicha tercera propiedad de
las transpuestas, en gran medida se encuentra sujeta al hecho de que el producto de las
transpuestas sea colocado en orden inverso en interés de garantizar la conformabilidad de
dimension de dos productos implicados en la propiedad.

En ese sentido si nos acogemos a la sugerencia de Chiang, pagina 664, parte donde estan las
respuestas del ejercicio 4.6, que nos incumbe, en el sentido de que supongamos que D es idéntica
a AB, lo que nos permite aplicar 4.11, y, por consiguiente podremos adherirnos a la explicacion
que en dicha pagina 74 aporta Chiang. Comencemos: como D es idéntica a AB, hacemos la
sustitucion y decimos que (DC)’= C’D’, pero atendiendo a la conformabilidad. Si se establece
que A sea de orden mxn y B, de orden nxp, entonces AB, es decir, D. sera de mxp y (AB)’, es
decir, D’, sera de orden pxm. Para que se cumpla la igualdad, es necesario que la expresion de la
derecha D’C’ sea de la misma dimension.

4. Dada las siguientes cuatro matrices, pruebe si alguna de ellas es la inversa de la otra:
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D=1 12
3
E= (11
6 8
F= |1 -4
01/3
G=4 -1/2
3 1/2

Mi respuesta:
Por simple observacion nos damos cuenta que la matriz F es la inversa de la matriz D, ya que al

multiplicarlas alcanzamos la siguiente matriz identidad:

140 12-12]=
0+0 0+1

Igualmente por simple observacion nos damos cuenta que la matriz G es la inversa de la matriz
E, ya que al multiplicarlas alcanzamos la siguiente matriz identidad:

4-3  -1/2+1/2

24424 -3+4



45
Estudiando el libro Métodos fundamentales de economia matematica de Alpha Chiang. Volumen II.

5. Generalice el resultado (4.14) al probar que, para matrices no singulares conformables A, B 'y
C, se cumple la ecuacion (ABC)*= C'B*A™

Mi respuesta

Chiang sugiere que supongamos que D es idéntica a AB y que luego apliqguemos (4.14). El
resultado (4.14) se encuentra en la pagina 76 del libro que estamos estudiando, Métodos
fundamentales de economia matematica, de la autoria de Alpha Chiang, el cual reza del modo
siguiente: (AB)™*= B™A™. Pero si adoptamos la sugerencia de Chiang, entonces ahora tendremos
(DC)*= C'D™. En la pagina 76 del libro que estamos estudiando, Métodos fundamentales de
economia matemdtica, de la autoria de Alpha Chiang, leemos: “...La segunda establece [se
refiere a la segunda propiedad de matrices inversas] que la inversa de un producto es el producto
de las inversas en orden inverso...” (Comillas, cursiva y corchetes son nuestros). En otra ocasion
continuaremos desarrollando esta respuesta.
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5.2

EJERCICIO 5.2

Introduccion

El ejercicio 5.2 trata principalmente del tema relacionado con determinantes de matrices, cuya
explicacion para resolverlos se verifican desde la pagina 88 hasta la pagina 93, y consta de siete
(7) problemas, que trataremos de resolver.

Preguntas y respuestas

1. Evalue los siguientes determinantes:

a) ' 13
Az 4ol
03
=801+l 1 #3 40 =0-1(12-6)+3(0)= 0-6+0= -6 Respuesta.
3 3 0
b) 123
AEl4 75 3175 -2 45 +3 47 =[1(63-30)-2(36-15)+
369 3l | 36

+3(24-21)= 33-42+9= 0 Respuesta.

o B~
N OO
W wnN

11

-2 2 =-2(12-12)= 0 Respuesta.
3
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14
d) Az 811231112 - 4 = 1(77-8)-8(7-16)= 69+72=
4 7 4 7 417
= 141 Respuesta.
a1 b c
2 AF
b ¢ a =lacla -b bla +¢ b|c = a(bc-ad)-b(b*-ac)+
alb clb c i
c ab

+c(ab-c®)= abc-a-b3+abc+abc-c*= 3abc-a®-b3-c® Respuesta.

2. Determine los signos que se anexaran a los menores pertinentes a fin de obtener los siguientes
cofactores de un determinante: Ci3, C23, C33 Y Caa.

Mi respuesta:

Partimos de que Cij= (-1)"

De modo que:
Cis = (-1) = (-1)*, como el exponente es par el signo es positivo (+).
Cas = (-1)**= (-1)°, como el exponente es impar el signo es negativo (-).
Cas = (-1) *= (-1)®, como el exponente es par el signo es positivo (+).
Cu1 = (-1)*™= (-1)°, como el exponente es impar el signo es negativo (-).

Cas = (-1) **= (-1)" como el exponente es impar el signo es negativo (-).

b ¢

o })

3. Dada d e f | obtengalos menoresy cofactores de los elementos a, b y f.

h i

(=]

Mi respuesta:



49
Estudiando el libro Métodos fundamentales de economia matematica de Alpha Chiang. Volumen II.

El menor de a:

El menor de b:

d f

MoE o

El menor de f:

ArE

Cofactor de a:

\ Ca\: e f
este cofactor lleva signo positivo porque la letra a se encuentra en la primera
h i

fila'y en la primera columna arrojando un exponente par (1+1= 2), por tanto el signo es +.
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5.3

EJERCICIOS5.3
Introduccion

El ejercicio 5.3 versa sobre los temas abordados desde la pagina 94 hasta la 98 y consta de ocho
(8) problemas que trataremos de afrontar.

Mandato del libro:

1. Use el determinante |4 0 -1 |para comprobar las primeras cuatro propiedades de los

N
[EEN
1
\I

determinantes.
Mi respuesta:

La primera propiedad de los determinantes queda explicada en la pagina 94 del libro que estamos
estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica, de la autoria de Alpha Chiang:
“Propiedad I. El intercambio de renglones y columnas no afecta el valor de un determinante. En
otras palabras, el determinante de una matriz A tiene el mismo valor que el de su traspuesta A’
es decir, \4\=|A | 7. (Comillas y cursiva son nuestras).

Por tanto, tendremosque |4 0 -1 | |4 2 3

Calculemos el valor del primer determinante tomando como base la primera fila (primer
renglon):

=41 -7 112 1 4(9+21)-1(6-3)= 120-3= 117 Respuesta.

3 9 3 3
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Calculemos el valor del segundo determinante tomando como base la segunda fila (segundo
renglén):

=14 3 |34 2 1(36+3)-3(-28+2)= 39+78= 117 Respuesta.

Ambos determinantes tienen por valor 117, queda comprobada la primera propiedad de los
determinantes.

La segunda propiedad de los determinantes también queda explicada en la pagina 94 del libro
que estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica, de la autoria de
Alpha Chiang: “Propiedad Il. El intercambio de dos renglones cualesquiera (o dos columnas
cualesquiera) modificara el signo, pero no el valor numérico del determinante...” (Comillas,
cursiva y el punto suspensivo son nuestros).

Para comprobar esta segunda propiedad continuaremos usando como base el determinante que
nos han dado, cuyo valor ya calculamos que es 117. Convirtamos la primera columna en segunda
columna; y la segunda convirtamosla en primera columna. Usaremos la primera fila como base
para calcular el valor de este determinante.

0 4 -1
-7 2
B=lL 2 -7 =4 1 =|-4(9+21)-1(3-6)= -120+3= -117 Respuesta.
3 3 9 9 3

Efectivamente si intercambiamos la primera columna y la segunda columna, veremos que
conduce a un cambio de signo en el valor del determinante, pero sin modificar su cuantia.

La tercera propiedad de los determinantes también queda explicada en la pagina 94 del libro que
estamos estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica, de la autoria de Alpha
Chiang: “Propiedad Ill. La multiplicacién de cualquier renglén (o columna) por un escalar
cambiard el valor del determinante k veces...” (Comillas, cursiva y el punto suspensivo son
nuestros).

Para comprobar esta tercera propiedad continuaremos usando como base el determinante que nos
han dado, cuyo valor ya calculamos que es 117. Multipliquemos la primera fila por 5, para
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observar qué ocurre con el antiguo valor del determinante. Usaremos la primera fila como base
para calcular el valor de este determinante.

20(9+21)-5(6-3)= 600-15=

O
T
N
H
1
N
T
N
S
1
o
1

= 585 Respuesta.

Efectivamente, si multiplicamos 5, que es el nimero por el que multiplicamos la primera fila del
determinante, ahora por 117 que es el valor primario del determinante, obtendremos la respuesta
que alcanzamos: 585. Hagdmosla: 5x117= 585.

La cuarta propiedad de los determinantes queda explicada en la pagina 95 del libro que estamos
estudiando, Métodos fundamentales de economia matematica, de la autoria de Alpha Chiang:
“La suma (resta) de un multiplo de cualquier renglon a (de) otro renglon dejara sin cambio al
determinante. Lo mismo se cumple si se sustituye la palabra renglén por columna en el
enunciado anterior...” (Comillas, cursiva y el punto suspensivo son nuestros).

Verbigracia, multipliguemos la primera fila del determinante dado, por 5, y se la afiadimos a la
segunda fila del determinante dado y tendremos:

4 0 1 40 - 1]-12 22 |1
DE | 2+5)4 1+(G)0 T-G)L|= |22 1 12 =4 1) =
3|9
3 3 9 33 9 3 |3

= 4(9+36)-(66-3)= 180-63= 117 Respuesta. Efectivamente, el determinante no sufrié cambio en
su valor.

3. ¢ Cuales propiedades de los determinantes nos permiten escribir lo siguiente?

9 18
27 56

9 18
0 2

a)
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b) |9 27|= 181

4 2

= w

Mi respuesta:

En el caso a) es evidente que estamos ante la propiedad 1V, ya que la primera fila del primer
determinante fue multiplicada por el escalar 3, es decir, 3x9= 27 y 3x18= 54. Luego, estos
productos, fueron restados a la segunda columna, dando como resultado 27-27= 0 y 56-54= 2; a
pesar de que la segunda fila del segundo determinante es distinta, en consecuencia, a la segunda
fila del primer determinante, sus valores son iguales: cero. Mire la prueba aqui: 9x56= 504;
27x18= 486, por tanto, el valor del primer determinante es 504-486= 18; asimismo el valor del
segundo determinante es: 9x2= 18; 0x18= 0, por tanto, 18-0= 18, ambos determinantes son
iguales.

4. Pruebe si las siguientes matrices son no singulares:

Mi respuesta:

4 0 1 4 0 1 1 -3 19 1
a) (19 1 -3 |; 19 1 -3 |=4 +1 = 4(0+3)+(19-7)= 12+12=
1 0 711
7 10 7 1 0

= 24. La matriz es no singular.

Mi respuesta:

4 21| |4 21 5 6 4| -2
by | -5 6 0 [ 15 6 0 £1 3 =[1(0-42)+3(24-10)= -42+42=
7 0 3 7 0 3 7 0 5 6

= 0. La matriz es singular.
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Mi respuesta:

7 10 |7 10 1 4 1 4
c) 1 1 4 11 4=7 +1 = 7(4+12)+1(-4-52)= 112-56=
-13 -3 -4 | 13 -3 -4 3 -4 13 -4

=56. La matriz es no singular.
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5.4

EJERCICIO 5.4
Introduccion

El ejercicio 5.4 se inicia en la pagina 102 y concluye en la 103 del libro que estamos estudiando,
Métodos fundamentales de economia matematica de Alpha Chiang; y consta de siete (7)
problemas que debemos resolver.

Preguntas y respuestas

1. Suponga que expandimos un determinante de cuarto orden por su tercera columna y los
cofactores de los elementos de la segunda columna. ¢(Como escribiria la suma resultante de
productos de la notacion de X? ¢Cual sera la suma de productos en la notacion de X si la
expandimos por el segundo renglén y los cofactores de los elementos del cuarto renglon?

Mi respuesta:

El libro que estamos estudiando Métodos fundamentales de economia matematica de Alpha
Chiang, en la pagina 664 nos aporta las respuestas del punto 1). Helas aqui:

4
2 aiS\CiZ |
i=1

4

2 ay|Cyf

=1

Hagamos una discusion para ver si las respuestas del libro estan correctas. Para responder a la
primera pregunta, observamos que el libro nos habla de que el determinante sera expandido en
base a la tercera columna y que los cofactores que vamos a calcular refiérense a los elementos de
la segunda columna. Con estos datos nos trasladamos a la pagina 100 del libro, donde nos
suministra las dos formulas generales que debemos usar para expandir un determinante ya sea en
base a determinada columna o ya sea en base a determinada fila o renglon. Si es en base a la
columna usamos la siguiente formula:

n

2 aij |Cy» |= 0 [desarrollo por la j-ésima columna y los cofactores de la j-ésima columna].
i=1
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Efectuemos las sustituciones de lugar para dar respuesta a la primera pregunta. Como el
determinante que nos han dado es de cuarto orden, n=4 y como el determinante lo expandiremos
en base a la tercera columna, en a;;, j= 3; asimismo como los cofactores que vamos a calcular
refiérense a los elementos de la segunda columna, en Cij, j=2. Por tanto tendremos:

4

) ai3|Ci2 |; la primera respuesta del libro es correcta.
i=1

Ahora, si el determinante es expandido en base a una determinada fila o renglon, usamos la
siguiente formula:

n

) aij ICij|= 0 [desarrollo por el i-ésima fila y los cofactores de la i-ésima fila].
=1

Efectuemos las sustituciones de lugar para dar respuesta a la segunda pregunta. Como el
determinante que nos han dado es de cuarto orden, n= 4y como el determinante lo expandiremos

en base a la segunda fila, en a;, i= 2; asimismo como los cofactores que vamos a calcular
refierense a los elementos de la cuarta fila, en ¢jj, = 4. Por tanto, tendremos:

4
)3 azjlcsj |= 0 ; la segunda respuesta del libro también es correcta.
=1

2. Obtenga la inversa de cada una de las siguientes matrices:

a) A=|5 2

0 1
Primero, calculamos el valor del determinante:
‘A \: (5x1)-(0x2)= 5, como el valor del determinante es distinto de 0, la matriz A tiene

inversa.

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:
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Cun Cyp 1 O

C21 C22 2 5
Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:

Adj. A=|1 -2

5

Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la formula A= 1/ N(adj. A):

151 -2 /5 -2/5

0 5 0 1

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.

5 2 |L/5 -2/5 0

0 1//0 1 1
Como obtuvimos una matriz identidad, la respuesta es correcta.

b) B=|-1 0

9 2
Primero, calculamos el valor del determinante:

‘B \: (-1x2)-(9x0)= -2, como el valor del determinante es distinto de 0, la matriz B tiene
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inversa.

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:

Cun Cyp 2 -9

Ca Cx 0 -1
Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:
Adj. B=|2 0
9 -1

Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la formula B™= 1/ |B|(adj. B):

(122 o] [1 o
9 -1 92 12

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.

-1 0K 0 0

9 21|92 172 0 1

Como obtuvimos una matriz identidad, la respuesta es correcta.
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c) C=

Primero, calculamos el valor del determinante:

|C \: (3x-1)-(3x7)=-3-21= -24, como el valor del determinante es distinto de 0, la matriz B

tiene inversa.

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:
Cu Cop 1 -3

Cau Cx -1 3

Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:

Adj.C=|-1 -7

3 3

Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la férmula C™*= 1/|C|(Adj. C):

-1/24/-1 -7 1247124

-3 3 /8 -1/8

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.
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3 7 |24 724 1 O

3 -1|[1/8 -1/8 0 1
Como obtuvimos una matriz identidad, la respuesta es correcta.

7 6
d) D=
0 3

Primero, calculamos el valor del determinante:

‘D \: (7x3)-(0x6)= 21=, como el valor del determinante es distinto de 0, la matriz D

tiene inversa.

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:

Cun Cyp 0

Can Cx 6 7

Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:

Adji.D=[3 -6

7

Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la férmula D™= 1/|D (Adj. D):
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1/21 |3 -6 1/7 -2/7

0 7 1/3

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.

7 6 U7 -27 0

Como obtuvimos una matriz identidad, la respuesta es correcta.

4. Obtenga la inversa de cada una de las siguientes matrices:
4-21
a) E= 1730
201
Primero, calculamos el valor del determinante, en este caso tomaremos como base la tercera fila:

‘E \: 2 ‘-3201

+1 L4 -2 ‘: 2(0-3)+1(12+14)= -6+26)= 20, matriz E tiene inversa, es no singular.
3

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:

30*7‘0“73\ 7 -6
01 21 0
C21 sz C33 —|-§ lll 11-‘ ‘g -é L 2 -4

RTE AR L

Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:

Cu Cip Cy3 |+

Ca Gz Ca3
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Adj.E= |3 2 -31

72 7

6-426J

Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la formula E*= 1/ E|(Adj. E):

32 -31 3/20 2/20 -3/20
(1/20)
72 7 E L7/20 2/20 7/20

6 -4 26 J 6/20 -4/20 26/20

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.

421 120 2/20 -3/20 00 |
730 | -7/20 2/20 7/20 10
20 1 | -B/20 -4/20 26/20 0 1

Obviamente la respuesta es correcta.

1-12
b) F= |1 03
402

Primero, calculamos el valor del determinante, en este caso tomaremos como base la segunda
columna.

‘F \: 1Ll3 ‘: 1(2-12)= -10, la matriz F tiene inversa, es no singular.
2
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Segundo, calculamo

Tercero, calculamos

Adj.F= |0 2 -31

10 -6 -1

0-41J

Cuarto, calculamos

02 -:J
(-1/10)
0-6-1

-41J
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s la matriz de cofactores:

Cu Cip Cus |[+]0 3“3“1 0 \ +10 0
02 2 0

C21 C22 C33 :|-1 ZI}}Z 1-1 L -6 -4
102 2-‘ ‘4 0

C31 C3 Css -12 -E.‘ 2+‘ ]‘ -1 \ - -11
- -+ 10 3 311 0

la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:

la matriz inversa usando la formula F*= 1/ |F|(Ad]. F):

0 -2/10 3/10
= :10/10 6/10 1/10
4/10 -1/10

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la

matriz inversa calcu

1 -1 2
10

4

lada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.

0 -2/10 3/10 00 |
10/10 6/10 1/10 = 0 1 0
0 4/10 -1/10 01

Obviamente la respuesta es correcta.
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100
c)G=1|001

010
Primero, calculamos el valor del determinante, en este caso tomaremos como base la primera

fila.
‘G \: 1|01 | =1(0-1)=-1, la matriz G tiene inversa, es no singular.
0

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:

Cy; Ci Cis +f1 ‘-j)l“)o \ 100
0 1

Csi Cp c:?,3 0 li 3 L 01
0 OL 1
0
1

H)O+ FO \ -10

Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores

1
Ca1 Ca2 C33 g
L 4

Adj.G=|-100 |

0 0-1

010J

Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la formula G = 1/|G (Adj. G):

-1001 0 0
(-1)

00 -1 |= 0 1

010J 1 0
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Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz inversa calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.

100 00 1 0 0
001 01 0 1 0
010 10 0 01

Obviamente la respuesta es correcta.

100
d) H= |0 10
001

Primero, calculamos el valor del determinante, en este caso tomaremos como base la primera
fila.

‘G \: 1L1 0 ‘ = 1(1-0)= 1, la matriz H tiene inversa, es no singular.
1

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:

o C12C13_+E.0 H)o“)l \ 00
1 lo/1 |oo
Cau CuCs3EQO 0 0 10
by 18dldo L

e ce g9 AR | {0

Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:

Adj.G=|10 0 |

0 1-1

001J
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Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la formula H= 1/|H (Adj. H):

1ooW1 0 0
(1/1)
01-1 |= 1 -1

OOlJ 0 1

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz inversa calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.

100 00 1 0 0
010 1-1 0 10
001 01 0 0 1

Obviamente la respuesta es correcta.

5. Determine la inversa de

41-5
A= | -231

3-1 4

Primero, calculamos el valor del determinante, en este caso tomaremos como base la primera
fila.
-1

‘A ‘: 4 F 1 = 4(13)-1(-8-3)-5(2-9)= 52+11+35= 98, como el determinante

14

-21:5/-23
34 | |3-1

es diferente a cero, la matriz A tiene inversa.

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:
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Cu Ci2 Cy3

Ca1 Cs Cgs

+F1
14
Cxn Cxpn Cxn F |1 -5
14

-5

uz41+£23
a4
L5 B

\ 1311 -7
1
1 31 7
1 =
‘01 16 -6 14
by |

Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:

Adj. A=|13 1 16-‘

11 31-6

-1 7 14J

Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la formula A™= 1/|A (Adj. A):

13 1 161
(1/98)
1131-6

-1 7 14J

3/98 1/98 16/98

1/98 31/98 -6/98

-7/98 7/98 14/98

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz inversa calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.

41-5

23 1

3-1 4

13/98 1/98 16/98 1 0 O |
1/98 31/98 -6/98 =0 10
0 0 1

-7/98 7/98 14/98

Obviamente la respuesta es correcta.
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6. Resuelva la matriz Ax= d, por inversion de matriz donde:

a)  4x+3y=28

2X+5y= 42
Para afrontar con éxito este problema, Chiang en su libro que estamos estudiando, Métodos
fundamentales de economia matemaética, en la pagina 99, dice: “Si la matriz A en el sistema de
ecuaciones lineales Ax= d es no singular, entonces existe la inversa A™ y la solucién del sistema
serd x*= A'd...” (Comillas, cursiva y puntos suspensivos son nuestros). El procedimiento que
vamos a utilizar es el siguiente:

Primero, conformamos la matriz A con los coeficientes de las variables de las dos ecuaciones
dadas, que seré del orden de dos filas por dos columnas (2x2):

g3

Segundo, calculamos el determinante de la matriz A, para ver si es no singular:

IA |: 20-6= 14, ciertamente es no singular pues el determinante es distinto de cero.
Tercero, calculamos la matriz de cofactores:
A= E:ll C12 -2
Ca Cx 8 4

Cuarto, calculamos la matriz adjunta de A, que es la matriz transpuesta de la matriz de
cofactores:

AdjA=[5 3
2 4

Quinto, calculamos la matriz inversa con esta férmula A-1= 1/\A{ Adj. A:

1145 -3 E B/14 -3/14
2 4 | 2114 414
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Sexto, hacemos la comprobacién multiplicando la matriz dada con la matriz inversa; si el
resultado es una matriz identidad la respuesta es correcta.

43| 5114 314 £ 1 0
25 |-2/14 414 | 01
Obviamente la respuesta es correcta.

Pasemos ahora a calcular los valores de X, y, sabiendo que d= 28J

42
28]

por lo que usaremos esta formula x*= A™d= 5/14 -3/14
-2/14 4/14 4

(5/14)(28)-(3/14)(42)=1
Sustitucion:

4(1)+3y= 28
y= (28-4)/3= 8

sustitucion:

2(1)+5y=42
y= (42-2)/5= 40/5= 8, la respuesta es correcta.

b) 4x1+ Xo- Bxz= 8
-2X1+3Xo+ X3= 12
3X1- Xot+4xz= 5

Primero, conformamos la matriz B con los coeficientes de las variables de las tres ecuaciones
dadas, que sera del orden de tres filas por tres columnas (3x3):

[EN

lel\)_bl
= W

-5
1
4
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Segundo, calculamos el determinante de la matriz B, para ver si es no singular:

|B|=4 31|- 121
14| B4 1

5 F 3 r4(12+1)-(-8-3)-5(2-9)= 52+11+35= 98

Segundo, calculamos la matriz de cofactores:

Cu (312(313_+F1 uuwzs \ 1311 -7
14

Cau Cx C23 1-5 lfz 1 17
14 4 - :

Ca Car Cas | E w 16 -6 14
- 4831 121

Tercero, calculamos la matriz adjunta, que es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores:

Adj.B=|13 1 16-‘

11 31-6

-7 7 14J
Cuarto, calculamos la matriz inversa usando la férmula B™= 1/ B|(Adj. B):
131 161 3/98 1/98 16/98

(1/98)
1131 -6 |= 11/98 31/98 -6/98

-1 7 14J -7/98 7/98 14/98

Quinto, finalmente comprobamos si la respuesta es correcta, multiplicando la matriz dada por la
matriz inversa calculada; si el resultado es una matriz identidad, la respuesta es correcta.



41-5

23 1

3-1 4

13/98 1/98 16/98
1/98 31/98 -6/98

-7/98 7/98 14/98

Obviamente la respuesta es correcta.

]
(@]
[EEN
o

Pasemos ahora a calcular los valores de X1, X2, X3; sabiendo que:

d

8

12

5

por lo que usaremos esta formula x*= A*d= [13/98 1/98 16/98

Calculo de x1:

(13/98)(8)+(1/98)(12)+(16/98)(5)=
1.0612244896+0.1224489792+0.8163265305= 2

Calculo de xs:

(-7/98)(8)+(7/98)(12)+14/98(5)=
-0.5714285712+0.8571428568+0.7142857145= 1

Calculo de x»:

41+ Xo- BX3=8

Sustitucion:

4(2)+x,-5(1)= 8

8+x2-5= 8

Xo= 8+5-8=5

11/98 31/98 -6/98
-7/98 7/98 14/98
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5.5

EJERCICIO 5.5
Introduccion
El ejercicio 5.5 se encuentra en la pagina 107 del libro que estamos estudiando, Métodos
fundamentales de economia matematica de Alpha Chiang; y consta de cuatro (4) problemas que
debemos resolver.
Preguntas y respuestas

1. Use la regla de Cramer para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) 3X1-2X,= 6
2X1+ Xo= 11

Mi respuesta

Desde la pagina 103 hasta la 105, del libro que estamos estudiando, Chiang nos va explicando
cdémo usar la regla de Cramer para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Primero, calculamos el valor del determinante que se encuentra conformado por los coeficientes
de las variables que forman las ecuaciones.

Segundo, luego formamos otro determinante reemplazando los coeficientes de la primera
variable, por los términos constantes y asi sucesivamente.

Tercero, con los resultados obtenidos en el segundo paso, procedemos a calcular los valores de
las variables enddgenas.

Comencemos:
A= |3 -2 |= 3+4=7
2 1

6 -2 |= 6+22=28
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= 33-12=21

o

3 6
2 11

1

Ahora procedemos a calcular los valores de las incognitas:
x*= A/ |A]=28/7=4
x*5= A/ A =21/7=3
b) -X1+3%o= -3
4x1.X= 12

Mi respuesta

Desde la pagina 103 hasta la 105, del libro que estamos estudiando, Chiang nos va explicando
cémo usar la regla de Cramer para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Primero, calculamos el valor del determinante que se encuentra conformado por los coeficientes
de las variables que forman las ecuaciones.

Segundo, luego formamos otro determinante reemplazando los coeficientes de la primera
variable, por los términos constantes y asi sucesivamente.

Tercero, con los resultados obtenidos en el segundo paso, procedemos a calcular los valores de
las variables endogenas.

Comencemos:

AE |13 |= 112=11

A= -3 3 3-36=-33
12 -1
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N

Ahora procedemos a calcular los valores de las incognitas:

1 -3
4 12

= -12+12=0

x*= Al |A|=-33/-11=33/11=3

X*p= }Az

Comprobacidn en la primera ecuacion:

/

A ‘: 0/-11=0

-X1+3X,= -3
-3+3(0)= -3
3=-3

Comprobacidn en la segunda ecuacion:
4x1-X= 12
4(3)-0= 12
12=12
C) 8X1-7x,= 9
X1+ Xo= 3
Mi respuesta

Desde la pagina 103 hasta la 105, del libro que estamos estudiando, Chiang nos va explicando
coémo usar la regla de Cramer para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Primero, calculamos el valor del determinante que se encuentra conformado por los coeficientes
de las variables que forman las ecuaciones.

Segundo, luego formamos otro determinante reemplazando los coeficientes de la primera
variable, por los terminos constantes y asi sucesivamente.

Tercero, con los resultados obtenidos en el segundo paso, procedemos a calcular los valores de
las variables enddgenas.
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Comencemos:
AE [8 -7 |= 8+7=15
1
AEl9 -7 E 9+21=30
31
AEl8 9 |= 24-9=15
1 3

Ahora procedemos a calcular los valores de las incognitas:

x*1= Al |A|=30/15=2

X*p= }Az

Comprobacidn en la primera ecuacion:

/

A ‘: 15/15= 1

8X1-7X2= 9
8(2)-7(1)=9
16-7=9
9=9

Comprobacién en la segunda ecuacion:
X1+ Xo= 3

2+1=3

3=3

d) 5x1+9%,= 14
7X1-3X2: 4
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Mi respuesta

Desde la pagina 103 hasta la 105, del libro que estamos estudiando, Chiang nos va explicando
cdémo usar la regla de Cramer para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Primero, calculamos el valor del determinante que se encuentra conformado por los coeficientes
de las variables que forman las ecuaciones.

Segundo, luego formamos otro determinante reemplazando los coeficientes de la primera
variable, por los terminos constantes y asi sucesivamente.

Tercero, con los resultados obtenidos en el segundo paso, procedemos a calcular los valores de
las variables enddgenas.

Comencemos:

AE 5 9 |= -15-63= 78
7

9
-3

ArE|14 9|= -42-36=-78
4 -3

20-98=-78

A=|5 14
7 4
Ahora procedemos a calcular los valores de las incognitas:

x*= Al |A|=-78/-78=1

X*p= }Az

Comprobacion en la primera ecuacion:

/

A ‘: -78/-78=1

5x1+9x,= 14
5(1)+9(1)= 5+9= 14

Comprobacion en la segunda ecuacion:
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7X1-3X2: 4
7(1)-3(1)=4
7-3=4

4=4



