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PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL TIPO A
Enero-Mayo 2005

Nobre Cve.Unica

Nota 1: Este examen incluye 7 preguntas de opcidn miuiltiple, las cuales deben ser
contestadas con lapiz del nimero 2 0 2 % en la hoja anexa. Es importante que anotes
TODOS tus datos personales en la hoja anexa. En este tipo de respuestas no se califica el
procedimiento.

Nota 2: En la respuesta de cualquier otro ejercicio se debe incluir desarrollo del
procedimiento, de otra manera se considera erronea la respuesta.

Se realizé un estudio sobre los dafios en accidentes automouvilisticos que sufren los nifios.
Sea X la variable aleatoria que denota el nimero de nifios dentro del automoévil y Y la

variable que denota el nimero de nifios que resulta con dafio grave después de un

accidente automovilistico. Si la distribucidn conjunta de las variables X y Y esta dada por

X
1 2
0 0.12 0.08
Y 1 0.48 0.12
2 0 0.2

(a) Obtenga la funcién generadora de momentos (f.g.m.) de la variable X.
(b) Con base en la f.g.m. obtenida en el inciso (a) obtenga la varianza de la variable X.
(c) PREGUNTA (1) DE OPCION MULTIPLE.
éCudl es el valorde P(X = 1.5|-0.5 <Y < 1.5)?
a. 0.2 b.0.25 c.0.8 d. Ninguna de las anteriores

(d) ¢Son independientes las v.a. X y Y? Justifica tu respuesta
Y
(e) Calcule E [}]

Suponga que el nimero de pasajeros X que documenta su equipaje en cierta linea aérea
se puede modelar como una variable aleatoria Poisson y que en promedio 12 pasajeros

por HORA documenta su equipaje en esta linea.
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(a) Obtenga la probabilidad de que entre las 8 a.m. y las 9 a.m. mas de 6 pasajeros
documenten su equipaje en esta linea, si ya han documentado su equipaje al menos 4
(b) Si el costo por hora de documentar equipaje por la linea aérea estd dado por
C = 800 — X?2. Obtenga el costo esperado y la varianza del costo.
(c) PREGUNTA (2) DE OPCION MULTIPLE
¢Cual es la probabilidad de que entre las 10 a.m. y las 10:30 a.m. mds de 3 pasajeros
documente su equipaje en esta linea?
a.0.849 b.0.735 c.0.151 d. Ninguna de las anteriores
(d) ¢Cual es la probabilidad de que transcurran mas de 15 minutos entre dos pasajeros de
esta linea?
Sea X la variable aleatoria que modela las ventas mensuales de cierta empresa (en
millones de pesos) por concepto de papeleria y sea Y la variable que denota las ventas
mensuales (en millones de pesos) por concepto de accesorios de computo. Suponga que
el vector aleatorio (X,Y) tiene distribucion Normal bivariada con media y varianza dadas
por:

w= (Z)y() - (280) voa= (0%405 0'3 5)
(a) éCual es la probabilidad de que en un mes dado las ventas por concepto de accesorios
de computo excedan 22 millones de pesos?
(b) ¢Cual es la varianza de las ventas totales por papeleria y accesorios de cdmputo?
(c) PREGUNTA (3) DE OPCION MULTIPLE
Si en un mes dado las ventas por accesorios de cémputo (Y) son de 15 millones de pesos,
éCudl es la probabilidad de que las ventas por papeleria (X) sean mayores de 5 millones
de pesos?
a.0.0838 b.0.25 c.0.916 d.0.5
(d) PREGUNTA (4) DE OPCION MULTIPLE
Si las ventas de cada mes son independientes. ¢Cudl es la probabilidad de que en mas de 3
de los siguientes diez meses las ventas por accesorios de cémputo excedan 20 millones

de pesos?
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a. 0.7641 b.0.8281 c.0.1719 d. Ninguna de las anteriores
Problemas varios

PREGUNTA (5) DE OPCION MULTIPLE

Una poblacidn de votantes estd conformada por 25% de republicanos, 35% de demdcratas
y 40% liberales. Se sabe que el 20% de los republicanos, el 30% de los demécratas y el 10%
de los liberales estan a favor de cierta cuestion politica. Si se selecciona alearoriamente
una persona de esta poblacion y la respuesta es EN CONTRA de esta cuestién politica.
¢Cudl es la probabilidad condicional de que esta persona sea demécrata?

a.0.353 b.0.805 c.0.304 d. Ninguna de las anteriores

(b) SiP(AUB) =0.8,P(A) = 0.5y P(A|B) = 0.4 Encuentre la P(B)

Nota No puedes asumir que los eventos son independientes o mutuamente excluyentes (a
menos que lo demuestres).
Sean X; y X, dos v.a. con funcién de densidad conjunta dada por:
frox, X1,X2) =2(1—x) si 0<X;<1,0<x,=<1
Y sean (Y3, Y,) una transformacidn de las v.a. X; y X, dada por:

Y1 = XX, y ,=X

(a) Calcula P(X; + X, < 1/2)

(b) Obtenga la densidad conjuntade Y, y Y5 fy, v, (7, ¥2). Verifique que efectivamente se trata

(c)

de una funcidén de densidad de probabilidad conjunta.

PREGUNTA (6) DE OPCION MULTIPLE.

éCuales son los valores permitidos (simultaneos) que pueden tomarlasv.a. Y; y Y, ?
a.0<y;<1,0<y,<1 b.0<y;, <1, y;, <y, <1

CO<SYy, <1, 0<y, <y d.0<y <3, 0<y,<1/2

Un padre y un hijo usan el mismo auto y entre ambos comparten la responsabilidad de
comprarle gasolina. Sea X [ la v.a. que modela los litros de gasolina que compra el padre
en una semana y @'Y la v.a. que modela los litros de gasolina que compra el hijo en una
semana. Suponga que el comportamiento probabilistico de estas dos variables esta dada

por la funcién de densidad conjunta:

fxy(x,y) = kB(xyBR) si 0<BEx < 20,Bx < By < 2xB
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Donde Pk = 1/(60,000).

-Para este problema se tiene la siguiente informacion:

( Z2aky® s
- ky si0<y<20
=i &y
=400y ——]si20<y <40
\2 4
E[X] =16 E[Y] = 24.89
V(X) =10.67 V(Y) =47.21
(a) PREGUNTA (7) DE OPCION MULTIPLE
¢Cudl es la probabilidad de que los litros comprados por el padre (X) sean mas de 10, si se
sabe que los litros comprados por el hijo (Y) fueron menos de 20, en una semana dada?

a.0.25 b.0.5 c.01875 d.0.75

(b) Obtenga la densidad marginal de los litros comprados por el padre fy(x).

(c) Obtenga el valor esperado de litros comprados por el hijo (Y) dado que el padre
compra 20 litros (X).

(d) SiW = 3Y — 5X. Obtenga la varianza de la variable W.

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL TIPO A
Agosto-Diciembre 2005

Nombre: Clave Unica

PARTE |
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A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion muiltiple, las cuales deben ser
contestadas con ldpiz del niumero 2 o 2%, en la hoja anexa. Es importante que anotes tus
datos personales. (No se califica su procedimiento)

¢Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?

a) Sean Ay B dos eventos ajenos (esto es, ANB =@)con P(A)>0 vy P(B) >0,
entonces A y B no son independientes.

b) Si A es un subconjunto del espacio muestral Q y {B;,B,, ..., B;} construyen una
particidon de () . Entonces A puede descomponerse de la siguiente manera
A=(ANB))U(ANB,)U..U(ANBy).

c)Si P(A|B) = P(A|B¢), entonces A y B son independientes.

d) Sean A4, A,, ..., A, eventos del espacio muestral ). Entonces, se dice que los eventos
son independientes si y sélo si son independientes dos a dos.

(5 puntos)

¢Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?

a) Suponga que X~y2(m),S = X + Y~y?(m + n) y que X yY son independientes,
entonces S — X~x?2(n)

b) Suponga que X;~ Exp(100), entonces Y12, X; ~Gama(100,10).

c) Si X~Gama(6, k), entonces Y = % ~x2 (k).

d) Si X;~N(u;, al-z); i =1,2,...,n denota variables aleatorias independientes normalmente
distribuidas, entonces Y = Y, a;X; ~N(XL, a;ju;, Yi-q a;20;%).

(5 puntos)

. SupongaqueP(X <x)=1-exp(—x),x =>1yP(X <x)=0,x < 1.¢iCudl de los
siguientes enunciados es verdadero?

a)P(X=2)=1—-exp(-2)yP(X =1)=1—exp(—1)
b)P(X=2)=1—-exp(—2)yP(X <1) =1-—exp(—1)
P(X<2)=1—-exp(-2)yP(X <1)=1—-exp(—1)
dP(X=2)=1—-exp(-2)yP(X <1)=1-—exp(—1)

(5 puntos)
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4. ¢Cual de las siguientes afirmaciones es falsa?
a) Sean Xy, X, ..., X,, variables aleatorias independientes indénticamente distribuidas
tales que X;~Unif (0,1). Definimos
Y, = ?=1Xi-
Entonces, la funcion de distribucidn de Y, converge a la funcidn de distribucion normal
Y,~N (2,1”—2) conforme n tiende a infinito.

b) Sean X, X,, ..., X,, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
tales que X;~Bernoulli(p) y considérese Y, = /-, X; . Si permitimos que p - 0
conforme n — oo de tal manera que np = u, para u > 0 fijo, entonces Y,, converge ala
funcién de distribucién Poisson con pardmetro p

c) Sean Xi,X,, ..., X, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas

tales que X;~Bernoulli(p) y considérese Y,, = Y:I-, X;. Entonces Z,, = I _ 2 4onde

On On
op = \/m converge a la distribucion normal estandar conforme n tiende a
infinito.
d) Sean X4, X,, ..., X;, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas tales

n
i=1 Xi

que X;~N(u, 5?). Entonces, la funcién de distribucién de X,, = converge ala

funcién de distribucién normal X,,~N (u, no?).

(5 puntos)
5.- Sea X una funcidn de densidad continua con la siguiente funcion de densidad de
probabilidad

fO) =afi(x) + (1 -a)fz(x),

donde f;(x) y f>(x) son funciones de densidad de probabilidad y 0 < a <1, y; y 0?;
denotan la media y la varianza correspondientes a f;(x), i = 1,2. Diga cual de las
siguientes afirmaciones es falsa
a) E[X] = aug + (1 — a)p
b) Var(X) = a®c®, + (1 — a)?c?, + 2a(1 — a)o? 0%,

c)Var(X) = ac®; + (1 —a)o?, + a(l — a)(uy — pz)?
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d) E[X] = [ x( afy(x) + (1 - @) fp(x))dx
(5 puntos)
6.- Diga en cuadl de los siguientes casos se cumple la igualdad en la desigualdad de
Tchebyshev.
a) Si X~N(u, 02); para k=2
b) Sea X la variable aleatoria discreta que toma los valores -1,0 y 1 con probabilidades

l, s y = respectivamente; para k=2
8’ 8’8
c) X~U(0,10); para k=4

d) En ninguno de las anteriores

(5 puntos)

PARTE Il

Indica claramente el inciso que estas resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiliedad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin debida justificacion no dan crédito.

En cierta compania se debe seleccionar un comité de tres personas de un grupo de dos

economistas, dos contadores y un ingeniero. Sea X el nimero de economistas y Y el
numero de contadores en el comité.

a) Determina la distribucién de probabilidad conjunta de X y Y. (5 puntos)
b) Obtenga la funcidn generadora de momentos de la variable X. (4 puntos)

c) Con base en la f.g.m. obtenida en el inciso (b) obtenga la varianza de la variable X

10
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(3 puntos)
d) Calcule P(X = 1]0.5 < y < 2.5) (3 puntos)
e) éSon X y Y independientes? (3 puntos)

Sea X la variable aleatoria que representa la demanda anual de un producto que es
medido en escala continua, por ejemplo, un pesticida, el cual es medido en galones (o
fracciones de galdn). Al inicio del aifo, una tienda de productos agricolas ordena c galones
a un precio d, pesos por galéon y vende estos a sus clientes a d, pesos por galén. El
pesticida pierde su efectividad si es almacenado después de la temporada de cultivo, por
lo tanto, cualquier cantidad de pesticida no vendida al final del afo se considera una
pérdida.

a) Si S es la cantidad vendida, verifique que:

E[S] = jcxf(x)dx +c[1 - F(c)]
0

Donde f(x) es la funcion de densidad y F(x) es la funciéon de distribucion de X. (5
puntos)

b) Verifica que la cantidad ¢, que maximiza la ganancia neta esperada es el p-ésimo
dy—d,

percentil de la distribucion de X con p= . [Sugerencia: use el teorema fundamental

del cdlculo] (10 puntos)
c)Sidy =6yd, =14y X~Unif (980,1020), encuentre el valor 6ptimo de c. (2 puntos)

3. Sea X; y X, una muestra aleatoria de tamafio 2 de una distribuciéon con funcién de
densidad de probabilidad igual a:

1
— 1<x; <o
f(xl) = Xiz !
0 en otro caso
Obtenga la funcion de densidad conjuntade U = X;X, yV = X; .
(6 puntos)
4.- Las variables aleatorias continuas X y Y tienen la siguiente funcién de densidad de

probabilidad conjunta

11
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gg)
Fly) = 10) co<<y<x <o
0 en otro caso
Donde G (x) es una funcién de distribucion acumulada tal que g(x) = dflix)

a) Verifique que las funciones de densidad de probabilidad marginal de X y Y estan dadas
por

fx () = g —<x<w

fr) =—gMInG(y) —oo<y< oo

respectivamente. (5 puntos)

b) Verifique que fy (y) = —g(y)InG(y) es una funcién de densidad de probabiidad.
(5 puntos)

c) Encontrar la funcidn de densidad de probabilidad de V = —InG(Y) (5 puntos)

5.-Sean X;y X, variables aleatorias independientes normalmente
distribuidas, X;~N(u;, 0;2) yseanY; = X, yY, = X; + X,

a) Verifique que la distribucién conjunta de Y; y Y, es una normal bivariada (7 puntos)
b) éCual es la media, la varianza y el coeficiente de correlacién de Y; y Y,? (3 puntos)
c) Encuentre la distribucién condicional de Y, dado ¥; = y;(3 puntos)

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL TIPO A
Enero-Mayo 2006
Nombre Clave Unica:
El Examen consiste en dos partes con un total de 100 puntos
PARTE |
A continuacion se presentan 10 preguntas de opcion muiltiple, las cuales deben ser
contestadas con lapiz del nimero 2 en la hoja anexa. No se califica el procedimiento.
Cada una tiene valor de 3 puntos
siA € B c C, écudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

(@) P(C N B) = P(B N A°), (b) P(C N A°) = P(B N A°)

12
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(c) P(B N A€) = P(C n B), (d) P(A) + P(B) < P(C)

. Si A esindependiente de B y A es independiente de C, écual de las siguientes

afirmaciones es verdadera?

(@) By C son independientes

(b) B y C son ajenos o disjuntos

(c)P(ANB)=P(ANC)

(d) Ninguna de las anteriores

. Sea X una variable aleatoria con distribucién Binomial (n,p). Sip > 0.5, el coeficiente de
asimetria a3 es :

(@az; <0 (b)az >0 (c)az =0 (d) Ninguna de las anteriores

. Sean B4, B,, ..., B,, una particién del espacio muestral,i.e., BjUB, U ..UB, =1y
BiNBj=@parai #jy P(Bj) > 0. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?
(a) Si A es un evento contenido en 2, tal que P(A) > 0 entonces

P(B;)P(A|B))

P(B14) = S Bopcalsy

(b) Si B es un evento tal que B = U;‘lej para 1 < k < n, entonces

k
P(B) < z P(B))

J
(c) P(UiLy B)) = Xi=1 P(B)
(d) Ninguna de las anteriores
. Sea X variable aleatoria discreta con funcién de distribucién F,. Sean a < b dos nimeros
reales. ¢ Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?
(@P(X = a)=1—-F,(a)
(b) PAX > a} U {X < b}) = F(b) — F(a)
(c) PAX > a} n{X < b}) = F(b) — F(a)
(d) P(1X] < @) = F(a)
. Si X yY son variables aleatorias independientes con X~Binomial(10,0.5) y
Y~Binomial(15,0.4), entonces la variable aleatoria W = X + Y tiene una distribucién:

(a) Binomial (25,0.9) (b) Binomial (25,0.5)

13
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(c) Binomial (25,0.4) (d) Ninguna de las anteriores

Considera las siguientes funciones de densidad conjuntas

Sy (6 y) = xylio21 ()10, (¥) (A)
fuy @, v) = 3e™ eV I1g ) (V) [o,00) (W) (B)
fwz(w,z) = 8wzl ;1 (W)l 11(2) ©
for(s,t) = e OOl 01(5) 110,00 (1) (D)

¢Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

(a) En todos los casos las variables son independientes.

(b) Tanto en (A) como en (B), las variables aleatorias son independientes.

(c) Tanto en (A) como en (D), las variables aleatorias son independientes.

(d) Tanto en (C) como en (D), las variables aleatorias no son independientes.

Sean Xj , k = 1, ...,10 variables aleatorias independientes con distribucién Poisson con
E[X,] = k, para cada k = 1, ...,10. Entonces la distribucién de Y = Z,ﬁile es:

(a) Y~Poisson(10).

(b) Y~Poisson(55).

(c) Y~Exponencial(10).

(d) Ninguna de las anteriores.

Si X es una variable aleatoria definida por

X = {1 six €A
0 en otro caso
Entonces la esperanza de X es:
0.0 (b) 1.0 (c) P(A) (d) No se puede saber

Suponga que el vector aleatorio (X,Y) sigue una distribuciéon normal bivariada con vector
de medias y matriz de varianzas y covarianzas dadas por
(.U1) ¥ af 01,2
VYR 01,2 03

¢Cual de las siguientes afirmaciones es FALSA?

14
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[x—#1+PU—2(}’—#z)]

1

oo—e
J2mot(1-p?)
(b) X~N(py,0) y Y~N(tz, 05).

(c) Sioy, = 0 entonces X y Y son independientes.

@PX<tly<y) =/

(d) Ninguna de las anteriores

208(-p%  (y.

ITam
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EXAMEN FINALTIPO A
PARTE Il
A continuacidon se presentan 6 problemas a desarrollar. Identifica claramente en tus
respuestas el nimero del inciso que estas contestando. Justifica tus resultados por muy
obvios que parezcan. Un nimero o resultado sin justificar no se calificara. Total 70
puntos
(7 puntos) Una urna tiene 6 pelotas de las cuales 3 son verdes. Primero se elige al azar un
nimero n del conjunto {1,2,3,4} y después se selecciona una muestra de n pelotas sin
reemplazo de la urna. Encontrar la probabilidad de que aparezca una pelota verde en la
muestra.
(10 puntos) Si la media, la varianza y funcién generadora de momentos de una variable
aleatoria X estan dadas por u,a? y M, (t), para t € (—o0, ), respectivamente, y si Y es
otra variable aleatoria cuya funcion generadora de momentos estd dada por:
My, () = eMx®~1 _oo < ¢ < 00
Donde c es una constante positiva. Exprese la media y la varianza de Y en términos de la
media y la varianza de X.
(10 puntos) Sea X una variable aleatoria con densidad Uniforme (0,1). Muestre que
si Y = —Alog(X) con A > 0. Entonces la distribucion de la variable aleatoria W es
exponencial con pardmetro A.

Sean (X,Y) variables aleatorias conjuntamente distribuidas con funcién de densidad

_ (24xy si 0<x<10<y<10<x+y<l1
fX’Y(x'y)_{ 0 en otro caso

(a) (10 puntos) Encuentre la funcidn de densidad conjunta de

U=X+Y,;V=X

(b) (10 puntos) Obtenga las densidades marginalesde Uy V.
Sea X la cantidad de determinado articulo que un vendedor almacena a granel a principio
de una semana. Suponga que X sigue una distribucién uniforme en el intervalo (0,1). Sea
Y la cantidad vendida durante la semana. Suponga que Y tiene uina distribucion uniforme

en el intervalo 0 < y < x, dado que x es un valor especifico de X.

16
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(a) (5 puntos) Determine la funcién de densidad conjunta de (X,Y).

(b) (5 puntos) Si el vendedor almacena una cantidad de 1/2, écual es la probabilidad de
que venda una cantidad mayor que %?

(c) (5 puntos) Si se sabe que el vendedor almacend una cantidad igual a 1/4, écudl es el
valor esperado de la cantidad vendida?

(8 puntos) Cierto articulo tiene un precio de oferta en el mercado igual a P,. El cual se
distribuye normal con media de $50 y desviacién estandar de $5. El precio maximo que
estan dispuestos a pagar los consumidores (precio de demanda) también es una variable
aleatoria Pp, cuya distribucion es normal con media $45 y desviacion estdndar $2.5.
Suponga que P, y Pp son independientes. Calcule la probabilidad de que tenga lugar una
transaccién. [Sugerencia: las transacciones tendran lugar si y sélo si el precio de oferta es
menor o igual al de la demanda.]

CLAVE UNICA: Probabilidad
Ago Dic 2006 Examen final Tipo B

17
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Los problemas no estan en orden de dificultad, por lo que te recomiendo que leas
brevemente todo y comiences por los problemas que consideres mds sencillos. Por favor
marca claramente la letra de tu respuesta en la pregunta de opcion multiple en la hoja de
respuestas. Nota: “ndla” significa “ninguno (ninguna) de los (las) anteriores”. Para
preguntas de desarrollo aseglrate de poner alguna justificacidon y sin ambigliedad.

(6 PTS). Si A es independiente de B y A es independiente de C, écual de las siguientes
afirmaciones es verdadera?

a.P(ANnB) =P(ANC).

b. By C son ajenos o disjuntos

c. By C son independientes

d.ndla

(6 PTS). Sea X la variable aleatoria con funcién acumulada F, y sea a < b niUmeros reales
¢Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a.Si0 < aentonces P(|X| > a) = 2(1 — Fx(a)).

b.P{a < X}n{X =b}) =1—-F,(b) — E(a).

c. P{a< X}u{X <b}) =FE,(b) +1—FE.(a).

d.P({a < X} n{X < b}) = FE,(b) — E.(a).

(6 PTS). Sea Y una variable aleatoria con densidad normal con media cero y varianza 4. Si

¢ = E[Y3], entonces:

a.c<0

b.c=0

c.0<c

d. No existe valor esperado

(6 PTS). Sea X la variable aleatoria discreta que sélo toma valores enteros no negativos, y
con funcion de distribucidn acumulada F, ¢Cual de las siguientes afirmaciones es cierta?
a. P(1X| < 2) = E.(2) b.P(X>=3)=1-F,(3)

c. P(X <2)=F/Q1) d.P(2<X<3)=FQ@3)—-F(2)

(6 PTS). Considera las siguientes funciones de densidad conjuntas:

(1) f(x,y)z% si0 <x<2y0<y<1 ycerodeotraforma
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(2) f(u,v) = 3e%e % si0<v<uy0<u ycerodeotraforma
(3) f(w,z) = 8wz si0<w<z y0<z<1ycerodeotraforma
4) f(x,y) = e *+¥) si0 < xy0 <y ycerode otraforma

¢Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a. En todos los casos las variables son independientes.

b. Tanto en (1) como en (4), las variables aleatorias son independientes.

c. Tanto en (1) como en (2), las variables aleatorias son independientes.

d. Tanto en (3) como en (4), las variables aleatorias no son independientes.

(15 PTS). Sean X; y X, el numero de clientes correspondientes, que llegan a dos cajas
registradoras alejadas, en el intervalo de las 12:00 a las 12:30 de un supermercado. Si
suponemos que X; y X, son variables aleatorias independientes con distribucién Poisson
con media igual a 4 y 2 en dicho intervalo respectivamente, écudl es la probabilidad de
que el total de clientes que llegan a ambas cajas, en el intervalo de las 12:00 a las 12:20,

exceda a 107 Justifica tu respuesta

(15 PTS). Sea X = (X, X, X3)T un vector aleatorio con E[X;] = i,Var(X;) = 4,i =
1,2,3,

Cov(X1 X;) = 0. Cov(X1X3) = 0. Cov(X, X3) = 3.
Calcula

E[(X1 — X3) (X3 — 2X5)]

(15 PTS). Supongamos que X tiene densidad uniforme en (—1,1) . Encuentra la densidad
de Y = X? y verifica que es funcién de densidad. éEs la densidad de Y una funcién

acotada?

(10 PTS). Considera (X;, X,) vector aleatorio normal bivariado con y; = 3,u, = 1,02 =

16, 0% = 25y p = 2. Calcula P(0 < X, < 7|X; = 7)
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10. (15 PTS). Sean X;, X, variables aleatorias independientes con densidad normal estandar.
Sean U; = X; + X, y U, = X; — X,. Encuentra la densidad conjunta de (Uy,U;), éson

variables aleatorias independientes? Justifica tu respuesta.
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PROBABILIDAD
Examen Final TIPO A
Mayo 2007

Nombre: Cve. Unica:

Parte |
Nota 1: En esta parte del examen, la respuesta de cualquier ejercicio debe incluir el
desarrollo del procedimiento, de otra manera se considerara errénea la respuesta.

1. Una persona estd analizando la conformacidén de un portafolio de inversién con los
instrumentos 1, 2, 3. Sea (X, Y, Z) el vector aleatorio que modela el rendimiento
de los instrumentos de inversion, respectivamente. Si se considera que la
distribucién de este vector aleatorio es Normal multivariado con media y varianza

dadas por:
HUx 15% 22 —47 3
y= (w) = <21%> y 2= <—4.7 3.42 5)
254 0% 3 5 1

(@) Si un dia el instrumento 2 tiene un rendimiento del 25%, ¢éCudl es la
probabilidad de que ese dia el instrumento 1 tenga un rendimiento menor que
14%? [7 puntos]

(b) Si esta persona forma un portafolio en el cual el 60% de la inversidn total lo
hace en el instrumento 1, el 30% en el instrumento 2 y el resto en el
instrumento 3 ¢Cudl es la probabilidad de que el rendimiento total de este
portafolio sea mayor al 25%? [8 puntos]

2. Un padre le da a su hijo $100 mas una cantidad variable de dinero extra cada
domingo. Para esto le pide que seleccione simultaneamente (al mismo tiempo) 3
monedas de una caja que contiene 4 monedas de $10 y 2 monedas de $5. Sea X la
v.a. que representa el nimero de monedas de $10y Y la v.a. que representa el
ndmero de monedas de S5 que selecciona el hijo.

(a) Obtenga la distribucion de probabilidad conjunta de las variables X yY. [6
puntos]

(b) Sea T la cantidad total de dinero que el padre le da al hijo cada domingo.
Obtenga la funcién de probabilidad de la variable T. Recuerde que el padre le
da “de cajon” $100 pesos a su hijo. [6 puntos]

(c) Obtenga la varianza de la cantidad total T de dinero que recibe el hijo cada
domingo. [6 puntos]
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3. Suponga que el vector aleatorio (X,Y) se distribuye uniformemente dentro del
triangulo A con vértices en (0,0),(1,0) y (0,1). Es decir, la funcion de densidad
conjuntadelasv.a. X yY esta dada por:

2 si(xy) €A
0 en otro caso

far(x,y) = {

(a) Obtenga la funcion de densidad marginal de la v.a. X. [6 puntos]
(b) éSon las v.a. Xy Y independientes? Justifica tu respuesta. [ 7 puntos]

(c) Calcula la covarianza entre las v.a. Xy Y. [ 7 puntos]

(d) Calcula P (Y < Z|X = % ) [9 puntos]

4. Un juego consiste en lanzar una moneda cargada de tal forma que la probabilidad
de que el resultado sea aguila es 2/3. Si aparece aguila se extrae aleatoriamente
una pelota de la urna A que contiene dos pelotas rojas y tres verdes; si el resultado
es sol, se extrae una pelota de la urna B que contiene dos pelotas rojas y dos
verdes. Si al final del juego se tiene una pelota roja écual es la probabilidad de que
haya sido extraida de la urna A? [ 8 puntos]
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Parte Il

Nota 2: A continuacidn se presentan 10 preguntas de opcion muiltiple, las cuales deben
ser contestadas con lapiz del nimero 2 6 2 %, en la hoja anexa. Es importante que
anotes TODOS tus datos personales en la hoja anexa. En este tipo de respuestas no se
calificard el procedimiento. Cada una de las preguntas vale 3 puntos.

1.

¢Cual de las siguientes afirmaciones es falsa?

(a) Si A y B son dos eventos ajenos (o mutuamente excluyentes) entonces A y
B¢ también son ajenos.
(b) Si A y B son dos eventos independientes, entonces A y B® también son
independientes.
P(ANB)

(c) La expresion P(AN B|A U B) se reduce a PAE) "
(d) Si Ay B son dos eventos independientes se tiene que P(A|B) = P(A)

Sea X con distribucién Binomial(10,0.6), yY = 100 + X?2. La esperanza de la v.a.
Y es:
(a) 138.4 (b) 38.4 (c) 136 (d) ninguna de las anteriores.

¢Cual de las siguientes afirmaciones es falsa?

(@) Enla distribucién Binomial, la media es mas grande que la varianza.

(b) Bajo la distribucion uniforme, cualquier intervalo (dentro del soporte) de la
misma longitud tiene la misma probabilidad.

(c) Enla distribucién normal estandar, el primer cuartil es negativo.

(d) Ninguna de las anteriores

Si X y Y son dos variables aleatorias discretas y a, b, c son niumeros reales distintos
de cero, écual de las siguientes afirmaciones es falsa?

(a) Cov(X,2Y) = 2Cov(X,Y)

(b) Var(aX — bY) + ¢) = a?Var(X) + b?Var(y) — 2abCov(X,Y).

(c) Si el coeficiente de correlacién entre Xy Y es igual a -1 entonces si la v.a. X
disminuye, se esperaria que la v.a. Y también disminuya.

(d) Si Cov(X,Y) = 0, entonces se dice que las variables no estan correlacionadas
linealmente.

Sea T el tiempo en minutos que tarda una persona en ser atendida en cierta
sucursal bancaria. Si la variable T se puede modelar probabilisticamente como una
variable exponencial con varianza de 36 min?. éCuél es la mediana del tiempo que
tarda una persona en ser atandida en esa sucursal bancaria?

(a) 3.47 (b) 4.16 (c)-0.12 (d) Otro valor negativo.
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Si X y Y son dos variables aleatorias discretas tales que V(X) =16, V(Y)40y
Cov(X,Y) = 10, entonces lavarianza de la variable W = —2X — 3Y + 5 es igual
a:
(a) 361 (b) 484 (c)364 (d) 544
Si X es unav.a. con funcion de densidad dada por:
1
— - <
- 10 8<x<0
fx)=41 1
———x0<x<4
|10 40 oS
0 e.o.c
La mediana de lav.a. X es:
(a) 2.0 (b)-4.0 (c)-3.0 (d)o.o
Sea f(x) =2(1 —x)si0 < x < 1.Entonces, la E [ﬁ] es:
(a) 2.0 (b) 1.0 (c) 0.0 (d)Ninguna de las anteriores
Sean X; y X, dos v.a. con funcién de densidad conjunta dad a por:
lexz(xl.X'Z) = 2(1 —xl) si 0< X1 < 1, 0< Xy <1
Y sean (Y; Y;) una transformacion de las v.a. X; y X, dadas por:Y; = X1 X, v
Y2 = X1
éCuales son los valores permitidos (simultdneos) que pueden tomar las v.a.Y; vy
Y,?
) 0<y; <1,0<y,<1 b)0<y; <Ly, <y, <1
d0<y;<1,0<y, <y (d)OSy1S§,0SyzS§
Si X y Y son v.a. independientes con X~Gamma(a, B) y Y~Gamma(4, B)
entonces lav.a. W = X + Y tiene una distribucién Gamma con parametros:
(@) (ad,p) (b) (@+4,28)  (c)(ar,28)  (d)(a+4,p)
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Probabilidad Examen final-A Nombre:
Ago-Dic 2007

Parte I. (36 puntos) Preguntas de opcion multiple. Es importante que anotes todos tus
datos personales en la hoja anexa. En estas preguntas no se califica el procedimiento.
Solo hay una respuesta correcta.

(4°*) 1. Si la funcién generadora de una variable aleatoria X esta dada por M(t) = eStZ,
entonces la mejor aproximacion de P(X < 2) es:
(a)0.6 (b) 0.7 (c)0.8 (d) 0.9

(4°%) 2.Si X, Y vy Z son variables Poisson independientes con pardmetro A, entonces las
variables aleatorias X + Y y Y + Z tienen coeficiente de correlacion igual a
(@)o (b) A (c) 2A (d) %

(4°%) 3. Supdngase que P(AU B) = 0.7 y P(A U BS) = 0.9. Entonces P(A) es igual a
(a)0.2 (b) 0.4 (c) 0.6 (d) 0.8

(4°%) 4. Se sacan dos pelotas sucesivamente, al azar y sin reemplazo, de una caja que
contiene 5 pelotas blancas y 10 negras. {Cudl de los siguientes eventos tiene la
probabilidad mas grande?

(a) La segunda pelota extraida es negra.

(b) La primera pelota extraida es negra.

(c) La primera pelota extraida es blanca.

(d) Alguna de las dos pelotas extraidas es negra.

(4°*) 5.Si P(A|B) = 1 entonces P(B° |A°) = esigual a
(a)o (b) no se puede saber ()1 (d) 7

(4°®) 6. La probabilidad de que una persona escogida al azar tenga algiin problema
respiratorio es de 1/4. Las personas que tienen problemas respiratorios tienen el doble de
probabilidad de ser fumadores que los que no tienen problemas respiratorios. ¢Cudl es la
probabilidad condicional de que una persona tenga problemas respiratorios dado que es
fumador?

(@) 1/4 (b) 1/3 (c)2/5 (d)1/2

(4°%) 7. Sea X una variable aleatoria gamma con pardmetros a= 1y A= 1, y Y una variable
aleatoria gamma con pardmetros a= 0.5 y A= 1. Las v.a.s X y Y son independientes. ¢ Cual
de las siguientes afirmaciones es verdadera?

(@) X +Y es exponencial con parametro A= 2.

(b) X + Y es gamma con parametros a= 1.5y A= 2.

(c) X +Y es gamma con parametrosa=1.5yA=1.

(d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es verdadera.
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(4°*) 8. Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad f, écudl de las
siguientes afirmaciones es necesariamente falsa?
(@Q)P(X?>0)=0 (b)PXespar) =0 (c)P(X>0)=0 (dP(X<0)=0

(4°%) 9.Sean Xy Y variables aleatorias exponenciales e independientes, y sean:

U=X+YyV = ﬁ La densidad conjunta f, ,(u, v) es distinta de cero para los pares
(u,v), donde
@u,v>0 (bu>0y0<<u<v (Qu>0y0<v<l ((du>1yv>u
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Parte Il. (64 puntos) Contesta mostrando tu procedimiento. Sélo se dara crédito si las
respuestas estan debidamente justificadas.

(24°%) 1.Sean Xy Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta dada por

2 —1<x<1 <y <x2
f(x,y)z{s/ si <x<1y0<y<x
0 en otro caso

Adicionalmente, se tiene que las marginales son f,(x) = (3/2)x?* para—1<x <1y
) =31~ \/}) si0 <y <1,y cero en otro caso. Calcula

(@) (5pts.) E[X].

(b) (5pts.) E[X|Y = 1/2].

(c) (7 pts.) Cov(X,Y).

(d) (5 pts.) éSon independientes X y Y? Justifica.

(20P*) 2. Las ventas en dos semanas sucesivas, en miles de délares, tienen distribucion
normal bivariada con media comun 40, desviacion estdndar comun 6, y correlacion de 0.6.
(a) (5 pts.) ¢Cudl es la distribucidon de las ventas de la primera semana?

(b) (5 pts.) Calcula la varianza del total de ventas de las préximas dos semanas.

(c) (5 pts.) Calcula la probabilidad de que el total de ventas de las proximas dos semanas
exceda 90.

(d) (5 pts.)Si sabemos que en la primera semana se vendieron 50 unidades, calcula la
probabilidad condicional de que se vendan mads de 50 unidades en la segunda semana.

(20°*) 3. Un amigo nos recomienda la siguiente estrategia ganadora para apostar en la
ruleta. Comenzamos por apostar S1 a rojo. Si sale rojo (con probabilidad 18/38), entonces
el jugador debe tomar su ganancia de $1 vy retirarse. Si el jugador pierde esta apuesta (con
probabilidad 20/38), entonces debe apostar S1 a rojo en los siguientes dos tiros de la
ruleta, y luego retirarse. Sean X las ganancias del jugador al retirarse.

(a) (5 pts.) Calcula la funcion de masa de probabilidad de X.

(b) (5pts.) Encuentra P(X > 0), la probabilidad de que las ganancias sean positivas.

(c) (5 pts.) Calcula E[X].

(d) (5pts.) Usa los resultados anteriores para comparar esta estrategia con la alternativa
de hacer una sola apuesta a rojo y retirarse. ¢Cual es mejor? éPor qué algunos jugadores
no estan dispuestos a jugar con esta estrategia? Justifica.
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Probabilidad Examen final-A  Nombre:
Primavera 2008

Parte I. Preguntas de opcidn muiltiple. Es importante que anotes todos tus datos
personales en la hoja anexa. En estas preguntas no se califica el procedimiento. Sélo
hay una respuesta correcta.

(4°%) 1. Sean E,F y G con probabilidades positivas y menores a uno.Si Ey G son
mutuamente excluyentes, F Es subconjunto de E, y la probabilidad de que ocurra FE es el
doble de la de F, écual de las siguientes afirmaciones es falsa?

(a) P(E|F) = 1 (b) P (E|F) =1 (c)P(EUF|G) =0 (d) P(F|G) = 0.

(4°%) 2.Si XyY son variables aleatorias con media u y varianza 1, entonces el valor
esperadode W = (X —u)?+ (Y —u)?es

(@)1 (b)O (c) n (d) 2

(4°%) 3. Si X y Y son variables aleatorias normales estandar, que tienen distribucion
conjunta normal bivariada con correlaciéon p = 0.5, entonces la mejor aproximacién de
P(X+Y <1)es

(a) 0.2182 (b) 0.3584 (c)0.7181 (d) 0.8819.

(4°®) 4. Si XyY son variables aleatorias normales estandar, que tienen distribucion
conjunta normal bivariada con correlaciéon p = 0.5, entonces la mejor aproximacién de
P(X>0|lY =1) es

(a) 0.0645 (b) 0.2388 (c) 0.4035 (d)0.7181

(4°*) 5.Si X yY son vgriables aleatorias,y U = X + Y,V = X — Y, entonces Cov(U,V )
esigual a a
(@) Var(X) + Var(Y )
(b) Var(X) - Var(Y %
(c)Var(X) + Var(Y )- Cov(X,Y )
(d)Var(X) + Var(Y )- 2Cov(X,Y )

(4°%) 6. Se sacan sucesivamente cartas de una baraja usual de pdker de 52 cartas, sin
reemplazo, hasta obtener un as (hay 4 ases en una baraja). La probabilidad de sacar el
primer as en la tercera extracciéon es

(a) 0.0775 (b) 0.0921 (c) 0.0680 (d) 0.3589

(4°®) 7. Sea X una variable aleatoria Poisson con media 1. La mejor aproximacion de
E[e™(.5X)] es
(@)o (b) 1 (c) 2 (d) 3

28

——
| -



ITam

(4°%) 8. Sean Ay B eventos mutuamente excluyentes con P(4) =.3 yP(B) =.5. la
probabilidad del evento ANB°€ es
(a)0.2 (b) 0.3 (c)o.4 (d)0.5

(4”*) 9. Si X es Binomial con parametros n =4 y p = 1/5, entonces la probabilidad
condicional de X = 0 dado que X < 2 esigual a
(a) 1/5 (b) 1/4 (c)1/3 (d) ¥

(4”*) 10. Sean X y Y uniformes en [0,1] e independientes. Si U =X +2YyV = 3X -,
entonces la densidad conjunta de U y V, sobre su soporte, es constante igual a
(a)1 (b) 2 (c) 1/7 (d) 1/5
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Parte Il. (60 puntos) Contesta mostrando tu procedimiento. Sélo se dara crédito si las
respuestas estan debidamente justificadas.

(24°%) 1. Sean X y Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta dada por

xe X0+Dsix >0yY >0
xX,y) =
f( y) { 0 en otro caso

y () = (1 +y) 2paray > 0. Calcula

(a) (6) La funcidn de densidad condicional de X dado Y = 1.
(b) (6™) E[Y|X = 2].

(c) (6™) E(XY).

(d) (6°%) P (XY<2).

(18°*) 2. La demanda semanal X de gasolina en una gasolinera, medida en cientos de
litros tiene una distribucién aproximadamente normal con media 160 y varianza 144.

(a) (4°®) Si la gasolinera cree que sus reservas para la siguiente semana seran de 175
cientos de litros, écual es la probabilidad de que se pueda satisfacer la demanda de esa
semana?

(b) (5°) ¢Qué cantidad de gasolina deberia estar disponible para poder satisfacer la
demanda de una semana con una probabilidad de 0.98?

(c) (5*) Si la gasolinera comienza cada semana con una reserva de 160 cientos de litros,
¢cudl es el valor esperado de semanas en las que se satisface la demanda de gasolina
durante un afio (52 semanas)? Especifica tus supuestos.

(d) (4°") Si se sabe que la media de la demanda semanal es de 160, pero no hay seguridad
de que la distribucidon sea normal, da una cota superior para la probabilidad de que la
demanda de una semana exceda 250 cientos de litros.

(18”*) 3. La caja A contiene 2 pelotas blancas y 2 negras, y la caja B contiene 1 pelota
blanca y 5 negras. Primero sacamos dos pelotas al azar y sin reemplazo de la caja Ay las
pasamos a la caja B. Después se saca una pelota al azar de la caja B.

(a) (6™) Calcula la probabilidad de que se pasen dos pelotas negras de A a B.

(b) (6°%) Calcula la probabilidad de sacar una pelota blanca al extraer de la caja B.

(c) (6°%) Si la pelota extraida de B es blanca, écudl es la probabilidad de que se hayan
transferido dos pelotas negras de A a B?

30

——
| -



ITam

Probabilidad Examen final-A Nombre:

Otoiio 2008

Parte I. (40 puntos) Preguntas de opcion multiple. Es importante que anotes todos tus
datos personales en la hoja anexa. En estas preguntas no se califica el procedimiento.
Sélo hay una respuesta correcta.

(4°%) 1. Suponga que X es una variable aleatoria exponencial con media 5. Determina cual
de las siguientes afirmaciones es falsa.

(a) Var(X) = 52 (b) E[%] <1 (c) E[e*] = 5 (d) E[In()] < In(5).

(4°%) 2.Si X,Y son variables aleatorias independientes Bernoulli (p), entopges
P(XY = 1)esigual a

(a)p (b) p? (c) (Dp(1 —p) (d) p?+
(1-p)?

(4°*) 3.Si X yY son variables aleatorias Poisson independientes tales que Var(X) +
Var (Y) = 4,écuantovale P(X +Y > 1)?
(a) 0.743 (b) 0.982 (c) 0.371 (d) Ninguna de las anteriores.

(4°®) 4. Sea X una variable aleatoria normal con media 1. Si P(X < 0) = 0.05 entonces la
mejor aproximacion de la desviacidn estandar de X es
(a) 0.6067 (b) 0.8681 (c) 1.9958 (d) 3.5912

(4°%) 5. El dado A tiene 4 caras rojas y 2 caras blancas. El dado B tiene 2 caras rojas y 4
blancas. Se tira un volado, si sale sol se tira el dado 4, y si sale aguila se tira el dado B. La
probabilidad de tirar una cara roja es

(a@)1/2 (b) 1/3 (c) 2/3 (d)1/6

(4°*) 6. Si la funcién de densidad conjunta de X y Y esté dada por f(x,y) = %(x +y)

para0 <x<1ly0<y<1 entoncesE[Y|X = %] es igual a:
(a) 1 (b) 15/12 (c) 7/12 (d) -2.

(4°*) 7. La funcién generadora de momentos de X es M, (t) = exp(2et — 2), y la funcién
generadora de momentos de Y es M, (t) = (%et + i)lo. Si Xy Y son independientes,

entonces E[XY] es igual a:
(@)2 (b) 15 (c) 10 (d)5

(4°%) 8.Si Xy Y son variables aleatorias con varianza uno y coeficiente de correlacién igual
a-1/3, entonces la covarianzaentre Xy Z = 5X — 3Y esigual a
(a)1 (b) 2 (c) 4 (d) 6
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(4°%) 9. Sean Ay B eventos. Considera las afirmaciones: 1) Si A y B son disjuntos (o
mutuamente excluyentes) entonces A y B son independientes, y 2) Si A y B son
independientes entonces son disjuntos. Entonces

(a) Las dos afirmaciones son verdaderas.

(b) La primera es falsa y la segunda es verdadera.
(c) La segunda es falsa y la primera es verdadera.
(d) Ninguna de las anteriores.

(4°%)  10. Sea U una variable aleatoria uniforme sobre el intervalo (0,1). Entonces
P(U < 0.75|U > .25) esigual a:
(@o (b) 1/2 (c)2/3 (d) 3/4
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Parte Il. (60 puntos) Contesta mostrando tu procedimiento. Sélo se dara crédito si las
respuestas estan debidamente justificadas.

(18"*) 1. En una poblacién, el peso (X) y la estatura (Y) de las personas se describe con
una densidad normal bivariada. La media del peso es de 60kg y su desviacién estandar
10kg, mientras que la media de la estatura es de 1.6m con una desviacion estandar de
0.3m. El coeficiente de correlacion entre estatura y peso es de 0.3.

(a) (6°%) Calcula la proporcidn de personas en la poblacién que tienen una estatura de mas
de 1.75m.

(b) (6°*) ¢Qué proporcién de personas de 70kg. de peso mide mas de 1.75m?

(c) (6™ Calcula P(X > 40Y) (que se puede interpretar como la proporcién de personas
que tienen masa corporal M = X /Y mayor a 40).

(22°%) 2. La tortuga propone a la zorra la siguiente apuesta: la tortuga lanzara la moneda
honesta 4 veces seguidas y si no obtiene tres o mas soles o aguilas consecutivos entonces
la zorra gana. Deciden que en cada juego la tortuga apostard 1 peso y la zorra 2 pesos.

(a) (6°%) éCudl es la probabilidad de que la tortuga gane uno de estos juegos?

(b) (6°*) éCual es el valor esperado de la ganancia de la tortuga después de exactamente
20 juegos?

(c) (5P*) ¢Cudl es la probabilidad de que la zorra gane a lo méas dos juegos de los 20?

(d) (5"*) Si en un juego dado la tortuga tiré dos soles o mas (no necesariamente
consecutivos), écudl es la probabilidad condicional de que haya tirado 4 soles
consecutivos?

(20°*) 3.Sean X y Y variables aleatorias con densidad conjunta dada por
flx,y) =e " ® " parax >0yy > 0.

(a) (6”) Calcula P(X + Y > 2).

(b) (6°*) Calcula E[(X — Y)?)]

(c) (8°*) Calcula la funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias U = X y
V=X/Y.
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Probabilidad Examen final A Nombre:

Primavera 2009

Parte I. (30 puntos) Preguntas de opcion multiple. Es importante que anotes todos tus
datos personales en la hoja anexa de respuestas. En estas preguntas no se califica el
procedimiento. Sélo hay una respuesta correcta.

(3"*) 1.Si Ay B son eventos independientes con P(4) = P(B) = %, CcA,P(C)= iy B

y C son mutuamente excluyentes, entonces P(C|A U B) es igual a
(a) 1/5 (b) 1/4 (c) 1/3 (d) 2/3

(3°%) 2. Sea T una variable aleatoria con media 5 y varianza 25. Entonces la media y la
varianzade C = 50 + 6(T — 4) son
(@) 76 y 926 (b) 56y 926 (c) 76 y900 (d) 56y 900

(3°*) 3. Si X es una variable aleatoria normal con E[X] = 0y P(X > 2) = 0.42, entonces
la mejor aproximacién de la desviacion estandar de X es:
(a) 0.01 (b) 0.1 (€)1 (d) 10.

(3°®) 4. Sea X una variable aleatoria Poisson, y P(X = 0) = 0.1353. La mejor
aproximacion de E[X] es
(a) O (b) 1 (c) 2 (d) No se puede determinar.

(3°) 5. Una variable aleatoria X tiene media 0 y desviacién estandar 1. La probabilidad de
que P(|X| = 2) no puede ser mayor a
(a)o (b) 0.025 (c) 0.25 (d) Ninguna de las anteriores

(3°%) 6. Supongamos que en un juego de azar, la probabilidad de obtener una ganancia
entre 0 y 2 pesos es igual a 0.5, igual que la probabilidad de obtener una ganancia entre 1
y 3 pesos. Entonces la probabilidad de obtener una ganancia entre 0 y 3 pesos es de

(a) 1/8 (b) 1/4 (c)1/2 (d) No se puede determinar.

(3°*) 7. Un estudiante sale de su casa entre las 8:00 y 8:30 AM vy tarda entre 20 y 40
minutos en llegar a la universidad. Si ambos tiempos son independientes y tienen una
distribucién uniforme, é¢cual es la probabilidad de que el estudiante llegue después de las
9:00 AM a la universidad?

(@)o (b) 1/12 (c)1/7 (d)1

(3°*) 8. Considérese una caja con 10 pelotas, 5 rojas y 5 blancas. Si extraemos cinco
pelotas al azar (sin reemplazo), y por lo menos una de ellas es blanca, la probabilidad
condicional de que hayamos sacado por lo menos una roja es de

(a) 249/250 (b) 250/251 (c) 251/252  (d) 252/253
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(3°®) 9. La funcién de masa probabilidad conjunta de XyY esta dada por P(0,0) =
P(1,1) = .2y P(1,0) = P(0,1) = 0.3. Entonces Cov(X,Y) es igual a
(a) -0.05 (b)O (c) 0.05 (d)o.10

(3"*) 10. Sea X una variable aleatoria normal con media 0 y varianza 1. La mejor
aproximacion de E[e*] es:
(a) 0.82 (b) 1.65 (c) 1.72 (d) 1
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Parte Il. (70 puntos) Contesta mostrando tu procedimiento. Sélo se dara crédito si las
respuestas estan debidamente justificadas.

(28°*) 1.Sean Xy Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta dada por

f(x,y):{3(x+y) si0<x<10<y<1l0<x+y<1

0 en otro caso
Encuentra

(a) (7°") La funcién de densidad marginal de X,
(b) (7") P(X +Y <),
(c) (7P%) E[Y|X = 1/2],
(d) (7°*) Calcula E[XY].

(21°%) 2. Un avién esta perdido, y se supone que es igualmente probable que haya caido
en una de tres regiones. Si el avidn estd en la regiéon i, la probabilidad de encontrarlo
cuando se busca en la regioni es de 1 —f; y tenemos que B, =1/2,8,=2/3y

Bs = 3/4.

(a) (7°*) Se decide buscar en la regién 1. Calcula la probabilidad de que la bisqueda no sea
exitosa.

(b) (7°*) Calcula las probabilidades condicionales de que el avién esté en cada una de las
regiones 1, 2, 3 dado que la primera busqueda (en la region 1) no fue exitosa.

(c) (7°*) Si se decide comenzar escogiendo una regién al azar para buscar primero, ¢cudl
es la probabilidad de encontrar el avion?

(21°®) 3. La puntuacién en boliche de Maria se distribuye aproximadamente normal con
media 170 y desviacion estandar 20, mientras que las de Juan son aproximadamente
normales con media 160 y desviacién estandar 15. Si Juan y Maria juegan cada uno un
juego, y sus puntuaciones son independientes,

(a) (7°*) Calcula la probabilidad de que Maria obtenga una puntacién mayor a 185.

(b) (7°*) Calcula la probabilidad de que Juan le gane a Maria.

(c) (7°*) Si Juan y Maria juegan una serie de tres juegos, ¢cudl es la probabilidad de que
Maria gane su segundo juego antes que Juan? Puedes suponer que las puntuaciones de
cada jugador en juegos sucesivos son independientes.
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PROBABILIDAD

EXAMEN FINAL. TIPO A

Agosto-Diciembre, 2009
Nombre: Clave Unica

PARTE |

A continuacion se presentan 8 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas, con Ildpiz del numero 2, en la hoja anexa. Es importante que anote sus
datos personales. Cada pregunta tiene un valor de 4 puntos (No se calificard

procedimiento)
1.- Considere las siguientes afirmaciones
(I)Si P(A|B) = P(A) = P(A|B) = P(B)
(1) Si P(B|A€) = P(B|A) = A y B son independientes
a+b—-1

(1) SiP(A) = ay P(B) = b = P(A|B) 2 —

a) Las tres afirmaciones son verdaderas

b) Sdlo (1) y (lll) son verdaderas

c) Ninguna de las afirmaciones son verdaderas
d) Sdlo (ll) es verdadera

t2, tity+t2 . .
2.-Seamy y(ty, t,) = %ﬁz la funcién generadora de momentos conjunta de (X,Y).

Entonces Var(3X — 2Y) es
a) 1 b)5 c)7 d)11

3.- La funcidén generadora de momentos conjunta de (X, Y) estd dada por

1 .2
myy(ty,t;) = exp {E (tf + t3 }

Considere las siguientes afirmaciones

(1 Y~N(0,1)
()] Las dos variables aleatorias son independientes

a) Solo (l) es verdadera

b) (I)y (ll) son verdaderas

c) Solo (Il) es verdadera

d) Ninguna de las dos son verdaderas

4.- {Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?
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a) En ladistribucidn Binomial, el coeficiente de curtosis (a,) tiende a 3 para cualquier
valor de p cuando n tiende a infinito.

b) La distribucién de Poisson se encuentra sesgada positivamente para cualquier
valor A>0, pero la asimetria disminuye para valores relativamente grandes de A.

c) Sea X la variable aleatoria con distribucidon Binomial y funcién de probabilidad
I

n
Plx;n,p) =——p*(1—-)"* x=0,1,2,...,n
(x;n,p) T (1-p)
Si paran=1,2,... larelacion p = % es cierta para alguna constante 4 > 0, entonces
—llx

nlg)rcl>0 P(x;n,p) = o :x=0,1,2, ..

p—0
d) En ladistribucién Binomial, la media es menor que la varianza.

5.- Sea X la variable aleatoria con distribucién Poisson(3),yY =8+ X — X?. La
esperanza de la variable aleatoria Y es

a)2 b) 0 c)8 d) Ninguna de las anteriores
6.- ¢Cual de las siguientes funciones podria ser una funcién de distribucién?

a) Fx)=e™; 0<x < oo,
b) F(x) =e*; —co<x<0.
c) Fx)=1—e™; -1<x < oo,
d) Ninguna de las anteriores.

7.-En el juego de azar Backgammon, cada jugador tira dos dados. El nimero de cada dado
puede ser sumado o puede considerarse de manera separada. Un jugador necesita un
cinco para ganar el juego. ¢ Cual es la probabilidad de que este jugador gane la partida?

a) 15/36 b) 8/36 c) 10/36 d) 11/36
8.- Considere las siguientes afirmaciones

(1) Sean X3, X5, ... X variables aleatorias independientes tales que
X;~Binomial(n;,p).Parai = 1,2,.., k. Entonces la distribucién de Y =

K X; ~binomial(n, + n, + -+ ny, p)
(ISean X, X5, ... X) variables aleatorias independientes tales que X;~gama(a, ;)
parai = 1,2,.., k. Entonces la distribucion de Y = Z{-‘lei ~gama(a, B, + B, +
e B
(IlSean X4, X,, ... X, variables aleatorias independientes tales que X;~Poisson(1)
parai = 1,2,..,k. Entonces la distribucién de Y = Zﬁ‘lei ~Poisson(kA)

a) Sodlo (I) y () son verdaderas
b) Sodlo (1) y (lll) son verdaderas
c) Salo (Il) y (Ill) son verdaderas
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d) Las tres afirmaciones son verdaderas
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PARTE Il

Indica claramente el inciso que estds resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulard
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito.

1.-Sean X,Y~N(0,1) independientes, @ € (0,2m) un valor arbitrario y U, V variables
aleatorias definidas por

U = sen(a)X —cos(a)Y
V = cos(a) X + sen(a)Y

a) (5 puntos). Calcular la esperanza y varianzade U — V.
b) (7 puntos). Encuentre la densidad conjunta de (U, V). Sugerencia: Verifique que

X =sen(a)U + cos(a) V
Y = —cos(a) U + sen(a)V
c) (6 puntos). Digasi U yV son variables independientes o no.

2.- Sean X;yX, variables aleatorias independientes normalmente distribuidas,
X;~N(u;, aiz);i = 1,2 que representan las ventas de dos tiendas departamentales
ubicadas en ciudades diferentes. Sea Y, = X; + X, la variable aleatoria que representa las
ventas totales, mientras que Y; = X; representa las ventas de la tienda uno.

a) (7 puntos). Verifique que la distribucién conjunta de Y; y Y, es una normal
bivariada. Sugerencia: usa f.g.m.

b) (5 puntos). Encuentre la distribucién condicional de las ventas totales (Y;) dado
que la tienda uno tuvo ventas iguales a y; (Y; = y;)

3.-Sean X y Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta
fry(xy) = ce™@); 0<y<x <o

a) (5 puntos). Determinar el valor de la constante c talque fx y(x,y) sea una funcién
de densidad conjunta.

b) (6 puntos). Calcule P(X +Y < 1).

c) (6 puntos). Calcule P(X < 1/2).

d) (5 puntos). Calcule E(Y|X = 1).

4.- El tiempo que tarda Pedro en trasladarse de su casa a su oficina se puede modelar
como una variable aleatoria normal con media igual a 40 minutos y desviacién estandar
igual a 7 minutos. Su horario de entrada a la oficina es a las 9 A.M, y Pedro trabaja 250
dias cada afio.
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a) (4 puntos). Si Pedro sale todos los dias de su casa a las 8:05 A.M, ¢qué proporcién
de dias llega tarde a la oficina?

b) (4 puntos). Si Pedro quiere estar 90% seguro de que va a llegar temprano a la
oficina, ¢a qué hora es lo mas tarde que debe salir de su casa?

c) (4 puntos). Calcula la probabilidad de que llegue mas de dos dias tarde en un afio
dado. Explica tus supuestos.

d) (4 puntos). Si al final del afio Pedro es penalizado en su bono anual con $100 pesos
por cada dia que llego tarde, {Cual es el valor esperado de su penalizacién?

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO B
Enero-Mayo, 2010

Nombre: Clave Unica
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PARTE |

A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion mdultiple, las cuales deben ser
contestadas con ldpiz del numero 2, en la hoja anexa. Es importante que anote sus datos
personales. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se calificard procedimiento)

1.- Considere las siguientes afirmaciones

) SiZ~N(0,1) yY =a+ bZ + cZ? cona,b y c constantes. Entonces

b
Corr(Z,Y) = —, byc+0
b? + 2c?
1) Sean X y Y dos variables aleatorias que tienen la misma distribucién, no

necesariamente independientes. Entonces

CorrX+Y,X-Y)=0
¢Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) 1) escorrecta peroll) no b) (1) y (II) son correctas
c) 1l) es correcta perol) no d) 1) y Il) son incorrectas

2.- Considere las variables aleatorias X y Y con funcion de densidad conjunta dada por:

Y
X 1 0 -1
1 0 a 0
0 b c b
-1 0 a 0

Donde a,b,c >0y 2a+ 2b + c = 1. Entonces
) E(X)=E{X)=0, WNEXY)=0, 1l)XyY sonindependientes
¢Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Sélol)yll) son correctas
b) Sdlo 1) es correcta

c) 1), )y lll) son correctas
d) Solo ll) es correcta

3.-Sea X~N(3,4). Entonces el valor de k talque P(X > k) = 2P(X < k) es:

a)k =—-0.43 b)k =214 c¢)k =0.333 d) ninguno de los anteriores
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4.- Sean X~Poisson(1) y Y~Poisson(y). Asuma que X yY son independientes,
entonces

1) My (8) = e PED Iy myy (8) = et @ED, I E(XY) = 2y
¢Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Sélo lll) es correcta
b) 1)y Ill) son correctas
c) 1)y lll) son correctas
d) Sodlo ) es correcta

5.- Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad

X
—, Six<O0

f) =4 2.

X", Six=2
0, en otro caso

Entonces, la funcién de distribucién esta dada por

x ( e*
£ o six<0 | 7 six<0
a) Fx(x) = b)FX(x)={%, si0<x<2
1—=, six>2 U_i’Six>2
x, six<O0
a) Fx(x) = b)Ninguna de las anteriores

6.- Cierto dia, un atleta participa en dos carreras. La probabilidad de que el atleta gane la
primera carrera es igual a 0.7, la probabilidad de que gane la segunda carrera es 0.6,
mientras que la probabilidad de que gane las dos carreras es igual a 0.5. Entonces

1) P (el atleta gane al menos una carrera) = 0.8
1) P (el atleta no gane ninguna de las carreras) = 0.2

¢Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?
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a) |l) es correcta perol) no
b) 1) es correcta pero Il) no
c) 1)yll) sonincorrectas
d) 1)y ll)son correctas

PARTE Il

Indica claramente el inciso que estds resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulard
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito.

1.- (24 puntos) Sean X y Y variables aleatorias continuas con funcién de densidad
conjunta

_(x+y, si0<x<1, 0<y<1
fX.Y(x'Y)_{ 0, en otro caso

Encontrar

a) E(X+Y) (8 puntos)
b) E(XY) (8 puntos)
c¢) E(Y|X =x) (8puntos)
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2.- (26 puntos) Sea X~N3(u,X), donde

0
E: -1 ;X =
1

a) Encuentre la distribucion de Y; = 3X; + X, + X3. (8 puntos)
b) Encuentre la distribucién conjuntade Y; en (a) y Y, = X, + X5. (8 puntos)
c) Encuentre E(X;X;). (2puntos)

_ (%
d) SeaZ = (X3

2 0 -1
0 2 1
-1

1 4

)sz = 1, encuentre la distribucion de Z|X, = 1. (8 puntos)

X Hil 12 X
(Recuerde que: [)—(I] ~N( P ],[ e ]),entonces Hiz2 = My + 212278 (X5 — 1)
L2 H2]’ 1221 Zp ' = =

z:1,2 =2+ 2:1222_21221)

3.- (10 puntos) Una urna contiene By canicas blancas y N, canicas negras. Se extrae de
manera aleatoria una canica de la urna, se anota el color de la canica, y se regresa a la
urna agregandose a la urna a canicas del color extraido y  canicas del otro color. Sea
By, N, la cantidad de canicas en la caja después de la n-ésima extraccion. Encuentre la
probabilidad de que en la primera extraccidn, la canica seleccionada haya sido blanca
dado que en la segunda extraccién la canica fue negra.

4.- (10 puntos) Las variables aleatorias X yY tienen la siguiente funcién de densidad
conjunta

1
(x,y) = ———ex [——(xZ—Z xy+y)|,  lpl<1

fxy(x,y i Plm2-D pxy +y p
X+Y X-Y

SeanU=ﬁ yV=f.

Encuentre la funcién de densidad conjunta de UyV, y demuestre que U y V son
independientes.
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PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Agosto-Diciembre, 2010

Nombre: Clave Unica

PARTE |
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion mdltiple, las cuales deben ser
contestadas con ldpiz del numero 2, en la hoja anexa. Es importante que anote sus datos
personales. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se calificarda procedimiento)

1.- Sean X y Y variables aleatorias tales que E(X) = 3,E(Y) = 9,Var(X) = 4,

Var(Y) =12y Cov(X,Y) = 0. Entonces
() E(XY) = E(X)E(Y) y por lo tanto las variables aleatorias son independientes
(NVar(4X —Y) =52
(MCov(X,4X —Y) =16

Diga cudl de las siguientes afirmaciones es correcta
a) Sélo (1) y (Il1) son correctas b) Sélo (Il) es correcta
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c) Sélo (1) y (Il) son correctas d) Sélo (ll) es correcta

2.- Sea X una variable aleatoria con funcién generadora de momentos
My (t) = (0.4et + 0.6)® yseaY = 3X + 2. Entonces

() My (t) = e?t(0.4e3 + 0.6)%, (1) E(X) =3.2
Diga cual de las siguientes afirmaciones es correcta

a) Sélo (I1) es correcta b) (1) y (II) son correctas
c) Sélo (1) es correcta d) () y (Il) son incorrectas

3.- Una madquina produce esferas de metal, cuyos didmetros siguen una distribucién
normal con media pu=5 cm. Y desviacién estandar 0=0.2 cm. Para los usos que tiene
destinados, la esfera se considerara inservible si su didmetro cae fuera del intervalo [4.8,
5.2] (en centimetros). Entonces

() El porcentaje de esferas defectuosas que produce la maquina es
aproximadamente igual a 31.73%
() La probabilidad de que entre 10 esferas escogidas al azar ninguna sea inservible
es aproximadamente igual a 0.02197

Diga cuadl de las siguientes afirmaciones es correcta

a) Sélo (1) es correcta b) (1) y (Il) son incorrectas
c) Sélo (ll) es correcta d) (1) y (1) son correctas

4.- Sea X la variable aleatoria que toma los valores -1, 0 y 1 con probabilidades 1/8, 6/8 y
1/8 respectivamente. Entonces el valor de k para el cual se cumple la igualdad en la
desigualdad de Tchebyshev es

a) k=1, b) k=4, c) k=2, d) k=5

5.-Sean 4;, i = 1,2,3,4,5 eventos de un espacio muestral () tales que
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5
UAi=Q» y A;NA; =@ paratodai # j.
i=1

Con P(A;) = P(A,) =P(43) = g,P(A4) = é y P(45) = g. Definanse los siguientes
treseventos B = A; UA,,C = A, UA, yD = A3 U A,. Entonces

() PB)Y=PC)=PD) =1
(1 P(BNCND)= 6—14 = P(B)P(C)P(D)y por lo tanto B,C y D son
mutuamente independientes

()  P(BNC) =P, = 6—14 + P(B)P(C) = 1—16
Diga cual de las siguientes afirmaciones es correcta
a) (1), (1) y (1) son correctas b) Sélo (1) y (Ill) son correctas
c) Sélo (1) y (Il) son correctas d) Sélo (l1) y (Ill) son correctas

6.- Sean A4, A, ..., A, una particidn del espacio muestral {2, estoes, Ay UA, U ..U A4, =
Ny AiNnA=0Qsii+jy P(Aj) > 0. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?
(a) Si B es un evento contenido en {2, tal que P(B) > 0 entonces

P(A;)P(B|A;)
P(4)|B) = %

(b) Para todo Ben 2

n

P(B) = Z P(B n 4))

j=1
(P(UT-; 4)) = X7, P(4))

(d) Si A esuneventoen 2talque A = U;?:lAj paral < k < n, entonces

k
P(A) = ) P(4)
j=1
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PARTE Il

Indica claramente el inciso que estds resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulard
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

1.- (25 puntos) La compafiia de computadoras Ajax manufactura una computadora con un
CPU-dual. El tiempo de funcionamiento de los dos CPUs, hasta que fallan, puede ser
modelado por las dos variables aleatorias (X;, X;) cuya funcién de densidad conjunta estd
dada por

1 1
f(xy,x) = Ze 2(x1+x2)1[0'00] (xz)l[o,oo] (x2)

El valor de x; se mide en unidades de 10,000 hrs. Por ejemplo, si x; = 2 significa que el i-
ésimo CPU funciono 20,000 horas hasta que fallo.

a) (5 puntos) Verifica que la funcién generadora de momentos conjunta de (X1, X;)
estd dada por

1
MX1,X2(t1’ tz) = (1 - Ztl)_l(l - th)_l, paTCL tl < E,l = 1,2

b) (5 puntos) Calcula E(X7),E(X3), E(X1X2) ¥ px, x,
c) (5 puntos) éSon los tiempos de funcionamiento X;y X, independientes?

d) (10 puntos) ¢Cuadl es la probabilidad de que los dos CPUs funcionen al menos
20,000 hrs, esto es P(X1 + X, > 2)?
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2.- (10 puntos) Sean X,y X, variables aleatorias independientes con funcién de densidad
dada por

1 Il
flx) = PI[LOO](XL-), i=1,2

l

a) (5 puntos) Encuentra la funcién de densidad conjuntade U = X1 X, yV =X;
b) (5 puntos) Encuentra la funcidn de densidad marginal de U.

3.- (15 puntos) Un inversionista dispone de tres instrumentos de inversién para conformar
un portafolio de inversién. Sea X' = (X;,X;,X3)" el vector aleatorio que modela los

rendimientos de dichos instrumentos de inversién. Suponga que X = ~N; (u,Z),

Donde
4 4 2 2
u=<2>, zz(z 9 —2)
- \1 2 —2 4

a) (5 puntos) Encuentra la matriz de correlaciones.

b) (5 puntos)iCudl es la probabilidad de que el instrumento de inversidn X; tenga un
rendimiento menor de 6 dado que el instrumento X, tiene un rendimiento de 3?

c) (5 puntos) Si el inversionista forma un portafolio en el cual 30% de la inversidn
total la hace en el instrumento X;, 50% en el instrumento X, y 20% en el
instrumento X3, encuentra la distribucién del rendimiento total de este portafolio
de inversion.

4.- (20 puntos) Suponga que la duracién en horas, llamémosla T, de cierto dispositivo
electrénico es una variable aleatoria con una distribucidon exponencial con pardmetro . El
funcionamiento de una mdaquina que usa este dispositivo cuesta C; pesos/hora. Mientras
la maquina esta funcionando se obtiene una utilidad de C, pesos/hora, con C, > C;.

a) (8 puntos) Para una jornada laboral de H horas, calcula la utilidad esperada, donde

(C,— C)H, siT>H

v = {(C2 —C)T, siT<H

(12 puntos) Ahora considera el salario del operador de la maquina durante la jornada
laboral, el cual obtiene un pago de C; pesos/hora, ¢para qué valor de H se maximiza la
utilidad esperada?
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PROBABILIDAD

EXAMEN FINAL. TIPO A
Enero-Mayo, 2011

Nombre: Clave Unica

PARTE |

A continuacion se presentan 7 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas con ldapiz del numero 2, en la hoja anexa. Es importante que anote sus datos
personales. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se calificard procedimiento)

1.- Sea x = (X,Y) un vector normal bivariado con coeficiente de correlaciéon p vy
densidades marginales, tanto para X como para Y, normales estandar. ¢(Cual debe ser el
valor de la constante k para que Xy Y — kX sean independientes?

a) k=p b)k=0 c)k = p? d k=

2.- Sean Ay B dos eventos de un espacio muestral Q, tales que, P(A)=0.3, P(B)=0.5y
P(A N B) = 0.2. La probabilidad de que exactamente uno de los dos eventos A 6 B ocurra

esigual a
a) 0.8 b) 0.4 c)0.2 d) 0.6

3.- Sea X una variable aleatoria con funcidon de densidad
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f(x)=e2¥,  si —00<x < o0,
Entonces, la funcion de distribucidn esta dada por

1 .
a) F(x)=e 2% si —0 < x < 0

1

b) F(x) =142

~(1- e %), six >0

e?x, six <0

1 .
~e?¥, six <0

) F(x) =472
1—%e‘2x, six>0

- %ezx, six <0
d F(x)=
%(1+e‘2x), six=>0

4.- Se X una variable aleatoria exponencial con media igual a 2. Determine cual de las
siguientes afirmaciones es falsa.

a) P(IX —2| 2 6) <3
b) E[X3] > 8
c)E[e™*] < e™?

d) E[In(X)] < In(2)

5.- Los precios de las acciones de dos compaiiias al final del afilo son modelados con las
variables aleatorias X y Y que tienen una funcion de densidad conjunta dada por

fxv(x,y) =2x; para0<x <1, x<y<x+1

Entonces, la varianza condicional del precio de las acciones Y dado que el precio de las
acciones X tomaron un valor x (X=x) es igual a

7 L 1 2 _1
a) p b)12 c)x+2 d) x S
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6.- La funcién generadora de momentos conjunta de (X,Y) esta dada por

1
myy(ty, t;) = exp {E (tf + t%)}
Diga cual de las siguientes afirmaciones es falsa.

() EXY)=EX)EY)=0
(V) Var(X-Y)=2

V) Y~N(0,1)

(VD) VarX|lY =1)=2

7.- Diga cual de las siguientes afirmaciones es falsa.

a) SiP(A)>0,P(B)>0,ANnB = Q. Entonces, Ay B son independientes
b) SiP(A) y/oP(B) =0,ANnB = @. Entonces,A y B son independientes
c) SiP(A) y/oP(B) =0,ANn B # @. Entonces, A y B son independientes
d) SeaP(A) = 0.4y P(AUB) = 0.6. Entonces el valor de P(B) paraque Ay B

. . . 1
sean independientes es igual a 3
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PARTE Il

Indica claramente el inciso que estds resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulard
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

1.- Sean X y Y variables aleatorias que tienen una distribucién normal bivariada,
x = (X, Y)~NBiv(ux, py, O')%,O'g,p).

a) Haciendo uso de la funciéon generadora de momentos conjunta, demuestre que
la distribucion de W = aX + bY + c,conay b # 0y c constantes arbitrarias es

W~N(auy + buy + c,a?c7 + b%0¢ + 2abCov(X,Y))
(10 puntos)

b) Ahora suponga que las variables aleatorias Xy Y representan las ventas semanales
sucesivas (medidas en millones de ddlares) y que

x = (X,Y)~NBiv(40,40,36,36,0.6).

Encuentre la probabilidad de que la cantidad total de ventas acumuladas en las
siguientes dos semanas sea mayor que 90. (5 puntos)

c) Determine la distribucidon condicional de las ventas de la segunda semana (Y) dado
que las ventas de la primera semana (X) fueron de 60 millones. (5 puntos)

2.-Si X, Y, Z tienen la siguiente funcién de densidad conjunta

6

fxvz(x,y,2) = Q+x+y+ 2)4'
0; en otro caso

x,y,z220

a) Encontrar la funcidon de densidad conjuntade U =X+Y +Z, V=Y W =7 (5
puntos)
b) Encontrar la densidad marginal de U. (10 puntos)
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3.- Una empresa hace estimaciones de la venta total que tendrd en el 2012 en una linea
de produccién especifica. El monto que se estima por concepto de ventas para el 2012, en
millones, estad representado por la variable aleatoria X. Una vez concluido el 2012, la
companiia tendra una venta total final, en millones, Y. Por experiencia en afios anteriores,
la empresa ha determinado que la funcién de densidad conjunta entre X y Y estd dada por

2 _(2x-1)
fry(x,y) = 7onY ¢V parax>1y>1.

Dado que la estimacion inicial de ventas para 2012 es 2 millones,

a) Determinar la probabilidad de que la venta total final de ese afio esté entre 1y 3
millones. (10 puntos)
b) Determinar la esperanza condicional de la venta total final de ese afio. (5 puntos)

4.- Para evitar que individuos potencialmente peligrosos sean policias en México, se ha
establecido un examen psicoldgico que los aspirantes deben aprobar como requisito para
ser contratados. El defecto de esta prueba, sin embargo, es que 8% de los individuos aptos
guedan erroneamente descalificados por haber reprobado, mientras que 12% de los que
no son aptos aprueban y son contratados por equivocacién. Suponga que todos los que
pasan son contratados. Si la experiencia muestra que sélo 85% de los policias son aptos
para su trabajo, determine el porcentaje de aspirantes que también lo son. (10 puntos)
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PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Agosto-Diciembre, 2011

Nombre: Clave Unica

PARTE |
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas con ldpiz del numero 2, en la hoja anexa. Es importante que anote sus datos
personales. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se calificard procedimiento)

1.- Sean Xy Y variables aleatorias independientes normalmente distribuidas. Definamos
Z=aX+(—a)Y.Entonces, la varianza de Z+Y es:

a) aVar(X)+(—a) Var(Y)

b) Var(Z)+Var(Y)

c) aVar(X)+Q2—a)Var(Y)

d) No se puede determinar porque falta informacion

2.- La tienda de auto servicio “Todo para su hogar”, acepta como forma de pago en una
compra, cheque o pago en efectivo. El contador de la tienda ha determinado, a través de
su experiencia, que el 2% de los cheque aceptados como forma de pago no tienen fondos
(esto es, son rechazados por el banco). Si la tienda recibe 10 cheques como forma de pago
de consumidores independientes en un determinado dia, la probabilidad de que ningun
cheque sea rechazado dado que no mas de la mitad son rechazados es:

a) 2.2892X107 b) 0.99999 c) 0.81707 d) 0.00083

3.- Suponga que Y; y Y, son variables aleatorias con funcién generadora de momentos
conjuntos M, y (t,t,)=exp {3.50t, +1000t, +0.02¢7 +1250t3~5t,t,f, t € R, i = 1, 2.

Determine cudl de las siguientes afirmaciones es la falsa:
a) Y1y Y, tienen una distribucion Normal Bivariada.
b)  E(Y,)=1000

c) EMY,) = 3495

d Cov(Y,Y,) =-0.5
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4.- Una variable aleatoria X tiene media 0 y desviacion estandar 1. La probabilidad de que
P(|X| = 2) no puede ser mayor a
(a)o (b) 0.025 (c)0.25 (d) Ninguna de las anteriores

5.- Un analista predice que el 3.5% de las pequefias empresas quebraran durante el
préximo afio. Asumiendo que la prediccidn del analista es correcta, la probabilidad de que
exactamente dos empresas de un total de 100 empresas independientes quiebren
durante el préximo afio es aproximadamente:

(@) 0.3209  (b) 0.1850 (c) 0.1057 (d) 0.0302

6.- Diga cual de las siguientes afirmaciones es falsa

a) Sea P(A)=0.75y P(B)=0.2 y P(A|B)=0.15. Entonces A y B son eventos independientes.
b) La funcidn de densidad conjunta de las variables aleatorias (X,Y) esta dada por
flx,y) = e_("*y)l[oloo)(x)l[ojoo) (y). Entonces, las variables aleatorias son
independientes.
c) Lafuncién generadora de momentos conjunta de (X, Y) esta dada por

myy(ty,t2) = exp {% (t? + t%)}. Entonces, las variables aleatorias son

independientes.
d) SiXyYsonno correlacionadas, entonces E(XY)=E(X) E(Y).
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PARTE I

Indica claramente el inciso que estds resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulard
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

1.- Los precios y cantidades de las ventas diarias al por mayor de cerveza en un mercado
regional de la zona norte de México durante el verano estan determinados por la
siguiente funcién de densidad conjunta:

1
f(p,q) = 5196“"’1[2,4] (®)110,00)(q@)

Donde los precios son medidos en pesos y las cantidades en 100,000 unidades de litros
(por ejemplo, g=2 significa que 200,000 litros fueron vendidos).

a) (5 puntos) Encuentre f,(q|p)

b) (5 puntos)iCual es la probabilidad de que la cantidad de cerveza vendida exceda
50,000 litros si el precio es de $2 pesos?
¢Cual es la probabilidad de que la cantidad de cerveza vendida exceda 50,000 litros
si el precio es de $4 pesos?
¢Los resultados tienen algun sentido econémico?

c) (8 puntos) Sea D=PQ la variable aleatoria que denota las ventas totales diarias en
pesos durante el verano. ¢Cual es la probabilidad de que las ventas diarias totales
excedan $3000,000 pesos?

d) (5 puntos) Encuentre E(Q|P = 2)

2.- Suponga que los precios del Crudo Maya (X;), del Crudo Istmo (X;) y del Crudo Olmeca

(X3)/
en ddlares por barril, siguen una distribucion Normal Multivariada con vector de
medias u y

matriz de varianzas-covarianzas X dados por:

100 25 24 24
u=|115 vy X=124 25 27
120 24 27 36
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a) (5 puntos) Encuentre la matriz de coeficientes de correlacion de (X1, X2, X3) ©

b) (7 puntos) Dado que el Crudo Istmo se ubica en 110 délares por barril,
écudl es la probabilidad de que el Crudo Olmeca supere su valor promedio?

c) (5 puntos) Si se sabe que la Mezcla Mexicana de Exportacién se compone

80% de Crudo Maya, 15% de Crudo Istmo y 5% de Crudo Olmeca, écudl es

la probabilidad de que su precio se ubique por arriba de los 110 délares por
barril?

3.- La compaiiia Ajax manufactura computadoras en su planta de Seattle. La compaiiia ha
contratado la manufactura de las tarjetas de video usadas en las computadoras a tres
pequeiias companfias cuyas plantas estan ubicadas en Portland, Dallas y en la Ciudad de
México. Las plantas producen el 15, 25 y 60 por ciento de las tarjetas de video,
respectivamente. Las tarjetas contienen una etiqueta “PORT”, “DAL” o “MEX” para poder
identificar la planta en donde fueron manufacturadas.

Respecto al control de calidad en la manufactura de las tarjetas de video, se sabe que el
porcentaje de tarjetas defectuosas es de 1, 3 y 2 por ciento en la planta de Portland,
Dallas y Ciudad de México, respectivamente. Durante el proceso de manufactura y
prueba, se encuentra una tarjeta de video que tiene serios defectos de fabricacién y se le
pide al equipo de control de calidad que se comunique con la compaiiia que la fabricé
para que corrija los potenciales problemas en el resto de la produccidn. Sin embargo, la
etiqueta de la compaiiia que manufacturd la tarjeta con defectos se perdié. Conteste las
siguientes preguntas.

a) (5 puntos) ¢Cual de las tres compafiias contratadas es la mas probable que haya
manufacturado la tarjeta defectuosa?

b) (5 puntos) ¢(Cual de las tres compaiiias contratadas es la menos probable que haya
manufacturado la tarjeta defectuosa?

c) (5 puntos) iCual es la probabilidad de que una tarjeta de video instalada en una
computadora manufacturada por Ajax sea defectuosa?

d) (5 puntos) Dado que la tarjeta de video instalada en la computadora no es
defectuosa, ¢Cual es la probabilidad de que dicha tarjeta haya sido manufacturada
en la Ciudad de México?

4.- La produccion de cierto producto volatil estd dada por la siguiente funcién de
produccién estocastica
Y = LO.SKO.ZSev
Donde L denota las unidades de trabajo, K las unidades de capital y v es una variable
aleatoria cuya funcién de distribucién esta dada por
1

14 e20v-1)

a) (5 puntos) Si las unidades de trabajo son iguales a 9 y las de capital son 16, ¢Cual
es la probabilidad de que la produccién sea mayor que 12 unidades?
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b) (5 puntos) Con las mismas unidades de trabajo y capital que en (a), ¢Cual es la
probabilidad de que la produccidn se encuentre entre 12 y 18.

EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD. TIPO A.

ENERO-MAYO 2012.
1 Parte I.

A continuacion se presentan é preguntas de opcion mdoltiple, las
cuales deben ser contestadas con lapiz del nUmero 2 o 2 2, en la
hoja anexa. Es importante que anotes sus datos personales. (No se
califica su procedimiento)

1. (7 puntos) Sea X una variable aleatoria que se distribuye Poisson
con pardmetro 1 = 2, si se conoce el valor de P(X = 5), entonces
el valor de P(X = 7), se determina por la expresion:

a) LP(x =5).
o) £P(x = 5).
c) LP(x =5).
d) ZP(X =6).

2. (7 puntos) Sean X, X,, ..., X,, variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con distribucidn normal con media
p = 2,y varianza o2 = 4. Defina Y =Y X;. Cudl de las siguientes
es cierta?

a) Y se distribuye N (40, 80).

b) My (t) = pA0t+40t?

c) My(t) = (le(t))ZO, donde my, es la funcidon generadora de
momentos de X;

d) Todas las anteriores.
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3. (7 Puntos) Sean E y F dos eventos. La probabilidad de que
exactamente uno de ellos no ocurra es

a) P(ES) + P(F€) — 2P(E° N F°)
b) P(E€) + P(F®) — P(E€ N F°)
c) P(E) + P(F)

d) Ninguna de las anteriores

4. (7 puntos) Considere las siguientes afirmaciones:
| SiZ~N(@0,1)yY =a+bZ+ cZ? cona,b,c constantes. Entonces:

b
COU(Z, Y) = NPT

IISean X y Y son variables aleatorias que fienen la misma
distribucion, no necesariamente independientes. Entonces:

Cov(X+Y,X-Y)=0

Diga si las siguientes aseveraciones son falsas o verdaderas.
|) es correcta pero Il) no.

Il) es correcta pero |) no

1) y Il) son correctas.

1) y Il) son incorrectas.

Q0o Q

5. (7 puntos) Suponga que X es una variable aleatoria tal que
PX=0)=p=1-PX =1).Si E(X) = 3Var(X), entonces P(X =0)
es

a. 2/3
b. 1/2
c. 1/6
d. Ninguno de los anteriores

6. (7 puntos) considere las siguientes afirmaciones:
I Sean Xi,..,X, variables aleatorias independientes tales que

X; ~ Binomial(n;,p) para i=1,2,..,k. Entonces la distribucion de
Y =YX . X; ~ Binomial(n; + - n, p).
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| Sean X,,..,X, variables aleatorias independientes tales que
X; ~ Gamma(a, ;) para i=12,..,k. Entonces la distribucion de
Y =Y X, ~ Gammal(a, B; + - + By).

Il Sean X,,..,X, variables aleatorias independientes tales que
X; ~ Poisson(1) para i=1,2,..,k. Enfonces la distribucion de Y =
K . X; ~ Poisson(k2).

a) Solo 1) y ll) son correctas.
) Sélo 1) y lll) son correctas.
c) Sdélo Il y lll son correctas.

2 Partell

Contesta mostrando tu procedimiento. Solo se dard crédito si las
respuestas estan debidamente justificadas.

7. (15 puntos) X,,X,,..,X, variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con funcion de densidad.

f x(xy=ae-22, PAra x> 0.

Utilizando la funcidon generadora de momentos encuentre la
distribucion de la variable aleatoria U = 2A(X; + X, + -+ X,)

Hint: Recuerde que si Y es una variable aleatoria que se distribuye
Gamma(a, B), entonces su funcidon generadora de momentos es:

My (t) = (1 —é) ¢ parat < f8

8. (15 puntos) Un estudio analiza la relacion que existe entre la presion
sanguinea y el nivel de colesterol, arrojando los siguientes resultados.
De aquellos de presion elevada, el 50% tienen el nivel de colesterol
alto; y de aquellos que tienen nivel de colesterol alto, el 80% tienen
presion alta. De las personas dentro del estudio que presentaron al
menos una de las condiciones (presion elevada o colesterol alto),
s Qué porcentaje tienen ambas condiciones?
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9. (15 puntos) suponga que los rendimientos del activo X y del activo Y,
en miles de pesos, siguien una distribucion normal multivariada con
vector de medias u = (100,125)T y matriz de varianzas-covarianzas %
dada por:

2= (s o)

Encontrar la funcidn generadora de momentos conjunta my y(t;, t;).
Dado que el rendimiento Y es de 150, en miles de pesos. 3Cudl es
laque el probabiidad de que el rendimiento X supere su valor
promedio?

Si se sabe que una combinacion Z de los rendimientos se compone
de 0.75de Xy de 0.45 de Y, encontrar P(Z>120).

10.(15 puntos) Sean X, Y~N(O,1) independientes y sea ae(0,2mr) una
constante arbitraria y U y V variables aleatorias definidas por:

U = Xsen(a) — Ycos(a)
V = Xcos(a) + Ysen(a)-

Calcula la esperanza y varianza de U-V.
Encuentra la densidad conjunta de (U,V). Sugerencia verifique
que:

X = Usen(a) + Vcos(a)
Y = —Ucos(a) + Vsen(a):

Digasi Uy V son independientes o no.

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
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Agosto-Diciembre, 2012

Nombre: Clave Unica

PARTE |
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion mdultiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificarda procedimiento)

Respuesta

1.- Sea X € R una variable aleatoria cuya funcién de densidad es simétrica alrededor de la
media. Supongamos que E[X] = 0. Entonces, el valor de 2IP(X < 1) — 1 esigual a:

a) 1-P(X|>1)

b) PX<1)—-PX>1)

c) PX>1)—-PX>-1)
d) Ninguna de las anteriores

2.- Xy Y son variables aleatorias continuas con funcion de densidad conjunta
fxvy(x,y) =2 para0 <x<y<1.
Entonces, la esperanza condicional de Y dado X=x es igual a:

X x+1 x—1
3 3 b) =~ 2 d) x
3.- El tiempo entre un cliente y otro en una ventanilla bancaria es una variable aleatoria
cuya media es 10 minutos con una desviacién estandar de 4 minutos. La cota inferior para
la probabilidad de que el tiempo de espera entre un cliente y otro esté entre 5 y 15

minutos es:
a) 4/5 b) 1/5 c) 16/25 d) 9/25

4.-SiP(A) = 0.3,P(B) = 0.4 y P(A|B) = 0.3. Evalue las siguientes afirmaciones para
identificar la opcidn correcta:

NP(ANB)=0.12 1II) P(A|B)=10.3 111 P(A° U B€) = 0.88
a)Sélo | y Il son verdaderas.

b)Sélo Iy Ill son verdaderas.
c)Sélo Il y lll son verdaderas.
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d)Todas son verdaderas.

5.- La densidad conjunta del tiempo total que pasa una persona en un banco (X) y el

tiempo que tarda en ser atendida (Y) es fxy(x,¥) = 0201 00y (X) (000 ), 6 >0,y
. . _ 62
su funcién generadora de momentos conjuntos es My y(s,t) = Gi6-0) donde

s < 0Bys+t<0.Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcidn correcta:

) X y Y son variables aleatorias independientes
1
1) Y~Exp (5)
1
1) Cov(X,Y) = 7
a) Sélolyllson verdaderas. c)  Sélolly lll son verdaderas.
b)  Sélo 1y lll son verdaderas. d)  Ninguna de las anteriores.

6.- Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opciéon correcta:

e) En la distribucidn Binomial, el coeficiente de curtosis (a,) tiende a 3 para cualquier
valor de p cuando n tiende a infinito.
f) La distribucion de Poisson se encuentra sesgada positivamente para cualquier
valor A>0, pero la asimetria disminuye para valores relativamente grandes de A.
g) Sea X la variable aleatoria con distribucién Binomial y funcién de probabilidad
]
P(x;n,p) = —————p*(1—p)"* x=0,1,2,...,n
(5n,p) = o P (=)
. ., y) .
Siparan=1,2,.. larelacién p = — es cierta para alguna constante A > 0, entonces
-19x

. e
nh_r)lgo P(x;n,p) = por x =012, ...
p—0
a)Sélo 1 y Il son verdaderas.
b)Sélo 1y Ill son verdaderas.
c)Sélo Il y lll son verdaderas.
d)Todas son verdaderas.
PARTE Il

Indica claramente el inciso que estds resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito
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1.- El duefio de una gasolinera sabe que la cantidad demandada diariamente (en miles de
litros) de gasolina Magna (X1), gasolina Premium (X;) y de Diesel (X3) tienen las siguientes
distribuciones: X;~ N(5, 0.25), X, ~ N(4, 0.36) y X3 ~ N(3, 0.49). Sabe también que la
correlacién entre la demanda de gasolinas Magna y Premium es de 0.9, que la correlacidn
entre gasolina Magna y Diesel es de 0.2 y que la demanda de gasolina Premium y el Diesel
no estan correlacionadas.

a) (8 puntos) ¢Qué distribucion siguen de manera conjunta X3, X; y X3?
Especifique sus parametros.

b) (8 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que en un dia la demanda de Diesel
supere a la demanda de gasolina Premium?

c) (8 puntos) Si la demanda diaria de gasolina Magna se ubica en 6 mil litros, écudl
es la probabilidad de que la demanda de gasolina Premium supere los 5 mil
litros

d) (5 puntos) Si los precios de las gasolinas Magna, Premium y del Diesel se ubican
en 10.8,11.4 y 10.9 pesos por litro, respectivamente, écudl es la probabilidad
de que el ingreso del duefio de la gasolina sea mayor a 150 mil pesos?

2.- La compaiiia de productos electrénicos LG fabrica televisores de alta calidad que pone
a la venta en los mercados nacional e internacional. La compaiiia opera dos plantas de
produccién en México, una se encuentra ubicada en Tijuana Baja California y la otra en
Guadalajara Jalisco. En cada una de las plantas, cuando un televisor se termina de
ensamblar, este es sometido a un riguroso control de calidad, momento en el que se
aprueba el embarque del televisor para su venta, o bien es regresado para realizarle los
ajustes necesarios antes de que se embarque. En un dia cualquiera, la proporcion de
televisores producidos en cada planta que requiere de un ajuste antes de su embarque y
la produccidn total de televisores en ambas plantas de la compaifiia, es el resultado de una
funcién de densidad conjunta de tres variables aleatorias dada por:

2 —
fryz(6y,2) = 5 (x + y)e ™ (0,00 (X)I0,1) (M) (0,1)(2),

donde

X= Produccidn total de televisores en las dos plantas, medida en miles de unidades
Y= Proporcién de televisores ensamblados en Tijuana que se embarcan sin ajuste

Z= Proporcion de televisores ensamblados en Guadalajara que se embarcan sin ajuste

a) (8puntos) Proporcione la funcién de densidad marginal de la produccién total de
televisores en las dos plantas. éCual es la probabilidad de que menos de 1000
televisores sean producidos en un dia cualquiera?
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b) (8 puntos) Proporcione la funcidon de densidad marginal fy z(y,z). iCudl es la
probabilidad de que mas del 75 por ciento de los televisores producidos en cada
planta sean embarcados sin haber requerido de un ajuste?

c) (8 puntos) Proporcione la funcién de densidad condicional de X, dado que 50 por
ciento de los televisores son embarcados sin haber requerido un ajuste desde la
planta de Tijuana. ¢ Cudl es la probabilidad de que LG produzca 1500 televisores un
determinado dia, dado que 50 por ciento de los televisores son embarcados sin
haber requerido un ajuste desde la planta de Tijuana?

3. Suponga que X; y X, son variables aleatorias independientes con distribuciones
uniforme continua sobre el intervalo (0, 27) y exponencial con media 1,

respectivamente. Si Y, =,/2X, COS(Xl) yY,= 2X28en(Xl):

Vi+y;

a) (10 puntos) Demuestre que le,Yz(yl,yz):Ee 2 I(_w’w)(yl)l(_m)(yz).

(Sugerencia: Recuerde que si @ € R, sen’(ar)+cos?(ar)=1).
b) (7 puntos) Diga si Y1 y Y, son variables aleatorias independientes

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Enero-Mayo, 2013

Nombre: Clave Unica
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PARTE I
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificara procedimiento)

Respuesta

1.- Considere los siguientes casos

i) Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad fx(x) = e ™*I(p00)(x) ¥
E(Y|x) = 2x%2 + 3
ii) Sean Z; y Z, variables aleatorias independientes tales que E(Z;) = 5,E(Z;) =
7y E(Y|z) = 32,2,

Evalle las siguientes afirmaciones para identificar la opcidon correcta

) En(i)E(Y) =7

) En (ii) E(Y) = 105

a) Solo esverdadera c) l'y ll sob verdaderas
b) Solo Il es verdadera d) l'y Il son falsas

2.-Sea A > 1 una constante y X una variable aleatoria con densidad

fx(x) = Axl_lﬂ(o,l)(x)

Defina la variable aleatoria Z = h(X) = In(1 — X) — In(X). Entonces, es cierto que

a) E[h(X)] = h(E[X])

—z \A
b) La funcidn de distribucion de Z es F,(z) = ( c )

1+e~%
Ae?

c) Lafuncién de densidad de Zes f;(z) = Wreryivt lz>0

d) b)yc)son correctas

3.- Suponga que X;~xy, Xa~X(ay ¥ X3~ X (), son variables aleatorias independientes. Si
P(X; + X, + X3 = ¢) = 0.10, entonces

a)c=2.7 b) c=2.8 c) c=10.6 d) ninguna de las anteriores
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4.-Si X; y X, son dos variables aleatorias cuya funcion generadora de momentos estd
dada por
My, x,(t1,t2) = exp{3t, — 2t, + 2t{ — 2t,t, + 8t3}

¢Cual de las siguientes afirmaciones es incorrecta?

13 14 -1 o
au=2 vi=]" L b) E[X,|X; = ~2] =
b) <X, +2X,~N(0, 37/9) d)p=1/8

5.- El siguiente diagrama indica la forma en cémo se han asignado probabilidades a los
eventos de un espacio muestral ()

)

<

Sea D un evento tal que p(D) =0.05y DN(AUBUC)=@. Evalte las siguientes
afirmaciones para identificar la opcidn correcta

) Los eventos A, By C son eventos independientes dos a dos.
1) Los eventos Dy (A U B U () son eventos independientes.
M) Los eventos D y A son independientes

a)Solo Il y lll son verdaderas. c) Sélo | y lll son verdaderas.
b)Sélo Il es verdadera. d) Todas son falsas.

6.- Sea X una funcién de densidad continua con la siguiente funcidon de densidad de
probabilidad

fx) =afi(x) + (1 - a)f;(x),
donde f;(x) y f,(x) son funciones de densidad de probabilidad y 0 < a <1, y; y 0?;
denotan la media y la varianza correspondientes a f;(x), i = 1,2. Diga cual de las

siguientes afirmaciones es falsa
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a) E[X] = au; + (1 —a)u,

b) Var(X) = a’c?; + (1 - a)?c?, + 2a(1 — a)o?,0?,
o) Var(X) = ao?; + (1 - a)o?; + a(l — a)(uy — 12)?
d)E[X] = f_oooox( afi(x) + (1 — a)fo(x))dx

PARTE Il

Indica claramente el inciso que estds resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

1.- Akinori Ito, un ingeniero que trabaja en Blest Corporation, Japdn, esta muy preocupado
por la cantidad de desperdicio plastico que los humanos dejamos a nuestro paso. Como el
plastico es un producto que viene del petréleo, el Sr. Ito ha estudiado la manera en que
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puede reconvertir el plastico en su materia prima original. Para ello, ha desarrollado una
maquina que puede reconvertir un kilo de pldstico en un litro de petréleo, diessel 6
keroseno. (Para mayor informacién consulte: ourworld.unu.edu).

Sean Y;,Y, yY; los costos de reconversion de 1lkg. de plastico en petréleo, diessel y
keroseno respectivamente. Sea Y; — Y3 la diferencia en costos de reconversion de plastico
y keroseno.

Suponga que (Y, Y5, Y3)T~N (E’ Z), donde u = (2,1,2)T en decenas de yenesy

2 1 1
=11 3 0
1 0 1

a) (5 puntos) Obtenga la matriz de correlaciones entre los costos de reconversion

b) (7 puntos) Encuentre la distribucién conjuntade X; =Y; + YV, + Y3y X, =Y, — Vs,
c) (7 puntos) Encuentra la distribucién de X, |X, = 2.

d) (5 puntos) Determina P(X; > 3|X, = 2)

2.- Suponga que X; y X, son variables aleatorias independientes con densidad exponencial,

esto es, X;~exp(A),i = 1,2.Sean U = X; + X, y V = —2
X1+X;

a) (10 puntos) Encuentra la funcién de densidad conjunta de Uy V e indica
claramente su soporte.

b) (6 puntos) Obtenga las densidades marginalesde Uy V

c) (5 puntos) Determina E(U|V)

3.- (a) (5 puntos) Sean X, X5, ..., X1, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con densidad exponencial, esto es, X;~exp(100),i = 1,2, ...,10. Utilizando
la funcién generadora de momentos encuentre la distribuciéon de la variable aleatoria
T= 1'121 Xi

(b) (5 puntos) Si X~Gama(a,B). Utilizando la funcion generadora de momentos

. . . 2X
encuentre la distribucidn de la variable aleatoria Y = e

4.- Una compaiiia que procesa alimentos tiene tres plantas ubicadas en Tijuana,
Monterrey y Guadalajara. Las plantas difieren en tamafio y producen el 45%, 35% y 20%
del total de sardina procesada, respectivamente. Dada la informacién histdrica de la
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SAGARPA sobre la calidad del producto, se pueden asignar las siguientes probabilidades
de encontrar una lata contaminada en cada una de las tres plantas: 0.0005, 0.0002 y
0.0001 para Tijuana, Monterrey y Guadalajara, respectivamente. Un inspector de sanidad
encuentra una lata de sardinas contaminada que fue enviada por esta compaiiia a una
tienda de auto servicio en la Ciudad de México, desafortunadamente la etiqueta que
indica la procedencia de la lata de sardina fue borrada y no se puede determinar en qué
planta fue procesada.

a) (5 puntos) iEn cudl de las tres plantas es mas probable que se haya procesado la
lata contaminada?

b) (5 puntos) ¢En cual de las tres plantas es menos probable que se haya procesado
la lata contaminada?

c) (5 puntos)iCudl es la probabilidad de que la lata contaminada se haya procesado
en una de las dos plantas mas pequefias?

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Agosto-Diciembre, 2013

Nombre: Clave Unica

PARTE I
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificara procedimiento)

Respuesta
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1.- Sean X y Y variables aleatorias que tienen una densidad normal bivariada con E(X) =
2,E(Y) =-3,Var(X) =4, Var(Y) =25y covarianza oxy = —3. Entonces, P(X <
3l Y =1) =

(@) 0.54 (b) 0.64 (c) 0.76 (d) 0.59

2.- Una compafiia modela sus ingresos mensuales, en millones, por medio de una variable
aleatoria, V, con densidad exponencial de media 2. Sus costos totales mensuales, también
en millones, los modela por medio de una variable aleatoria, U, cuya densidad es
exponencial con media 1. Los ingresos y egresos se suponen independientes. Sea X = U/V

el cociente entre costos totales e ingresos. Entonces, la funcion de densidad de X, para
x > 0 esté dada por:

@ Yoxry O xe” © Yiger1yp @27
3.- ¢Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?

a) Si X~Gama(a, B). Entonces, ZX/[)) ~XCa)

b) SiZ~N(0,1). Entonces, P(|Z| > 2) < 0.25

c) SiX~exp(@). Entonces, P(X >x+h|X >x)=P(X >h), h>0

d) Sean X 'y Y variables aleatorias  independientes  tales  que,
X~Bin(n,p,), Y~Bin(n, py) . Entonces X + Y~Bin(n, Px + py)

4.- Sean X y Y variables aleatorias que tienen densidad normal bivariada con parametros
(uy, 1y, 02, 0%, pxy). Evalle las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta

I) Cualquier combinacion lineal distinta de cero entre X y Y de la forma aX + BY + ¢
tiene una densidad normal con media auy + Buy + c y varianza a®s¢ + f2oi.

I1) Suponiendo que X y Y tienen varianza comun o2, entonces Var(X +Y) < 262 siy
solo si pyy < 0.

) Var(Y|X = x) < Var(Y)

IV) Xy Y son independientes si y solo si Cov(X,Y) =0

V) X-Y tienen densidad normal si y s6lo si pyy > 0

a) Solo I, 1) y IV) son verdaderas
b) Solo I) es verdadera

c) SOlo V) es falsa

d) Todas son verdaderas

5.- Sean A, B y C tres eventos en el espacio muestral Q, todos con probabilidad positiva.
Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta.
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) P(AUB|C) = P(A|C) + P(B|C) —P(AN B|C)
I SiP(A|C) > P(B|C) y P(A|C¢) > P(B|CF), entonces P(B) < P(A)

P(AIC) _ P(AP(C|A)

D BBI0) = PBP(CIB)

a) Solo Il) es verdadera

b) Todas son verdaderas

c) Solo 1)y 1) son verdaderas
d) Sdlo I) es verdadera

6.- La cantidad de agua, medida en millones de litros, demandada diariamente por una
poblacion en el norte de la ciudad de México durante los meses del verano, es modelada
por una variable aleatoria, X, cuya funcidon generadora de momentos estd dada por:
My (t) = (1 — 0.5t)71% para t < 2. EvalGe las siguientes afirmaciones para identificar la
opcion correcta.

) EX)=5 |Il)Var(X) = 2.5 Ill) Lafuncién de densidad de X es simétrica.

a) Todas son verdaderas.

b) Solo Ill) es verdadera.

c) Soélo I) es verdadera.

d) Solo 1)y II) son verdaderas.

PARTE Il

Indica claramente el inciso que estas resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigledad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacién no dan crédito

1.- Sea W~Gama(a, B).

a) (7 puntos) Muestra que el r-ésimo momento de W esta dado por

] _ I'(a+r)

T
E[W @

BT, parar > —a.
Nota: En particular si Y~)((2n) es un caso especial de la densidad Gama, en cuyo caso,

F(%+r) n

E[YT] = r(ﬁ) 27, parar > —3
2
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b) (7 puntos) Sean Z~N(O,1)yY~X(2n) variables aleatorias independientes. Sea

_Z_
I

2.- Peopel Power es una compafiia de asesoria en desarrollo organizacional que presta su
servicio a varias empresas. La compaiiia aplica un examen que evalia matematicas (X;),
escritura (X,) Yy destreza manual (X3) a cada uno de los aspirantes a un empleo. Después
de que la compafiia ha analizado miles de exdmenes de igual nimero de aspirantes,
encontré que la calificacion de las tres pruebas puede modelarse a través de la siguiente
funcién de densidad conjunta (las tres pruebas son calificadas en una escala de 0 a 1, con 0
la calificacion mas baja y 1 la mas alta).

T = . Muestraque E(T) =0 y Var(T) = "/(n _ 2),si n>?2

3
fX1X2X3 (%1, %2,x3) = 0.80(2x; + 3x3)x3 1_[ o417 (x)

=1

a) (6 puntos) Se tiene una vacante para un jefe de oficina. People Power, requiere de
una calificacién mayor de 0.75, tanto en matematicas como en escritura para poder
contratar a un aspirante. Proporcione la funcion de densidad marginal conjunta para
las calificaciones de matemaéticas y la de escritura.

b) (i) (6 puntos) Proporcione la funcién de densidad condicional de la calificacion de
escritura, dado que el aspirante logro una calificacion en matematicas mayor a 0.75.
(if) (6 puntos) Dado que el aspirante logro una calificacion mayor a 0.75 en
matematicas, ¢Cual es la probabilidad de que logre una calificacion mayor a 0.75 en
escritura?

(iii) (6 puntos) ¢son las calificaciones de matematicas y escritura variables
aleatorias independientes?

3.- Las variables aleatorias continuas X y Y tienen la siguiente funcién de densidad
conjunta

gx)g(y)
fx,y) =9 Gx) PEYSxS®
0 en otro caso
donde G (x) es una funcion de distribucion tal que g(x) = d(;ix)

a) (7 puntos) Verifique que las funciones de densidad marginal de X y Y estan dadas
por
fx(x) = g(x) —w<x<o®

fr() =—g()nG(y) —co<y<o
respectivamente.

b) (7 puntos) Verifique que fy(y) = —g(y)InG(y) es una funcion de densidad.
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4.- Sea X la variable aleatoria que representa la produccion de pares de zapatos, la cual
tiene la siguiente funcion de densidad

fx(x)=e*x>0

Sean ¢ > 0 la demanda de pares de zapatos, d; > 0 el precio de ventay d, > 0 el costo de
produccion de un par de zapatos.

a) (6 puntos) ¢Cudl es la probabilidad de que se produzcan maés pares de zapatos que
los demandados?

b) (6 puntos) Sea
X ,siX<c
Y_{c ,SIX >c

la variable aleatoria que representa la cantidad vendida de zapatos. Encuentra la
esperanza de .
¢) (6 puntos) Encuentra la ganancia total esperada

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Enero-Mayo, 2014

Nombre: Clave unica

PARTE I
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion mdultiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificara procedimiento)

Respuesta

1.- EvalUe las siguientes afirmaciones para identificar la opcidn correcta.

1) Si X es un vector aleatorio distribuido normal p-variado y X;,X) son
componentes de X con Corr(X;, X)) = 0. Entonces X; y X; no necesariamente
son variables aleatorias independientes.

i) Si X; y X, son variables aleatorias que marginalmente tienen una distribucion
normal, entonces de forma conjunta (X; ,X,) se distribuiran de acuerdo a una
densidad normal bivariada

a) 1) es verdadera pero Il) es falsa.
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b) 1) es falsa pero 1) es verdadera.
¢) Tanto I) como Il) son verdaderas.
d) Tanto I) como Il) son falsas.

2.- ¢ Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?

a) En la distribucion Binomial, el coeficiente de curtosis (a,) tiende a 3 para cualquier
valor de p cuando n tiende a infinito.

b) La distribucion de Poisson se encuentra sesgada positivamente para cualquier valor
A>0, pero la asimetria disminuye para valores relativamente grandes de A.

c) Sea X la variable aleatoria con distribucion Binomial y funcion de probabilidad

|
P(x;n,p) = p*(1—p)"* x=0,12,..,n

(n—x)!x!
) . pl .

Siparan=1,2,... larelaciéon p = — es cierta para alguna constante A > 0, entonces

-19x

. e
nh_rgo P(x;n,p) = por :x =012, ..

p—0
d) En ladistribucion Binomial, la media es menor que la varianza

3.- Sean A, B y C tres eventos en el espacio muestral Q, todos con probabilidad positiva y
tales que: A y B son ajenos, A y C son independientes, B y C son independientes.
Supdngase que

4P(A) = 2P(B) = P(C) yP(AUBUC) = 5P(A)
¢Cual es el valor de IP(A)?

8) - b) > c)0 )2

6

4.- Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta.

1) Suponga que la funcién F:R — [0,1] es tal que F(b) < F(a) sib > a.
Entonces la funcion es una funcién de distribucion para alguna variable
aleatoria.

I Sea f(xq,x;) la funcion de densidad conjunta de las variables aleatorias
continuas X, X,. Suponga que f(x;|x, € B) estd dada por f(x;|x, € B) =
fszBf(xsz)dxz
fxzerz(xz)dxz
f>(x,) es la funcion de densidad marginal de X,. Entonces para cualquier

, en donde B es un evento de X, para el cual Py,(B) >0y

77

——
| -



ITam

evento A de la variable aleatoria X1,
P(x, € A|lx, € B) = fxleAf(xllxz € B)d x;

a) 1) es verdadera pero Il) es falsa.

b) 1) es falsa pero Il) es verdadera.

¢) Tanto I) como Il) son verdaderas.
d) Tanto I) como Il) son falsas.

5.- Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta.

1) El precio diario de un instrumento financiero es una variable aleatoria con valor
esperado de $2 ddlares. Entonces la probabilidad de que el precio de dicho
instrumento sea mayor o igual que $10 dodlares es < 0.20.

I Asumiendo que la media u y la varianza 2 de una variable aleatoria X existen,
entonces P(|x — u| < 20) = 0.75

a) 1) es verdadera pero Il) es falsa.
b) 1) es falsa pero Il) es verdadera.
c) Tanto I) como Il) son verdaderas.
d) Tanto I) como Il) son falsas.

6.- EvalUe las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta.

1) Sea X la variable aleatoria con funcion de densidad fx(x) = 0.2e~%%*] 4 o) (x).
Entonces, la funcion generadora de momentos de X es My(t) = % t <0.2,
E(X) =5y Var (X) = 25.

1) Sea Y la variable aleatoria con funcion de masa de probabilidad fy(y) =
0.3Y0.7'7YI; 13(y). Entonces, la funcién generadora de momentos de Y es
My(t) = 0.7 4+ 0.3et, E(Y) = 0.3y Var (Y) = 0.21

a) 1) es verdadera pero Il) es falsa.
b) 1) es falsa pero Il) es verdadera.
c) Tanto I) como Il) son verdaderas.
d) Tanto I) como Il) son falsas.

78

——
| -



ITam

PARTE Il

Indica claramente el inciso que estas resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigledad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacién no dan crédito

1.- De un grupo de 9 estudiantes internacionales: 4 mexicanos, 2 espafioles y 3 franceses, se
eligen tres estudiantes para otorgarles una beca. Sea X el nimero de estudiantes mexicanos
elegidos, y Y el niumero de estudiantes espafioles elegidos.

a) (8 puntos) Construya la distribucion conjunta (tabla de probabilidades) de X y Y.

b) (4 puntos) Calcule el valor esperado y desviacion estandar de Y.

c) (4 puntos) Determine el coeficiente de correlacion lineal entre X y Y, si se tiene que
E(X) =4/3 yVar(X) =5/9.

d) (4 puntos) Si Z es el nimero de estudiantes franceses elegidos para recibir beca.
Obtenga su valor esperado u, Yy su varianza 2.

e) (4 puntos) Si se sabe que exactamente un estudiante francés recibira beca, calcule el
numero esperado de estudiantes espafioles que recibiran beca.

2.- Un inversionista tiene $10000.00 dolares los cuales desea invertir en un portafolio de
inversion compuesto por tres acciones el cual considera es una buena oportunidad de
inversion. Durante el horizonte planeado por el inversionista los precios semanales, al
cierre, de las acciones puede considerarse como eventos de un vector aleatorio con
densidad normal de dimensién 3 y con
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27 9 2 1
E(X) = 10] yconCov(X) =2 1 —1]
18 1 -1 4

Los precios actuales de la primera, segunda y tercera accion son $22.988, $11.001,y $
19.047, respectivamente.

a) (8 puntos) Si el inversionista decide invertir los $10000.00 dolares en cantidades
iguales para cada una de las tres acciones, ¢Cudl es el valor esperado y la varianza
del valor del portafolio de inversion?

b) (8 puntos)¢Cual es la funcién de densidad del valor del portafolio? ¢Cuél es la
probabilidad de que el valor de cierre del portafolio en una semana determinada sea
mayor de $11000.00?

c) (8 puntos);Cudl es la densidad condicional del valor de la primera accion dado que
la tercera accion tiene un valor de $17? Si el inversionista invierte sus $10000.00 en
la primera accion, ¢ Cual es la probabilidad condicional de que el valor de cierre del
portafolio sea mayor de $11000.00, dado que la tercera accion tiene un valor de
$177?

3.- En cierta compaiiia, el esquema para aprobar una propuesta es el siguiente: tres personas
A, By C analizan la propuesta y ésta es aprobada unicamente si por lo menos 2 de los 3 le
dan su visto bueno. Se sabe que cada uno de ellos analiza la propuesta en forma
independiente y que las probabilidades de que den su visto bueno son 0.3, 0.2 y 0.1
respectivamente.

a) (8 puntos);Cudl es la probabilidad de que una determinada propuesta sea aprobada?
b) (6 puntos) Si se sabe que una propuesta fue aprobada. ¢Cual es la probabilidad de
que C le haya dado el visto bueno?

4.- (10 puntos) Una compafiia modela sus ingresos mensuales, en millones, por medio de

una variable aleatoria, V, con distribucion exponencial de media 2. Sus costos totales

mensuales, también en millones, los modela por medio de una variable aleatoria, U, cuya

distribucion es exponencial con media 1. Los ingresos y egresos se suponen independientes.
U . . ., .

Sea X = - el cociente entre costos totales e ingresos. Encontrar la funcion de densidad de

X, parax > 0.
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PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Agosto-Diciembre, 2014

Nombre: Clave Unica

PARTE |
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificara procedimiento)

Respuesta

1.- La variables aleatorias X y Y representan los costos de consultas médicas Yy
medicamentos, respectivamente, en 2013. Supongamos que E(X)=5E(X?) =
27.4,E(Y)=7,E(Y?) =514y Var(X+Y)=8 y sea C; =X +7VY el costo total de
consulta y medicamentos en 2013. Supongamos que en 2014 los medicamentos aumentaran
su costo en 20% Yy que los costos de consulta permaneceran sin cambios. Sea C, = X +
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1.2Y que representa el monto total de consulta y medicamento en 2014. Entonces la
Cov(Cy, C,) esigual a:

a) 8.8 b) 9.60 c) 9.76 d) 11.52

2.- La funcién de produccion de un cultivo agricola bajo las practicas de cultivo estdndar,
depende criticamente del nivel de precipitaciones pluviales durante el periodo de
crecimiento. Dicha funcién de produccion esta dada por Y = 30X%2°, donde Y representa
el rendimiento por hectarea medido en toneladas, mientras que X representa la cantidad de
lluvia durante la temporada de crecimiento medido en centimetros cubicos. Analice las
siguientes afirmaciones para elegir la opcion correcta.

1) Si E(X) = 20, entonces E(Y) > 70.
i) Si P(Y = 50) = 0.75, entonces E(Y) > 35.

a) (1) y (I) son verdaderas

b) (1) y (1) son falsas

c) (l)esfalsay (Il)es verdadera
d) (I es falsay (I) es verdadera

3.- Sea X la variable aleatoria continua con funcion de distribucion F, y sean a < b
numeros reales ¢ Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Si0 < aentonces P(|X| > a) = 2(1 — F.(a)).
b) P{a<X}n{X=h})=1-F(b)—F(a).
¢) P({a<X}U{X<b))=FE(D)+1-FE(a)
d P({a<X}n{X <b}) =E®b) - E(a)

4.- La cantidad de cerveza, medida en miles de litros, demandada diariamente por los
consumidores de una ciudad en el norte de México durante los meses de verano, es
modelada por una variable aleatoria, X, cuya funcidén generadora de momentos esta dada
por: My (t) = (1 — 2t)~3 para t < 0.5. Evalle las siguientes afirmaciones para identificar
la opcidn correcta

HEX)=6 I Var(X) = 12 I11) La funcién de densidad de X es simétrica

a) (D), (1) y (1) son verdaderas
b) Solo (1) y (I11) son verdaderas
c) Sdlo (1) y (1) son verdaderas
d) Sdlo (1) y (1) son verdaderas
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5.- Considere las siguientes afirmaciones

()] Sean X, X5, ... Xj, variables aleatorias independientes tales que
X;~Binomial(n;,p).Parai = 1,2,.., k. Entonces la distribucion de
Y = Y% | X; ~binomial(n, + ny + - + ng, p)

(1) SiXyY sonv.a. independientes con X~Gammal(a, B) y Y~Gamma(A, )
entonces lav.a. W = X + Y~Gama(a + 4, 3)

(1) Si X~Gama(a, B), entonces Y = %’V}(Z (a).

a) (1), (1) y (111) son verdaderas
b) Solo (1) y (I11) son verdaderas
c) Sélo (1) y (1) son verdaderas
d) Sélo (1) y (1) son verdaderas

6.- Sean A4, A,, ..., Ay, B eventos de un espacio muestral Q, con P(B) > 0. ;Cuél de las
siguientes afirmaciones es falsa.

a) P(Niz,4;|B) =1 —Xi=, P(A{|B)
b) P(UL,4;|B) < XL, P(4;|B)
0 P(4,NB) , P(4A5NB) _
P(B) P(B)
d) Se dice que los eventos Ay, A,,...,A, son independientes si y sélo si son
independientes dos a dos.
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PARTE Il

Indica claramente el inciso que estas resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigtedad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

1.- Se sabe que, en un mes dado, el precio del petréleo crudo en dolares por barril (X) y la
cantidad que un exportador podria ofrecer (por tanto, vender) en millones de barriles (Y) se

distribuyen como un vector aleatorio normal bivariado; esto es, (X,Y)T~N (M, Z) donde

=0 =% 5D

a) (9 puntos) Si una compafiia americana exportadora de crudo calcula sus ingresos
sin tomar en cuenta costos. Calcule el ingreso medio en un mes dado.

b) (10 puntos) Por instrucciones de la OPEP, a dicha empresa se le ha pedido que su
volumen de venta en dicho mes sea de 10 millones de barriles. Calcule la
probabilidad de que el precio del crudo exceda los 86 dblares por barril.

2.- (15 puntos) Sean X y Y dos variables aleatorias con funcion de densidad conjunta
foy(x,y) =e* Y parax >0yy >0

Encontrar la funcion de densidad de U = e~ XY,
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3.- La compafiia de productos electronicos ASUS fabrica tarjetas madre de alta calidad que
pone a la venta en los mercados nacional e internacional. La compafiia opera dos plantas de
produccion en Taiwan, una se encuentra ubicada en Taipéi y la otra en Nankan. En cada
una de las plantas, cuando una tarjeta se termina de ensamblar, esta es sometida a un
riguroso control de calidad, momento en el que se aprueba el embarque de la tarjeta para su
venta, o bien es regresada para realizarle los ajustes necesarios antes de que se embarque.
En un dia cualquiera, la proporcion de tarjetas producidas en cada planta que requiere de un
ajuste antes de su embarque y la produccién total de tarjetas en ambas plantas de la
compaiiia, es el resultado de una funcién de densidad conjunta de tres variables aleatorias
dada por:

3 _
fxyz(%,y,2) = Z (x +y* +22)e *I10,00) () 10,11 (V) 10,11 (2),

donde

X= Produccion total de tarjetas en las dos plantas, medida en miles de unidades
Y= Proporcion de tarjetas ensambladas en Taipéi que se embarcan sin ajuste
Z= Proporcion de tarjetas ensambladas en Nankan que se embarcan sin ajuste

d) (9 puntos) Proporcione la funcion de densidad marginal de la produccion total de
tarjetas en las dos plantas. ¢Cual es la probabilidad de que menos de 1000 tarjetas
sean producidos en un dia cualquiera?

e) (9 puntos) Proporcione la funcion de densidad condicional de X, dado que 50 por
ciento de las tarjetas son embarcadas sin haber requerido un ajuste desde la planta
de Taipéi. ;Cuél es la probabilidad de que ASUS produzca una cantidad menor o
igual a 1000 tarjetas un determinado dia, dado que 50 por ciento de las tarjetas son
embarcados sin haber requerido un ajuste desde la planta de Taipéi?

4.- Suponga que la duracion en horas, llamémosla T, de cierto dispositivo electronico es
una variable aleatoria con wuna distribucion exponencial con parametro g. El
funcionamiento de una maquina que usa este dispositivo cuesta C; pesos/hora. Mientras
la maquina esta funcionando se obtiene una utilidad de C, pesos/hora, con C, > C;.

a) (9 puntos) Para una jornada laboral de H horas, calcula la utilidad esperada, donde

(C,— C)H, siT>H

v = {(C2 —C)T, siT<H

b) (9 puntos) Ahora considera el salario del operador de la maquina durante la jornada
laboral, el cual obtiene un pago de C5 pesos/hora. Calcula la utilidad esperada
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PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Enero-Mayo, 2015

Nombre: Clave unica

PARTE |
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion mdultiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificara procedimiento)

Respuesta

1.- Sean X, Y y Z variables aleatorias independientes y continuas. Entonces, la
probabilidad del evento

P(|x| <5Y < 4,Z3 > 8),
en términos de las funciones de distribucién Fy, Fy y F; es:

a) Fx(5)Fy (4) Fz(2)

b) [1— Fx(=5)]Fy (4) Fz(2)

¢) [Fx(5) — Fx(=5)]Fy (4) Fz(2)

d) [Fx(5) — Fx(=5)]Fy (4) [1 - Fz(2)]

2.- Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcién correcta
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I) Sean Z,,Z,, ... Z, variables aleatorias independientes cada una con distribucion normal
estandar. Entonces | = Z7 + Z5 + -+ + ZA~x{ny.-

I) Si X~Binomial (1000,0.28), entonces p[250 < X < 320] se puede aproximar por
p[—2.11 < Z < 2.82], donde Z~N(0,1).

I11) Si X~Uniforme(—1,1), entonces Y = X2~Uniforme(0,1).
a) Solo () es fala b) Sélo (1) y (111) son falsas

c) Solo (1) es falsa d) Todas son correctas

3.-Sea X una variable aleatoria tal que, X~Binomial(6, %). Entonces, el valor esperado de
X(X —1)esigual a:

a) 5/6 b) 0 c) 5/36 d) -1/6

4- Un inversionista decide comprar 50 acciones de la empresa y y vender 70 de la empresa
v, por lo que el rendimiento de su portafolio se puede ver como una combinacién lineal de
la posicion en ambos activos financieros /T = 507y, — 707%,; con las r's igual a los
rendimientos de los correspondientes activos. Se sabe que
(ry .1 ) ~N(3.56.4,1.44,5.29,p).

En finanzas, se le conoce a la raiz cuadrada de la varianza del rendimiento del portafolio
como “Volatilidad”. Para este portafolio, una mayor volatilidad implica mayor riesgo y
viceversa. Si el inversionista prefiere tomar menos riesgos al momento de armar su
portafolio, determine cudl es la p que mas le conviene.

a) p=0.85 b) p = -0.85 c)p =0.31 d)p=0.1
5.- Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta

(IvV) Sean X;,X,,..X, \variables aleatorias independientes tales que

X;~Bernoulli(p), parai =1,2,..,ny X = %X‘ Entonces,

_ 1
P(|X| > ¢) < e

(V)  Supongaque X~N(u,0%) yseaY = e*. Entonces, E(Y) > e#

a) (I) esverdaderay (Il) es falsa
b) (I1) es verdadera y (I) es falsa
c) (1) y () son falsas

d) (1) y (1) son verdaderas
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6.- Sea X~Gama(a, B), tal que E(X) = 2 y E(X?) = 8. EvalUe las siguientes afirmaciones
para identificar la opcion correcta.

(1 X~X(22)

(IPA<X<4)=eV2—¢2

1

(V)  My(t) = oz
VI) P(X>6|X>2)=e?

a) Todas son verdaderas

b) Sélo (), (1) y (IV) Son verdaderas
c) Solo (), (1) y (IV) Son verdaderas
d) Solo (I1), (1) y (IV) Son verdaderas
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PARTE Il

Indica claramente el inciso que estas resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulara
ambas. Un ndmero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

1.- La duracion X de un componente electronico, es una variable aleatoria con distribucion
exponencial. Hay dos procesos para su fabricacion. EIl proceso | brinda una duracién
esperada de 100 horas. y tiene un costo unitario de c pesos. El proceso Il brinda una
duracion esperada de 150 horas y el costo unitario es de 2c pesos. Si un componente dura
menos de 200 horas, el productor tiene una pérdida estimada en k pesos.

a) (8 puntos) Construye las variables aleatorias C;(X) y C;;(X) que representan el
costo de produccion por unidad, usando el proceso | y el proceso |l
respectivamente.

b) (8 puntos) Determina el costo esperado con cada uno de los procesos.

c) (10 puntos) Calcula E(C;;(X)) — E(C;(X)) y determina para qué valores de c
conviene mas el proceso | y para qué valores conviene mas el proceso Il. Estos
valores de ¢ dependen de k.

2.- (10 puntos) Un estacionamiento tiene dos entradas. La llegada de vehiculos a la entrada
| tiene una distribucion de Poisson, con un promedio de tres vehiculos por hora; mientras
que en la puerta Il la distribucién de arribos es también Poisson pero con un promedio de
cuatro vehiculos por hora. Calcula la probabilidad de que un total de tres vehiculos entren
al estacionamiento en una hora determinada. (Asume que las distribuciones son
independientes).

3.- (10 puntos) Las variables aleatorias X y Y tienen la siguiente funcion de densidad
conjunta

1 1
xX,y) = —————exp |- ———= (x? — 2pxy + y?)|, lpl <1
fur () = = Pz & -2y i)
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X+Y X-Y

Seanv=f yﬁ:ﬁ

Encuentre la funcion de densidad conjunta de vyd, y demuestre que vyd son
independientes.

4.- Un concurso consiste en dos partes. Primero el concursante tira dos dardos a un blanco
ubicado a 6 metros de distancia. Se sabe que 3 de cada diez personan atinan al blanco. Sea
Z la v.a. del numero de aciertos en el blanco. Se realizan Z extracciones sin reemplazo de
una urna que contiene 5 bolas numeradas como sigue: 2 con el namero uno, 2 con el
numero dos y la ultima con el numero tres. Sea W la suma de los puntos obtenidos.

a) (12 puntos) Hallar £z, (z, w)

b) (6 puntos) Calcular E(W) y Var (W)

c) (6 puntos) El juego paga $1,000 por cada punto obtenido. Calcule el valor esperado
de la ganancia.
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PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO B
Agosto-Diciembre, 2015

Nombre: Clave Unica

PARTE |

A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificara procedimiento)

Respuesta

1. Diga cudl de las siguientes aseveraciones es verdadera:

a) Un experimento aleatorio tiene el espacio muestral Q = {1, 2, 3, 4}, y todos los
eventos elementales son equiprobables. Defina ahora los eventos A = {1, 2}, B =
{1, 3} y C={1, 4}. Los eventos A, B y C son mutuamente independientes.

b) La combinacion para abrir una chapa consiste en tres nimeros enteros del conjunto
{0, 1, ..., 50}. La combinacion es tal, que dos numeros consecutivos no pueden ser
iguales. EI nimero de combinaciones posibles es entonces (50)°.

c) Un experimento aleatorio consiste en dos lanzamientos de un dado, y la salida
consiste en la pareja ordenada (lanzamientol, lanzamiento2). Defina los siguientes
dos eventos: A = {lanzamientol > lanzamiento2}; B = {lanzamientol = 6}.

Entonces, P(A\B)z P(B\A).

2. La pareja de variables aleatorias X,Y tiene la funcién de masa de probabilidad sefialada
en la siguiente tabla:

Xy Yo -1 0 1
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-1 1/6 1/12 1/12
0 1/12 1/6 1/12
1 1/12 1/12 1/6

¢Cual de los siguientes enunciados es verdadero?
a) Xy Y son independientes

b) P(X=-1Y =-1)=2P(X =-1Y =0)=2P(X = -1Y =1)
c) El coeficiente de correlacion entre X y Y es cero

. Sea X una v. a. uniforme continua en el intervalo [AB], i.e., f(x)=1/(B-A) para
x € [A,B]. Entonces, el primer cuartil de X es

a) A2

b) A+(B-A)4

c) (B-A)4

d A/(B-A)

. Se lanza una moneda honesta 3 veces. Sea X el maximo nimero de veces consecutivas

que aparece un mismo resultado. P(X :1) esigual a
a) 1/2
b) 1/3
c) 1/4
d) 1/5

. Sean A, B y C eventos tales que P(C)>0. Considere los siguientes dos enunciados:
. P(auB[C)=P(AC)+P(BIC)-P(ANB[C)

1. P(AlC)=1-P(A°[C)

¢ Cudl de las siguientes opciones es verdadera?

a) |y llfalsas

b) 1y Il verdaderas

c) |falsay Il verdadera
d) | verdaderay Il falsa

. Sea X una v. a. con funcion de densidad dada por f(x)=|x—11y,(x). Entonces la

moda de X es
a) 1
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b) 1/2
c) Oy2
d) No existe

PARTE Il

Indica claramente el inciso que estas resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigledad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

7. Suponga que se tiene un vector aleatorio normal bivariado (X,Y) ~ N,(u,X), con

1)y 125 5
H=is 55 203)

a) (8 puntos) Si definimos la transformacion (U, V)

(ZX +Y, X;Y) . Determina
la distribucion del vector (U,V).
b) (8 puntos) Calcula P(X > M‘Z’_Yj

8. Sea X la proporcién de personas econémicamente activas cuyo ingreso es inferior a un
salario minimo (SM), y sea Y la proporcion de personas cuyo ingreso es superior a 6
SM. La funcién de densidad conjunta entre X y Y esta data por

162xy, 0<x<2/3, 0<y<Xx/2

fx,Y(X’y):{o 0.0.C

Ademas se sabe que

81 ,
fx(X)—{4X , 0SXS2/31
0, .0.C.
8 2 8 8 2 1
E(X)=—, EIX“)]=—, E(Y)=—, E\Y?)]=—.
()15 ()27 ()45 ()27

a) (5 puntos) Obtenga la funcion de densidad marginal de Y.

b) (8 puntos) Obtenga la proporcion esperada de personas econoOmicamente activas
Cuyo ingreso es superior a 6 SM, si se conoce la proporcion de personas
econdémicamente activas cuyo ingreso es inferior a un SM.

c) (8 puntos) Calcule el coeficiente de correlacion entre las variables X y Y e
interprete su valor.
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d) (10 puntos) Las personas que tienen un ingreso inferior a un SM no pagan
impuestos. Se propone que aquellos que tienen un ingreso inferior a 6 SM tampoco
lo hagan. ¢Cuél sera el valor esperado y varianza de la proporcion de personas con
un ingreso entre 1y 6 SM?

. Sea Y, unav. a. binomial con n, ensayos y probabilidad de éxito p,. Sea Y, otrav. a.
binomial independiente de la anterior con n, ensayos y probabilidad de éxito p,, i.e.,
r]i f n;— .
P ) e =12

fv, (vi)= [y.

con funcidén generadora de momentos
M, (t)=(-p, +p,e')" parai=1,2.

a) (5 puntos) Si Z es una v. a. tal que su funcion generadora de momentos es
M, (t)= M., (t)M, (t), ¢qué relacion funcional existe entre Z, Y1y Y?

b) (8 puntos) Calcule la media y varianza de Z.

c) (10 puntos) Si p, =02 y p,=0.8, encuentra la funcion de densidad de
W =Y, +n, —Y,. Sugerencia: Encuentra la funcion generadora de momentos de
W.
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PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Enero-Mayo, 2016

Nombre: Clave Unica

PARTE |

A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificara procedimiento)

Respuesta

7. En el lanzamiento de dos dados con 6 caras definimos los siguientes eventos. A = el
primer dado muestra un nimero par, B = el sequndo dado muestra un 5 o un 6. ¢Cual
de las siguientes opciones es falsa:

e) Ay B son independientes

f) Laprobabilidad de B dado A es 1/3

g) Laprobabilidad de B dado A es igual a la probabilidad de B
h) La probabilidad de que ni A ni B ocurran es de 2/3

8. Sean X~ N(6,1) y X,~ N(7,1) v.a.’s independientes y definimos Y =X, -X,.
Entonces la opcién verdadera es:
e) P(Y>0)=P(X, >X,)
f) Y~N(@L2)
g) M Y (t) = e_th
h) P(X, >X,)=®(0.7071)

95

——
| -



9.

10.

11.

12.

ITam

Sean X, X,,X;, X, v.a.’s independientes con varianza 1. Sean U =2X, +X, +X, Yy
V =X, + X, +2X,. El coeficiente de correlacion entre U y V es:

d) 1/3

e) 1/4

f) 1/2

9 1

1 -
Sean X y Y v.a.’s con funcion de densidad conjunta dada por f(X, y) = —— definida
X'y

para x>1, y>1. Si definimos la transformacion U=X/Yy V =XY, la funcion de

densidad conjunta para (U,V) definida para u>0, v>1 est& dada por

e)i

uv

f)

2u’v
1

uv?
1

2

9)

N

h)

<

Indique cuél de las siguientes opciones es falsa:
e) Si Xy Y son independientes, entonces para cualesquiera funciones gl(X) y gZ(Y)

se cumplira que E{g, (X)g,(Y)}=Eig,(X)iE{g,(Y))

f) Para dos v.a.’s X ~ N(Hx , ci) yY ~ N(uY,czY) se cumple que aX-bY +c~
N(aux —bu, +c,a’ch + bzci)

g) Si COV(X, Y) =0 entonces las v.a.’s X y Y pueden o no ser independientes

h) SiXyY sonv.a.’s independientes, entonces fx‘Y (X‘y) =, (x)

X

Sea X una v.a. exponencial con media 20, i.e., f(x)= iefﬁl(om(x). La mediana de X
20 ’

es aproximadamente:
d) 0.035
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e) 13.86
f) 20
g) 46.05
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PARTE Il

Indique claramente el inciso que esta resolviendo. Si tiene dos respuestas para una
pregunta tacha la que considere incorrecta, de lo contrario la ambigledad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

10. Las concentraciones de mondxido de carbono (X) y de bidxido de carbono (Y) en las
emisiones de un coche elegido al azar en la Ciudad de México, siguen una distribucion
conjunta dada por

2677, 0<y<x<wm
fx,Y(Xiy):{ 0 e.0.C '

d) (10 puntos) Para que un coche pase la verificacion se necesita que 2X+Y <9.
Calcule la probabilidad de que un coche elegido al azar pase la verificacion.

e) (15 puntos) Supdngase que al medir la cantidad de bidéxido de carbono se observa
una concentracion de Y=2. ;Cudl es la probabilidad de que la concentracién de
monoxido de carbono (X) sea mayor que 4?

f) (10 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que un coche que ha pasado la verificacion
emita una concentracion de mondxido de carbono (X) mayor que 3?
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11. Sean X y Y v.a.’s discretas con funcion de masa de probabilidad dada por

X

kl =1, x=12;vy=12
fx,v(xiy): (YJ Y :
0, e.0.C.

e) (10 puntos) Obtenga el valor de k que haga que f(x,y) sea una funcion de masa
(densidad) valida.

f) (10 puntos) Calcule P(X >1Y = 1).

g) (15 puntos) Calcule el coeficiente de correlacion entre las variables X y Y e
interprete su valor.

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
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Agosto-Diciembre, 2016

Nombre: Clave Unica

PARTE |
A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser
contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se
calificara procedimiento)

Respuesta

1.- Sean X y Y dos variables aleatorias independientes tales que cada una tiene una
distribucion Bernoulli con valor esperado 8. Entonces P(XY = 1) = p, con

ap=2~0 b)p=6(1-6) ) p = 62 d) ninguna de las anteriores
2.- Sea X unav.a con media u y varianza o2. Se define lav.a. Z como

X —w?
Z="——+(X-12)

Entonces el valor esperado de lav.a. Z es igual a

a) 0 b) i — 11 o) u d) =2
3.- Un cajon tiene 4 monedas de $10 y 2 de $5. Se sacan de forma sucesiva dos sin
reemplazo, si la segunda moneda fue $5, ;Cudl es la probabilidad de que la primera sea
$10?

a) 4/5 b) 1/3 c) 2/5 d)1/2

4.- Sea X~Gama(a, ), tal que uy = 2 y o2 = 2. Entonces su tercer momento (E(X)3 =
u3) esta en el intervalo

a) (0,10] b) (10,20] ¢) (20,30] d) (30, 0]

5.- El tiempo, en dias, en que el tipo de cambio peso-dolar se mantiene constante se
distribuye como una exponencial con media 8 dias. Si sabemos que el tipo de cambio ya
lleva 5 dias sin movimientos, ;cual es la probabilidad de que dure 10 dias mas sin
movimiento?
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a) 0.7135 b) 0.1534 c) 0.2865 d) 0.8466

6.-Si X es una v.a. no negativa con E(X) = 25, diga cuél de las siguientes afirmaciones es
falsa.

a) E(X®) > 15625 b)E(VX) <5 c¢)E(ogX)) <log25 d)E(e ™) <e?°

PARTE Il
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Indica claramente el inciso que estas resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiiedad anulara
ambas. Un ndmero o un resultado sin la debida justificacion no dan crédito

1.- (20 puntos) Una marca de cosméticos ha disefiado un nuevo tratamiento que consta del
uso de dos productos en distintas fases, ambos con tiempo de vida maximo de un afio. La
fase 1 del producto sélo puede ser empleada si la fase 2 esta disponible y en buen estado.
Sea asi (X;,X,) un vector aleatorio en donde X; modela el tiempo de vida del producto
asociado a la j-ésima fase del tratamiento para j = 1,2.

Considere la funcién de densidad conjunta dada por
le,XZ (x1,%2) = 8x1X2[[0<x, <x,<1] (%1, x2)

Sean U = % yV = X,, donde U y V denotan la proporcion de duracion de tiempo que se
2

usa el producto correspondiente a la primera fase y el tiempo de vida asociado a la fase 2
del tratamiento, respectivamente.

a) (10 puntos) Encuentre la funcién de densidad conjunta de (U,V)e indica
claramente su soporte.
b) (5 puntos) ¢Son Uy V independientes?

c) (5 puntos) Encuentra la medianade U|V = v;siv = %

2.- (30 puntos) Victoria distribuye sus productos en tiendas departamentales ubicadas en
cinco capitales principales, tres en Europa y dos en América. Considere las ganancias de
estas tiendas medidas en millones de délares anuales que pueden modelarse mediante un

vector aleatorio X~Ns (#, Z) con

1 rl 0 -1 1 O‘|
| | 2 =1 0 1|
;X = 5 -1 0
|| >
3
a) (5 puntos) Obtenga la matriz de correlaciones asociada con el vector de ganancias
X

b) (5 puntos) Encuentre la funcién de densidad marginal de X; (ganancias de la tienda
1) y X, (ganancias de la tienda 2), indique la correlacion entre ambas e interprete.

[O
|1
u=\1-1
— lz
0
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¢) (5 puntos) Muestre que la ganancias de la tienda 2 (X,) y las ganancias de la tienda
1 ( X;) son independientes.

d) (5 puntos) Encuentre la funcion de densidad de X,|X; =x; y calcula la
probabilidad de que las ganancias de la tienda 4 superan los tres y medio millones
de dolares dado que al dia de hoy se han vendido setecientos mil délares en la tienda
1.

e) (10 puntos) Sean U=§X1+15—2X2+ix3 y V=§X4+%X5 los gastos de
representacion asociados a las tiendas ubicadas en Europa y Ameérica,
respectivamente. Calcule Var(U)y Cov(U,V).

3.- (20 puntos) En una tienda se venden melones chinos gue si no son vendidos durante el
dia deben ser malbaratados al final de éste. En esta época del afio los melones cuestan $15 y
se venden en $30 cada uno. La demanda (D) por este bien sigue una distribucién de
probabilidad dada por la siguiente tabla.

D 0 1 2

Prob. 0.35 0.40 0.25

Si se denota por U la variable aleatoria que describe la utilidad obtenida al tener un
inventario de 2 melones por dia, y V la variable aleatoria que denota la utilidad del
vendedor si se tuene un melén en el inventario por dia.

a) (10 puntos) Encuentre las funciones de probabilidad (f.m.p) de U y V.
b) (10 puntos) Usando los valores esperados de U y V determine qué le conviene al
administrador del negocio, tener uno 6 dos melones en existencia.

PROBABILIDAD
EXAMEN FINAL. TIPO A
Enero-Mayo, 2017
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Nombre: Clave unica
PARTE |

A continuacion se presentan 6 preguntas de opcion multiple, las cuales deben ser

contestadas en la siguiente tabla. Cada pregunta tiene un valor de 5 puntos (No se

calificara procedimiento)

Respuesta

1.- Sean X una variable aleatoria con funcién de densidad acumulada F dada por

r 0 x <0
3x 0 < <1
5 =X<3
1+ 3x 1 2
F(x) = —<x<-
(x) = 1 z 3_x 3
2+ 3x 2< .
5 3 =%
\ 1 x=>1

Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta.

m PGE=sx<i)=07 y () P(x=3)+P(x=2)=02

Entonces,

a) () y (I son verdaderas c) (1) es verdadera y (I1) es falsa
b) (1) es falsa y (1) es verdadera d) () y (1) son falsas

2.- Se lanza un dado honesto. Sea X la variable aleatoria que denota el doble del nimero de
la cara que aparezca y Y la variable aleatoria que toma el valor 1 si el nimero que aparece
es impar y 3 si es par. Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta.

D EX+Y)=10 vy (1 E(XY) =51
Entonces,

a) (1) y (I) son verdaderas c) (1) es verdadera y (I1) es falsa
b) (I) es falsay (Il) es verdadera d) (1) y (I) son falsas
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3.- Un portafolio de inversion se conforma con tres instrumentos de inversion: J, Ky L,
cuyos retornos esperados son mutuamente independientes. Las funciones generadoras de
momentos de los retornos esperados estan dadas por

M) =(1-20)73 Mg(®)=Q-2t)"%% M (t)=1-2t)"*

Sea X=J+K+L la variable aleatoria que representa el retorno esperado del portafolio de
inversion. Evalue las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta.

0] My (t) = M;(t) + Mg (t) + M (t) (I EX) =20

a) () y (I son verdaderas c) (1) es verdadera y (I1) es falsa
b) (I) es falsay (1) es verdadera d) () y (I1) son falsas

4.- Si la funcion de densidad condicional de X|A~Poisson (1) y A~Exp(5). Entonces,

a) E(X)=5y Var(X) =25 C)EX)=5y Var(X) =30
b) E(X) =4 y Var(X) =20 dEX) =4y Var(X) =16
5.- Sea X la variable aleatoria con funcion de densidad fy(x) = % —1<x<1,sise

sabe que P(|X]| > a) < i. Entonces el valor de a para el cual se cumple la desigualdad de
Tchebyshev es igual a:

a) 1.154 b) 2 c) 1.17 d) 1

6. EvalUe las siguientes afirmaciones para identificar la opcion correcta

() Si
P(4;) = 0.2,P(4,) = 0.3,P(4;) = 0.4y P(4; N 4;) = P(4,)P(4;), para todo i #
j, entonces P(4; N A, N A3) = 0.024

(1) SiAnB=¢yP(B)=0.2,entonces P(A|B) =0
(1)  SiP(4) =0.8 yP(B) = 0.7, entonces P(ANB) = 0.5

a) (1), (1) y (1) son verdaderas

b) (1) y (1) son verdaderas, mientras que (111) es falsa
c) (1) es falsa, mientras que (1) y (I11) son verdaderas
d) (D) y (111) son verdaderas, mientras que (1) es falsa
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PARTE Il

Indica claramente el inciso que estas resolviendo. Si tienes dos respuestas para una
pregunta tacha la que consideres incorrecta, de lo contrario la ambigiedad anulara
ambas. Un numero o un resultado sin la debida justificacién no dan crédito
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1.- El tiempo de arribo (aleatorio, medido en minutos) de cuatro tareas a un servidor se
denota por 0 =Ty <T; < T, < T3 <T, Sea fr la funcion de densidad de probabilidad
(f.d.p.) conjunta dada por

fr(tuta, ts, ty) = 249_(t1+t2+t3+t4)]]§r (t1,t3, t3,ts)

donde S/{0<t; <t, <ty <t, <o} es el soporte de la densidad conjunta de T.
Considere ahora el tiempo entre arribos U; definido por

Ui = Ti - Ti_l’ [ = 1,2,3,4

a) (10 puntos) Encuentre la f.d.p. conjunta de U = (Uy,U,, Uz, U,). Indique
claramente su soporte, S;,.

b) (7 puntos) ¢Son los tiempos entre arribos independientes? Justifique su respuesta.

c) (6 puntos) Determine la mediana del tiempo entre arribos entre la segunda y la
tercer tarea si se sabe que el tiempo de arribo entre la primera y segunda tarea fue
de 90 segundos, es decir, u, = 1.5

2.- Sean X, X,, X5 variables aleatorias independientes que modelan el desgaste medido en
unidades acorde a estandares internacionales que sufren tres diferentes textiles después de
un afio de uso. Suponga que X, y X5 tienen una funcién de densidad normal con media
u =1y varianza o2 = 1. Por otra parte, la variable aleatoria X, tiene una distribucion
normal con u = 0y varianza ¢? = 1.

a) (2 puntos) Obtenga la matriz de varianzas y covarianzas Zy de XT = (X1, X5, X3).

b) (6 puntos) Suponga que se elaboran dos prendas con estos materiales y se trata de
medir el desgaste de las mismas Y; y Y, donde,

Yl :X1+2X2 y YZ :X2+3X3
Encuentre la funcion de densidad de probabilidad conjuntade YT = (¥;,Y,).

¢) (2 puntos) Obtenga la matriz de varianzas y covarianzas Xy de YT

d) (3 puntos) Determine si Y; y Y, son variables aleatorias independientes entre si.
Justifique su respuesta

e) (6 puntos) Calcule la probabilidad de que la prenda 2 tenga un desgaste mayor a 4
unidades dado que la prenda 1ha sufrido un desgate de 2 unidades.

3.- CASANOVA Rentals, una compafiia pequefia, renta tres tipos de autos: compactos,
medianos (sedan), y grandes (lujosos). Sean X;,X, y X; las variables aleatorias que
representa el nimero de autos compactos, medianos y grandes que CASANOVA renta por
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dia, respectivamente. El espacio muestral de los valores posibles que toman X;, X, y X3
esta dado por

Q = {(x1, %5, x3): X1, %, ¥ x3 € {0,1,2,3}}

CASANOVA tiene un inventario de 9 autos igualmente distribuidos entre los tres modelos.

La funcion de densidad de probabilidades asociada con X;, X, y X5 esta dada por

d)

Parte |

3
1
f(x1,x2,x3) = (%) (%1 + 2% + 3x3) 1_[ Ii0,1,2,3) (x;)
i=1

(7 puntos) Proporcione la funcion de densidad marginal de X5. ;Cudl es la
probabilidad de que los tres autos grandes se renten en un determinado dia?

(7 puntos) Proporcione la funcion de densidad marginal de (X;,X, ). ¢Cual es la
probabilidad de que mas de un auto compacto y mas de un auto mediano se renten
en un determinado dia?

(7 puntos) Proporcione la funcion de densidad condicional de X;dado que x, = 2.
¢ Cudl es la probabilidad de rentar no mas de un auto compacto dado que dos o mas
autos medianos son rentados?

(7 puntos) Proporcione la funcién de densidad condicional de (X;,X;) dado que
x3 = 0. ¢(Cuél es la probabilidad de rentar mas de un auto compacto y méas de un
auto mediano dado que ningun auto grande se renta?

RESPUESTAS A PROBLEMAS SELECTOS

EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD

Agosto-Diciembre de 2005

Pregunta 1 2 3 4 5 6
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Respuesta (c) (b)

Parte I

Soluciéon problema 2

X siX<
) S={; sxse
Entonces
E[S]| = | xf(x)dx+ | cf(x)dx = | xf(x)dx + ¢ f(x)dx — f(x)dx]
[ ot = spcasese] | oonc- |
= fxf(x)dx+c 1-—- ff(x)dx = fxf(x)dx+c[1—F(c)]
0 —o0 0

_(Xdy—cdy siX<c
b) p(c)_{c(dz—dl) siX=>c

Entonces

o)

E[p(c)] = f (xd; — cdy)f (x)dx + f c(dy — dy) f(x)dx
0

c
c

=d, j xf (x)dx — cd, Ojf(x)dx +c(d, —dy) [1 - Off(x)dx]

0
c c

=c(d, —dy) +d, J xf(x)dx — cd, J f(x)dx
0

0

Por lo tanto

dE[p(c)] dlc(d, —dy) +d, [, xf (X)dx — cd, [, f(x)dx]

dc dc

= (dy—dy) — d; f FG)dx = (dy — dy) — doF(C)
0

Entonces
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dc

Note que

¢) SiX~Unif(989,1020)

Entonces

Entonces el valor dptimo de c es

F(c) =

Por lo tanto C=1002.857

Parte |

F(x) =

0=

(d, —dy) —d,F(c) =0 =>F(c)=d

d*E[p(c)]

dc?

0 six<980

si980 < x <1020
1 six> 1020

x — 980
40

C_980_d2_d1_14—6

d,f(c) <0

40

EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD

Agosto-Diciembre de 2006

Pregunta 1

Respuesta

(d)

(c)

(b)

Parte Il

Solucién problema 7

ITam

E[(X; — Xo) (X5 — 2X,)] = E[X,X5] — 2E[X,X,] — E[X,X3] + 2E[X,X,] =3 -4 -9+ 16 = 6

Solucién problema 8
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1
Y =—=I1
) 4ﬁ(.)(y)

EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD

Agosto-Diciembre de 2009

Parte |

Pregunta 1 2 3 4 5 6 7 8
Respuesta (b)  (c) (a)
Parte Il

Solucién problema 1

a) E[U—-V]=E[sen(a)X — cos(a)Y — cos(a) X — sen(a)Y] =0
Var[U —V] = Var[sen(a)X — cos(a) Y — cos(a) X — sen(a)|Y
= Var[(sen(a) — cos(a))X — (cos(a) + sen(a))Y]
= (sen(a) — cos(a))? Var[X] + (cos(a) + sen(a))?Var[Y]
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= 2[sen?(a) + cos?(a)] — 2 cos(a) sen(a) + 2 cos(a) sen(a) = 2

b) ElJacobiano estd dado por |J| = [sen?(a) + cos?(a)| = 1y ademas se observa
que
x(u,v)? + y(u,v)?
= sen(a)?u? + 2 cos(a) sen(a)uv + cos(a)?*u? + cos(a)?v?

— 2 cos(a) sen(a)uv + sen(a)?v? = u? + v?

x(u,v)? + y(u,v)? 1 u? +v?
- > }IJI = —exp{ }

1
f(U,V) (uw,v) = =—exp { .

2T

c) U,V son normal estandar independientes.

Solucién problema 3

o o . —2x
a) £ = [ e e dxdy = [" e (e fdx = [} e — e dx = (-

e‘x)

Entonces c=2

oo

=2

0

b) PX+Y <1)=["?

. fyl_yZe‘(x“’)dxdy = f01/2 27V (—e™)|, Vdx =

f01/2 267 —e Ndy = —e™% — 2e‘1y|é/2 =1-2e7?

Ze_(x+y) e_y
d) frix=x(¥) = Ter_e-m Hosysx] = To==llosysx]
X ye™V +De " 1+ (x+1De™™
E[lezx]zf y _xdyz_(y )_ _1+¢ _)
o 1—e 1—e™ |y 1—e™™
Por lo tanto
E[Y|X =1] = -2
ST 1 et
( 1
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD

Enero-Mayo de 2010

Solucién Parte 1
PREGUNTA 1 2 3 4 5 6

RESPUESTA (b) (d) () (a)

Solucién Parte 11

Solucién problema 2
a) =3X,+X,+X;=a'X; conad=[311]

0 2 0 -—-17[3
Entonces a'u = [311][-1|=0,aZa=[311]{0 2 1][|1|=20
1 -1 1 4111

Por lo tanto Y;~N(0,20)
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2 0 —1113 0 _
b) AZA’=[3 1 1] 0o 2 1|1 1=[20 >
o 1 % 1 Llf 17ls s

=l LAl

Entonces [2] ~N ([8] 250 g)

) E(X1X2) =EXDER)=(0)(-1)=0
d) E[zX, =1] = [2] + [(1)] 1(1+1) = [g]

2 —1]

varlzlx, =1] =% J-[]l10 u=[% 7

zie =18 (5115 5)

Solucién problema 3

Sea 5. = {1 si lai — ésima canica seleccionada es blanca
oo en otro caso

P(61 = 1,62 :O)

Py =118, = 0) = = 2

_ P(8, = 0|6, = 1)P(8; = 1)
~ P(8, =06, = 1)P(8; =1) + P(5, = 0|6, = 0)P(5;, = 0)

(BO+II\\I,§:(ﬁa+B))(BOi(;VO) _ (No+B)Bg

] (BO+II\\II(()):(ﬁa+ﬁ))(Boi(;vo)+(Bo+xg:?a+ﬁ))(301\i%vo) B Bo(No+B)+No(Not+a)

Solucién problema 4
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1
vz

__ R S S B S
fU,V(U.V)—ZT[ 1_p2eXp[ 2(1—p?) [u® + v —pu®—v )]] /1

1 u? 1 2
T i 7 <_ 21+ p)> Tanti=py P (—m) = fufy (v)

Por lo tanto U y V son independientes.

EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD

Agosto-Diciembre de 2010

Parte |

Pregunta

(d) () (c) (b)

Respuesta

Parte Il
Problema 1

Solucidn (a)

o 00
1 1
MXle(tlrtZ) — E(et1X1+t2X2) — 4] f et1X1+t2x2 €_§(x1+x2)dx1dx2

0 0

'
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lf e~ 7t dxzf e_x1 dxl ! ! b < l,i 1,2
4‘ 0 0 (1 - Ztl) (1 - 2t2) 2
(b)
1 1
My (t;) = My, x,(t;,0) = (1——2t1)’t1 <3
1 1
MXz (tZ) = MX1X2 (0' tZ) = (1_—21:2)' t2 < E
Entonces,
My, (t1) _
E(Xy) = dz =2(1—2t1)7?|f,=0 = 2
1 t1=0
x, (t1) _
E(Xlz) dtlz = 8((1 - Ztl) 3|t1=0 = 8
1 t1=0
My, (t;) _
E(X;) = di =2(1 = 2t5)"?|¢y=0 = 2
2 t2=0
d*My, (t)
E(X3) = d—t22 =8(1—2t;)3|;,20 =8
2 t1=0
d*My. x, (t1t2)
E(X,X;) = dtl czlt =4(1-2t))7*(1 - th)_2|t1=0,t2=0 =4
17452 t1=0,t,=
Ahora
COV(Xy,X;) = E(X1Xp) — E(X)E(X;) =0, Px; x, = 0
c)

My x,(t1,t;) = My, (t1)My, (t;), entonces son independientes

c)

——
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Z—XZ
1

2
1
P(X;+X,<2)= f f —e 2%t X gy dx,

N

1

0
2
1 1 |27%2 1 1
= f%e_ixz <—e_5x1 )dxz = f%e-sz (1 — eix2_1> dx,
0 0 0
=1-2e?
Por lo tanto
P(X1+X2 >2) - 1_P(X1+X2 SZ) =23_1
Problema 3
Solucién(a)
1 1/3 1/2
<1/3 1 —1/3)
1/2 -1/3 1
Solucién (b)

X1|X1 = xz"'N (ﬂl + (lexl Z_: (xz - lu'Z)l 0—12(1 - (p)zfl,Xz)

X,|1X; = x,~N (?%) P(X, < 6|X; = 3) = 0.8263

T~N(24,321)
Problema 4

Solucién (a)

E(U(T)) = H(C, — C)P(T > H) + (C, — Cl)f t Be~Ftdt

0
= H(C, — Cle PH + (C, — C)[B™" — e PH(B™" + H)]
= (C, — C)[He ™ PH + B~ — e FH(B + H)|
= (G = C[B (1 — e PH)]
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Solucién (b)
En este caso

(CZ_Cl_C3)H, SlT>H

u(r) = {(C2 —C)T—CsH, si T<H

H
E(U(T)) = H(C, — C, — C5)P(T > H) — C;HP(T < H) + (C; — Cl)f t Be Ptdt
0

= H(C, — C; — C3)e P — C3H(1 — e™PH)
+(C, = C)[B —e PH(B + H)]

= (C,— C)[He ™ + B~ — e PH(B~1 + H)]
= (C; - Cl)[ﬁ_l(l - e_BH)] — GH

Ahora

dE(U)

dH = (C, — Cz)e_HB —Cs

dE(U) _ . .
Luego el 0 implica que
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Enero-Mayo de 2011

Parte |

Pregunta 1 2 3 4 5 6 7
Tipo A (a) (©) (b) (a)
PARTE Il

Problema 1 examen Tipo A
Solucion

a) Laf.g.m.de (X,Y)~NBiv(uy, uy, oz, o2, p) €s

1
Mmyy (t1,t2) = exp [ty + tapy + 5 (tiag + 2tyt,poxoy + tio¢)
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Luego entonces, la f.g.m. de w esta dada por
my (t) = E(etW) — E(et(aX+bY+c)) — etcE(etaXHbY) — etcmxy(at’ bt)
tceatuX+bt/.ty+%(a2tzo)z(+2abt2poxoy+b2tza}2,)

=e

_ e(auX+b/.ty+c)t+%(a20)2(+2abpoxay+bzo,2,)t2
_ e(aux+buy+c)t+%(a20)2(+2abCov(X,Y)+b20,2,)t2

Por lo tanto,

W~N(auy + buy + c,a?af + 2abCov(X,Y) + b%a

b) Sea W=X+Y las ventas totales de las siguientes dos semanas. Entonces,

W~N(80.115.2) y
W —80 _ 9080
10.733 ~ 10.733

P(W > 90) = P[ ] = P(Z > 0.9310) = 0.176

) E(Y|X = 60) = 40 + 0.6 (g) 20=52y
Var(Y|X = 60) = 36(1 — 0.6%) = 23.04. Entonces,
Y|X = 60~N(52,23.04)

Problema 4 examen Tipo A

Solucién

Sea A el evento {un aspirante a policia es apto}. Seaa = P(A) y 1 — a = P(A°).
Sea B el evento {aprobar el examen}. Entonces, de acuerdo con los datos, tenemos

P(B¢|A) = 0.08y P(B|A°) = 0.12. Esto significa que P(B|A) = 0.92y P(B°|A°) =
0.88. Ademas se proporciona la informacion de que P(A|B) = 0.85. Por lo tanto, usando
Bayes, tenemos que

P(B|A)P(A) _ 0.92(a) 092@ _ ggc
P(B|A)P(A)+P(B|AS)P(AS) ~ 0.92(a)+0.12(1-a) 0.8(a)+0.12

P(A|B) =

Entonces P(A) = 0.4250. Lo cual implica que sélo 42.5% de los aspirantes a policias son
aptos para serlo.
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Agosto-Diciembre de 2011

Parte |
Pregunta 1 2 3 4 5 6
Tipo A (©) (© (@)
PARTE Il

Problema 1 examen Tipo A.

f ’ —_ (o] _
2) folalp) = T8 = pe Uiy ) (@); fo(p) = [, 0.5pe9dy = 0514 (p)

b) P(q>05lp=2)= ] - folqlp = 2)d, = [, 2¢729d, = 0.367879
P(g>05|p=4) = f folqlp =4)d, = f 4e~*1d, = 0.135335
0.5 0.5
La demanda de cerveza decrece cuando el precio aumenta.

¢) P(D=3) =) [, 05pe™d,d, = [, 0.5¢7d,, = e~ = 0.049787
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© , 1
d) E(qlp) = [, 4 2Ld, =2 para2 <p <4

Problema 4 examen Tipo A.

a) P(Y>12|L = 9,K = 16) = P(6e” > 12) = P(u > In(2)) = 1 — F(In(2)) =
¢ _ 064878

e2+4

b) P(12<Y < 18|L =9,K = 16) = P(12 < 6e¥ < 18) = P(In(2) < v <
In(3)) = F(In(3)) — F(In(2)) = 0.19793

SOLUCIONES EXAMEN FINAL DE
PROBABILIDAD. TIPO A.

ENERO-MAYO 2012.
1 Parte I.

QO

ouhwNE
o

(o

2 parte |l

7. Ya que cada variable aleatoria tiene distribucion exponencial y son
independientes, la suma de éstas, digamos Y =Y., X; tiene una distribucion

Gamma cuya funcion generadora de momentos es

my(8) = (1 —i)_".

Ahora la variable aleatoria U = 2)Y tiene funcién generadora
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-n

my(t) = E[eV] = E[e'CM)] = my (24¢) = (1 — ZTM) =(1-2t)™"

., 1
Que es la funcion generadora de momentos de una Gamma (n E)'

9. a) myy(t1,t5) = exp {100t1 +125t; + = (497 + 90t , + 64t22)}.
b) Sabemos que la distribucion de X|Y =y es una distribucion normal con media

upo—X(y — uy) y varianza o, (1 — p?). En este caso p= 0:8, entonces haciendo los
Y

calculos obtenemos que la media es 117.5 y la varianza es 17.64. Es decir X|Y =
y~N(117.5; 17.649). Por lo tanto

100-117.5
4.2

P(X>100)=P(Z> )=1—P(Z<—4.16)51.

Donde Z~N(0,1).

c) En este caso utilizando la generadora de momentos haciendo t; = .75t y t, =

.54t obtenemos que si hacemos W = 0.75X + 0.45Y, entonces
my (t) = myy(.75¢,.45t) = exp{131.25 + (70.897t%)/2}.

Es decir W~N(131.25,70.897). Lo que implica que

120-131.25
8.42

P(W > 120) = P (Z > ) —1-P(Z<—-1.33) =1-0.09176 = 0.908,

Donde Z~N(0,1).
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD

Agosto-Diciembre de 2012

Solucion Parte |

Respuesta Tipo A a d d

Solucioén Parte 11

Problema 1

a) Como las distribuciones marginales de X3, X, y X3 son distribuciones normales con
medias s, =5, w1, =4, u, =3; varianzas o =0.25, o> =0.36, o =0.49;

P, =09 = o,,=(0.9),/(0.25)0.36) =0.27, p,; =02 =

0,5 =(0.2),/(0.25)(0.49) =0.07 y p,; =0 = 5,, =0, por lo tanto,

X, 5|[0.25 0.27 0.07
X, |[~N,||4]]027 036 0
X, 3/(007 0 049
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b) E[X, - X,]=3-4=-1,y Var[X, - X,]=0.49+0.36=0.85 = X,— X, ~ N(~10.85)
, entonces

P[X, > X,]=P[X, - X, >0]=1-®(-&L )=1-d(1.08) =1-0.85993=0.14007 .

0.6
¢) E[X,|X, =6]= 4, +p12%(6—u1)=4+(0.9)(Ej(6—5)=5.08, y

1
var[X,|X, =6]=02(1- p3 )= (0.36)1—(0.9) |- 0.0684 =
{X,|X, =6}~ N(5.08, 0.0684) ,entonces

P[X, >5|X, =6]=1- (52 )=1- 1(~0.31)=1-0.37828 = 0.62172.

d)Si Y es el ingreso diario (en miles de pesos) = Y =(10.8)X, +(11.4)X, +(10.9)X,,
entonces

E[Y]=(10.8)5)+(11.4)4)+(10.9)3)=132.3y
Var[Y ]=(10.8)°(0.25)+(11.4)*(0.36)+

(10.9)*(0.49)+2(10.8)11.4)(0.27)+2(10.8)10.9)0.07) = 217.13 =
Y ~ N(132.3, 217.13) entonces

P[Y >150]=1-d(1e1222)=1 - (1.2) =1-0.88493=0.11507 .

Problema 3

a) Elsoporte de (X1, X2) es S ={(x,,%,):0< x, <27,x, >0}. Considerando la

transformacion T (x,, xz):( 2x, cos(x, ), 2xzsen(xl)) se tiene que el soporte de (Y4,
Y,) es T(S) = R®. Del Teorema de Cambio de Variable se sabe que

fov, (Vi ¥2) = Ty, (4, %, )3 (%, %, ) . Despejando x; y x; de

Y. = gl(X11X2): 2X, COS(Xl) Yy, = gZ(Xl' Xz): ZXZSGH(Xi) se obtienen

_ y 2 2
X = (1, ¥,) = cos 1( i J Y %, =h,(y,y,) =02

> = . El Jacobiano es
JyE+y:
cos(x, )
—J2x,sen(x,) \/2_
X
O I 1
2X,CoS(X
2 1 /_2X2

VY3

le,Yz(yl’yZ):ge ? I(foo,oo)(yl)l(fw,w)(yZ)'
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? I (*oo,W)(yl) ¢

1
b) fn,n()’y)’z)‘{ﬁe \/Z

o L
}{ 2 |(w,w)(y2)] por lo tanto Y1 y Y, son
Normales Estandar independientes, es decir, Y, ~ N(0.1) y Y, ~ N(0,1).

EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Enero-Mayo de 2013

Parte |

Pregunta 1 2

Tipo A (©) (©) (©) (d) (d) (©)

PARTE Il

Problema 2 examen Tipo A
X1

u= X1,X7) = X1 +Xp;, V= X1,Xp) =
91(xq,%3) 1 2 2(x1,%3) X+ %,

Entonces
X1 =hv)=uv; X,y =h,(u,v)=u(l—vo)
doh, O0hy
| = ou 0v
Ju OJv

furwv) = fx. x, (Q(u, V)) || = e~ =4y | = lzue_luﬂ(o,oo)(u)]](o,l) (v)

R
= :u
1—-v u

a) fu(w) = [, fuy@wv)dv =[] 22ue " dv = 2ue I o) (1)

'
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fo () = f fow (v du = f Fue~Mdu = T g 1(v)
0 0
U~Gama(2,1) y V~Unif (0,1)

b) Note que fyy (u, v) = fy(u)fy (v). Entonces, E(U|V) = E(U) ==

Problema 3 examen Tipo A. Problema 4 Examen Tipo B

a) My y (£) = i2My,(8) = I1;2, (1 — 1006)™* = (1 — 100£)~*°
10
Z X; ~Gama(100,10)

=1

) My (&) = Max(¢) = Mx (5)=a-207

Y"’X(Zza)
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Agosto-Diciembre de 2013

Parte |
Pregunta 1 2 3 4 5 6
Tipo A C d C
PARTE Il
1.-
1 a-1.—%
a) fwlw) = ar W e B[y, (w). Entonces,
1= " a-1 _% = a+r-1 ‘%
E[WT] fo w B“F(a)w e Pdw J;) E“F(a)w e Pdw
BT(a+r) (® 1 iy Y B T(a+r)
= a+r ﬁ =
I(a) fo gt in” ¢ YT T @
— z | _ =[¥nz] _ _ _ _ _
b) E[T]=E [\/T/J =E [W] = VnE[ZY V2| = VnE[Z]E[Y~Y2] = 0
ZZ
VaT[T] = ]E[TZ] = [ﬁl — Tl[E[ZZY_l] — nIE[ZZ]IE[Y‘l] — nIE[Y‘l]
n
2-ir(/, -1
= z ( /2 ) - ,n>2
r(™/,) n—2
4.-a)
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P(X >c¢) = f e *dx=e"¢
c
b)

(o _ (o] _ _ _ c _ [o'e) _ _ _
]E(Y)=f0xe xdx+fc ce ¥dx = cec+foexdx+fc ce™¥dx =—ce ¢+
l—-e “4+ce“=1—¢e"°¢

c)
E[d,Y — d,X] = d,E[Y] — d,E[X] = d,(1 — e~ ) — d,

[ee)

con E[X] = f xe Fdx =1
0
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Enero-Mayo de 2014

Parte |

Tipo A (d) (a) (c)

PARTE Il

Problema 1 examen tipo A

Solucion
a)
Y] 0 1 2 P(X=x)
0 1/84 6/84 3/84 10/84
1 12/84 | 24/84 4/84 40/84
2 18/84 | 12/84 0 30/84
3 4/84 0 0 4/84
4 0 0 0 0
P(Y=y) |35/84| 42/84 7/84 1

b) E[Y] =3,y P(Y = y) = 0.666
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E[Y?] =X, y*P(Y = y) = 0.833, oy = E[Y?] — (E[Y])? = 0.3897,0y = 0.623

) E[XY] =Xy yP(X = x,Y =y) = 0.666, E[X]=X,yP(X =x)=1.333

oxy = E[XY] — E[X]E[y] = —0.222, pxy = XX = —0.4780
Ox 0Oy

d) E[Z] = E[3— X — Y] =3 — E[X] — E[Y] = 1
0Z = 0% + o + 20%y = 0.5000

d) 2/3

Problema 2 examen tipo A
Solucién

a) SeaS=1[S; S, S3]7,dondeS; = el nlmero de acciones del primer tipo en el
portafolio = (10000/3) + 22.988 = 145, S, = el nimero de acciones del primer
tipo en el portafolio = (10000/3) <+ 11.001 = 303, S; = el numero de acciones
del primer tipo en el portafolio = (10000/3) =+ 19.047 = 175.

SeaY = STX la variable aleatoria que representa el valor del portafolio. Entonces

27
E(Y) = STE(X) = [145 303 175] [10] = 10095
18

9 2 17145
Var(Y) = STCov(X)S = [145 303 175] [2 1 —1] [303]=523,974
1 -1 411175
Y—-10095 11000-10095 _
(523974)1/2 7 (523974)1/2 ) -

b) Y~N(10095,523974), P(Y > 11000) = IP(
P(Z > 1.25) = 0.1056

¢) (X,|X; = 17)~N(26.75 ,8.75)

El valor del portafolio es Y = 434X, con Y~N(11609.50, (434)28.75)

Y —11609.50 11000 —11609.50
(875)1/2434 ~  (8.75)1/2434 )
= P(Z > —0.47) = 0.6808

P(Y > 11000|X; = 17) = [P(
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Agosto-Diciembre de 2015

Parte |

Tipo A (c) (c) (d)

PARTE II
Problema 1 examen tipo A
Solucion

b)

/26.4
E(X|Y = 10) = 825+ (~0.17236) |- (10 — 12.4) = 83.4412

Var(X|Y = 10) = 26.4(1 — (—0.17236 )%) = 25.6157
Entonces X|Y = 10~N(83.4412,25.6157)

X —83.4412 S 86 — 83.4412
V25.6157 V25.6157

P(X > 86]Y = 10) = P ] = P[Z > 0.5055] ~ 0.3085

Problema 3 examen tipo A

Solucioén (a)
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1

11
3 3
fr(x) =ff7 (x +y? + 2z)e *dzdy = f;(x+y2 + e *dy
00

0
3 4 Cx
= (736 + 7) e 1[0‘00) (%)

1
10

3 4
]P(X < 1) = .[ <7x+;)e_xdx =1 —78_1
0

Solucién (b)
3 1 3
[lo(x+5+2z)e*dz 3 5

F&IY = 05) = 07(”;:05)) =7(3 - e =5 (x+3) el 0

Y 7(3+2)

4, 5\ -1
P(X < 1|Y = 0.5) = f§<x+ ) Ydx =1— = 0.4686

0
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Enero-Mayo de 2015

Parte |

Tipo A (c) (a) (d) (c)

PARTE II
Problema 1
Solucién

a) La funcion costo para el proceso | es:
_(c st X > 200
a0 ={.% 1 Sx =200

y para el proceso Il es

2C siX > 200

Cu(X) = {Zc +k siX <200

IT=Em

b) Cuando se usa el proceso I, E(X) = 8 = 100. Entonces el costo esperado esta dado

por
E[C;(X)] = cP(X > 200) + (c + k)P(X < 200)

— ce—200/100 (c+ k)(l _ e—200/100) =k(1—e 2 +c
Para el proceso I, E(X) = 8 = 150y el costo esperado es

E[C,;(X)] = 2cP(X > 200) + (2¢ + k)P(X < 200)
— 2ce—200/150 4 (2c + k)(l _ 9_200/150)

=2ce™+ Qc+k)(1—e )= k(1-e¥%)+2c
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Problema 2
Solucién
Para la puerta I, sea X;~Po(3), mientras que para la puerta 3, X;;~Po(4). Entonces,

P(XI = O)P(Xu = 3) + IP(XI = 1)P(X11 = 2) + [P)(XI = Z)P(Xu = 1)
+ IP(XI = 3)P(X11 = 0)
e 443 7331442 73327441 7333

_ -3 -4 ~
=e 3 + 1 2 =+ o0 1 + 3 e *=0.05212

135

——
| -



IT=Em

EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Agosto-Diciembre de 2016

Parte |

Tipo A (©) (@) (©)

PARTE Il
Problema 1
Solucion
a)
u=g1(x1,x2) = x1/%3; V= gp(x1,%3) = X
Entonces

X, =h,(u,v) = uv; X,=h,(u,v)=v

L
sl =3, o =lo 2=
du OJv
fuw (@, v) = f i, (R0 2)) U1 = 8uv?lgo 1y ()10 11 (¥)
Problema 2
Solucion
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1 1

10_%50\

1 1

1 -= 0 =
a)l o
1—ﬁ0|
10/

1

b) X;~N(0,1); X4~N(2,2) y px,x, = % hay correlacion positiva entre las ventas de
las dos tiendas

¢) px,x, = 0, entonces son independientes ya que X; y X, se distribuyen como una
normal.

Problema 3

Solucion

a)

P 035|040 | 0.25
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EXAMEN FINAL DE PROBABILIDAD
Enero-Mayo de 2017

Parte |

Tipo A (@) (b) (©)

PARTE Il
Problema 1 examen tipo A, problema 3 examen tipo B
Solucion
a)
u=g@)=t;—t;-y; i=1234
t, = hl(g) =uy; ty, = hz(g) = U + Uy; h3(g) =u +u, +us;
h4(g) =U +uU, +uz;+uy

Entonces,
| =1

Jh(w) | — 94~ (M@ +ha(W)+hs(w)+hs(w))

fu@) = fr (h(w)

= 24e-(utSut2ustud e (y); Sy{u, € RY, ..., uy € RY}

IT=Em
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Problema 1 examen tipo A, problema 3 examen tipo B

Solucion

1 1 0 0
a) SeaXT = (X1,X,, X3) con X~N, (EDZX) dondeE = (0); Iy = [0 1 0]
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