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Tamamlayicis1 Ambivalent Grup Olan ve Abelyen
Sylow 2-Alt Grubu Iceren Frobenius Gruplarinin
Incelenmesi

Didem Oztiirk’

Giris

Gruplarin gosterilis teorisi, soyut gruplarin, lineer tasvirlere ait matrislerin
belirledigi gruplarin igine tamimlanmis homomorfilerinin siniflandiriimasi
esasina dayanmaktadir. Bir grubun gosterisleri tizerinde ¢aligsma fikri, grup teorisi
ve uygulamalart konusunda yeni arastirma yontemlerinin dogmasina sebep
olmustur. Karakter teorisi de bu konuda belirleyici rol oynar. Sonlu gruplarin
gosterilis teorisinin kdkeni, 1896 yilinda R.Dedekind ile F.G.Frobenius
arasindaki caligmalara kadar dayanmaktadir. Dedekind, bir sonlu grup ile
baglantili bir determinanttan elde edilen bir polinomun, nasil ¢arpanlara
ayrilabilecegi  konusunda, F.G.Frobenius’tan istedigi yardim {izerine
F.G.Frobenius, sonlu gruplar icin genel karakter teorisini gelistirdi ve
Dedekind’in problemine ¢oziim sundu. Ote yandan, F.G.Frobenius, karakter
teorisi iizerine calisirken bazi 6zel alt gruplara sahip gruplarin karakter tablo
hesaplarinin belirli bir diizende ilerledigini gordii ve ilk defa Frobenius Gruplarini
tanimladi. Ardindan, Burnside, Frobenius tamamlayicisinin ¢ift mertebeli veya
¢oziilebilir olmasi durumunda bir alt grup oldugunu ispat etti. Ancak, Frobenius
cekirdeginin her durumda bir alt grup oldugu yine Frobenius tarafindan ispat
edilmistir. [9]

Frobenius gruplari, ¢ekirdeklerinin ¢oziilebilir olmasi, tamamlayicilarinin ise
bilinen kii¢iik mertebeli gruplardan biri olarak tanimlanabilmesi sebebiyle, sonlu
gruplarm smiflandirilmasi problemine 11k tutmaktadir. Sonlu bir grubun karakter
tablosu, grubun merkezi, normal alt gruplari, eslenik eleman siniflar1 gibi yapisal
ozelliklere baghdir. Bu baglamda, Q-gruplarinin ve Ambivalent gruplarinin
yapilarini incelemek, Adi Gosterilis Teorisinin dnemli arastirma konularindandir.
Q-gruplarimin karakter degerleri rasyonel, Ambivalent gruplarin karakterleri ise
reel degerli oldugundan, gosterilis teorisinin hesaplama kismini kolaylastirir;
karakter tablolar1 oldukca sadelesir.

' Dr. Ogr. Uyesi, Mimar Sinan Giizel Sanatlar Universitesi
0000-0002-4973-8140



Glnilimiizde bir abelyen Sylow 2-alt grubu igeren Q-gruplari ve asal
involiisyon igeren Q-gruplart tamamen smiflandirilmistir. Ayrica, siiper
¢oziilebilir Q-gruplarinin mertebeleri ve asal bolenleri belirlenmistir. [8]

Diger yandan, Q-gruplarinin temel kavramlarindan yararlanilarak,
Ambivalent gruplarinin baz1 6zel alt gruplar sayesinde, izomorf oldugu yapilar
elde edilmistir. [4]

Bu ¢alismada, Frobenius gruplarinin, Q-gruplarinin, Ambivalent gruplarinin
temel tanim ve teoremleri irdelenmis; elde edilen sonuclar yorumlanarak, daha
once aragtirllmamis Tamamlayicist Ambivalent Grup olan Frobenius Gruplari,
bir abelyen Sylow 2-alt grubu i¢erdiginde, bu alt grup yardimiyla incelenmistir.

Tamamlayicis1 Ambivalent Grup Olan ve Abelyen Sylow 2-Alt Grubu
Iceren Frobenius Gruplarimin incelenmesi

Bu ¢aligmada, konunun biitiinliigii agisindan sirastyla, Frobenius gruplari, adi
gosterilis teorisinin temel kavramlari, Q-gruplari ve Ambivalent gruplarin yapisal
ozellikleri ayrintilari ile ele almacaktir. Ote yandan, arastirma problemine 151k
tutan grup teorisinin temel tanim ve teoremlerine de yer verilecektir.

Boylece elde edilen bilgiler sentezlenerek, “Tamamlayicis1 Ambivalent Grup
olan Frobenius Gruplar1”, bir abelyen Sylow 2-alt grubu i¢erdiginde, bu alt grup
yardimiyla izomorf oldugu cebirsel yap1 belirlenecektir.

Tanim 1: X bos kiimeden farkli sonlu bir climle olmak {izere, X iizerinde
simetrik grup, Sy = { @ : X = X, a bir bijeksiyon} kiimesi ile tanimlanir. |X| =
n ise |Sx| = n! dir. Sonlu bir G grubu ve bir i: G — Sy grup homomorfisi
verildiginde ise ( X, G, i) Ugliisii bir permiitasyon grubu belirler. Bu durumda, G
grubu X kiimesi tizerinde bir operatordiir denir. [7]

Tammm 2: (X, G,i) bir permiitasyon grubu, x € X olsun. G, ={y €G:
xy = x }kiimesine, x € X in izotrop alt grubu veya stabilazorii denir. Ote yandan,
xG={u€eX:xy=u,y€EG} kimesine x€X in G ye gore orbiti
(yoriingesi), bir g € G i¢in F(g) = {x € X : xg = x } ciimlesine ise g € G nin
X icinde sabit biraktig1 noktalarin kiimesi denir. [5]

Teorem 1: ( X, G, i) bir permiitasyon grubu, x € X olsun. Bu taktirde, |G| =
|xG|. |G, | dir. [10]

Teorem 2: (X, G,i) bir permiitasyon grubu ve G nin X ic¢indeki ydriinge
sayisi t olsun. Bu durumda, . |G| = Y geq|F(g)| dir. [10]

Tamm 3: ( X, G, i) bir permiitasyon grubu olsun. G nin X kiimesi i¢inde tek
bir yoriingesi varsa, (X,G,i) ye bir tranzitif permiitasyon grubu denir. Bu



durumda, x € X sabit bir noktay1 gostermek iizere, her y € X i¢in xg = y olacak
sekilde bir g € G vardir. [5]

Tanim 4: (X, G,i) bir tranzitif permiitasyon grubu olsun. |X| = |G| ise
(X, G, i) permiitasyon grubu regiilerdir denir. [5]

Teorem 3: (X, G,i) bir permiitasyon grubu, ( X, N ) bir regiiler normal alt
grup olsun. Bu durumda, ( X, G, i ) permiitasyon grubu da tranzitifdir. [10]

Teorem 4: H sonlu bir grup, A < Aut(H) olsun. Bir f € Aut(H) igin
f(1y) = 1y oldugundan A grubu H — {1y} kiimesi {izerinde bir permiitasyon
grubudur. Ustelik, (H — {15}, A) bir tranzitif permiitasyon grubu ise H bir
elementer abelyen grubudur. [11]

Tammm 5: G, sonlu elemanli bir Q kiimesi iizerinde sonlu bir tranzitif
permiitasyon grubu, o € Q olsun. H = G, # {1} ve Q nin birden fazla noktasini
sabit birakan tek eleman1 1. ise G ye bir Frobenius grubu, H = G, ya da bir
Frobenius tamamlayicisi denir. [5]

Teorem 5: G sonlu bir grup, H, G nin triviyal olmayan bir alt grubu olsun. G
nin bir tamamlayicisi H olan bir Frobenius grubu olabilmesi icin gerek ve yeter
kosul, H nin esleniklerinden ayrik ve G i¢indeki normalizatdriine esit bir alt grup
olmasidir. [7]

Teorem 6: G, |Q2] = n olmak tizere Q kiimesi tizerinde tanimli, tamamlayicisi
H olan bir Frobenius grubu olsun. K = {g € G:Va € Q, g(a) # a } U {15}
seklinde tanimlanan K alt grubu, G nin bir normal alt grubudur. K alt grubuna, G
nin Frobenius ¢ekirdegi denir. K regiiler bir alt gruptur; G grubu K ve H alt
gruplarinin yari direkt carpimina esittir. [5]

Q= {1,2,..,n} ven = 2,n = 4 olmak lizere, Q kiimesi lizerinde S,, simetrik
gruplar1 gézoniine alinsin;

n =2 icin S,= {1, (12)} grubu, QO = {1,2} kiimesinin eleman say1st kadar
permiitasyon igerdiginden regiilerdir. O halde, Frobenius grubu degildir.

n = 4 igin S,grubunda, Q) kiimesinin elemanlarindan 2 nin stabilazérii G, ,
(13) devresini igerir. Dikkat edilecek olursa, (13) i¢indevresi 2 nin disinda 4 i
de sabit birakmaktadur.

Su halde, n = 4 i¢in S, bir Frobenius grubu degildir. En kiigliik Frobenius
grubu, S5 simetrik grubudur. [5]

Teorem 7: G, 1 sonlu kiimesi iizerinde bir tamamlayicis1 H, ¢ekirdegi K olan
bir Frobenius grubu ise Vh € H — {1} igin C;(h) < H ve Vh € K — {1} i¢in
Ce(k) < K dir. [5]



Teorem 8: G, cekirdegi K ve tamamlayicist H olan bir Frobenius grubu olsun.
H — {1} kiimesinin her elemani, eslenik etkisi ile K nin sadece birim elemanin
sabit birakan bir otomorfisini belirler. Baska bir deyisle, Frobenius tamamlayicisi,
Frobenius ¢ekirdeginin bir diizenli otomorfiler grubunu olusturur.

Ispat: K 2 G oldugundan, Vx € G ve Vk € K icin x kx € Kdur.
h € H — {1;} olmak iizere h: K — K, h(k) = k" = h™'kh tasviri gdzoniine
alinsin;
1. ki, k€K, ky=ky,= holkith=h"tk,h =
2. h(ky) = h(ky) dir. O halde, h tasviri iyi tanimlidir.

3. k1 ,k2 EK , h(kl) = h(kl) = h_lklh = h_lkzh = kl = kz dir.
Boylece, h tasviri bire birdir.

4. h tasviri lizerinedir.
5. ky,k, € K, h(kiky) = h™t(kiky)h = h™1(kyhh™1k,)h =
(h™Yky h). (W™ 1k, h) = h(ky). h(k,) dir.
Su halde, h tasviri altinda islemler korunur.
Sonug olarak, h tasviri K nin bir otomorfisidir.
Bir k € K — {1;} i¢in h(k) = k oldugu varsayilsin;

h(k)=k = h 'kh=k > kh=hk =k *hk =h = h € HnH* dir. Ote
yandan, H N H* = {1;} oldugundan h = {1;} elde edilir ki; bu da h nm
baslangigtaki segimine aykiridir.

O halde, H nin birimden farkli her elemani, K — {15} nin hig¢bir elemanini
sabit birakmaz.

Teorem 9: G, tamamlayicist H, ¢ekirdegi K olan bir Frobenius grubu olsun.
Bu taktirde, |H| | (|K| — 1) dir. [5]

Teorem 10: G, tamamlayicis1 H, ¢ekirdegi K olan bir Frobenius grubu olsun.
H cift mertebeli ise K komiitatifdir ve H sadece bir tane involiisyon igerir.

Ispat: H ¢ift mertebeli ise mertebesi iki olan en az bir eleman vardir. |h| = 2
olmak {izere bir h € H alinsin; H, K nin bir diizenli otomorfiler grubu
olusturdugundan, Vk € K,3x € K 3 k = x " 'x" dir. Diger yandan, k"=
(x‘lxh)h = (M ki = x" MM I =xMx =1, = kP=k7?
elde edilir.

Vx,y € K,x 1y l=x"y" = (xy)* = (xy)~! = y Ix"Isonucuna  varilr.
Boylece, K alt grubu abelyendir.



Simdi, s # h ve |s| = 2 olacak bi¢imde s € H nin var oldugu kabul edilsin;
VkeK—{1;}icin k" = kS =k 'orYkr =s tks o (rs ) k(rs™1) =
k = rs™! = 1; = r = s bulunur. O halde, H, sadece bir tane involiisyon igerir.

Teorem 11: G, tamamlayicis1 H, ¢ekirdegi K olan bir Frobenius grubu olsun.
K nilpotenttir. [7]

Teorem 12: G bir Frobenius grubunun tamamlayicisi ve p, g birbirinden farkli
asal sayilar1 gostersin. Bu durumda,

1. p > 2 ise G nin Sylow p —alt gruplar1 devreseldir; p = 2 oldugunda
ise G nin Sylow 2 —alt gruplar1 devresel veya quaterniondur.

2. G nin pq mertebeli her alt grubu devreseldir. [10]

Bundan sonraki paragraflarda, Adi Gosterilis Teorisinin temel kavramlari, Q-
gruplar1 ve Ambivalent gruplarin yapisal 6zellikleri ele alinacaktir.

Tanim 6: G sonlu bir grup, R komiitatif ve birimli bir halka ve V, n-boyutlu
serbest bir R- modiil olsun. Bu durumda, T: G - GL(V) seklinde tanimlanan bir
grup homomorfisine, G nin n-inci dereceden bir R-gosterilisi denir. V nin baz
se¢iminden bagimsiz olarak, GL(V) = GL(n,R) oldugu dikkate alindiginda,
@: G = GL(n,R) grup homomorfisi, G nin R tizerindeki n-inci dereceden bir
matris gosterilisi olarak adlandirilir. G nin V {izerindeki bir gosterilisi, bir matris
gosterilisine tekabiil eder. [5]

Tanmm 7: R = k bir cisim, V' sonlu boyutlu bir k -vektér uzay1 ve T: G =
GL(V), G nin bir k-gosterilisi olsun. X:G — k,X(x) =iz T(x) seklinde
tanimlanan KX fonksiyonuna, T gosterilisine karsilik gelen bir kG-karakteri denir
ve R(1;) =iz T (1) = dim,V dir. [5]

Tanmm 8: G, n-inci mertebeden sonlu bir grup olsun. G nin adi kompleks
gosterilisli tiim karakterleri rasyonel degerli ise G ye bir Q-grubu denir. [8]

Teorem 13: Sonlu bir G grubunun bir Q- grubu olabilmesi igin gerek ve yeter
kosul s,t € G aym devresel grubu dogurdugunda, bu elemanlarin birbirine
konjiige olmasidir. Bir Q-grubunda bir alt devresel grubun doguraylarinin
konjiige olmas1 zorunluguna karsilik, konjlige elemanlarin ayni devresel grubu
dogurmalar gerekmez. [8]

Teorem 14: Sonlu bir G grubunun bir Q- grubu olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul Vs € G i¢cin N(< s >)/C(< s >= Aut(< s >) olmasidir. [§8]

Tanmm 9: G, n-inci mertebeden sonlu bir grup olsun. G nin adi kompleks
gosteriligli tiim karakterleri reel degerli ise G ye bir bir ambivalent grup denir.
Bagka bir deyisle, G bir ambivalent grup ise G nin C {izerinde n-inci dereceden
bir gosterilisi, ¢: G = GL(n, C) grup homomorfisi ve bu gosterilise ait bir X, CG-
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karakteri verildiginde, V s € G igin X(s) € R dir. Q-gruplari, ambivalent olma
0zelligini kapsamaktadir. [4]

Sonug 1: S,, simetrik grubu hem bir Q- grubu hem de bir ambivalent gruptur.
[4]

Teorem 15: Sonlu bir G grubunun bir ambivalent grup olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul Vs € G igin st = tst™! = s71 olacak sekilde bir t € G nin
bulunmasidir. [4]

Tanmim 10: G sonlu bir grup, s € G olsun. Eger, s ve s~1 elemanlari, G iginde
birbirine konjiige ise s ye gergek eleman denir.

Bir ambivalent grubunun tiim elemanlar1 gercektir. [§]

Tamim 11: G sonlu bir grup, p bir asal say1 ve s € G olsun. P < C(s) olacak
sekilde bir P € Syl,,(G) mevcutsa s ye bir p — merkezi eleman denir. [8]

Teorem 16: G sonlu bir grup, p bir asal sayr olsun. Su halde,
{G nin p — merkezi elemanlar1} = U PESYL(6) C(P) dir. Ustelik, s € G nin her

p bir asal sayisina karsilik, p — merkezi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul s €
Z(G) olmasidir. 8]

Tamm 12: Bir Ggrubu ve G ninbir {1;} =6, 2 G; 2 -2 G, = G alt
normal serisi verilmis olsun.Vi = 0,1,..,s — 1 i¢in G;,, / G; abelyen ise G ye
¢oziilebilir bir grup denir. [11]

Teorem 17: Coziilebilir gruplarin alt gruplari ve bolim gruplarn da
¢Oziilebilirdir. [11]

Tamm 13: Bir Ggrubu ve G ninbir {1;}=6,2 G, 2 -2 G, =G alt
normal serisi verilmis olsun. Vi =0,1,..,s —1 i¢in G; 2 G ve |G;y1/ Gil
degerleri asal ise G ye siiper ¢oziilebilir bir grup denir. Siiper ¢oziilebilir gruplar
¢Oziilebilirdir. [11]

Tamm 14: G bir grup, Z,(G) = {14}, Z,(G) = Z(G) olsun. Her i
icin Z;,1(G), Z;(G) € Z;41(G) ve Z;11(G)/Z;(G)=Z(G/Z;(G)) bagntilarini
saglayan G nin tek tiirli belirli normal alt grubunu gostersin. Bu taktirde,
{1;1<€Z,(G) € Z,(G) < -+ alt normal serisine, G grubunun artan merkezi serisi
denir. Birn € N i¢in Z,,(G) = G ise G grubuna bir nilpotent grup denir. Bu esitligi
gercekleyen n € N degerlerinin en kiigiigii, G grubunun nilpotentlik sinifi adim
alir. [11]

Teorem 18: G bir grup ve G', G nin komiitatér grubu olmak tizere G' < G
dir. Ustelik,

11



N 2 G i¢in G/ N grubunun bir abelyen grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
G' <N

olmasidir. [1]
Teorem 19: G bir grup, p bir asal say1 ve S € Syl,(G) olsun.

G=SN,SNN= {1;} ve |S | =[G : N] olacak bi¢gimde bir N Q G varsa,
N ye G iginde bir p- tamamlayicist denir. [11]

Teorem 20: G bir grup, p bir asal sayr ve S € Syl,(G) olsun. § <
Z(N;(S) ) ise S nin G iginde bir p- tamamlayicist vardir. [11]
Teorem 21: G bir ambivalent grup olsun.
a) N < (G ise G/N bir ambivalent gruptur.
b) Gnin birimden farkli her 2-merkezi elemani bir involiisyondur.
¢) Z(G) bir elementer abelyen 2-grubudur.
d) G abelyen ise G bir elementer abelyen 2-grubudur.

e) G',G nin komiitatér grubu olmak tizere, G/ G' bir elementer abelyen
2-grubudur.

G nin tek mertebeli elemanlar1, G’ i¢indedir. [4]

Teorem 22: G bir ambivalent grup ve S € Syl,(G) ise C;(S) = Z(S) dir.[4]

Teorem 23: G ¢oziilebilir bir ambivalent grup ve S € Syl,(G) ise N;(S) = S
dir. [4]

Teorem 24: G ¢oziilebilir bir ambivalent grup, S € Syl,(G) ve S<H <G
ise N;(H) = H dir. [4]

Teorem 25: G ¢oziilebilir bir ambivalent grup ve s, G nin 2-merkezi elemani
ise Ng(C(S)) = C(S) dir. [4]

O halde, Tamamlayicis1 Ambivalent Grup Olan ve Abelyen Sylow 2-Alt
Grubu Igeren Frobenius Gruplari i¢in asagidaki sonuglar elde edilir:

G, sonlu Q kiimesi lizerinde tanimli, ¢ekirdegi K, tamamlayicis1 H olan bir
Frobenius grubu ve H bir abelyen Sylow 2-alt grubu iceren ambivalent grup
olsun. Bu taktirde, H ¢ift mertebelidir; H nin mertebesi iki olan en az bir elemani
vardir. Teorem 10’dan, H nin sadece bir tane involiisyon igerdigi sonucuna varilir.
H nin, bu asal involiisyonunu igeren bir Sylow 2- alt grubu Z, veya bir
genellestirilmis quaternion grubuna izomorftur.[4]
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H nin bir abelyen Sylow 2-alt grubu igerdigi bilindigine gére bu alt grup Z,
ye izomorftur ve H = G'Z, dir. Baska bir deyisle, H, G’ lizerine, Z,
tamamlayiciyla yayilir.[4]

Ote yandan, Teorem 10 da belirtilen sonuglara gore K komiitatifdir. Ustelik,
K tek mertebeli bir gruptur:

i €H,|i| =2 ve k €K ise Teorem 10°dan, ki =k '=k=i=k tik=
k € Cg; (i) < H elde edilir ki; bu bir ¢eligkidir.

O halde, K nin ikinci mertebeden bir eleman1 yoktur.

Sonug olarak, G nin bir Sylow 2-alt grubu, H nin da Sylow 2-alt grubudur ve
ikinci mertebedendir. Frobenius grubu tanimi dikkate alindiginda, G = KG' Z,
elde edilir. Diger yandan, Teorem 11’e gore, Frobenius ¢ekirdegi olan K grubu
nilpotenttir, dolayisiyla ¢oziilebilirdir. Ustelik, K alt grubu komiitatif oldugundan
tiim Sylow alt gruplar1 da komiitatifdir.
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Monte Carlo Metotlar ile Sayisal Coziim:
Ortalama Deger, Reddetme ve Kontrol Degisken

Derya Arslan’

GIRIS
Analitik olarak ¢6zliimii zor veya imkansiz olan integral ve diferansiyel
denklemler, sayisal yontemlerle yaklasik ¢ozlimler iireterek analiz edilebilir. Bu
boliimde, 6zellikle Monte Carlo (M C) metotlarinin bu tiir problemlerdeki rolii
ele alinmaktadir. Monte Carlo yontemleri, rassal say1 iiretimine dayali bir
yaklagim ile belirli integrallerin ve baglangic kosulu verilmis diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢ziimiinii saglar. Ug temel yaklasim olan ortalama deger
metodu, reddetme metodu ve kontrol degisken metodu uygulanarak yontemlerin

dogruluk, hata davranist ve kullanim kolaylig1 acisindan karsilastiriimasi
yapilmistir.

Baslangic kosulu verilmis bir diferansiyel denklem iizerinde yapilan
hesaplamalarda, farkli sayilarda (V) rassal 6rnek kullanimi, hata degerlerinin ve
yontemlerin performansinin detayli bir sekilde incelenmesini saglamistir.
Kontrol degisken metodu, dogru yardimer fonksiyon segildiginde en diisiik hata
oranini saglarken, ortalama deger metodu dengeli ve pratik bir secenek olarak
one ¢ikmaktadir. Reddetme metodu ise uygulama kolayligi sunmasina ragmen
daha yiiksek hata oranlar1 gostermistir.

Calisma, Monte Carlo yontemlerinin oOzellikle integrallerin ¢6ziimii ve
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimii i¢in esnek, dlgeklenebilir ve giivenilir
bir ara¢ oldugunu vurgulamaktadir. ~ Monte Carlo metotlarinin temel
prensiplerini, yontemlerin karsilagtirmali avantajlarini ve uygulama stratejilerini
sunmay1 amaglamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Monte Carlo metotlari, Rassal sayilar, integral
denklemler, Diferansiyel denklemler, Ortalama deger metodu, Reddetme
metodu, Kontrol degisken metodu

MONTE CARLO METOTLARININ KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde MC metotlar1 tekil olmayan tek boyutlu bir integrale
uygulanacaktir..

! Dog. Dr., Bitlis Eren Universitesi, ORCID: 0000-0001-6138-0607
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Ornek 1

u'(x) = u(0) =0, (D

1+ sin(x)

baslangi¢ kosulu verilen diferansiyel denklem i¢in uygun matematik programi
kullanarak Monte Carlo metodu ile yaklasik c¢o6ziimiinii hesaplama ve
yorumlama:

1

= T sinGy

denklemini

1 1
fo 1 + sin (x) dx,

integral denklemi seklinde yazabiliriz. Bu integral denklemin analitik yollarla
¢Ozumi,

T A =0T T
o 1+sin(x) tan (g) +1 tan (%) +1 tan (g) +1
= —1,293407993 + 2 = 0,706592007,

seklindedir. Simdi uygun bir matematik programi ile Monte Carlo metotlari
kullanilarak integral denklemleri asagidaki gibi hesaplanir:

1. Reddetme Metodu ile Yaklasik Coziim

Reddetme metodu ile (1) denklemi ve baslangi¢ kosulu verilen diferansiyel
denklemin yaklasik degerini hesaplamak i¢in 10,100, ...,100000 seklinde N adet
x; ve y; rassal sayisi kullanilarak calistirllmistir. Elde edilen sonuglar ve hata
degerleri Cizelge 1 ile verilmistir.

Cizelge 1. Reddetme metodu ile hesaplanan degerler ve hata tablosu

N Gergek Deger Yaklasik Deger Hata
10 0.7065920068 0.6000000000 0.1065920068
100 0.7065920068 0.5900000000 0.027721252
1000 0.7065920068 0.7070000000 0.0004079932
10000 0.7065920068 0.7095000000 0.0029079932
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100000

0.7065920068

0.7065600000

0.0000320068

Burada N sayisi arttik¢a, hata genel olarak azaliyor olsa bile N = 10000
degeri icin artma oldugu goriilmektedir. Monte Carlo Metotlarinda N sayisi
artikca dogrusal olarak integralin gercek degerine yaklasmasi yerine integralin
gercek degeri ¢evresinde salinim yapar. Bunun nedeni daha dnce belirtildigi gibi
rassal sayilarin kullanilmasidir.

2. Ortalama Deger Metodu ile Yaklasik Co6ziim

Ortalama deger metodu ile (1) problemi baslangi¢ kosulu verilen diferansiyel
denklemin yaklagik degerini hesaplayan uygun matematik programi kodu
sirastyla 10, 100, ..., 100000 (N) adet x; rassal say1 i¢in ¢aligtirllmistir. Elde

0.107

0.051

N

|— Redetme _\-Ietodul

20000 40000 60000 80000 100000

Sekil 1. Reddetme metodu ile elde edilen hata grafigi

edilen sonuglar ve hata degerleri Cizelge 1’de yer almaktadir.

Cizelge 2. Ortalama deger metodu ile hesaplanan degerler ve hata tablosu

N Gergek Deger Yaklasik Degeri Hata
10 0.7065920068 0.6763411750 0.0302508318
100 0.7065920068 0.7034821936 0.0031098132
1000 0.7065920068 0.7050414208 0.0015505860
10000 0.7065920068 0.708443986 0.0018519792
100000 0.7065920068 0.706883057 0.0002910502
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0.03017
0.0251
0.0207
0.0154
0.0104
0.0054

20000 40000 60000 80000 100000
[

Ortalama Deger Metodu |

Sekil 2. Ortalama deger metodu ile hata grafigi

N sayisi arttikga, hatanin genel olarak azaldigi ve reddetme metoduna gore
gercek degere daha yakin degerler elde edildigi goriilmektedir.

3. Kontrol Degisken Metodu Kullanarak Yaklasik Coéziim

Kontrol degisken metodu ile hesaplama yapilirken, diger metotlar gibi rassal
sayilarin yaninda ayni zamanda yardimet bir T (x) fonksiyonu gereklidir.

1.0
0.8F
06
0.4

0.2

0.0F

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 3. Kontrol degisken metodu i¢in yardimci 4(x) fonksiyon

Kontrol degisken metodu ile

u'(x) = u(0) =0,

1+ sin(x)’
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diferansiyel denklemin yaklasik degerini hesaplayan uygun matematik programi

kodu sirasiyla 10, 100,

.., 100000 olarak N adet x; rassal sayisi icin

calistirilmistir. Elde edilen sonuglar ve hata degerleri Cizelge 3 ile verilmistir.

Cizelge 3. Kontrol Degisken metodu ile hesaplanan degerler ve hata tablosu

N Gergek Deger Yaklagik Degeri Hata
10 0.7065920068 0.9120529947 0.2054609879
100 0.7065920068 0.6648404066 0.0417516002
1000 0.7065920068 0.6646002196 0.0419917872
10000 0.7065920068 0.7084504392 0.0018584324
100000 0.7065920068 0.7064706109 0.0001213959
0.20 4
0.181
0.16
0.141
0.12
0.10
0.08
0.06
0.04 1
0.02
20000 40000 60000 80000 100000
I Kontrol Degigken lletodul
Sekil 4. Ortalama deger metodu ile hata grafigi
Cizelge 4. Monte Carlo metotlarinin hata karsilastirma tablosu
N Reddetme Metodu Ortalama Deger Metodu | Kontrol Degisken
Metodu
10 0.236921838 0.0302508318 0.2054609879
100 0.027721252 0.0031098132 0.0417516002
1000 0.015006239 0.0015505860 0.0419917872
10000 0.003108612 0.0018519792 0.0018584324
100000 0.001384961 0.0002910502 0.0001213959
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seklindedir. Karsilastirma grafigi ise asagida gosterilmistir:

0.20
0.15
0.10
0.05
20600 40600 60600 80600 IOOIOOO
| === Redetme Metodu === Ortalama Deger Metodu Kontrol Degisken Metodu|

Sekil 5. Monte Carlo metotlar hata karsilastirma grafigi

Gergek degere en yakin sonuglar kontrol degisken metodu ile elde edilmesine
ragmen dogru ve iyi sonug¢ verecek yardimci fonksiyonu bulmak metot i¢in bir
stnirliliktir. Gergek degere reddetme metoduna gore daha yakin sonug veren,
kontrol degisken metoduna gore ise daha kullanislt olan ortalama deger metodu
diferansiyel denklemlerin ¢6zlimiinde kullanilabilir.

SONUC VE ONERILER

Bu caligmada, analitik olarak ¢6ziimii giic veya imkénsiz olan diferansiyel
denklemler i¢in Monte Carlo metotlarinin uygulanabilirligi incelenmis ve {ig
farkli yontem ortalama deger metodu, reddetme metodu ve kontrol degisken
metodu ayrintili olarak karsilastirilmistir. Reddetme metoduna gore uygulama
kolaylig1 saglamasina ragmen, diger yontemlere kiyasla daha yiiksek hata oranina
sahiptir. N degeri arttikca hata genel olarak azalsa da rassal sayilarin dogasindan
kaynakli olarak hata degerlerinde kiiciik dalgalanmalar gozlenmistir. Ortalama
deger metodunda genel hata performansi agisindan reddetme metoduna gore daha
iyi sonuglar vermistir. N arttik¢a hata diizenli sekilde azalmis ve gercek degere
hizl1 bir yakinsama gostermistir. Kontrol degisken metodunda ise dogru yardimei
fonksiyonun seg¢ilmesi durumunda en diisiik hata oranini saglamistir. Ancak,
uygun kontrol degiskeninin belirlenmesi ek bilgi ve deneyim gerektirdiginden
yontemin pratik kullanimi simirli olabilmektedir. Karsilagtirma sonuglari, Monte
Carlo metotlarinin 6zellikle yiiksek boyutlu integrallerin hesaplanmasinda ve
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢éziimiinde esnek, 6l¢eklenebilir ve etkin bir
ara¢ oldugunu gostermektedir. Ortalama deger metodu, genel kullanim i¢in
uygun bir tercih olarak one c¢ikarken, hata minimizasyonunun kritik oldugu
durumlarda kontrol degisken metodunun tercih edilmesi 6nerilmektedir.
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A Neural Network Approach for Solving Fredholm
Type Integro-Differential Equation

Derya Arslan’

Introduction

Integro-differential equations are important mathematical models that arise in
many physical, biological, and engineering applications. Integro-differential
equations are widely used mathematical tools for modeling memory effects and
complex dynamic behavior [3]. Fredholm-type integro-differential equations
(FIDEs), in particular, are widely used in modeling memory effects and delayed
behavior of systems because they include integral terms across fixed boundaries.
Such equations have a wide range of applications, from elasticity theory to
quantum mechanics, from population dynamics to control theory [8]. Fredholm-
type integro-differential equations, especially because they include integral terms
across fixed boundaries, have important applications in many fields such as
engineering, physics, and biology [4-6]. Analytical solutions of FIDEs can only
be obtained in limited, special cases; in general, numerical methods are required.
Many different approaches have been developed in the literature for this purpose.
The finite difference method (FDM), one of the most fundamental methods,
approximates derivatives with difference diagrams and integral terms with
trapezoidal or Simpson's rules [7]. More advanced Galerkin and spectral methods
represent the solution with spectral accuracy using Chebyshev or Legendre
polynomials [11]. Furthermore, collocation methods provide high accuracy by
zeroing out the residual at specific points [12]. Semi-analytical methods such as
the Adomian decomposition method (ADM) and the variational iteration method
(VIM) are also widely used [3]. In recent years, artificial intelligence-based
numerical approaches have been developed as alternatives to these methods [9].
In particular, multi-layer perceptron (MLP) artificial neural networks and
physics-informed neural networks (PINN) are increasingly used in solving
integro-differential equations. A multi-layer perceptron (MLP) is a feedforward
artificial neural network consisting of an input layer, a hidden layer, and an output
layer [1,2]. These methods represent the solution function with a parametric
model and optimize the weights by minimizing the residual function. Thus, they
provide flexibility and generalization capabilities compared to classical methods
for high-dimensional and nonlinear problems [10].

! Dog. Dr., Bitlis Eren Universitesi, ORCID: 0000-0001-6138-0607
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The Method and Implementation

In this study, the MLP method is presented for the approximate solution of the
Fredholm integral-differential equation, which will be examined below. The
results of an example application are compared with the analytical solution and
the effectiveness of the method is discussed:

u'(x) =f(x)+ f h(x,s)u(s)ds,
0

u(4) =B,
MLP Approach:

Training Points

Number of hidden layer neurons

m=15

Weights and biases (randomly initialized)
ai,wi,bi i= 1, e, m
A Multi-Layer Perceptron (MLP) is a feedforward artificial neural network

consisting of an input layer, a hidden layer, and an output layer.

The sigmoid function was chosen as the activation function

1

The output function is defined by the trial function, satisfying the
integral and boundary conditions:
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Here, N(x) is the linear combination of the hidden layer neurons with weight and
bias parameters. This structure satisfies the boundary condition u(0) = 0.

m

i(x) = x ) a;0(z(x))
2
zi(x) =wix + b;,

uyy (x) = xN(x)

Residual Function: The accuracy of the solution is measured by the residual
function. The residual is defined as follows:
1
duyy(x)
Re) = S 60 — [ KGus) u(s)ds

0

Error Function:
Reducing the residual function to the smallest size is an important goal. The mean
square error function E is used for this purpose

Training with Backpropagation and Gradient Descent

The parameters a;,w;, b;, i=1,....,m are updated according to the residual
function. At each iteration, derivatives are calculated and gradient descent is
applied as follows:

Juyy

i’ = a; — HR(G)— =
L

Juyy

Wi = ;= i R(x) o
L

Juyy

P = by — uR(x) 7
l

where p is the learning coefficient. The training process is performed iteratively
to minimize residual error.
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Discretization of the Integral Term
1 n-1

I[uNN] = fsuNN(s)ds ~ Z Suny (si)Ax

0 =0

x

Ornek 1

1

u'(x)=1+ fsu(s)ds,

0

u(0) = 0,

the analytical solution to the initial value problem has the following form:

2

() = x +2
ux) =Xx 2

Implementation Steps of Method

The “Training Algorithm” is as follows:

1) Training points x; are selected.

2) In the relevant iteration, I is calculated and fixed.

3) R(x) is calculated for each x;.

4) Using gradients (simplified or exact), the parameters a;, w;, b; i = 1, ..., m are
updated.

5) The mean error E is updated; this is repeated until convergence is achieved.
6) An MLP-based solution method is applied to the Fredholm integro-differential
equation. The results are compared with the analytical solution, and the method's
operation is illustrated with tables and graphs.

At the end of the training, uyy(x;) is compared with the analytical
solution u(x;) = x; + %2
Furthermore, the accuracy of the method is visualized by plotting the residual
R(x;j)points as follows:
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MLP Coziimii ve Analitik Coziim
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Figure 1. Comparison of the analytical and approximate solutions for Example 1

According to Figure 1, the red dots represent the numerical solutions obtained
with the MLP (Multi-Layer Perceptron) artificial neural network, while the blue
curve represents the analytical solution of the problem. Here, the MLP solution
generally follows a similar trend to the analytical solution. The MLP solution (red
dots) is slightly above the analytical solution (blue curve). This may be due to
bias error or the network not being optimized sufficiently long or well. At the
starting point (x=0), both the analytical and MLP solutions met the boundary
condition (u(0)=0). As x values increase (especially after x>0.5), the difference
between the MLP solution and the analytical solution increases. This suggests
that the network may need more training points or a different
activation/optimization method for high accuracy. In conclusion, the approach is
generally accurate, matching the analytical solution curve, but further
optimization is needed for accuracy.
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Residual (Hata) Grafigi
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Figure 2. Residual (Error) Plot for Example 1

Figure 2 reveals how much the MLP solution deviates from the analytical
solution. Initially (around x = 0), the error is around —0.01. In other words, the
MLP solution produces a slightly lower value than the analytical solution. As x
increases, the residual (error) increases linearly, becoming positive, and reaches
approximately +0.002 around x = 1. This indicates that the MLP solution
underestimates the function for small x values and slightly overestimates it for
large x values. The error amplitude is small: in the range [—0.01,0.002],
meaning the maximum error is around 1%. This is a quite good result. There is a
systematic trend the error increases monotonically rather than randomly
distributed around zero. This shows that the MLP solution produces a small but
consistent shift across the entire range. In summary, the MLP solution generally
fits the analytical solution well. The error is small but systematic (monotonically
increasing). Better training (more epochs, more training points, more appropriate
learning rate) can reduce this systematic drift.
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Table 1. Average error for 100, ..., 10000 iterations

Iterasyon Ortalama Hata
100 0.01045619
1000 0.00817774
2000 0.00587154
3000 0.00389259
4000 0.00234087
5000 0.00126301
6000 0.00061178
7000 0.00026941
8000 0.00011003
9000 0.00004256

10000 0.00001587

Examining the table clearly shows how the average error of the MLP solution
decreases over 10,000 iterations: In the initial iteration (100 iterations), the
average error is around 0.01040, or approximately 1%. This is a reasonable
starting value. In subsequent iterations, the error decreases monotonically and
steadily. This demonstrates stable learning and no overfitting/oscillation.
After 4,000 iterations, the error decreases rapidly, reaching the level of 10*(—3).
After this point, improvement is slower but steady. In the 9,000 — 10,000
iteration range, the error drops to 10”(—5). This indicates that the network has
achieved a highly accurate analytical solution. Overall performance: The training
process was effective; the network is increasingly accurate, and convergence has
been achieved. As a result, the MLP solution initially approaches the analytical
solution but contains small errors. These errors gradually decrease as a sufficient
number of iterations are reached. At 10,000 iterations, the error is now very small
(1.5 10°) demonstrating the reliability of the solution.

Conclusion

The MLP-based solution provides a numerical approach to integral-
differential equations. The resulting solution converges to the analytical solution.
The residual function measures the accuracy of the method and shows that as the
error becomes smaller, the MLP solution becomes closer to the true solution. The
integral term in the problem is of the Fredholm type and does not depend on x;
therefore, it is calculated as a single scalar at each iteration. The analytical
solution is the reference curve; the numerical solution is expected to match this
curve (with sufficient architecture and training). The learning rate p and the
number of neurons m significantly affect convergence; excessively large p can
lead to oscillations. Using a full gradient can increase stability and accuracy.
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New Developments of Nabla Fract

ional Inequalities

Yusuf Zeren'

1. Introduction

The classical Hardy inequality was developed by Hardy [1]. Let (b,,) be a sequence, and
¢ > 1, for ¢ € R. In this case, the following inequality is valid.

by + by + by + -+ + by\© c A\
Z( m ><(c—1) Zlbfn.

m=1

However, Hardy [2] proved the following inequality. If w€ is integrable for w(z) = 0,
and ¢ > 1, then the following inequality holds.

o S ¢ o

f %fw(r)dr ds < (ﬁ)cj we(s)ds. )

0 0 0

Later, Hardy [3] generalized (1) inequality. For ¢ > 1, w(t) > 0, and let w be integrable
on (0, 00), then the following inequalities hold.

c

‘(17 cNf o1
j = f w(t)dr | dt < (ﬁ) J S (Ode, n<1, 2)
0 t 0
[ee) t ¢ [ee]

1 d dt < C \¢ 1 <()d
J t—nfw(‘r) r t < (m) jtn_cw (tdt, n> 1. 3
0 0 0

Hardy and Littlewood [4] showed the following inequalities. If (b,,) is a sequence
for ¢ > 1, then the following inequalities hold.

o 1 oo} c [e3) 1 . .
Z; me SMZn}._Cbn, j<1,
n=1

n=1 m=n
oo n c co
1 1 _
S5 xS
n=1 m=1 n=1

where M is a constant.
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The following fractional Hardy operator and its adjoint [9] are defined on (0, o)
version by

t 0
1 —~ 1
H,v(t) = tl_o(fv(e)de, H,v(t) = f e v(e)de,
0 t

where 0 <x< 1.

Hardy [1, 4] demonstrated the following inequalities for <= 0.

lev(e)lee < (T’)Tflv(e)lfde, T>1,
0 0

[o¢]

f|ﬁv(e)|rde < Tfflv(e)lfde, T>1,
0 0

where 1/1 + 1/7’ = 1. For more details, see [5-15].

2. Basic structures of time scales

Studies conducted over a period of fifty years on integral inequalities and
dynamic equations have assumed a pivotal role within the realms of mathematics
and science. About studies on time scales for more details, see [16-50]. The time
scale (T) is a subset of arbitrary and non-null real numbers. The representation of
(0, 00) is expressed as (0,0) N T.

The mappings p,o: T — T defined by p(e) = sup{t € T:7 > &} (p(¢) is the
backward jump operator), o(e) = inf{r € T: 7 > €} (o (¢) is the forward jump
operator), for € € T. Let two mappings p,9: T — R* such that u(¢) = a(¢) — &,
9(e) = € — p(€) are called graininess mappings. If p(¢) < ¢, then ¢ is left-
scattered and if p(g) = &, then ¢ is called left-dense. If a (&) > ¢, then ¢ is right-
scattered and if o(€) = ¢, then ¢ is called right-dense.

If T has a left-scattered maximum m, then T/ = T — {m}. Otherwise T/ = T.
Briefly

,H,j_{'JI‘\(psup'JI‘,sup'JI‘], if supT < oo,
B T, if supT=co.

By the same way

T; =

{ T\ [infT,o(T)], [inf T| < oo,
j

T, infT = —oo.

In [16], a function g: T — R is said to be nabla differentiable at € € T if 9 is
defined in a neighborhood V of & and there exists a unique real number 9V (t),
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called the nabla derivative of 9 at &, such that for each € > 0, there exists a
neighborhood M of € with M € V, and

[9(p(£)) = 9(x) — 9" ()p(e) — 7| < elp(e) — 7l
forall T € M.
In [16], (Chain Rule) let 9: R — R be continuously differentiable and suppose
that m: T — R is continuous and V differentiable. Then J o m: T — R is nabla
differentiable, and there exists c in the real interval [p(), €] such that

@ om)¥(e) = 9" (m(c)m7 () 4

In [38], a function ®: T — R s called a nabla antiderivative of 9: T - R ifV(e) =
J(¢) for all € € T. We then define the V —integral (nabla integral) of 9 by
&

fﬁ(r)Vr =0(e) —0(a)

forall e € T.
Theorem 2.1 [43] Let k,[,m € T, and let 9 o m: T — R be left dense continuous
foroec, f € R.

i fkl[oc 9(s) + pr(s)]|Vs =x fklz?(s)Vs + B fkl m(s)Vs,

ii. fkl19(s)l75 = —flkﬁ(s)Vs,

iii. fkmﬁ(s)Vs = fklﬁ(s)Vs + flmﬁ(s)Vs,

v, |fo)vs| < flosivs,

v, If9(s) > 0 forall s € [k, U], then [, 9(s)V's = 0,

vi.  If9(s) = n(s) forall s € [k, U]y, then [, 9(s)Vs = [ (s)Vs.

Lemma 2.2 [43] If k,l € T, and Y o m: T — R are left dense continuous, then
l l

fﬁ(s)nv(s)Vs = 9(s)m(s)IL — fﬁv(s)n”(s)Vs. (5)

k k

Holder’s nabla inequality [43] states that w,¢@: T — R are ld —continuous
functions for a, b € T with

1 1
b b = /b B
[w@p@we <( [we)ve | | [(p@) v ], ©

where o> 1 and 1/ + 1/3 = 1.
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For the remainder of our work, we will suppose that the functions vy, ¢, and gj
are positive functions and ld —continuous. We will also need the following
arithmetic-geometric inequality to help us with the proofs. (see [21])

m m
[ [ <D aupe %
k=1 k=1

where .-, B = 1. Now, let us define the operators

0
1
DUe) = f D (S)0x ()it (), ®)
t
1
Hie @) = === | 0575, ©

where € € [a,0) andj = 1,2,...,m.

3. Main Result

Theorem 3.1. Let f; <§; and 1< pB; <y; for j=12,..,m such that

1B = 1. 9;(t) is a non-increasing functions for j = 1,2, ...,m, and g;(t) is
a non-decreasing for j = 1,2, ..., m. Let the constants Xx;j>0 forj=12,..,m
satisfying

]

i yiH; ()9, (€)
(65 = B))Q (D)9 (e)

Hf, Q(e)
Hj'o(.Q(é')

)
Fi YiH«Q(e)g;" (e) 4 1
(6; — ﬁj)ﬂj(f)gf (& x

Then for any constants C; > 0, we have

H].’,’OCQ(S)
Hj'o(Q(S)

(10)

Ve

f°° m v 92 @0@)”

Df (¢) ;
= [ J 5] [H]-‘?“Q(S)]aj
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Sj(Vi_
m m ﬁ H'pocQ( ) _](ﬁ_] 1)
S[H%IZS,. gf(s)nj(s)uf’@)( [-0) e b

Re— g
>
|
[
AN

where S; = f3; ( y 5)(,)/[; )Bj.
Jj

Proof. Integrating the left-hand side of (11) for

%

9(e) = — f:o Q;(s) (H]-/,JOCQ(S))_Bj Vs, then we have

P 51 2 2 '
f (S)Q (e) [D (5)] _f 9(e) gj(g)Df"(g) Ve, (12)
a (Hj,ocﬂ(S))ﬁ’ )

where we use (5) with

Yi
() = g (&) [ pf ()|
Q; (&) ,

Ji

(00"

9V(e) =

to obtain
oo Yi
f 97 @) [pf ()]

5;

a (H” Q(e))

Ve

oo Yj v

Yi
= 19(t)gj(g)DjB"(g)Iaoo —fﬁ(s) gj(e)Dij(g) Ve.

a

From (4), we obtain that
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5\
((te009) )
Ji

1
= <1 - —f> f (‘L'Hp QGs) + (1 —1D)H «(s))_ﬁ_f dtHY, O(s)
0

gj

1
< <1 - %) Of (‘L'Hp s) + (1 - OHY, Q(s)) Bi vy 0(s)

8

(1 —Z—J) (H” Q(s)) BJQ (),
SO
5\
(Hp Q(s)) ﬁJQ (s) < ﬂ]ﬁ ((H, MQ(S)) 3_1‘) .
Therefore

oo v

I(e) = —f (1—1” Q(s)) BJQ (s)Vs S[)’ —6 ( H; ocQ(s) ) Vs
J

&

5 5 5 -
Bi _ . Bj
=57 ((Hjxn(s)) 1]) 5.7 (; ocQ(s)) . (13)
Combining (12) and (13),
f‘”g ()0 (e) D”(e)]ﬁf
Ve
a (H” Q(e))
B; ° i % '
< 5}_’ 7 ! (Hj2(0) P <gj(£)DjJ(£)> Ve. (14)

From the definition of D; (&), we can write the following equation
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[8,(2)9 ()1 ()] o7 \ [
\ — — s . .
Di(e) = 5,(9) + 19]-(5)19].” ® p(fs) V() (s)u;(s)Vs
97 (e)DF (&)
= () — JﬁTg) >

Applying the chain rule (4) for ¢ € [p(¢), €], then we obtain

Yi
v 1
Y phi
pPiey | =D pegy
J Bj J
From DjV (¢) = 0 and p(€) = c, then we can write the following inequality
Yi
(1)
D;—;( NI R Gl N GL/ (G
(e <—— [ ()pi(e) - ——
J Bj 7 9;(¢)
Vi PYj
o(7) B
_ Yjﬂj(g)ﬂj(S)Dj 6] Vjﬁjv(g)Dj 6]
Bj Bivi(e)
and we can write the following inequality
Yj v Yj Yj v

9,0 @) | =0lE©)gl©) +( D) | g2

)

pYj p P
=t v;9; (€)Q;(e)u;(e)D; (e)
< D].B’ (s)g}7(s) + 2 ! ’;, ]
oY
RIACCICLIC s
B;9;(e) '

Substituting (15) into (14), then we have
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2
o Bj v e
fg 7 ()9 (e)D; .(S)V '81' f(Hj,«Q(S)) ﬁ’ HOL P (eyve
’ (HJ',-)“Q(S)Y_j

) ﬁ_l
5 ]:ﬁ]f (H] O(Q(g)) BJ gj (S)Q (S)“](S)D ( )(S)Vs

/AN EAQUAS S
6]. _ﬂ]! 19](8) (Hj,ocQ(g)) D (S)VS

From the above inequality and (10), it follows that

[ gl Z

0 (e)ve
J
“ (Hfo(n(e))
Xﬂ/ [ g (ﬁ‘l)
; f Hy00)) P g2 0y 0] P eyve
a
Bj
VJ' Vj
7 f (H00)’ ﬁfg, © () &)
5P %i(vi
U 7
(H]ffocn(s)) I
Yi=Bj
97 (©Q;(£)D; ()
5 Vt.
(HP Q(e))ﬁj
J,X
By applying Holder’s inequality (6), we obtain
pYj
o) Bi
97 (&) ()D,” (e)
f 5; Ve

¢ (ij)o(ﬂ(e))ﬁ_j
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1S % 7]
_ XY f (Hj,ocﬂ(f)) Pi gt () (&p;” (o) o
TG (e )
(p.00)
Yi—Bj
pYj Yj
[ 97 @D (@)
j j A=)l v
f 5 ¢
a B
(H]fmﬂ(e)) g
This gives us that
Py
9P (@D (o)
J
f 5 Ve
-]
“ (H” Q(s))ﬁj
J,x
Si(vi_
Yj oo % 3j(.3j 1)
- < v \B [ 9@ @ (H.00)
-~ \S =B f ﬁ(ﬁ_l)
(#r.00)"
For any C; > 0, and by using the inequality (7), we obtain
Vi
= /gf(E)Qj(E) (Djp(f)) ]\
8j
'=1\ H’ Q(e)
] i
vy Bi
Bi\ A
N Gl PACIIOI
HCVJ 7 8
j=1"7j

(H]focﬂ(s))]/_j
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Bj

V_j_
B ﬁ 1 ﬁ (( ACICACL (e)]fj\ﬁj]
- Y J 8

| 1cr|l i\ (1.00)" /

Yi
mo1 | &gl @ (s)(D%e))ﬁJ
< — .
(HJ{)“Q(E))

Herewith

Re— g
Iy 3
R
«Q
-
VoY
A&
T |
© /\
o |2
N
- | &
—| =
&,
—
_/
™

(3t om0l

§jy
m m © V o _j(ﬁ_j_l)
< lﬂ% A RACLICTAC (#:00) T

- 7o
Jj=1 (Hj(,rocﬂ(g)) jﬁ]
Yi
_ p (XYiCi R
where §; = f; <5j—Bj) .

Corollary 3.2. Let ¥;(¢) be non increasing functions for j = 1,2,...,m. Let
Q;(e) = g;(e) = 1 functions, we can write the following inequality

1 &
DO =575 [ #mievs, (16)
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where € € [a, ). If there exist constants y; > 0 for j = 1,2, ..., m satisfying

) 19V
( Y )(8 DY@ 1 1 for any constants C; > 0, then we can write the

8;-Bj) (&) _)(,
s @ -

following inequality

j=1
mo oy _yile)
[T [ o= e
=1 (e — a)Pi\Pi
where S; = B;C; (;{ﬂfé )BJ.

Remark 3.3. In Corollary 3.2, T = R, a =x= 0, replace u;(e) by Mje(g), and

if we take [€, a(€)] instead of [p(€), €], then we obtain Theorem 1 in [21], proved
by Cheung et al.

4. Some Information About Our Results

In this work, we generalize the results of some existing studies in the literature
by taking a different approach to the fractional Hardy-type Nabla integral
inequalities. Our new results shed light on the solution of various problems in
mathematics, business, economics, physics, optics, and other disciplines. The
results obtained in the Nabla calculation can also be examined in the more general
timescale calculation of diamond alpha.
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