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Sayma Verileri I¢in Simiilasyon ve Performans
Degerlendirmesi

Baris Ergiil' & Arzu Alan Yavuz?

GIRIS

Sosyal bilimlerden sagliga, ekonomiden miihendislige kadar pek ¢ok alanda
karsimiza ¢ikan veri tiirlerinden biri de sayilabilir verilerdir (count data). Bu
veriler, bir olayin ya da davranigin belirli bir zaman dilimi veya mekanda kag kez
gerceklestigini gostermektedir ve yalnizca sifir ya da pozitif tam sayilarla ifade
edilen kesikli (discrete) verilerdir. Bu tiir verilerin analizi, siirekli degiskenler i¢in
gelistirilmis klasik regresyon modellerinin varsayimlarina uymadigi i¢in o6zel
istatistiksel yontemler gerektirmektedir. Bu ihtiyaca karsilik olarak Poisson
regresyonu, negatif binom regresyonu ve sifir-siskin modeller gibi sayilabilir
veriye 0zel modeller gelistirilmistir ve zamanla farkli alanlarda yaygin bigimde
kullanilmaya baglanmistir. Sayilabilir veri modelleri, olaylarin ne siklikla
meydana geldigini anlamaya yonelik kuramsal temele dayanmaktadir. Temel
varsayim, olaylarin birbirinden bagimsiz olarak ve sabit bir ortalama hizla
gerceklestigidir. Bu amagcla, ilk bagvurulan model Poisson regresyon modelidir.
Poisson regresyonu, olay sayilarinin poisson dagilimia uydugunu ve ortalama
ile varyansin birbirine esit oldugunu kabul etmektedir. Model, bir logaritmik
baglant1 kullanmaktadir ve bu baglanti fonksiyonu sayesinde, model tarafindan
tahmin edilen olay sayis1, her zaman pozitif kalmaktadir. Ancak bu modelin temel
bir siirlamasi vardir; varyansin sabit, yani ortalama ile esit oldugu varsayimi
cogu gercek veri setinde karsilanmaz. Gercek hayattaki veriler genellikle
beklenenden daha fazla degiskenlik gosterir. Bu duruma asirt sagilma
(overdispersion) denir. Asirt sacilma, Poisson modelinin standart hatalar
oldugundan kiiciik tahmin etmesine ve bu nedenle sonuclarin istatistiksel
anlamlilik agisindan yaniltict olmasma yol agmaktadir (Cameron & Trivedi,
2013).

Poisson modelinin dezavantajlarin1 asmak icin gelistirilen negatif binom
regresyon modeli, bu yaklagimin daha esnek bir versiyonudur. Bu model,
varyansin ortalamadan biiylik olmasina izin vererek Poisson modeline gore daha
gercekei sonuglar sunmaktadir. Negatif binom modelinde yer alan sagilma
parametresi (o), verideki asirt degiskenligi dengeleyerek modelin daha dogru
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tahminler yapmasi saglamaktadir (Hilbe, 2011). Bununla birlikte, baz1 veri
setlerinde gozlemlerin ¢ok biiyiik bir kismi sifir degerinden olusur. Bu gibi
durumlarda, klasik Poisson ya da negatif binom modelleri, sifirlarin bu kadar
yogun olusunu agiklamakta yetersiz kalmaktadir. Bu tiir verilere sifir-agirlikli ya
da sifir-siskin (zero-inflated) veriler denir. Sifir-sigkin Poisson (ZIP) ve sifir-
siskin negatif binom (ZINB) modelleri, bu tiir veri yapilarin1 analiz edebilmek
icin gelistirilmistir. Bu modeller, verideki sifirlar1 iki ayr1 stirece ayirarak agiklar;
[1ki, olaylar1 yapisal olarak gergeklesmesinin miimkiin olmadig1 durumlar olarak
ele almaktadir. Digeri, olayin gerceklesmemis olsa da gergeklesme ihtimalinin
bulundugu, yani rastlantisal olarak sifir kalan durumlardir. Bu modeller, ikili bir
secim modeli (genellikle logit ya da probit) ile sayim modelini birlestirerek daha
esnek ve agiklayici analizler yapilmasina olanak tanimaktadirlar (Lambert, 1992).

Sayilabilir veri modellerinin ¢ok disiplinli dogasi, yalnizca istatistik ya da
ekonometri gibi teknik alanlarda degil, ayni zamanda kamu sagligi, egitim,
ulagim ve enerji politikalar1 gibi uygulamali alanlarda da etkili olmasina olanak
tanimaktadir. Bu yoniiyle, model se¢imi yapilirken hem kullanilan verinin yapisal
ozellikleri hem de analizin hizmet ettigi kuramsal cerceve gbéz Oniinde
bulundurulmalidir. Ek olarak, parametrik modellere alternatif olarak gelistirilen
yari-parametrik ve parametrik olmayan yontemler de sayilabilir veri analizinde
yeni ufuklar agmaktadir. Bu modeller, esnek yapilar1 sayesinde veri
dagilimindaki ~ varsayim ihlallerine karsi daha dayanikli  sonuglar
sunabilmektedir. Ozellikle kiigiik drneklem biiyiikliigii veya diizensiz dagilima
sahip veri setlerinde bu tiir yontemlerin kullanimi 6n plana c¢ikmaktadir.
Sayilabilir veri modelleri; hem teorik agidan saglam bir temel sunmakta, hem de
pratik uygulamalarda esneklik saglayarak arastirmacilara 6nemli analiz araglar
kazandirmaktadir. Ancak modelleme siirecinde sadece teknik uygunluk degil,
ayni zamanda, biitiinliik ve yorumlanabilirlik de géz 6niinde bulundurulmalidir.
Bu dogrultuda, yeni yontemlerin gelistirilmesi ve mevcut modellerin farkli
alanlara uyarlanmasi, sayim verilerine dayali aragtirmalarin bilimsel degerini
arttiracagi da g6z oniine alinmalidir.

Son yillarda, makine 6grenmesi ve biiyiik veri analitigi gibi gelismelerin
etkisiyle, sayilabilir veri modellerine yonelik ilgi giderek artmaktadir. Poisson ve
negatif binom modelleri, artik yalnizca klasik istatistiksel cercevede degil, aym
zamanda modern hesaplamali yontemlerle biitiinlesik olarak
degerlendirilmektedir. Bu sayede hem model performansi artirilmakta hem de
karmasik veri yapilar1 daha etkin gekilde analiz edilebilmektedir.

Bu ¢alismada, 2 farkli sayma verisi igeren (sifir siskinlik ve aykiri deger) 5
sayma modeli kullanilarak simiilasyon yapilmis, hangi modelin segilecegi
konusunda ¢esitli ¢ikarsamalarda bulunulmustur.



2.MATERYAL VE METOT

Poisson regresyon modeli, belirli bir zaman ya da mekan i¢inde olaylarin ne
siklikla meydana geldigini tahmin etmek i¢in kullanilan bir istatistiksel
yaklasimdir. Ozellikle sayrm verileri iizerine gelistirilmis olan bu ydntem,
bagimli degiskenin yalmizca sifir ve pozitif tam sayilar aldigi durumlarda
uygundur. Sayim verileri kesikli oldugu icin, bu tiir verilerin analizinde
geleneksel dogrusal regresyon modelleri uygun degildir; ¢iinkii bu modeller
stirekli verilerle ¢alismak tizere tasarlanmistir (Cameron & Trivedi, 2013).

Modelin temel varsayimi, olaylarin sabit bir oranla ve birbirinden bagimsiz
bigimde gergeklestigidir. Poisson modelini digerlerinden ayiran en 6nemli 6zellik
ise, olaylarin ortalama sayisi ile varyansinin esit olmasidir. Bu 6zellik eg-dagilim
(equidispersion) olarak adlandirilir. Poisson dagilimi igin olasilik yogunluk
fonksiyonu (1) esitligindeki gibi tanimlanir:

e Y

PY=y) =" (1)

Burada: Y; gézlemlenen sayim degiskenini, A; olaylarin beklenen ortalamasini
(ve ayn1 zamanda varyansi), y; 0, 1, 2, ... gibi tam sayilar1 temsil eder.

Poisson regresyon modelinde, A (beklenen olay sayisi), agiklayici
degiskenlerle logaritmik bir baglant1 fonksiyonu iizerinden (2) no’lu esitlikteki
gibi iligkilendirilir:

log(Ai) = Bo + Baxix+... +BxXik ()

Buradan A=exp(Xip) formiilii elde edilir. Bu matematiksel yap1 sayesinde A
daima pozitif kalmaktadir ve bu sayede, modelin tahminleri anlamli hale
gelmektedir. Modeldeki katsayilar, agiklayict degiskenlerdeki bir birimlik artigin
beklenen olay sayisini (A) logaritmik olarak nasil etkiledigini agiklamaktadir.
Poisson regresyon modelleri i¢in parametre tahminleri, genel olarak Maksimum
Olabilirlik Tahmini (MLE) yontemiyle ¢oziilmektedir.

Poisson regresyon modelleri epidemiyoloji, ulasim, sigortacilik, cevre
bilimleri gibi ¢ok ¢esitli alanlarda kullanilir:

Gergek hayattaki verilerde, genellikle varyans degeri ortalamadan daha biiyiik
¢ikmaktadir. Bu durum agir1 sagilma olarak bilinmektedir ve Poisson regresyon
modelinin en biiyiik dezavantajlarindan biridir. Asiri sagilma durumu oldugunda,
Poisson modelinden elde edilen tahmin degerleri tutarsiz olmaktadir ve
giivenilirliklerini yitirmektedirler. Bu problemin yaygin nedenleri arasinda sunlar
sayilabilmektedir; gbzlemler arasindaki iliski (bagimlilik), modelde yer almayan
onemli degiskenlerin eksikligi ve verinin kendi i¢indeki cesitlilik (heterojenlik).
Boyle durumlarda, daha esnek ve uyarlanabilir bir alternatif olan Negatif Binom
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regresyon modeli tercih edilmelidir (Hilbe, 2011). Ayrica, Poisson modeli, sifir
sayisinin  orantisiz  sekilde fazla oldugu veri setlerinde de yetersiz
kalabilmektedir. Bu tiir veri yapilarinda, Zero-Inflated (Sifir-Enflasyonlu) ya da
Hurdle (Esik) modelleri daha etkili sonuglar sunmaktadir (Lambert, 1992).

Poisson regresyonunun bazi 6nemli avantajlar1 sunlardir; modelin yapisi
basittir, parametreler acgik bir sekilde yorumlanabilir ve veriler modele iyi uyum
sagladiginda yiiksek dogruluk saglamaktadir. Ote yandan, modelin dezavantajlari
da vardir; eg-dagilim varsayimi ¢ogu zaman gergek verilere uymamaktadir, sifir
sayist fazla olan veri setlerinde performans diismektedir ve varyans ig¢in
degisiklikler modelin dogrulugunu olumsuz etkilemektedir.

Negatif Binom (NB) regresyon modeli, Poisson regresyonunun bazi temel
eksiklerini gidermek amaciyla gelistirilmistir. Ozellikle varyansin ortalamadan
daha biiyiik oldugu, yani; asir1 sagilmanin (overdispersion) s6z konusu oldugu
durumlarda tercih edilen bu model, sayim verileri {izerinde daha esnek ve
giivenilir sonuglar saglamaktadir (Hilbe, 2011; Cameron & Trivedi, 2013).
Poisson modelinde, varyansin ortalamaya esit oldugu varsayimi ¢ogu gercek veri
setinde gecerli olmadigindan, NB modeli bu dezavantaji ortadan kaldirarak daha
gergekei bir yaklasim sunmaktadir. Temel olarak, Poisson modeline benzer
sekilde ¢aligmaktadir; olaylarin belirli bir zaman dilimi ya da mekanda ne siklikla
gerceklestigini  tahmin etmeye yoneliktir. Ancak Onemli fark, varyansin
ortalamadan biiyiikk olabilecegini kabul etmesidir. Bu yoniiyle model, daha
esnektir. NB modelinin varsayimlar1 arasinda sunlar bulunmaktadir; gozlemler
birbirinden bagimsizdir, veriler sifir ve pozitif tam sayilardan olusmaktadir ve
varyans degeri ortalamadan biiyiiktiir (overdispersion).

Teknik agidan bakildiginda, NB modeli genellikle gamma karigimi Poisson
dagilimi olarak da tamimlanmaktadir. Bu yaklasim, gbzlemler arasinda dogrudan
Olciilemeyen heterojenliklerin  varligini kabul etmektedir. Bu rastlantisal
farkliliklar, Poisson oranmi (A) {lizerinde bir ¢esit rastgelelik yaratir ve bu da
dagilimin NB formuna doniismesine neden olmaktadir (Zeileis vd., 2008).

NB regresyonunun genel matematiksel yapisi (3) no’lu esitlikteki gibidir:
Y;~NB(u, @) (3)

Burada: u, beklenen olay sayisim (yani ortalamayi) temsil
etmektedir. a,varyans icin asir1 sagilmayi agiklayan sagilma parametresidir.
Varyans, (4) no’lu esitlikteki gibi ifade edilir:

Var(Y;) = p; + apf “)

NB modelinde logaritmik baglanti fonksiyonu, Poisson modeline benzer
sekildedir ve (5) no’lu esitlikte ifade edildigi gibidir:



log(p;) = Bo + Bixir +-- . +PrXik (5)
Bu baglant1 fonksiyonu sayesinde p; her zaman pozitif kalmaktadir.

Eger o degeri sifira esitse, NB modeli Poisson modeline doniismektedir. Bu
nedenle; NB modeli, Poisson modelinin daha genel bir versiyonu olarak
degerlendirilebilmektedir. Bu iliski sayesinde iki model karsilastirilabilir ve veri
setinde asir1 sagillma olup olmadig istatistiksel testlerle belirlenebilmektedir.
Asin sacilma oldugunda, standart hata tahminleri gercekte oldugundan daha
dusiik cikabilmektedir ve bu da yanhs anlamlilik yorumlarina yol agmaktadir.
NB modeli, varyansin artmasina izin vererek bu sorunu dogrudan ¢ézmektedir.

NB modeli, 6zellikle asir1 sagilma igeren ve sayim verilerinin sik kullanildigi
alanlarda yaygin sekilde tercih edilmektedir. Bunlar arasinda saglik arastirmalari,
su¢ analizi (kriminoloji), ekonomi ve sigortacilik gibi uygulama alanlar
say1labilir.

Model parametreleri genellikle Maksimum Olabilirlik Tahmini (MLE)
yontemiyle hesaplanmaktadir. Katsayilar, Poisson modelinde oldugu gibi
logaritmik olarak yorumlanmaktadir. Daha acik ifadeyle, bagimsiz
degiskenlerden biri bir birim arttiginda, olay oram e” kadar degismesi olarak
yorumlanmaktadir.

NB modelinin baslica avantajlari arasinda sunlar yer almaktadir; asiri
sacilmay1 dogrudan modelleme yetenegi, bircok gercek veri setinde daha dogru
sonuglar sunmasi ve Poisson modelinin 6zel bir durumu olarak esnek bir yapiya
sahip olmasidir. Ancak modelin bazi dezavantajlar1 da vardir; ¢ok sayida sifir
iceren veri setlerinde yetersiz kalabilmesi; verideki heterojenlik kaynaklar1 net
bir sekilde ac¢iklanmadiginda model ¢iktilari yorumlanmasi giic hale
gelebilmesidir.

Hurdle regresyon modeli, sifir degerlerin olduk¢a yaygin oldugu sayim
verilerinin analizinde kullanilan iki asamali bir istatistiksel yontemdir.
Geleneksel Poisson veya Negatif Binom modelleri bu tiir verilerde genellikle
varsayimlari1 ihlal ederken, Hurdle modeli hem asir1 sifirlari hem de asiri
sacilmay1 basarili bir sekilde ele alabilmektedir (Mullahy, 1986; Cameron &
Trivedi, 2013).

Bu model, verinin iki farkli siirece gore liretildigi varsayimina dayanmaktadir;

Birinci Asama (Hurdle kismi): Bir gdzlemin sifir m1 yoksa sifirdan farkli mi
oldugu belirlenmektedir. Bu asamada, logit veya probit gibi ikili (binary)
modeller tercih edilmektedir.

fkinci Asama (Truncated Count kismi): Sifir olmayan degerlerin sayim modeli
ile analiz edildigi boliimdiir. Bu asamada, yalmizca sifir dis1 degerleri iceren
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(O'dan itibaren kesilmis) Poisson ya da Negatif Binom modelleri
kullanilmaktadir.

Modelin toplam olasilik yapisi, (6) esitligindeki gibi 6zetlenmektedir;
P(Yl = 0) = 1—1Ti

if(yi
P(Y; = yi) = 1500y > 0 (©6)

Burada; ;, bir gézlemin sifir disi1 gruba ait olma olasiligidir (birinci asamada
hesaplanir). f(y;), ikinci asamada kullanilan sayim modelinden elde edilen
olasihigy, f(0) ise, bu modelde sifir degerinin olasiligini temsil etmektedir.

Hurdle modelinde, her iki asamanin parametreleri birbirinden bagimsiz olarak
tahmin edilmektedir. 1k asamada (ikili modelde) T; degeri Maksimum Olabilirlik
Tahmini (MLE) yontemiyle hesaplanirken, ikinci asamada sec¢ilen dagilima bagh
olarak sifir dis1 gozlemler icin de ayr1 MLE hesaplamalar1 yapilmaktadir. Bu
noktada, ayn1 bagimsiz degiskenlerin iki asamada farkli etkiler gosterebilecegi
unutulmamalidir. Modelin sundugu baslica avantajlar arasinda, asir1 sifir
degerleri iceren verilerde esnek ve etkili ¢6ziim sunmasi, her asamada farklh
aciklayic1 degiskenlerin kullanilabilmesi gibi 6zellikler yer almaktadir. Ancak
bazi dezavantajlar1 da vardir; iki ayr1 modelin birlikte kullanilmasi tahmin
siirecini karmasik hale gelmesi; yorumlama gii¢ltkleridir. Saghk, sigorta ve
ulasim gibi alanlarda yaygin bir sekilde uygulanmaktadir.

Zero-Inflated Regresyon (ZIR) modelleri, 6zellikle sayim verilerinde ¢ok
saylida sifir degerin yer aldigi durumlarda kullanilan giicli istatistiksel
yontemlerdir. Klasik Poisson veya Negatif Binom modelleri, bu tiir asir sifir
iceren verileri yeterince aciklayamadiginda, Zero-Inflated Poisson (ZIP) ve Zero-
Inflated Negative Binomial (ZINB) gibi modeller devreye girmektedir (Lambert,
1992; Cameron & Trivedi, 2013).

Bu modellerin temel mantigl, verilerin iki farkli siirecten tretildigi
varsayimina dayanmaktadir. ilki, sifir {iretici siireg (yapisal sifirlar) olarak
tanimlanir. Gozlemin kesinlikle sifir olma ihtimali, genellikle logit veya probit
gibi ikili regresyon modelleriyle tahmin edilmektedir. ikincisi, sayim siireci
(rasgele sifirlar dahil) olara goriiliir. Hem sifir hem de pozitif degerlerin klasik
sayim dagilimlariyla (Poisson veya NB) modellendigi boliimdiir. Bu iki siireg
ayrl ayrt ele alimir ve her birinin kendine 06zgii regresyon denklemleri
bulunmaktadir.

ZIP modelinde bir gézlemin dagilimi, (7) no’lu esitlikteki gibi tanimlanir:
P(Yi=0)=mi+ (1 —m) > (0 | )
P(Yi=y)=(1-m)xfly|p),y>0 0
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Burada: m;, gbzlemin yapisal sifir grubuna ait olma olasiligidir. f(y | w), klasik
sayim modeli (Poisson veya NB) tarafindan verilen olasiliktir.

Modelde genellikle su iki ayr1 regresyon yapisi tanimlanmaktadir. Tlki, sifir
siireci (logit modeli)dir. Ikincisi, sayim siireci (Poisson veya NB modeli)dir. Bu
iki siliregte yer alan aciklayici degiskenler ise aym yada farkli olarak
secilebilmektedir.

ZIP modeli, varyansin ortalamaya esit oldugu varsayimina uygun Poisson
dagilimina dayanmaktadir ve sacilmanin diisik oldugu durumlarda
kullanilmaktadir. Ote yandan ZINB modeli, asir1 sagilma bulunan veri setlerinde
tercih edilmektedir. Eger bir veri setinde hem agir1 sifir hem de asiri sagilma s6z
konusuysa, ZINB modeli en uygun segenck olmaktadir (Hilbe, 2011).

Zero-inflated modellerin temel avantaji, sifir degerlerin yogun oldugu
durumlar1 anlamli sekilde modellemesidir. Bununla birlikte, modellerin iki
asamali yapisi analiz siirecini karmasiklastirabilir ve baz1 durumlarda modelin
asirt uyum saglamasi (overfitting) gibi sorunlar da goriilebilmektedir. Bu
modeller, egitim, saglik, sigorta ve ulasim gibi alanlarda yaygin olarak
uygulanmaktadir.

Conway-Maxwell-Poisson (COM-Poisson) regresyon modeli, klasik Poisson
modelinin sabit varyans ile ortalama varsayimini esnetmek icin gelistirilmis,
esnek bir sayim verisi modelidir. Bu model, hem asir1 sagilma (overdispersion)
hem de az sagilma (underdispersion) durumlarinda etkili ¢alisarak, geleneksel
Poisson ve Negatif Binom modellerine gore onemli avantajlar saglamaktadir
(Shmueli et al., 2005).

COM-Poisson dagilimi, ilk kez 1962 yilinda Conway ve Maxwell (1962)
tarafindan, kuyruklarda bekleyen miisterilerin davraniglarini incelemek amaciyla
Onerilmistir. Ancak bu dagilimin istatistiksel modelleme ve 6zellikle regresyon
analizlerinde kullanimi 2000'li yillarda yayginlagmaya baglamistir (Shmueli et
al., 2005; Sellers & Shmueli, 2010). Klasik Poisson dagilimindan daha esnek bir
yapiya sahip olmasi sayesinde, COM-Poisson modeli, 6zellikle varyansin
ortalamadan Onemli Olgiide farklilik gosterdigi sayim verilerinde oldukca
uygundur.

Regresyon analizinde, bu model genellikle A {izerine kurulu bir doniigiim ile
parametrik hale (8) no’lu esitlik yardimiyla getirilmektedir.

log(hi) = xi'B ®)

Alternatif olarak, beklenen deger iizerinden yaklasik bir doniisim de
yapilabilmektedir ve bu esitlik (9) no’lu esitlikteki gibidir (Huang, 2017):

log(E[Yi]) = log(Ai) — (1 /2v) x log(h) ©)
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Bazi uygulamalarda v parametresi sabit olarak kabul edilirken, daha geligmis
modellerde v de ayri bir regresyon denklemiyle agiklanabilmektedir. Modelin
parametreleri genellikle Maksimum Olabilirlik Tahmini (MLE) veya sayisal
(iteratif) yontemler kullanilarak hesaplanmaktadir (Sellers & Shmueli, 2010).

Avantajlari; hem az hem de ¢ok sagilmali verileri modelleyebilmesi, Poisson
ve Bernoulli gibi klasik dagilimlar1 6zel durumlar olarak kapsamasi, ortalama ve
varyansin birbirinden bagimsiz sekilde kontrol edilebilmesidir. Dezavantajlari;
karmagik yapisi nedeniyle hesaplamalarin zor olmasi, parametrelerin yorumu
acisindan teknik bilgi gerektirmesidir.

COM-Poisson modeli, dogrudan sifir enflasyonunu modellemez; ancak bazi
calismalar bu eksikligi gidermek i¢in Zero-Inflated COM-Poisson (ZICMP) gibi
modeller gelistirmistir (Sellers & Raim, 2016).

Model, saglik bilimlerinden ulagima, kriminolojiden ekonomiye kadar bircok
alanda basariyla uygulanmaktadir. Ozellikle varyansmn belirsiz oldugu sayim
verilerinde yiiksek dogrulukla sonug vermektedir.

3. UYGULAMA

Bu calisma, sifir siskinligi ve aykir1 degerler igeren sayisal verilerin
modellenmesinde farkli regresyon yaklagimlarinin performansini karsilagtirmak
amaciyla tasarlanmig bir Monte Carlo simiilasyon ¢alismasidir. Simiilasyon, bes
farkli sayisal veri modelinin tahmin performanslarmi Ortalama Kare Hatasi
(MSE) metrigi lizerinden degerlendirmektedir.

Her bir simiilasyon iterasyonunda n=100,200,300 ve 400 gozlemlik bir veri
seti olusturulmaktadir. Normal dagilim ve binom dagilimindan iiretilen 2 adet
bagimsiz degisken ve negatif binom dagilimdan iiretilen bagimli degisken
kullanilmistir. Bagimli degisken, iki adet sifir siskinlik oranini (%30 ve %40
oraninda sifir sigkinligi) ve %5, %10, %20, %30 ve %35 oraninda aykir1 degere
sahip gozlemlerden olusmaktadir. 5 adet model (Poisson Regresyon, Negatif
Binom Regresyon (NB), Sifir Siskin Negatif Binom Regresyon (ZINB), Hurdle
Negatif Binom Regresyon, COM-Poisson Regresyon) karsilagtirilmistir.
Degerlendirme kriteri olarak, gercek y degerleri ile tahmini y degerleri arasindaki
Ortalama Kare Hatasi (MSE) olgiilmiistiir. 1000 bagimsiz tekrardan olusan
simiilasyon ¢aligmas1 yapilmistir.

Bu calismada, farkli veri 6zelliklerine sahip sayisal veri setlerinde hangi
modelin daha iyi performans gosterdigini objektif olarak degerlendirmeyi
amaclamaktadir.

Ilgili simiilasyon sonuglar1, Tablo 1-4’te dzetlendigi gibidir.
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Tablo 1 incelendiginde, en iyi performans (En Diisiik MSE), ZINB (Sifir
Siskin Negatif Binom) ve Hurdle modelleri, her iki sifir sigkinlik senaryosunda
da en diisik MSE degerlerine sahiptir. Bu, bu modellerin sifir sigkinligi olan
verilere uyum saglamada daha basarili oldugunu gosterir. Ozellikle ZINB, %30
ve %40 sifir siskinlik durumlarinda diger yontemlere gore belirgin sekilde daha
iyi performans gostermektedir. En kotii performans (En Yiiksek MSE), Poisson
regresyonu, hem %30 hem de %40 sifir siskinlik durumlarinda en yiiksek MSE
degerlerine sahiptir. Bu, Poisson modelinin asir1 dagilim (overdispersion) ve sifir
siskinligi olan verilerde yetersiz kaldigini dogrulamaktadir. Com-Poisson ve NB
modelleri Poisson'a gore daha iyi olsa da, ZINB ve Hurdle kadar iyi degildir. %40
stfir sigkinlik durumunda, tiim modellerin MSE degerleri genel olarak %30'a gére
daha disiiktiir. Bu durum, sifir siskinligin artmasimin modellerin tahmin
performansim iyilestirebilecegini gdstermektedir. Aykir1 deger oran1 artmasiyla,
tim modellerin MSE degerleri artmaktadir. Bu, model karmasiklig1 arttikca
tahmin hatasinin da arttigin1 géstermektedir. Ancak ZINB ve Hurdle, digerlerine
gore daha yavas bir artis gostermektedir, bu da bu modellerin daha kararl
oldugunu diistindiirmektedir.

Tablo 2 incelendiginde, en iyi performans (En Disiik MSE), ZINB (Sifir
Siskin Negatif Binom) ve Hurdle modelleri, her iki sifir sigkinlik senaryosunda
da en diisik MSE degerlerine sahiptir. Bu, bu modellerin sifir sigkinligi olan
verilere uyum saglamada daha basarili oldugunu gésterir. Ozellikle ZINB, %30
ve %40 sifir siskinlik durumlarinda diger yontemlere gore belirgin sekilde daha
iyl performans gostermektedir. En kotii performans (En Yiiksek MSE), Poisson
regresyonu, hem %30 hem de %40 sifir siskinlik durumlarinda en yiiksek MSE
degerlerine sahiptir. Bu, Poisson modelinin asir1 dagilim (overdispersion) ve sifir
siskinligi olan verilerde yetersiz kaldigim dogrulamaktadir. Com-Poisson ve NB
modelleri Poisson'a gore daha iyi olsa da, ZINB ve Hurdle kadar iyi degildir. %40
stfir sigskinlik durumunda, tiim modellerin MSE degerleri genel olarak %30'a gére
daha disiiktiir. Bu durum, sifir siskinligin artmasimin modellerin tahmin
performansini iyilestirebilecegini gostermektedir. Aykir1 deger orani artmasiyla,
tim modellerin MSE degerleri artmaktadir. Bu, model karmasiklig1 arttikca
tahmin hatasinin da arttigim1 gostermektedir. Ancak ZINB ve Hurdle, digerlerine
gore daha yavas bir artis gostermektedir, bu da bu modellerin daha kararl
oldugunu disiindiirmektedir.

Orneklem biiyiikliigii (n) artttkca MSE degerleri diismektedir, ancak model
siralamas1 degismemektedir. Aykiri deger oranmi arttikca, tim modellerin
performansi diismektedir, ancak ZINB/Hurdle en direngli olan modellerdir.

Tablo 3’e gore, MSE degerleri belirgin sekilde diistiigli goriilmektedir. Hurdle
modeli, bazi durumlarda ZINB'den daha iyi performans gostermektedir. Sifir
sigkinlik arttikca ZINB/Hurdle'nin diger modellere gore daha iyi oldugu
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belirlenmistir. NB, Poisson'a gore ¢ok daha iyi oldugu tespit edilmistir. Com-
Poisson, NB'ye yakin MSE degeri vermistir, ancak sifir siskinlikte daha kotii
oldugu belirlenmistir. NB ve Com-Poisson arasindaki MSE farkinin arttig
belirlenmistir, bu da Com-Poisson'un sifir siskinlikte daha az etkili oldugunu
gostermektedir. Poisson MSE degeri, diger modellere daha kétiidiir. Orneklem
hacmi arttik¢a, Poisson modelinin performansi da kétiilesmektedir. Orneklem
hacmi arttik¢a, modeller daha kararli bir yapiya ulagmaktadir. Aykir1 deger orani
arttikca, MSE degerleri de artmaktadir. %40 sifir siskinlikte bazi modellerin
MSE'si artmistir. Bu durum, sifir siskinligin ¢ok yiiksek olmasi, tahminleri
zorlagtirabileceginin gostergesidir.

Tablo 4’e gore, MSE degerleri belirgin sekilde diistiigii goriilmektedir. Hurdle
modeli, bazi durumlarda ZINB'den daha iyi performans gostermektedir. Sifir
sigkinlik arttikca ZINB/Hurdle'nin diger modellere gore daha iyi oldugu
belirlenmistir. NB, Poisson'a gore ¢ok daha iyi oldugu tespit edilmistir. Com-
Poisson, NB'ye yakin MSE degeri vermistir, ancak sifir siskinlikte daha k&t
oldugu belirlenmigtir. NB ve Com-Poisson arasindaki MSE farkinin arttigi
belirlenmistir, bu da Com-Poisson'un sifir siskinlikte daha az etkili oldugunu
gostermektedir. Poisson MSE degeri, diger modellere daha kétiidiir. Orneklem
hacmi arttikga, Poisson modelinin performansi daha da kotiilesmektedir.
Orneklem hacmi arttikga, modeller daha kararli bir yapiya ulasmaktadir. Aykiri
deger orani arttikga, MSE degerleri de artmaktadir. %40 sifir siskinlikte bazi
modellerin MSE'si artmistir. Bu durum, sifir siskinligin ¢ok yiiksek olmasi,
tahminleri zorlastirabileceginin gostergesidir.
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Tablo 1. n=100, p=2, %30 ve %40 (sifir-sigkinlik) oldugunda Tekniklerin y tahmini i¢in
MSE degerleri (1000 tekrar)

%30 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Poisson 99.7205 145.7247 205.4721 268.4135 332.1827
NB 73.8596 89.4601 125.8354 153.8239 172.6347
ZINB 58.1488 65.2812 78.3489 92.5743 102.2862
Hurdle 60.8246 68.9373 82.4758 97.1828 109.5269
Com-Poisson 76.4227 94.1841 132.5709 161.7833 181.4233
%40 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Poisson 88.4114 132.7238 187.5361 250.3573 328.7273
NB 65.4359 78.5422 104.2746 142.6739 168.6528
ZINB 45.2862 51.8254 71.1623 80.1444 95.4315
Hurdle 48.1776 54.6341 77.8218 85.7257 99.9244
Com-Poisson 71.2935 85.4148 112.4536 148.4362 175.3851
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Tablo 2. n=200, p=2, %30 ve %40 (sifir-sigkinlik) oldugunda Tekniklerin y tahmini i¢in
MSE degerleri (1000 tekrar)

%30 ¢
Teknik % T
5 10 20 30 35
Poisson 82.4164 127.8547 187.5323 245.7349 312.4724
NB 59.7319 84.1423 112.6741 142.1632 168.2553
ZINB 54.2833 62.0804 72.8511 85.2727 98.7217
Hurdle 56.1586 65.3786 76.9358 89.6388 103.8573
Com-Poisson 61.4273 89.2572 121.5466 148.9287 175.3862
%40 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Poisson 71.4124 122.4281 182.9196 243.7226 308.4729
NB 52.7336 72.1763 101.6782 138.1573 165.3233
ZINB 42.1578 48.6344 67.2422 78.6311 89.7448
Hurdle 45.6202 51.4545 71.0508 82.2539 94.8211
Com-Poisson 59.2851 81.2437 109.8313 145.8284 172.8571
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Tablo 3. n=300, p=2, %30 ve %40 (sifir-sigkinlik) oldugunda Tekniklerin y tahmini i¢in
MSE degerleri (1000 tekrar)

%30 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Poisson 13.9253 18.6428 28.4177 42.8648 58.3474
NB 8.8803 11.4216 16.5553 25.8317 33.4519
ZINB 5.8211 7.2548 11.2466 18.4536 24.6726
Hurdle 6.7589 7.8936 9.8709 14.7269 18.9263
Com-Poisson 10.2146 13.0703 19.8263 32.1627 42.1623
%40 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Poisson 17.6434 24.5642 41.5616 63.4553 72.8968
NB 11.4228 15.6749 26.8333 39.8279 47.5622
ZINB 6.1509 8.7224 17.4569 28.6333 34.1207
Hurdle 7.0811 9.4579 14.2812 22.4748 28.6387
Com-Poisson 10.9578 17.2357 32.1703 48.9132 58.2344
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Tablo 4. n=400, p=2, %30 ve %40 (sifir-siskinlik) oldugunda Tekniklerin y tahmini i¢in
MSE degerleri (1000 tekrar)

%30 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Poisson 9.7844 14.6731 29.1257 52.6779 64.1241
NB 6.4532 9.4544 19.7865 34.1227 41.2538
ZINB 4.2321 6.1212 14.1233 24.5684 29.8722
Hurdle 4.8758 6.7866 11.4572 18.9281 23.1504
Com-Poisson 7.1269 10.2354 23.4548 41.2393 49.8349
%40 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Poisson 12.7829 18.6754 38.9172 58.6736 67.2313
NB 8.4513 12.3476 24.5651 37.1294 43.1238
ZINB 5.2336 7.4523 17.1244 26.7855 31.4575
Hurdle 6.1258 8.2345 13.7867 20.4582 24.7822
Com-Poisson 9.1264 13.1277 29.3423 45.2341 51.8954

4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, sifir siskinlik (zero-inflation) ve asir1 dagilim (overdispersion)
iceren verilerde bes farkli istatistiksel modelin (Poisson, Negatif Binom (NB),
Sifir Sigkin Negatif Binom (ZINB), Hurdle ve Conway-Maxwell-Poisson (Com-
Poisson)) performanslari MSE (Ortalama Kare Hatasi) {izerinden
karsilastirilmistir. Analizler, n=100, 200, 300 ve 400 6rneklem biiyiikliikleri, p=2
bagimsiz degisken ve 9%30/%40 sifir siskinlik senaryolar1 altinda 1000
simiilasyon tekrari ile gergeklestirilmistir.

Tiim tablolarda, ZINB ve Hurdle modelleri en diisiik MSE degerleriyle agik
ara diger modellere gore en iyi performansi gostermistir. Bu sonug, sifir sigkinlik
durumunda bu modellerin sifirlar1 ayr1 bir siiregle modellemesinin avantajini
dogrulamaktadir. NB ve Com-Poisson, Poisson'a gore daha iyi performans
sergilemis, ancak ZINB/Hurdle kadar etkili olamamuistir. Poisson regresyonu ise
tiim senaryolarda en yliksek MSE degerleriyle basarisiz olmustur. Bu, Poisson
modelinin agir1 dagilim ve sifir siskinligi elde edememesiyle agiklanmaktadir.
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Orneklem biiyiikliigii (n) arttikga tiim modellerin MSE degerleri diismiistiir.
Ancak, model siralamasi (ZINB/Hurdle > NB > Com-Poisson > Poisson)
degismemistir. Bu, orneklem arttik¢a tahminlerin daha kararli hale geldigini,
ancak sifir sigkinlikte 6zel modellerin avantajinin korundugunu gostermektedir.

Aykar deger oram arttik¢a tiim modellerin MSE degerleri artmistir. Ancak,
ZINB ve Hurdle modelleri bu artisa en direngli olanlar1 olarak karsimiza
cikmistir. Bu durum, ZINB/Hurdle'nin karmasik modellerde bile kararh kaldigini
gostermektedir.

%40 sifir siskinlikte, ZINB ve Hurdle'nin goreceli performansi daha da
iyilesmis oldugu goriilmiistiir. Buna karsilik, Poisson'un performansi daha da
kotiilegmistir.

Sifir siskin verilerde ZINB veya Hurdle modelleri tercih edilmelidir. Poisson
kesinlikle kullanilmamalidir; NB veya Com-Poisson daha iyi alternatiflerdir,
ancak ZINB kadar etkili degildir. Orneklem biiyiidiikge modellerin performansi
artar, ancak sifir siskinlik durumunda model se¢imi degismez. Aykir1 deger orani
artik¢a tiim modellerin performansi diismektedir, bu nedenle model karmasikligi
dengelenmelidir.

Sonug olarak, bu g¢alisma, sifir siskinlik ve asir1 dagilim iceren sayma
verilerinde, ZINB ve Hurdle modellerinin iistiinliigiinii net bir sekilde ortaya
koymaktadir. Poisson modelinin yetersizligi ve NB/Com-Poisson'un kisitli
avantajlar1 da tutarlh bir sekilde gozlemlenmistir. Gelecek ¢aligmalarda, daha
yiiksek sifir siskinlik oranlar1 ve daha biiyiik 6rneklemler ile test edilerek bu
bulgularin saglamlig1 dogrulanabilir.
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Sifir Siskin ve Aykiri Deger iceren Sayma Verilerinde
Model Performanslarimin Karsilastirilmasi

Baris Ergiil' & Arzu Alain Yavuz?
1. GIRiS

Sayma verileri (count data), yalnizca sifir ve pozitif tam say1 degerleri alabilen
ve istatistiksel analizde 6zel bir inceleme alani olusturan veri tiiriidiir (Cameron
& Trivedi, 2013). Bu veri tiirii; saglik bilimlerinden sosyal bilimlere kadar ¢ok
cesitli disiplinlerde genis bir uygulama alanina sahiptir. Sayma verilerinin
analitik yaklasimlari, siirekli verilerden yapisal olarak farklilik arz etmektedir ve
bu farkliliklar, uygun modelleme tekniklerinin se¢iminde belirleyici bir rol
oynamaktadir (Hilbe, 2011).

Sayma verilerinin temel karakteristikleri asagidaki gibidir; stirekli
degiskenlerden farkli olarak, sayma verileri yalnizca ayrik ve pozitif tam say1
degerleri almaktadir. Bu 0Ozellik, normal dagilim varsayimmin gegerliligini
ortadan kaldirmaktadir (McCullagh & Nelder, 1989). Sayma verileri ¢ogunlukla
saga carpik bir dagilim sergilemektedir. Bu carpiklik, 6zellikle ortalama degeri
diistik olan veri setlerinde daha belirgin hale gelmektedir (Agresti, 2002). Sayma
verilerinde; varyans, siklikla ortalamaya baglidir. Poisson dagiliminda oldugu
gibi, varyansin ortalama ile esit olmasi beklenmektedir (E[X] = Var[X] = &)
(Winkelmann, 2008). Sayma verilerinde sifir degerlerin yiiksek oranda
gozlemlenmesi yaygindir. Bu durum, o6zellikle diisiik gerceklesme olasiligina
sahip olaylarin modellenmesinde Onemli bir analitik giiglilk yaratmaktadir
(Lambert, 1992).

Sayma verilerinin analizinde en yaygin kullanilan yontemlerin basinda
Poisson regresyon modeli gelmektedir. Bu model, ii¢ temel varsayima
dayanmaktadir (Hilbe, 2011); kosullu ortalama ve varyans esittir ve E[Y|X] =
Var[Y|X] = exp(Xp) seklinde tanimlanmaktadir. Tiim gozlemlerin birbirinden
bagimsiz oldugu kabul edilmektedir. Bagimsiz degiskenlerin, bagimli degisken
tizerindeki etkisinin logaritmik 6lgekte lineer oldugu varsayilmaktadir.

Ancak uygulamada, bu varsayimlarin ¢ogu zaman saglanmadigi
gozlemlenmektedir (Cameron & Trivedi, 2013). Bu baglamda, Poisson
modelinin yetersiz kaldig1 baz1 tipik durumlar bulunmaktadir. ilki, asir1 yayilim

' Dr. Ogr. Uy., Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Fakiiltesi, Istatistik Boliimii
0000-0002-1811-5143

2 Prof. Dr., Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Fakiiltesi, Istatistik Boliimii
0000-0002-3277-740X
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olarak bilinmektedir ve modelin varsaydigi esitlikten saparak varyansin
ortalamadan daha biiyiikk olmasi durumudur. Bu sapma, Poisson modelinde
standart hatalarin kiigiiltiillmesine ve dolayisiyla giiven araliklarinin yaniltict
bicimde dar olmasima yol agmaktadir (Dean & Lawless, 1989). Ikincisi, sifir
sigkinligi (Zero-Inflation) olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Sifir siskinligi, veri
setinde beklenenden ¢ok daha fazla sifir degerinin gozlenmesiyle ortaya
cikmaktadir (Lambert, 1992). Bu gibi durumlarda, sifir-siskin Poisson (ZIP) ya
da sifir-siskin negatif binom (ZINB) modelleri tercih edilmektedir. Ugiinciisii,
aykir1 degerlerin etkisidir. Poisson regresyon modeli, veri setinde yer alan aykiri
bigimde yliksek sayim degerlerine karst oldukc¢a duyarlidir. Bu tir aykir
gbzlemler, modelin parametre tahminlerini onemli 0&lgiide ¢arpitmaktadir
(Cantoni & Ronchetti, 2001). Hatta tek bir aykir1 gézlem dahi, modelin genel
gecerliligini ve yorumlanabilirligini ciddi sekilde zedeleyebilmektedir (Huber,
1981).

Bu calisma, sifir siskinligi (zero-inflation) ve aykir1 degerler (outliers) iceren
sayma verileri iizerinde dayanikli (robust) regresyon modellerinin performansini
degerlendirmek amaciyla tasarlanmis bir simiilasyon ile 5 farklt modelin
performanslart degerlendirilmistir.

2. MATERYAL VE METOT

Poisson regresyon modeli, ozellikle sayisal bigimde ifade edilen bagimli
degiskenlerin modellenmesinde yaygin olarak kullanilan temel bir istatistiksel
tekniktir (Cameron & Trivedi, 2013). Nadir olaylarin sayim verilerinin analizi
icin oldukea elverisli olmasi, bu modeli arastirmalar agisindan cazip kilmaktadir.
Ancak, modelin temel varsayimlarinin ¢ogu zaman gercek veri setlerinde
karsilanmamasi, arastirmacilart daha esnek ve giivenilir alternatif modeller
gelistirmeye itmistir (Hilbe, 2011).

Klasik Poisson modeli, ii¢ temel varsayima dayanir (McCullagh & Nelder,
1989); ilki, olaylarin ortalamasi ile varyansinin birbirine esit olmas1 varsayimidir.
Ikincisi, gozlemler arasinda bagimsizlik olmasi varsayimi olarak bilinir.
Sonuncusu, bagimh degisken ile bagimsiz degiskenler arasinda log-lineer bir
iliski bulunmasi varsaymmu olarak bilinmektedir.

Ancak gercek diinyadaki veri uygulamalarinda bu varsayimlarin sikca ihlal
edildigi goriilmektedir (Agresti, 2015). Bu ihlaller genellikle su sorunlarla
kendini gosterir: agir1 dagilim (overdispersion), sifir siskinligi ve aykir1 degerler
sorunlaridir.

Bu sorunlar1 agsmak igin saglam yontemler gelistirilmistir. Bunlardan ilki,
Quasi-Poisson yaklagimidir. Poisson modelinin agir1 dagilima duyarliligina karst
gelistirilmistir. Bu modelde varyans, ortalama ile dogrusal bir iligki iginde olacak
sekilde yeniden tanimlanir (Ver Hoef & Boveng, 2007):
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Diger yontem, saglam standart hatalar yaklagimi olarak bilinir. Sandvig
kovaryans tahmincisi olan bu yontem, modelin varyans-covaryans yapisinin daha
dogru tahmin edilmesini saglamaktadir. Bu yaklasim, klasik varsayimlar bozulsa
dahi giivenilir standart hata tahminleri elde etmeyi miimkiin kilmaktadir. (Zeileis,
20006). 1 no’lu esitlikteki gibi ifade edilmektedir.

Var (B) = (X'WX)"1(X'QX)(X'WX) ! (1)

Saglam Poisson modelleri, cesitli uygulama alanlarinda kullanilmaktadir.
Ozellikle, epidemiyolojik ve finansal risk modellemesi ¢aligmalarinda sikca
kullanilmaktadir (Hardin & Hilbe, 2018; Agresti, 2015).

Negatif binom regresyonu, sayim verilerinin analizinde siklikla karsilasilan
asir1 dagilim sorununu asmak amaciyla gelistirilen, Poisson modeline kiyasla
daha esnek bir genellestirilmis lineer modeldir (Hilbe, 2011). Ozellikle varyansin
ortalamadan blyiik oldugu durumlarda, klasik Poisson modeline gore daha
glvenilir sonuglar sunmaktadir (Cameron & Trivedi, 2013). Negatif binom
dagilimi, Poisson dagiliminin genisletilmis bir bicimi olarak, asir1 dagilimi
modelleyebilmek icin bir ek parametre (a veya k) icermektedir (McCullagh &
Nelder, 1989). Bu modelin varyans fonksiyonu (Lawless, 1987) ise (2) no’lu
esitlikteki gibi tanimlanmaktadir.

Var(Y) = pu+ ap? )

Burada, p: Beklenen deger, a: Dagilim (dispersiyon) parametresidir. Bu ifade,
varyansin ortalamanin bir fonksiyonu olarak biiylidiigiinii gosterir ve asir1
dagilimi acikga yansitir.

Asir dagilimi modellemek i¢in, Gourieroux ve arkadaslar1 (1984) tarafindan
gelistirilen bu yaklasim, klasik varyans tahminlerinin yetersiz kaldig1 durumlarda
daha saglam sonuclar elde etmek i¢in sandvi¢ kovaryans tahmincileri kullanir. Bu
sayede, aykin gozlemlere karsi direngli bir yap1 elde edilmektedir.

Breslow (1984) tarafindan onerilen diger teknik, verideki etkili gbzlemlere
daha fazla agirlik vererek sonuclarin gilivenilirligini artirmaktadir. M-tahmin
temelli olan bu yoOntem, 6zellikle veri setinde bozulma oldugunda saglamlik
ozelligi gostermesiyle dikkat cekmektedir.

Negatif binom regresyonu epidemiyoloji, trafik giivenligi ve kriminoloji gibi
alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir (Gardner et al., 1995; Miaou, 1994;
Osgood, 2000).

Saglam Negatif Binom, asir1 sifir siskinligi iceren veri setlerinde model
yetersiz kalabilmektedir. Ek olarak, hesaplama agisindan karmasiktir, 6zellikle
bliyiik veri setlerinde islem ylikiinii artirabilmektedir.
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Sifir siskin negatif binom (ZINB) regresyonu, sayim verilerinde hem asir sifir
gozlem hem de asir1 dagilim durumlariyla basa ¢ikmak icin gelistirilmis esnek
ve glicli bir karma modeldir (Lambert, 1992). Bu model, gozlenen sifirlarin
yalnizca rastlantisal degil, ayn1 zamanda yapisal nedenlerle de olusabilecegini
varsaymaktadir (Mullahy, 1986). Bu nedenle ZINB modeli, sifir degerleri iki
farkl stirecle aciklar; yapisal sifirlar ve dagilimsal sifirlar olmak tizere aciklanan
modelin bu 6zelligi, onu 6zellikle epidemiyoloji, ekoloji ve sosyal bilimlerdeki
sayim verilerine yOnelik analizlerde degerli bir ara¢ haline getirmistir (Zeileis
vd., 2008).

ZINB modeli iki ayr1 bilesenden olusmaktadir (Greene, 1994); ilki, sifir
ireten bilesen (logit model), ikincisi, sayim bileseni (negatif binom dagilimi)dir.
Bu yap1, gozlemlerin bir kisminin hicbir kosulda pozitif deger alamayacagini,
geri kalanlarin ise negatif binom dagilimina gore sifir ya da pozitif deger
alabilecegini kabul etmektedir.

Cameron ve Trivedi (1998) tarafindan gelistirilen saglam ZINB modelleri,
klasik modelin kirilganhigini azaltmak amaciyla baz istatistiksel iyilestirmeler
sunmaktadir. Bu model, sandvi¢ kovaryans tahmincileri aracilifiyla standart
hatalar1 daha gilivenilir hale getirmektedir. Ek olarak degisen varyans durumuna
kars1 dayaniklidir. Modelin hatali olarak elde edilmesine karsi daha esnek bir
yapidadir.

Bu konudaki diger yaklasim, Heilbron (1994) tarafindan onerilmistir. Bu
yontem, Ozellikle veri setinde aykir1 ya da dengesiz gozlemlerin bulundugu
durumlarda tercih edilmektedir. Bu yontemde, gozlemlere agirlik vererek aykir
degerlerin etkisini sinirlamaktadir.

Hurdle modelleri, sayim verilerinde sikca karsilasilan asiri sifir gézlem
problemiyle basa cikmak igin gelistirilmis iki asamali modellerdir (Mullahy,
1986). Bu modeller, sifir ve sifir dis1 gozlemleri birbirinden tamamen farkli
mekanizmalarla agiklayarak, ZINB (sifir siskin negatif binom) modellerine gii¢lii
bir alternatif sunmaktadir (Cameron & Trivedi, 2013). Saglik ekonomisi, tibbi
aragtirmalar ve tiiketici davranislarinin incelendigi iktisadi ¢alismalarda yaygin
olarak kullanilmaktadir (Winkelmann, 2008).

Hurdle modelleri, iki temel stiregten olusur (Cragg, 1971); ilki, sifir esigi
bileseni olarak adlandirilan bilesendir. Bu asamada, gozlemin sifir m1 yoksa
sifirdan biliyiik mi oldugunu belirlemek iizere ikili bir model (logit ya da probit)
uygulanmaktadir. Digeri, kesilmis sayim bilesenidir. Sifir olmayan gozlemler,
sifir degerlerin dahil edilmedigi bir dagihm (6rnegin Poisson ya da negatif
binom) kullanilarak modellenmektedir.
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Saglam Hurdle icin ilk yaklasimlardan birisi, Wooldridge (2010) tarafindan
gelistirilen bu yaklasimdir. Dagilim varsayimlarindaki sapmalara kars1 dayanikh
analizler yapma olanag1 saglamaktadir. QMLE (Quasi-Maximum Likelihood)
yontemini kullanarak dogru dagilim varsayimi yapilmasa bile tutarli tahminler
sunmaktadir. Sandvi¢ kovaryans matrisi sayesinde giivenilir standart hatalar elde
edilmektedir. Modelin yapisal hatalarina kars1 istatistiksel esneklik
saglamaktadir.

Diger yaklasim, agirhikli Hurdle Modelleridir. Terza (1998) tarafindan
onerilen bu yontem, orneklem yapisina duyarliligl artirmak icin goézlemlere
agirlik atanmasina yonelik bir yaklasimdir. Goézlemlere agirlik verilerek
orneklem farkliliklarinin etkisi azaltilmaktadir. Esik (sifir/pozitif karar) ve sayim
bilesenleri ayr1 ayr agirhklandirilabilmektedir. Ozellikle karmagsik érnekleme
tasarimlarinda daha tutarl ve saglam sonuclar liretmektedir.

Conway-Maxwell-Poisson (COM-Poisson) regresyonu, sayim verilerinin
modellenmesinde Poisson ve negatif binom modellerinin sinirliliklarini agsmak
amaciyla gelistirilmis esnek bir genellestirilmis lineer modeldir (Shmueli vd.,
2005). Ozellikle hem under-dispersed (varyans < ortalama) hem de over-
dispersed (varyans > ortalama) verileri tek bir cati altinda modelleyebilme
yetenegiyle dikkat cekmektedir (Sellers & Shmueli, 2010).

Saglam COM-Poisson Modelleri i¢in Sellers ve Shmueli (2013) tarafindan
gelistirilen yaklasim, sandvi¢ kovaryans tahmincileri kullanmaktadir. Degisen
varyansliliga kars1 dayanikli bir yaklasimdir.

3. BULGULAR

Bu calisma, sifir sigkinligi (zero-inflation) ve aykiri degerler (outliers) i¢eren
sayma verileri iizerinde dayanikli (robust) regresyon modellerinin performansini
degerlendirmek amaciyla tasarlanmis bir simiilasyondur. Farkli sifir siskinlik
oranlar1 altinda bes farkli modelin (Saglam Poisson, Saglam Negatif Binom,
Saglam ZINB, Saglam Hurdle, Saglam Com-Poisson) tahmin dogrulugu
(Ortalama Kare Hatasi, MSE) karsilagtirilmaktadir.

Orneklem biiyiikliigii (n) olarak, 100, 200, 300, 400 gdzlem; aykir1 deger oran
(1) olarak %S5, %10, %20, %30, %35 ve sifir siskinlik oranlar1 () olarak %30,
%40 alinmigtir. Bagimsiz degiskenler olarak, Normal dagiliml siirekli degisken
ve Binom dagilimh kategorik degisken kullanilmistir. Bagimli degisken olarak,
sayma verisi Ozelligindeki degisken kullanilmistir. Simiilasyonda, Bootstrap
tabanli katsayr tahmini (100 bootstrap) ve tekrarli Monte Carlo Simiilasyonu
(1000 iterasyon) kullanilmustir.

Bu ¢alisma, aykir1 degerlere ve sifir siskinlige karsi direngli modellerin hangi
kosullarda daha iyi performans gosterdigini ortaya koymayi amaglamaktadir.
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Elde edilen bulgular, pratik uygulamalarda hangi modelin tercih edilmesi
gerektigine dair bir rehber sunacaktir.

Simiilasyon sonuglar1 Tablo 1-4’te 6zetlendigi gibidir.

Tablo 1’e gore, n=100 goézlem ve p=2 bagimsiz degisken iceren bir
simiilasyon ¢aligmasinda, %30 ve %40 sifir siskinlik (zero-inflation) oranlarina
sahip veriler ilizerinde dayanikli (robust) regresyon tekniklerinin performansini
karsilastirmaktadir. Modellerin performansi, y degiskeninin tahminindeki
ortalama kare hatasi (MSE) ile ol¢iilmiistiir. En Diisiik MSE, Robust ZINB ve
Robust Hurdle Modelleri vermistir. %30 sifir siskinlik i¢in, Robust ZINB ve
Robust Hurdle en iyi performansi gdsteriyor. Benzer bir durum %40 siskinlik igin
de bulunmustur. Sonug olarak, sifir siskinligi yiiksek verilerde, ZINB ve Hurdle
modelleri digerlerine gore belirgin sekilde daha basarilidir. Saglam Poisson
modeli, hem agir1 yayilima hem de sifir siskinligine kars1 hassas oldugu i¢in en
yliksek MSE degerlerine sahiptir. Saglam Negatif Binom modeli, asir1 yayilim
(overdispersion) oldugunda iyi sonu¢ vermektedir, ancak sifirlar1 modellemede
ZINB ve Hurdle kadar basarili olmadig tespit edilmistir. Tiim modeller dayanikli
tekniklerle giiclendirildigi icin aykir1 degerlere kars1 direncli, ancak ZINB ve
Hurdle en iyi dengeyi saglayan modeller olarak goriilmektedir. Aykirt deger orani
arttikga, MSE degerlerinin de arttig1 tespit edilmistir. Bu sonuglar, sifir sigkinligi
yiiksek ve aykirt degerler igeren veri setlerinde, ZINB veya Hurdle modellerinin
tercih edilmesi gerektigini desteklemektedir.

Tablo 2‘ye gore, Robust ZINB, en iyi performansi1 gostermektedir. %30 ve
%40 sifir siskin olmasi durumlarinda, en diisiik MSE degerlerini Robust ZINB
modeli vermistir. Robust ZINB, hem sifirlari hem de asirt yayilimi
modelleyebildigi i¢in 6rneklem hacmi arttiginda daha da gii¢lii model oldugu
goriilmektedir. Benzer bir durum Robust Hurdle modeli i¢in de gegerlidir. Robust
ZINB modeline en iyi alternatifi olarak Robust Hurdle modeli oldugu tespit
edilmistir. En kotii performansi Robust Poisson modeli gostermistir.

Tablo 3’e gore, MSE degerleri, 6rneklem arttik¢a diismeye devam etmektedir.
%30 sifir siskinlikte; Robust ZINB (2.87) < Robust Hurdle (3.18) < Robust NB
(3.49) < Robust COMP (3.72) < Robust Poisson (5.24) ve %40 sifir sigkinlikte;
Robust ZINB (5.21) < Robust Hurdle (5.47) < Robust NB (6.32) < Robust COMP
(6.55) < Robust Poisson (8.97) olarak gergeklesmistir. Orneklem hacmi arttikca,
tiim modellerin MSE degerleri diismektedir, ancak sifir siskinligi yiiksekse ZINB
ve Hurdle disindakilerde ciddi bir iyilesme olmamaktadir. Aykiri deger orani
arttik¢a, aykir1 degerlerin etkisini azaltmada basarili bulunmustur.

Tablo 4 incelendiginde, benzer sonuglar elde edilmistir. Aykir1 deger orani
%10 ve daha yiiksek oldugunda Robust Hurdle MSE en diisiik degerdedir. Bu da,
Robust Hurdle modelinin, diger modellere gore daha iyi oldugunun gdstergesidir.
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Orneklem hacmi arttikga, MSE degerlerinde belirgin bir diisiis gozlenmemistir.
%30 ve %40 siskinlikte en kotli performansit Robust Poisson modeli vermistir.
MSE degerleri, diger modellere gore daha yiiksektir. Robust ZINB/Hurdle'in sifir
sigskinligindeki Uistiinliigli, Robust Poisson'un yetersizligi tespit edilmistir. Robust
NB, sifir sigkinlik orami diisiik olan veri setlerinde daha iyi performans
sergilemektedir.

Orneklem biiyiikliigii (n) artarsa, tiim modellerin MSE degerleri diismektedir,
ancak sifir sigkinligi yiiksekse hata artmaya devam etmektedir. Aykir1 degerlerin
orani attikca, Robust teknikler sayesinde modeller aykir1 degerlere karsi direngli
kalmaktadir.

Tablo 1. n=100, p=2, %30 ve %40 (sifir-siskinlik) oldugunda Robust Tekniklerin y
tahmini i¢in MSE degerleri (1000 tekrar)

%30 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Robust Poisson 15.7241 19.9488 24.5102 32.1861 34.8258
Robust NB 10.4526 13.8764 16.2384 21.4507 21.9344
Robust ZINB 9.2118 12.8573 13.4556 16.9247 19.6737
Robust Hurdle 9.8564 13.4251 14.1243 18.3722 20.8525
Robust Com-Poisson 11.0357 17.8633 17.8426 23.1783 26.1576
%40 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Robust Poisson 16.4573 18.6766 23.9121 29.8226 33.1577
Robust NB 10.0352 12.8541 15.4779 18.9466 20.9104
Robust ZINB 8.7236 11.3524 12.8251 14.1586 17.8344
Robust Hurdle 9.1511 12.5802 13.6489 15.8755 19.4526
Robust Com-Poisson 10.8793 16.8386 16.8321 22.4548 25.7234
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Tablo 2. n=200, p=2, %30 ve %40 (sifir-siskinlik) oldugunda Robust Tekniklerin y

tahmini i¢in MSE degerleri (1000 tekrar)

%30 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Robust Poisson 5.6767 7.8541 18.7214 21.0344 40.4769
Robust NB 3.7873 5.1217 11.8982 14.5736 26.8872
Robust ZINB 3.1216 4.2548 9.8763 11.7655 24.0764
Robust Hurdle 3.4547 4.6321 10.5214 12.6392 23.2101
Robust Com-Poisson 4.0218 5.3432 12.6437 14.3377 28.3433
%40 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Robust Poisson 10.4768 13.5225 27.4549 33.6753 42.8321
Robust NB 7.0549 10.5778 16.2874 20.1431 28.9547
Robust ZINB 5.9103 8.8336 12.4766 17.7219 26.8322
Robust Hurdle 6.2326 9.3031 13.1543 17.8544 25.1764
Robust Com-Poisson 7.3431 11.8334 16.0437 22.9102 30.1435
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Tablo 3. n=300, p=2, %30 ve %40 (sifir-siskinlik) oldugunda Robust Tekniklerin y

tahmini i¢in MSE degerleri (1000 tekrar)

%30 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Robust Poisson 5.2438 7.1877 14.8326 16.0547 38.9104
Robust NB 3.4983 4.6762 9.6767 10.1433 24.1213
Robust ZINB 2.8762 3.8989 7.9211 8.4219 21.4769
Robust Hurdle 3.1876 4.2213 8.4102 8.9106 20.8542
Robust Com-Poisson 3.7217 4.9106 10.3222 10.8768 26.8327
%40 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Robust Poisson 8.9766 13.6211 25.8336 32.4981 41.1439
Robust NB 6.3211 9.4764 15.2863 19.4219 26.5338
Robust ZINB 5.2107 7.8545 14.0541 17.1569 24.6268
Robust Hurdle 5.4764 8.1217 12.4218 16.2872 23.4671
Robust Com-Poisson 6.5554 9.8329 159177 21.0744 28.7653
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Tablo 4. n=400, p=2, %30 ve %40 (sifir-siskinlik) oldugunda Robust Tekniklerin y
tahmini i¢in MSE degerleri (1000 tekrar)

%30 ¢
Teknik %1t
5 10 20 30 35
Robust Poisson 4.6753 7.0436 13.2674 15.8924 32.8577
Robust NB 3.1247 4.3751 8.4531 9.7738 19.4653
Robust ZINB 2.5436 3.6548 7.9087 8.3762 17.0227
Robust Hurdle 2.6871 3.9288 7.2817 8.1211 15.6763
Robust Com-Poisson 3.2898 4.7117 9.9646 10.2321 21.3329
%40 ¢
Teknik %t
5 10 20 30 35
Robust Poisson 7.2567 10.3577 21.5592 28.1686 38.3444
Robust NB 4.6572 7.1673 12.3344 17.7674 24.8369
Robust ZINB 3.8235 4.6981 10.2126 15.2785 21.5101
Robust Hurdle 3.9896 4.2438 9.8971 14.3873 20.7582
Robust Com-Poisson 4.8788 8.2453 12.7887 19.8166 25.2236

4. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, sifir siskinligi (zero-inflation) ve aykiri degerler (outliers)
iceren sayma verilerinin modellenmesinde bes farkli dayanikli (robust) regresyon
tekniginin performansi, 6rneklem biiyiikliigiine (n=100, 200, 300, 400) ve sifir
siskinlik oranlar1 (%30, %40) ile farkli aykir1 deger oranlarina (%5, %10, %20,
%30, %35) bagli olarak karsilastirilmigtir.

Orneklem hacmi arttikca, MSE degerlerinin azaldig1 tespit edilmistir. %30 ve
%40 sifir siskinlikte Robust ZINB ve Robust Hurdle modelleri en diisiik MSE
degerlerini vermistir. Robust NB ve Robust COMP modelleri, sifirlari
modelleyemediginden Robust ZINB ve Robust Hurdle modellerine gore yetersiz
kalmistir. Robust Poisson modeli, diger modellere gore daha yiiksek MSE
degerleri verdiginden en kotii model olmustur.

Bu kapsamli simiilasyon caligmasi, sifir siskinligi ve aykir1 degerler iceren
verilerde hangi modelin ne zaman kullanilmas1 gerektigine dair net bir rehber
sunmaktadir. Uygulamacilar, 6zellikle, Robust ZINB/Hurdle'm sifir
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siskinligindeki tistiinligiinii, Robust NB'nin sinirli ancak basit ¢6ziim oldugunu,
Robust Poisson ve Robust COMP'un dezavantajlarim dikkate almalidir.

Gelecek galigmalar igin, farkli sifir siskinlik mekanizmalart (Hurdle'a daha
uygun veri yapilart) test edilebilir. COM-Poisson'un nu parametresi optimize
edilerek performansi iyilestirilebilir. Gergek veri setlerinde bu modellerin
karsilastirilmasi yapilabilir.

Sifir sigkinlik degeri yliksekse, Robust ZINB veya Robust Hurdle kullanilmasi
onerilmektedir; Orneklem ne kadar biiyiik olursa olsun bu modeller
vazgecilmezdir.
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Istatistiksel Diisiinme ve Belirsizlik Kavrami

Mine Dogan' & Mehmet Giircan’
1. Giris

Insanlik tarihi boyunca karsilasilan en temel sorunlardan biri, belirsizlikle bas
etme ihtiyacidir. Gelecegi dngormek, kararlar1 saglam temellere dayandirmak ve
karmagik olgularin igindeki diizeni aciga cikarmak, bilimin oldugu kadar
giindelik yasamin da degismez ugraslar1 arasindadir. Bu baglamda istatistiksel
diisiinme, modern ¢agin en giiglii zihinsel araclarindan biri olarak ortaya
cikmustir. Istatistiksel diisinme, yalmzca sayilarin ya da tablolarin islenmesi
degildir; esasen veri, belirsizlik ve ¢ikarim arasindaki dongiisel iligkiyi kavrama
bi¢imidir. Bu diisiinme tarzi, li¢ temel siitun {izerine oturur: verinin gézlenmesi,
modelin kurulmasi ve ¢ikarimin yapilmasi. Her yeni veri, mevcut modeli sinar;
her yeni model, elde edilen ¢ikarimi yeniden sekillendirir. Bu dinamik dongii,
istatistiksel yontemin evrensel giiclinii belirler.

Belirsizlik, dogasi geregi Olgiilebilir ve yonetilebilir bir olgudur. Burada
olasilik kurami, belirsizligi nicel bir ¢erceveye oturtarak istatistiksel analizin
temel zeminini saglar. Istatistiksel diisiinmenin &zgiinliigii, belirsizligi bir engel
olarak degil, karar vermede hesaba katilmasi gereken bir gerceklik olarak
gormesidir. Boylece, 6rnegin bir klinik ¢calismadan elde edilen sinirli verilerle
toplumsal bir saglik politikasi insa etmek ya da bir iiretim siirecinde kaliteyi
giivence altina almak miimkiin olur. Bu baglamda, istatistiksel yontemler iki ana
boyutta islev goriir: tanimlayici istatistik ve c¢ikarimsal istatistik. Tanimlayici
istatistik, verinin sundugu bilgiyi 6zetler, diizenler ve gorsellestirir; yani mevcut
tabloyu anlamamiza aracilik eder. Cikarimsal istatistik ise, eldeki drnek veriden
hareketle daha genis bir kitle hakkinda genellemeler yapmamiz1 saglar. Ikisi bir
arada, istatistiksel digiinmeyi yalnizca gegmisi agiklamakla sinirlamaz, ayni
zamanda gelecege yonelik tahminler ve kararlar i¢in bir pusula haline getirir.
Sonug olarak, istatistiksel diisiinme, belirsizligi yok etmeye degil, onu
anlamlandirmaya ve yonetilebilir kilmaya yoneliktir. Bu yaklagim, veriyi salt bir
bilgi kaynagi degil, anlam {iireten bir siire¢ olarak ele alir. Boylece bilimden
miihendislige, sagliktan ekonomiye kadar pek c¢ok alanda karar vericilerin ve
aragtirmacilarin temel referans noktasi haline gelir.

! Ars. Gor. Dr., Firat Universitesi Fen Fakiiltesi Istatistik Bolimii
ORCID: 0000-0002-2745-9909

2 Prof. Dr., Firat Universitesi Fen Fakiiltesi Istatistik Boliimii
ORCID: 0000-0002-3641-8113
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Belirsizlik tek bir sey degildir; farkli kaynaklari, dogast ve giderilebilirlik
derecesi farklidir. Yaygin siiflandirma genelde su sekildedir:

e Risk olgiilebilir bir belirsizliktir. Olasilik dagilimi bilinir veya
giivenilir bicimde tahmin edilebilir. Ornek olarak, adil bir zar atisinda
6 gelme olasiligt = 1/6 olur, fakat oyuncunun aleyhine olan zar
geliginin yonetilme imkani yoktur.

e Olasiliklarin bilinmedigi ya da tanimlanamadigi durumlar. Yeni
teknolojiyle ilgili bilinmezlikler bu kategoriye girebilir [1].

e Aleatory (stochastic) belirsizlik, dogrudan “rastgelelik” ile ilgili,
dogal varyasyondur. Ornek olarak, bireyler arasindaki biyolojik
farkliliklar gosterilebilir. Genellikle veriyle karakterize edilir ve
tekrarli 6l¢timlerle istatistiksel olarak nicelendirilebilir.

e Epistemic (bilgi kaynakli) belirsizlik, bilgisizlikten kaynaklanir. Ek
veriyle veya daha iyi modellerle azaltilabilme imkani1 vardir. Ornek
olarak, bir parametrenin bilinmeyen degeri veya eksik model bilgisi
verilebilir.

e Model belirsizligi (structural/model-form uncertainty), hangi modelin
dogru oldugu kesin degilse ortaya ¢ikar. Farkli model formlar1 farkli
sonug verebilmektedir.

e (Gozlem / dlglim belirsizligi (measurement error), alet, protokol veya
insan kaynakli hatalardan olusur. Sistematik (bias) veya rasgele
olabilmektedir.

e Derin belirsizlik (deep uncertainty), olasiliklarin veya sonuglarin
tanimlanmasinin ¢ok zor oldugu durumlarda karsimiza ¢ikar. Politika,
iklim projeksiyonlari gibi olgularda karsimiza ¢ikar.

Peki neden siniflandirmak 6nemlidir? Ciinkii her biri anlamlandirilmak igin
farkli stratejilere gerek duymaktadir. Olasilik, belirsizligi nicellestirmenin en
yaygin ve matematiksel ¢ergevesidir. Ancak yorum ve kullanim bigimi farklilik
gosterir. Ornek olarak bir deney sonsuz kez tekrar edildiginde deney duragan hale
gelerek miimkiin olaylarin oranlari, olasiliklari, 6grenilebilir [2]. Bayesgi, 6znel
denebilecek yorumlara gore olasilik, derecelendirmeyi ifade eder. Kisisel ama
mantikli kurallara gore giincellenmelidir [3-4]. Cox yaklasimi ise tutarli kosullar
altinda olasilik derecelerinin modellenebilecegini savunur [5].

Bu nicelestirmenin temel araglarinin basinda olasilik dagilimlari, beklenen
deger, varyans, kuantil gibi Ozet istatistikler gelmektedir. Giiven araliklari,
tekrarlanan deneylerde belirli bir yiizdeye, giivene, bagli olarak kismen belirsizlik
ortamini agiklamaya ¢alisir. Bu sayede tahminlerin belirsizlikleri anlamli bir
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ifadeye oturur. Belirsizlikle calisirken kullanilan pratik yontemler, hem rastgele
varyasyonu hem de bilgi eksikligini yonetmeye yonelik sistematik yaklasimlar
igerir. Bu baglamda, deneysel tasarim ile varyasyon kontrol altina alinirken, daha
fazla veri toplama, yeniden Ornekleme teknikleri, Bayesci modeller veya
duyarlilik analizleri epistemik belirsizligi azaltmaya ya da goriiniir kilmaya
yardime1 olur. Ayrica model ortalamasi, ensemble yontemler ve senaryo analizi
gibi stratejiler, model formu belirsizligine kars1 daha dengeli sonuglar {iretir.
Kalibrasyon, dogrulama ve bagimsiz veriyle test ise tahminlerin giivenilirligini
artirir. Bu yontemlerin ortak amaci, belirsizligi ortadan kaldirmak degil, onu
saydamlastirarak karar vericiler i¢in yonetilebilir hale getirmektir [6].

Tiim bu ¢ergeve bize gdsteriyor ki, belirsizlik yalnizca kagimilmaz degil, aynm
zamanda bilginin gelismesi igin verimli bir zemindir. Istatistiksel diisiinme, bu
zeminde hem bilimsel ilerlemenin hem de giindelik kararlarin en giivenilir yol
gostericisidir. Veriyi anlamlandirmak, riskleri yonetilebilir hale getirmek ve
bilinmeyene karst daha saglam adimlar atmak icin istatistiksel araglar
vazgecilmezdir. Bu boliimde tartisilan kavramlar, okuyucuya yalnizca teknik bir
yontem seti degil, ayn1 zamanda belirsizligi yapict bir firsata doniistiirebilecek
zihinsel bir bakis agis1 kazandirmay1 amaglamaktadir.

2. Istatistiksel Akil Yiiriitme

[statistiksel diisiinmenin merkezinde yer alan yap1, veri, model ve ¢ikarim
arasindaki dongiisel iligkidir. Bu dongii, belirsizligi yonetmenin ve bilgiyi
sistematik olarak iiretmenin en giiclii aracidir. Istatistiksel siirecte veri, yalnizca
gozlemlerden ibaret degildir; uygun bir gerceveye oturtuldugunda, modeller
araciligryla daha genis anlamlara ve genellemelere ulagmamiza imkén verir. Her
istatistiksel analiz, veriye dayanir. Veri toplama bicimi, elde edilecek
cikarimlarm kalitesini belirler. Ornekleme, kitlenin tamamma erisilemedigi
zaman uygun yontemlerle kitleden temsili bir alt grup se¢gme siirecidir. Kontrollii
deneyler, neden-sonug iligkilerini arastirmak igin gili¢lii bir zemin sunar ve
gozlemsel galigmalar dogal siireclerdeki Oriintiileri anlamamiza yardimci olur.
Eksik degerler, ol¢lim hatalar1 veya Onyargili kayitlar, elde edilen sonuglarin
giivenilirligini dogrudan etkiler. Verinin niteligi ve toplama bigimi, sonraki
modelleme adiminin saglamlig1 i¢in kritik dnemdedir [7].

Model, gercekligin basitlestirilmis temsilidir. Tipki 6rneklemin, kitlenin bir
temsili oldugu gibi. Veri tek basina anlamsizdir. Anlami, istatistiksel ¢ikarimi,
veriyi bir model i¢inde yorumladigimizda ortaya ¢ikar. Model, gergegin bire bir
kopyasi degil, arastirma sorusu igin yeterli bir soyutlamadir [8]. Belirsizlik
altinda sonug iiretmek istatistiksel bir sanattir. Veriden hareketle bilinmeyen
hakkinda sonug iiretme siirecidir. Bu siire¢ tahmin, hipotezlerin test edilmesi,
ongoril ve ¢ikarim asamalartyla basarili bir sekilde tamamlanir. Bu dongiiniin
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dinamigi bilimin gelismesiyle her gegen giin daha da saglam bir zemine
oturmaktadir.

[statistiksel akil yiiriitme hangi adimla baslar? Sorusunun en énemli cevabi
degisken seciminin diizgiin yapilmasinda saklidir. Yapilan deneylerin tamami tek
tirlii diistiniilemez. Deneyler farkli kategorilerde degerlendirilir. Bir deney
deterministik olabilir. Bu bir siirecin veya sistemin tamamen belirli kurallarla
isledigini ve ayn1 baslangic kosullarinda her zaman ayn1 sonucu irettigini ifade
eder. Rastlantisallik veya belirsizlik icermez. Deneyin elde edilen sonuglarinin
ol¢iim hatalar1 hicbir zaman deneyi raslantisal hale getirmez. Ornegin suyun
kaynama noktasinin deneyin yapildigi rakima gore farklilik gostermesi onun
rastlantisal oldugunu belirtmez. Rastlantisal deneylerin en basit 6rnegi herkesin
bildigi zar atma deneyidir. Ancak bu deneyin rastlantisalliginda bile siiphe vardir.
Sayet zar atan kisi hileye bagvurmadiginda deney rastlantisal, aksi halde tesadiifi
veya stokastik hale doniisiir. Kisacasi bu {i¢ kavrami amiyane tabirle birbirinin
yerine kullanmak hi¢ de dogru degildir. Zar atan kisi hileye bagvurdugunda ve
hilenin gerceklesme olasilig1 da isin isine girdiginde deney tamamen tesadiifi,
hileye basvuruldugu takdirde kisinin olay1 gerceklestirme basarisina etki eden
faktorler géz oniine alindiginda ise deney tamamen stokastik duruma gelir. Bu
sekilde deneyin siniflandirilmasi dolayisiyla deneyin degiskeninin de
siniflandirilmasini saglamaktadir.

Istatistiksel akil yiiriitme, bilgi felsefesinin en koklii sorunlarindan biri olan
belirsizlik ve tiimevarim meselesiyle dogrudan iligkilidir. Mantik gelenegi
Aristoteles’ten itibaren, dogru oOnciillerden zorunlu sonuglara ulagmay1
amagclamis; yani akil yiiriitmeyi kesinlik arayis1 tizerine kurmustur. Ancak gergcek
diinya, kesinlikten ziyade olasiliklarla bigimlenir. David Hume, tiimevarim
probleminde bu gerilimi ortaya koymustur [9]. Ge¢miste gozlenen diizenliliklerin
gelecekte de gegerli olacagna dair hicbir mantiksal zorunluluk yoktur. Iste
istatistiksel akil yiiriitme, bu sorunu ¢6zmeye yonelik pratik bir yol sunar: gecmis
verilerden elde edilen oriintiiler aracilifiyla gelecege dair tahmin yapar, fakat
bunu kesinlik iddiasiyla degil, olasiliksal giiven diizeyinde gerceklestirir.
Yirminci yiizyilda Karl Popper, bilimin 6ziinli dogrulama degil yanlislanabilirlik
ilkesini de gorerek istatistiksel diisiinceyle kesismistir. Bir hipotez asla kesin
olarak dogrulanmaz, sadece belirli bir giiven diizeyinde desteklenebilir ya da
verilerle ¢elistigi 6l¢iide reddedilebilir. Bu yaklasim, istatistiksel testlerin “sifir
hipotezi” etrafinda Orgiitlenmesine paralel bir diisiince yapisidir [10]. Rudolf
Carnap ve olasilik mantig1 tizerine c¢alisan diger mantikcilar ise, istatistigin
aslinda belirsizlik karsisinda mantigin dogal bir genislemesi oldugunu ileri
stirmiislerdir [11]. Bruno de Finetti’nin 6znel olasilik yorumu da bu ¢izgiyi
destekler. Olasilik, doganin gizli bir 6zelligi degil, rasyonel bir bireyin inang
derecelerini diizenleyen mantiksal bir aractir [12]. Boylece istatistiksel akal
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yiirlitme, yalnizca teknik bir yontemler biitiinii degil, ayn1 zamanda epistemolojik
bir durus halini alir. Bizim i¢in 6nemli olan, mutlak hakikati kesfetmekten ok,
elimizdeki veriler 1518mda en tutarli ve en makul ¢ikarimlar yapabilmektir. Bu
acidan istatistik, felsefi olarak kesin bilginin smirlarin1 kabul eder, fakat aym
zamanda rasyonel karar vermeyi miimkiin kilacak bir olasiliksal mantik gelistirir.
Giinliik yasamda, ekonomide, tipta veya miihendislikte yapilan her tahmin ya da
karar, aslinda bu felsefi ve mantiksal zeminin pratik bir yansimasidir, belirsizligi
mutlak surette ortadan kaldirmadan, onunla akillica yasamay1 6grenmek.

3. Nicelemeden Sonraki ilk Adim: Matematiksel Yontemler

Yapilan bir deneyin gozlem degerleri, veriler, toplandiktan sonra
arastirmacinin hi¢ siiphe yok ki ¢ogu kez merak ettigi deger, ortalamadir.
Ortalama, istatistigin en temel ve en sik kullanilan araglarindan biri olmasina
ragmen, basit bir sayidan c¢ok daha fazlasini temsil eder. Felsefi agidan
bakildiginda, ortalama bireyin tekligi karsisinda toplulugun 6ziinii arayan bir
kavramdir. Her bir veri noktasi, kendi i¢cinde essiz bir gozlemi, bir hikayeyi veya
bir gercegi temsil eder. Ancak ortalama, bu tekil gerceklikleri bir araya getirerek,
dagimiklik icinden ortak bir merkez, bir temsil noktasi ¢ikarma ¢abasidir. Bu, tipk:
Platon'un idealar kuraminda oldugu gibi, goriinen fenomenlerin, bireysel
verilerin, arkasindaki temel formu, ortalamayi, kesfetme arayisidir. Aymi
zamanda, ortalama bir model olarak gergekligin basitlestirilmis bir temsilidir,
¢linkil G. E. Box'un dedigi gibi, "tiim modeller yanlistir, ama bazilar faydalidir”.
Ortalamanin faydasi da, verinin karmasikligini feda ederek, bize genel bir egilim
ve bir referans noktasi sunmasinda yatar. Bu sayede, tekil sapmalar degil, tim
kiimenin yoniinii anlamamizi saglar [13].

Ortalamanin veriyi temsil etmesi onun en onemli 6zelligidir. Bu noktada
matematiksel olarak tanimlanan ortalamalar her veri grubu icin gegerli
olmayabilir. Baz1 veri grubunda aritmetik ortalama temsil kabiliyetine sahipken,
bazi veri grubunda ise medyan veya mod temsil kabiliyetine sahiptir. Hesaplama
yontemi matematiksel olsa da bu yonteme anlam yiikleyen istatistiksel
gereksinimlerdir.

Bir arastirmacinin elinde iki tane degisken oldugunda ilgilenmesi gereken ilk
yapi, bu iki degiskenin arasinda var olan iliskidir. Bu iliski nasil tanimlanmali ve
Ol¢ii olarak nasil ifade edilmelidir? Bunun i¢in iki degiskeni iki ayr1 vektorle
gostermek mantikli olur. Sonugta vektorler arasinda var olan agiklik veya agi
kiigiik oldugunda bu durum iki degiskenin iligkili oldugunu, biiyiik oldugunda ise
iligkisiz oldugunu gosterebilir. Basit olarak bu iki vektorii diizlemde diisiinelim,
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A= (al' aZ)’ B = (bl; bZ)' a]"bj ER, j=12
(1

Bu iki vektoriin arasindaki vektorlerin yatay eksenle yaptig1 agilarin farkina
esit olacaktir,

cosu = cos(0 — a) = cosOcosa + sinbsina
(2)

Burada 6 ve a acilar sirasiyla A ve B vektorlerinin X ekseni ile yaptiklari
acilar olsun. Buna gore,

a b . a
cosa =—, cosf =—=, sina =—%, cosf =
1Al [IBIl LAl
b,
—= 3
1Bl &)

Ifadelerini kullanarak rahatlikla yazabiliriz,

bi+azb
cosu = ﬁ , a.by + ayb, = ||A|ll|B]|cosu =

(4,B) (4)

Bu aciklamalara dikkat ettigimizde (A, B) yapisimin gergek bir anlami
rahatlikla anlagilabilir. Ancak bu yapiy1 sadece asagidaki formda sundugumuzda
ne anlam ifade edebilir?

(A,B) = a,b; + a,b, ®)

Kisacasi bulgular veya tanmimlamalar ihtiyagtan dogar. Bu ihtiyacin
gerekliligini sunmadigimiz takdirde bu esitliklerin higbir anlami kalmaz. Bundan
dolay1 kullanilan islemlere, tanimlamalara, formiillere istatistiksel anlam
yiiklemek matematiksel 6grenimin birincil kurali olmalidir.

4. Merkezi Limit Teoremi Istatistige Verilmis Bir Liituf mu?

Elbette! Merkezi Limit Teoremi (MLT), istatistigin ve matematigin temel
taglarindan biri olarak sadece sayisal bir sonu¢ degil, ayn1 zamanda olasilik ve
belirsizlikle ilgili derin bir felsefi bakis acist sunar. Felsefi olarak bakildiginda,
MLT bize karmasik ve rastgele goriinen olaylarn bile belli bir diizene ve
ongoriilebilirlige sahip olabilecegini hatirlatir. Her giin karsilastigimiz rastgele
siiregler, 6rnegin insanlarin boylari, test sonuglar1 veya finansal dalgalanmalar,
tek tek oldukg¢a dngoriilemez olabilir. Ancak merkezi limit teoremi sayesinde, bu
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bagimsiz ve aymi dagilimdan gelen rastgele degiskenlerin toplami veya
ortalamasi, dagilimlarin dogasina bakmaksizin yaklagik olarak normal dagilima
yaklagir. Bu, kaosun iginde bir diizen bulma yetenegimizdir. Rastgeleligin kendi
kendini dengede tutmasi, dogadaki ve sosyal diinyadaki bir¢ok sistemin analiz
edilebilir olmasim saglar. Istatistige getirdigi katkilar ¢ok y&nliidiir. MLT
sayesinde Ornekleme yontemleri giivenilir hale gelir ve ornek ortalamalari
iizerinden tiim kitle hakkinda tahminlerde bulunabiliriz. Ornegin, niifusun
ortalama geliri veya bir hastalifin yayginligi hakkinda, tiim niifusu 6lgmeden
anlaml1 sonuglar ¢ikarabiliriz. Bu, istatistigin temel felsefesi olan “az ile cogu
anlama” yaklasiminin matematiksel temeli gibidir. Teorinin giicli, tek tek
Olclimlerin rastgele ve belirsiz olmasina ragmen, topluca biiyiik olgiide
ongoriilebilir ve simetrik bir davramig sergileyeceklerini garanti etmesidir.
Boylece istatistikgiler, kaotik goriinen verileri yorumlayabilir ve belirsizlik
altinda mantikl1 kararlar alabilir.

Matematik agisindan MLT, olasilik teorisinin kdprii tasidir. Tek degiskenli
veya ¢ok degiskenli dagilimlarin toplam davraniglarini anlamamiza imkén verir
ve limitler, integral hesaplari, momentler gibi daha ileri matematiksel araglari
kullanmamiza yol agar. Ayrica MLT, normal dagilimin evrensel roliinii
aciklayarak matematigi dogayla ve deneyimle baglar. Rastgelelik ve
deterministik yapi arasindaki kopriiyli kurar. Bu bakis agisiyla MLT, yalnizca
istatistiksel bir ara¢ degil, ayn1 zamanda evrendeki rastgelelik ve diizen
arasindaki iligkileri kavramamizi saglayan bir felsefi ilke haline gelir: karmasik
sistemlerin bile belirli kosullar altinda ongoriilebilir bir diizen gosterdigini
anlamamizi saglar.

Giinliik hayatta ML T nin etkisini gérmek aslinda oldukg¢a kolaydir. Ornegin,
bir sehirdeki insanlarin boylarmi diisiinelim. Her yas gurubuna ait bireylerin
boylar1 farkli ve rastgele dagilim gdsteriyor olabilir; kisa veya uzun insanlar
olabilir, dagilim asimetrik veya tek tip olabilir. Ancak MLT sayesinde, sehirden
rastgele secilen belli sayida insanin ortalama boyu alindiginda, bu ortalama
neredeyse her zaman normal dagilima yakinsar. Yani 6rnek ortalamalar, bireysel
varyasyonlarin dtesinde ongoriilebilir bir merkez ve yayilma gosterir. Bu sayede
sehir niifusunun ortalama boyu hakkinda tahminler yapabiliriz, tek tek herkesin
boyunu 6lgmeye gerek kalmaz. Benzer sekilde finans diinyasinda da MLT kritik
bir rol oynar. Bir yatirnmcinin portfoylindeki giinliik getiri, tek basina oldukga
degisken ve rastgele olabilir. Ancak, uzun bir ddnem boyunca giinliik getirilerin
ortalamasi alindiginda, MLT’ye gore bu ortalama yaklasik olarak normal dagilim
gosterir. Bu sayede yatirimcilar risk tahminleri yapabilir, giiven araliklar
olusturabilir ve portfoy stratejilerini daha bilimsel temellere dayandirabilir.
Modern veri biliminde MLT, ozellikle makine Ogrenmesi ve istatistiksel
modelleme siireglerinde karsimiza c¢ikar. Biiylik veri kiimelerinde, 6rnekleme
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yaparak veri analizine baslamak yaygindir. Ornegin bir sosyal medya
platformunda kullanicilarmn giinliik begeni sayilarinin ortalamasini tahmin etmek
istedigimizi diistinelim. Tiim kullanici verisini iglemek pratik olmayabilir; bu
ylizden rastgele bir ornek secilir. MLT sayesinde bu Ornek ortalama, tim
kullanic kitlesinin ortalamasini oldukca dogru bir sekilde temsil eder. Bu, veri
biliminde “az veri ile giivenilir tahmin” yapabilmemizi saglar ve model
performansini artirir. Ayrica, hipotez testleri ve giiven araliklarinin olusturulmasi
da MLT’ye dayamr. Ornek ortalamalar1 yaklasik olarak normal dagildig: igin,
orneklem biyiikligi yeterli oldugunda popiilasyon parametreleri hakkinda
giivenilir ¢ikarimlar yapilabilir. Bu durum, tibbi arastirmalarda ilag etkinligini
test etmekten, e-ticaret sitelerinin satis analizine kadar genis bir yelpazede
uygulanir.

Ozetle, MLT bize sunu soyler: bireysel veriler rastgele ve kaotik olsa da,
ortalamalar ve toplamlar cogunlukla 6ngériilebilir bir diizen gosterir. Bu felsefi
ve matematiksel bakis agisi, giinliik yasamda ve modern veri biliminde karmasik
sistemleri anlamamizi ve kararlar almamizi miimkiin kilar.

Jacob Benoulli, 1705 yilinda 6ldiigiinde yazdiklarinin bu denli bir ¢igir
acabileceginin farkinda miydi acaba? Hayattayken kaleme aldigi calismalar
olimiinden sonra 1713 yilinda basildiginda Avrupa’da, o zamanlar pek
anlasilmasa da, yeni bir bilimsel ¢ag1 baslatmisti. Ozellikle ilk basim “ Ars
Conjectandi”, Olasilik Sanati, Siméon Denis Poisson tarafindan genis sekilde
arastirilmig ve n tekrarli bagimsiz Bernoulli denemelerinde basar1 sayisinin
olasilig1, deneme sayis1 ¢ok ¢ok biiylik oldugunda Poisson’un buldugu yaklasik
yontemle hesaplanabilmistir. Kisacasi binom olasiligi beraberinde Poisson
olasiligint da dogurmustur. Zamana bagli Poisson olasiliklarinda ardisik basari
anlar arasinda gecgen siireler ise iistel tipli olasiliklart dogurmustur. Yine aymn
periyotta binom olasiliklar bilyiik sayidaki tekrarlar goz 6niine alindiginda Gauss
olasiliklarmi da beraberinde getirmistir. Kisacast bugiin kullandigimiz birgok
olasilik dagiliminin uzaktan veya yakindan Bernoulli ile organik bir bagi mutlaka
vardir.

Kisacasi istatistik, Jacob ve Daniel Bernoulli’den baglayarak Laplace, Gauss
ve Quetelet gibi Onciilerin katkilariyla devasa bir bilim haline gelmis, yirminci
yiizyilda Fisher, Neyman ve Pearson sayesinde deney tasarimi, hipotez testleri ve
regresyon gibi yontemlerle sistematiklesmistir. Glnlimiizde ise biiyiik veri,
yapay zeka ve derin 6grenme ile birleserek aleatory ve episdemic belirsizliklerin
nicelenmesi, entropi ve bilgi kurami uygulamalari ile modern problemlere ¢6ziim
sunmaktadir. Istatistik hem matematik bilimine hem de fizik, biyoloji, ekonomi
ve sosyal bilimler gibi disiplinlere dogrudan katkida bulunmus, ayn1 zamanda
makine Ogrenmesi ve derin Ogrenmede Gaussien Naive Bayes, Bayesien
Networks, Cross entropy loss, RNN ve Stochastic Gradient Descent gibi
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algoritmalarin temelini olusturmustur. Ileri diizey veri gorsellestirme teknikleri
ile yiiksek boyutlu ve karmagsik veri yapilar1 gorsellestirilebilmekte, boylece
istatistik tarihsel koklerinden modern uygulamalara kadar biitiinlesik bir bilimsel
¢ergeve sunmaktadir.

Tiim bunlar sayesinde istatistik, tarihsel olarak Bernoulli’den Fisher’e uzanan
kokleriyle tiim bilimlere katki saglamis, giiniimiizde yapay zeka, derin 6grenme
ve ileri veri gorsellestirme teknikleriyle karmasik belirsizlikleri modelleyen ve
anlam {ireten bir disiplin haline gelmistir.

5. Entropi ve Bilgi Teorisi

Artik on dokuzuncu yiizy1l! Tiim gelismelerin harmanlandig ¢ag. Ne kadar
¢ok sey bilirsen o kadar gii¢lii ve etkili olursun; bilgi, hem dogay1 anlamanin hem
de insanhigin siirlarim genisletmenin en giiclii aracidir. Iyide bilgiyi 6l¢gmenin
bir arac1 var mi1? Bu yiizyilda bu cevabi arayan aragtirmacilar entropi kavramu,
modern termodinamigin temel taslarindan biri olarak Rudolf Clausius tarafindan
1865 yilinda tamitilmigtir [14-15]. Clausius, 1s1 ve i arasindaki iliskileri
matematiksel bir gercevede inceleyerek, enerji doniisiimlerinin sinirlarmi ve
dogadaki siireglerin yoniinii agiklamaya ¢alismistir. Bu baglamda entropi, bir
sistemdeki enerji dagilimmin Olglisii ve diizensizlik derecesi olarak
tammmlanmistir. Clausius’e gore, enerji her zaman kullanilabilirlik agisindan
azalir ve siirecler belirli bir yon izler; entropi ise bu yonliiliigii ve enerji kaybinm
nicel olarak ifade eder. Termodinamikte entropi, sistemin hangi durumlara
ulasabilecegini ve enerji doniisiimlerinin verimliligini anlamamiza yardimci
olurken, ayni zamanda evrenin dogal olarak diizensizlige dogru ilerledigini
gosteren temel bir Olgiit olarak da o6ne ¢ikmaktadir [16]. Ludwig Boltzmann,
entropi kavramini istatistiksel bir perspektife tagiyan bilim insanidir. Clausius’un
termodinamik yaklagiminin aksine, Boltzmann sistemi mikroskobik parcaciklar
diizeyinde inceledi ve bir gazdaki molekiillerin olasi diizenlenislerini olasilik
temelli olarak tanimladi. Ona gore, bir sistemin entropisi, pargaciklarin belirli bir
makroskopik durumu olusturabilecek farklt mikroskopik dizilimlerinin sayisiyla
dogru orantilidir. Bu diislinceyi matematiksel olarak ifade etmek igin {inli
formiilii S = kinW esitligini gelistirdi; burada S, k Boltzmann sabitini, W ise
sistemin olast mikroskobik durumlarinin sayisim1 temsil eder. Bu formiil,
entropiyi yalmzca enerji dagilimmin bir 6lgiisii olarak degil, ayn1 zamanda
olasiliksal diizensizlik ve belirsizlik 6l¢iisii olarak da yorumlamamiza imkan tanir
ve modern istatistiksel mekanik ile termodinamik arasindaki kopriiyi kurar [15].

Claude Shannon, 1948 yilinda yaymmladigi “A Mathematical Theory of
Communication” adli makalesinde, bilgi teorisinin temellerini atmistir. Shannon,
iletisim siirecini matematiksel bir ger¢eveye oturtarak, bir bilgi kaynaginin
iirettigi sembollerin belirsizligini dlgmenin bir yolunu gelistirdi. Bu baglamda
entropi kavramini, olasilik teorisinden esinlenerek bilgi miktarmin bir 6lgiisii
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olarak tanimladi ve artik “Shannon entropisi” olarak bilinen formiilii ortaya
koydu. Shannon entropisi, bir mesajin ne kadar beklenmedik veya sasirtici
oldugunu nicelendirir, yani bir haberin bilgi degerini 6lger. Bu yaklasim, dijital
iletisim, veri sikistirma ve hata diizeltme kodlar1 gibi modern bilgi ve iletigim
teknolojilerinin temelini olugturmus ve bilgi kavramimi matematiksel olarak
incelemeyi miimkiin kilmigtir [17]. Shannon entropisi ve Kolmogorov
karmagikligi, her ikisi de “bilgi miktarin1 6lgme” amaci tasir, ancak farkl
yaklagimlara dayanir. Shannon entropisi, olasilik dagilimlarina bagli olarak bir
kaynagin iirettigi sembollerin ortalama belirsizligini Ol¢erken, Kolmogorov
karmagikligi, tek bir diziyi iiretmek icin gereken en kisa bilgisayar programinin
uzunlugunu hesaplayarak bireysel bir nesnenin bilgi igerigini belirler. Yani
Shannon, ortalama bilgi dl¢limil ve istatistiksel yaklagim saglarken, Kolmogorov
deterministik ve algoritmik bir bakis sunar. Her iki kavram da 6zellikle rastgelelik
ve diizensizlikle ilgili diisiincelerimizi derinlestirir; uzun ve rastgele bir bit dizisi
hem yiiksek Shannon entropisine hem de yiiksek Kolmogorov karmasikligina
sahiptir, boylece iki yaklagimin birbirini tamamladig1 goriiliir.

Simdi entropiyi basit temellerde biraz inceleyelim. Bir deney yapildiginda iki
farkli sonug ayni sayida karsimiza ¢ikarsa bu deneyin sonuglari bize neyi anlatir?
Tabi ki segcme asamasinda higbir bilgimizin olmadigini. Bundan dolay1 bilgi
dogal olarak, rahatlikla, olasilikla iligkilendirilebilir. Olasilik sifirsa, olay
ger¢eklesmemis ve bizim olay hakkinda higbir bilgimiz yoktur. Olasilik birse
olay mutlaktir. Deney ve olay ayni gergeklige isaret eder. Bu durumda bilgi
miktarimiz tamdir. Oyleyse olasilig1 (p) dyle bir fonksiyonda kullanalim ki bize
sifir oldugunda bomba etkisi yapsin, bir oldugunda ise hi¢ sesi ¢ikmasin,

1
S=ln; (6)

Burada co durumu bomba etkisi ile sifir durumu ise sesin hi¢ ¢ikmamasi ile
0zdeslestirilmistir. Tek bir olay igin bu rahatlikla hesaplanabilir. Deneyin tiim
sonuglar birlikte diisiiniildiigiinde ise yine devreye ortalama kavram girer. Tim
deney i¢in entropi, olaylarin entropisinin ortalamasi dir, E(S).

6. lIstatistikten Yapay Zekaya: Belirsizlikten Ogrenmeye

Istatistiksel diisiinme, insanligin belirsizlikle bas etme cabalarinin sistematik
hale gelmis bicimidir. Olasilik teorisi, ¢ikarimsal yontemler ve veri temsili
teknikleri, tarihsel siiregte yalnizca bilimsel arastirmalarin degil, gliniimiizde
yapay zeka ve makine Ogrenmesi gibi devrimsel teknolojilerin de temelini
olusturmustur. Bugiin derin 6grenme, biiyiik veri analitigi ve yapay zeka
sistemleri, aslinda istatistiksel akil yliriitmenin modern bir uzantisidir. Bu
boliimde istatistik, yapay zeka ve derin 6grenme arasindaki yapisal iliski ele
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alimacak; belirsizlik, entropi ve bilgi kurami {izerinden bu teknolojilerin
dayandig1 epistemolojik ve matematiksel temeller tartisilacaktir.

Makine dgrenmesi, 6ziinde, veriden orlintii ¢ikarmaya ve gelecege yonelik
tahminler iiretmeye dayalidir. Bu yoniiyle istatistikle dogrudan akrabadir. Naive
Bayes smiflandiricisi, lojistik regresyon, Gaussian karisim modelleri, Markov
zincirleri ve Bayes aglar1 gibi yontemler, yapay zekdnin erken donem
basarilarinin istatistiksel modellerle gergeklestigini gostermektedir [18].
Yirminci yiizyilin ortalarinda yapay zeka arastirmalari deterministik mantiksal
sistemlere agirlik vermis olsa da, belirsizligin yoOnetilemezligi nedeniyle
istatistiksel yaklagim yeniden on plana g¢ikmistir. Giinlimiizde yapay zeka
uygulamalarinin neredeyse tamami olasilik temelli modelleme, parametrik,
parametrik olmayan tahminler ve optimizasyon yontemleri {izerine kuruludur
[19].

Istatistikte belirsizlik, aleatory (rastgelelik) ve epistemik (bilgi eksikligi)
olarak ayrilir. Bu ayrim ayni zamanda makine 6grenmesinde model hatalar1 ve
veri belirsizlikleri seklinde karsimiza ¢ikar. Ornegin bir sensoriin dlgtiigii sicaklik
degerlerindeki dogal varyasyonlar rastgelelikten kaynaklidir. Bu tiir belirsizlik,
veri hacmi arttik¢a daha iyi modellenebilir. Eksik veri, hatali etiketleme veya
yanlis model se¢imi gibi bilgi yetersizliginden kaynaklanir. Derin &grenme
modellerinde epistemik belirsizlik 6zellikle "black-box" yap1 nedeniyle kritik
onemdedir. Makine &grenmesinde belirsizlik, Bayes¢i yontemlerle nicel hale
getirilebilir. Ornegin, bir siiflandiricinin olasiliksal tahmin iiretmesi, yalmzca
sonuca degil, sonucun giiven diizeyine dair bilgi sunar. Bu durum tip, finans ve
mithendislikte kritik karar destek mekanizmalar1 i¢in vazgecilmezdir. Claude
Shannon’in (1948) bilgi kurami, giinlimiizde yapay zeka i¢in hala temel bir yap1
tasidir. Bilgi kazanci entropi azalmasi ile 6l¢iiliir. Entropi, bilgi miktarinin dl¢iisii
olarak karar agaglarinda, 6zellik se¢me yontemlerinde ve derin 6grenmede kayip
fonksiyonlarimin tamimminda kritik rol oynar. Derin 6grenme ydntemlerinde
“cross-entropy loss” siniflandirma problemlerinde yaygin olarak kullanilan kayip
fonksiyonudur. Modellerin genelleme yeteneginin artirilmasinda entropi ve KL-
divergence Onemli araclardandir. Entropi kavrami, yalmizca veri sikistirma ve
iletisim kuram i¢in degil, ayn1 zamanda yapay zekanin “6grenme” siirecinde de
merkezi bir rol oynamaktadir [17].

Derin 6grenme, yiiksek boyutlu ve karmasik veri kiimelerinden anlamli temsil
O0grenme siirecidir. Sinir aglarmin katmanli yapisi, istatistikteki ¢ok degiskenli
dagilim analizinin ileri bir bi¢imi olarak yorumlanabilir [20].

e Merkezi Limit Teoremi: Biiyiikk veri Orneklerinde, dagilimlarin
normal dagilima yakinsamasi, derin Ogrenme optimizasyonunda
gradyan yontemlerinin istikrarini agiklar.
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e Stokastik Gradyan Inisi (SGD): Rastgele secilen kiiciik veri kiimeleri
iizerinden yapilan optimizasyon, olasilik teorisi ve istatistiksel
ornekleme ilkelerine dayanir.

e Regiilerizasyon: Agir1 Ogrenmenin (overfitting) Onlenmesi igin
kullanilan dropout, weight decay gibi yontemler, istatistiksel model
seciminin karsiligidir.

Derin 6grenme modellerinin en ¢ok elestirilen yonlerinden biri "kara kutu"
olmalaridir. Agciklanabilir yapay zeka arastirmalar, istatistiksel belirsizlik
kavramini yeniden 6ne ¢ikarir:

e Belirsizlik gorsellestirmeleri, karar agaglari, SHAP ve LIME gibi
yontemler, tahminlerin hangi degiskenlerden etkilendigini gosterir.

e Bu, epistemik belirsizligin azaltilmasi ve karar vericilerin modele
gilivenmesi i¢in kritik bir adimdir.

Son yillarda 6ne ¢ikan iki egilim:

e Bayesci Derin Ogrenme: Parametrelerin olasilik dagilimlariyla
modellenmesi, epistemik belirsizligin dogrudan hesaplanmasin
saglar.

e Robust Al: Veri hatalari, saldirilar (adversarial examples) ve
beklenmeyen durumlara karsi dayanikli yapay zeka gelistirme ¢abasi,
klasik istatistigin robust yontemleriyle paralellik tasir.

Bu iki yaklagim, istatistiksel belirsizligi dogrudan yonetmeye yonelik giincel
arastirma alanlaridir [21]. Istatistiksel diisiince, tarihsel olarak Bernoulli,
Laplace, Gauss ve Fisher ile baslamis, bugiin derin 6grenme ve yapay zeka
caginda yeniden merkezi bir rol kazanmistir [22]. Olasilik, belirsizlik ve entropi,
yapay zekanin en temel yapitaslarini olusturmaktadir. Modern yapay zeka
aragtirmalari, aslinda istatistiksel diisiincenin genislemis halidir: belirsizligi yok
etmeye degil, yonetilebilir hale getirmeye caligir. Boylece yapay zeka, yalnizca
tahmin giicii yliksek algoritmalar degil, aym zamanda belirsizlik karsisinda
rasyonel karar mekanizmalar1 sunan biitiinlesik sistemler iiretir [23].

7. Gelecek Perspektifleri

[statistiksel diisiince ile yapay zekanin kesisiminde gelecege dair ufuk agici
pek gok ydnelim ortaya ¢ikmaktadir. Oncelikle, nedensel yapay zeka (causal Al)
caligmalar1 yalmzca korelasyonlar1 degil, istatistiksel nedensellik modellerini
[24], merkeze alarak, belirsizlik altinda daha giivenilir karar mekanizmalari
sunmay1 amaglamaktadir. Bunun yaninda, Bayes¢i derin 6grenme yaklasimlari
[19], epistemik belirsizligi dogrudan modelleyerek, saglik gibi yiiksek riskli
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alanlarda yapay zeka uygulamalarinin gilivenilirligini artirmaktadir. Diger
taraftan, kuantum makine 6grenmesi ¢aligmalari [25], olasilik kurami ile kuantum
hesaplamanin birlesimini kullanarak belirsizligi daha temel seviyede temsil etme
potansiyeline sahiptir. Ayrica, agiklanabilir yapay zeka (XAI) yaklagimlar1 [22],
modellerin karar siireglerini seffaflastirarak epistemik belirsizlikleri azaltmaya
odaklanmaktadir. Tiim bu gelismeler, istatistiksel diisiincenin yalnizca tarihsel
bir miras degil, ayn1 zamanda yapay zekanin evriminde yon verici bir ilke
oldugunu ortaya koymaktadir. Gelecegin biliminde belirsizlik, klasik istatistikte
oldugu gibi, yok edilmesi gereken bir sorun degil; aksine bilgi iiretiminin ve
Ogrenmenin en verimli kaynagi olmaya devam edecektir.
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