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Resumen

Se espera que al final del curso el alumno sea capaz de: identificar-
estimar-validar modelos para modelar series de tiempo, aplicarlos para
prediccion y control, y finalmente, usar R para modelar series de tiem-
po usando data real.

Los contenidos del curso son:

S ot W=

Procesos estocasticos estacionarios
Modelo ARMA, ARIMA

Modelos ARIMA estacionales

Analisis espectral

Variables de estado y filtro de Kalman

Aplicaciones en economia y negocios
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Proceso estocasticos
[clase 1, 6 de Agosto 2024]

Palabras claves: Proceso estocdstico, reealizacion, funcion de distribu-
cion, Teorema de Kolmogorov.

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones x;, cada una obteni-
da en el tiempo t. Una serie de tiempo discreta, es cuando las observaciones
son hechas en un conjunto discreto de tiempos. Cuando las observaciones son
hechas en continuamente, se usa la notacién z(t). Ejemplos, son el precio de
una acciéon al cierre de los mercados durante un mes, la poblacién de Chile
medida en los ultimos 10 sensos, etc.

En este curso se desarrollaran técnicas para obtener informacion de tales
series. Y posteriormente, poder separar ruido, predecir y controlar valores
futuros. Con este objetivo, lo primero es escoger (o construir) un modelo
matematico que modele los datos: procesos estocasticos.

Definicién 0.1 (Proceso estocastico) Un proceso estocdstico es una fa-
milia de variables aleatorias {X;,t € T} definidas en un espacio de probabi-

lidad (90, F, P).

Definicién 0.2 (Realizacién) Las funciones {X.(w),w € Q} con dominio
T se llaman realizaciones del proceso estocdstico {X;,t € T'}.

Veremos el teorema de Kolmogorov que sirve para garantizar la existencia
de procesos estocasticos, para esto necesitamos introducir el concepto de
funcién de distribucion.

Definicién 0.3 (Funcién de distribucién) Sea T'C R y
F={t=(t1,.. ) €Tty <ty < - <t,,mn=12 .}

Las funciones de distribucion de {X,t € T} son las funciones {Fy(-),t € F}
definidas para t = (ty,...,t,) por

Ft(m) :P(th lev"'ath S-I'n)

donde x = (x1,...,x,)" € R™



El teorema siguiente dice que ciertas funciones son distribuciones ssi las
distribuciones marginales en cada variable coinciden con la distribucién de
una dimensién menor sin la variable.

Teorema 1 (Teorema de Kolmogorov) Las funciones {F;(-),t € F} son
distribuciones ssi para todon € {1,2,...,},t = (t1,...,t,) € Fyl <i <n,
se tiene

Jim Fy(z) = Fy(2(2)),

donde t(i) y x(i) son los vectores de n — 1 componentes que se obtienen al
borrar la componente i-ésima de t y x respectivamente.

A continuacién veremos algunos ejemplos basicos de procesos estocasticos,
cuya existencia se deduce del Teorema de Kolmogorov (demostrarlo como
ejercicio).

Ejemplo 1 (Proceso binario) Un proceso binario esta dado por una se-
cuencia de variables aleatorias independientes { Xy, t € T} tales que

P =1) = P(X,= 1) = .

Una realizacion de este proceso corresponde a secuencia de 1’s y —1's.

Ejemplo 2 (Camino aleatorio) Un proceso de camino aleatorio esta dado
por una secuencia de variables aleatorias {S;,t =1,2,3,...} donde Sy =0 y

t
St:ZXutZ 1,

i=1
donde { Xy, t € T} es un proceso binario.

Ejemplo 3 (Proceso de ramificacién) Un proceso de ramificacion viene
dado por {X;,t=1,2,3,...} donde Xo =1z y

Xt
Xt+1 - ZZt,j7t - 0,1,...,
j=1

donde Zy j,t =0,1,...,j=1,2,..., son variables aleatorias independientes
e identicamente distribuidas no-negativas y con valores enteros. Este modelo
usualmente se usa para modelar el nimero de individuos de una poblacion en
el tiempo, donde x es el el niumero de individuos en la poblacion en el tiempo
inicial, y Z; ; es el nimero de individuos decendientes del j-ésimo individuo
nacido en el tiempo t.



Durante el curso, denotaremos por serie de tiempo ya sea al conjunto de
observaciones, como se menciono al inicio, o también al proceso estocastico
del que son realizacion las observaciones.

Recuerdos de Probabilidades

[clase 2, 8 de Agosto 2024]

Palabras claves: Variable aleatoria real X, funcion de distribucion F,
funcion de densidad fx, funcion caracteristica px, esperanza E, desigualdad
de Markov, desigualdad de Chebyshev, desigualdad de Jensen, varianza Var,
funcion de distribucion conjunta, funcion de densidad conjunta, funcion de
covarianza Cov, funcion de correlacion p, variables aleatorias independintes
(i.), distribucién normal N (p, 0?), teorema central del limite TCL

En esta clase recordaremos los conceptos bésicos de probabilidades para
variables aleatorias reales que son absolutamente continuas con respecto a la
medida de Lebesgue, ya que este sera habitualmente el caso en este curso, ya
que es la hipotesis usual para las variables aleatorias que definen el proceso
estocastico que modela la serie de tiempo.

Para esto recordemos que una variable aleatoria real es una funcién me-
dible X : Q@ — R definida en un espacio de probabilidad (2, F, P).

La definicion de funciéon medible es simplemente para poder usar la proba-
bilidad P para asociar un comportamiento aleatorio a la funcién X mediante
la definicién

P(XeS)=PlweQ: X(w)eS}

para todo conjunto medible S C R. Con esta definicién (y los teoremas
del curso de medida) se puede ’codificar’ la probabilidad P mediantes cier-
tas funciones que dependen de X, y que son fundamentales en Teoria de
Probabilidades, tales como: las funciones de distribucion, y las funciones ca-
racteristicas, y hay otras como los momentos, que no recordaremos aca.

Definicién 0.4 (Funcién de distribucién) Una variable aleatoria X : Q —
R en un espacio de probabilidad (2, F, P) tiene densidad fx, donde fx es
una funcion Lebesque integrable no negativa, si

P(X € [a.b]) = /ab Fx(@)dz.



Definicién 0.5 (Esperanza) La esperanza (o primer momento) de una va-
riable aleatoria real X con distribucion fx viene dada por

BE(X):= EX = /fo(x)dx.
Recordemos algunas propiedades importantes de la esperanza.

Proposicion 1

» X >0=FEX >0.

VX,Y v.a. y a constante, se tiene
E(X+Y)=EX+ LY,
E(aX)=aEX.
» X <Y cs.= EX <EY.
» X =Y cs. = EX =FEY.
» [EX| < EX].
» EX = [gadFx(z) donde Fx(x) = P(X < x).

» 57g:R — R es medible, entonces

» Desigualdad de Chebyshev.
< Var(X)

P(|X — EX| > a)

Y

a?

donde Var(X) = E((X — EX)?).



» Desigualdad de Jensen. Si f : R — R es convexa y EX < oo, entonces

f(EX) < E(f(X)).

Definicién 0.6 (Funcién caracteristica) Una variable aleatoria X : Q —
R en un espacio de probabilidad (2, F, P) tiene funcion caracteristica

px(t) = Ele™].

Recordemos las definiciones de varianza y covarianza de una variable alea-
toria.

Definicién 0.7 (Varianza) La varianza de una variable aleatoria real X
viene dada por
Var(z) = E((X — EX)?).

Definicién 0.8 (Funcién de distribucién acumulada conjunta ) Dadas
dos variables aleatorias X,Y sobre un mismo espacio de probabilidad (2, F, P),
la funcion de distribucion acumulada conjunta viene dada por

Fxy(x,y) = P(X <z,Y <y).

Definicién 0.9 (Funcién de densidad conjunta) Dadas dos variables alea-
torias X,Y sobre un mismo espacio de probabilidad (2, F, P), la funcion de
densidad conjunta viene dada por

o azFX,Y(x7y)
fxy(z,y) = T owdy

Definicion 0.10 Dos variables alaetorias X,Y son independientes ssi

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y).

Y si son absolutamente continuas (como usualmente en este curso), X,Y
son independientes $si

fxy (@, y) = fx(x) fy ().

Luego, para describir como varian dos variables aleatorias entre ellas se
introduce el concepto de covarianza.



Definicién 0.11 (Covarianza) La covarianza de dos variables aleatorias
X y Y con distribucion conjunta a valores reales viene dada por

oxy =Cov(X,Y):=E[(X - EX)(Y — EY)].

Otra medida de como varian dos variables aleatorias es la correlacién
entre X e Y, que viene dada por

Cov(X,Y)
\/Var YWar( )

pxy = Corr(X,Y)

Observar que Var(X) = Cov(X, X), entonces la covarianza generaliza el
concepto de varianza. También recordemos la siguiente propiedad tutil para
calcular la covarianza.

Proposicién 2
Cov(X,Y) = [ [ (Fuy(e.y) = Fx(@)Fy (y))drdy.

Recordemos ahora un ejemplo béasico de distribucion, la distribucion nor-
mal.

Ejemplo 4 (Distribucién normal) Una variable aleatoria X a valores reales
tiene distribucion normal de parametros p, o ssi su distribucion de probabili-

dad esta dada por
1 _=p)?

fX (1;) \/W 202,

En este caso se denota X ~ N (u,0?). Si X ~ N(u,0?) entonces

B(X) = [ afx()dz = p

Var(X) = E[(X — EX)Y] = /(x ~EX)fx(2)da = o2,
R
ademds la funcion caracteristica viene dada por
, L 5o
ox(t) =exp (ztu — 50 t ) :

Cuando p =0 y o =1 se dice distribucion normal estandard.



Finalemente, recordemos el teorema central del limite (TCL), en sus ver-
siones de la ley fuerte y ley débil de los grandes niimeros, y el teorema de
Lindeberg-Lévy.

Teorema 2 (Ley fuerte de los grandes ntimeros) Si X, X, ... es una
secuencia de variables aleatorias independientes i.i.d. (independientes e iden-
ticamente distribuidas), Lebesgue integrables y tales que E(X1) = u, entonces

X 4+ X,
P(lim 1f :u):L
n—o0 n
Teorema 3 (Ley débil de los grandes nimeros) Si X, Xs,... es una

secuencia de variables aleatorias independientes i.i.d. (independientes e iden-

ticamente distribuidas), Lebesgue integrables y tales que E(X;) = py Var(X;)

o?, entonces

X+ + X,
limP(‘ s —,u'<e):1.
n—o0 n
Teorema 4 (Teorema de Lindeberg—Lévy) Si X;, Xs,... esuna secuen-

cia de variables aleatorias independientes i.i.d. (independientes e identica-

mente distribuidas), Lebesgue integrables y tales que E(X,) = py Var(X;) =

o?, entonces

X 4+ X,
Vi (SRS ) 4 N(0,0%),
n
donde 2 significa que la convergencia es en distribucion.

Vectores aleatorios y normal multivariada
[clase 3, 13 de Agosto 2024]

El objetivo de esta clase es definir la normal multivariada, que es un
vector aleatorio a R™ que queda determinado de manera tunica por un vec-
tor 1 € R™ y por una matriz simétrica no-definida negativa > € R™*". La
normal multivariada generaliza las variables aleatorias normales (que son
uni-dimensionales) a dimensiones mayores, y tiene buenas propiedades, ta-
les como que el hecho que condicionar algunas coordenadas con respecto al
complemento preserva el hecho de ser una normal multivariada. Las demos-
traciones de las propiedades pasan por conocer la funcién caracteristica de
una normal multivariada.



Partiremos la clase definiendo un vector aleatorio a R", su esperanza, y
su matriz de covarianza. Decimos que un vector X = (Xi,...,X,)" es un
vector aleatorio n-dimensional si cada componente es una variable aleatoria.
Si F|X;| < oo para cada i, se puede definir el valor esperado de X por

ux = EX = (EXy,...,EX,)".
Si X =(Xy,...,X,) vyY =(Y1,...,Y,,) son vectores aleatorios con
E| X%, E|Y;|* < oo para todo 1, j,
se define la matriz de covarianza de X e Y como la matriz
Yxy =Cov(X,Y)=FE[(X — EX)(Y - EY)]=EXY')— (EX)(EY).
La componente (i, j)-ésima de ¥x y corresponde a
(Xxy)ij = Cov(Xi,Y)) = E(X3Y;) — E(X) E(Y)).

Para un vector aleatorio X = (Xj,...,X,) € R", la funcién de densidad
conjunta corresponde a una funcién fx, . x,(z1,...,2,) tal que

P[X1,..., X, € D] :/---/Dfxl,m,xn(xl,...,xn)dxl---dxn.

La siguiente proposicion serd clave para estudiar las propiedades de la
normal multivarida mas adelante.

Proposiciéon 3 Sia € R™, B € R™*" y se tiene el vector aleatorio X =
(X1,...,X,) donde E|X;|*> < oo para todo i = 1,...,n, entonces el vector
aleatorio

Y =a+ BX

tiene media
EY =a+ BEX

y matriz de covarianza
Yyy = BYx xB'.

Ejercicio 1 Demuestre la Proposicion[3



Con respecto a lo necesario de algebra lineal, partamos recordando el
concepto de matriz diagonalizable y una propiedad que garantiza diagonali-
zabilidad. En este curso generalmente usaremos una version muy particular
de matriz diagonalizable, de todos modos por completitud recordemos la de-
finicion general.

Sea F' un cuerpo y n, m enteros positivos. Denotamos por F"*™ el con-
junto de matrices de nxm. Y denotamos por G L, (F'), llamado grupo general
linear de matrices cuando se considera con la operacion de producto de ma-
trices, el conjunto de matrices invertibles en F"™*™.

Definicién 0.12 (Matriz diagonalizable) Una matriz A € F™*" se dice
diagonalizable ssi existe P € GL,(F) tal que P~YAP es una matriz diagonal.

Un ejemplo importante de matrices diagonalizables reales son las matri-
ces reales simétricas (M € R™™ con M = M'). Mas atn, si adicionalmente
la matriz es no definida negativa (una matriz real simétrica M se dice no
definida negativa si 2’ Mx > 0 para todo vector z € R™) entonces P es una
matriz ortogonal, i.e., P’ = P~! y la matriz diagonal viene dada por los va-
lores propios. Esto es el contenido de la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4 Sea ¥ € R™™"™ simétrica y no definida negativa. Entonces
Y = PAP

donde P' = P! (P es ortogonal) y A = diag(\y, ..., \,), donde \;’s son los
valores propios de X. En particular,

det™ = J] A
i=1
Proposicién 5 La matriz de covarianza Y x x es simétrica y no-definida
neqgativa.
Dem. La simetria es clara de la definicién. Sea x € R™ un vector arbitra-
rio, entonces
'Yy xr =2 [E(XX') - (EX)(EX)x

=2 E(XX")x — 2 (EX)(EX)x

= E[(z'X)('X)] — E(Z’ X)E(x' X)’

= Var(z'X)

= EB[(z'X — B(z'X))?] > 0.



O

Definicién 0.13 (Distribucién normal multivariada) Un vector aleato-

rioY = (Y1,...,Y,) se dice normal multivariado o que tiene distribucion
normal multivariada ssi existe un vector columna a, una matriz B y un vector
aleatorio X = (Xy,...,X,) donde las componentes son variables aleatorias

independientes con distribucion normal estandard, tales que
Y =a+ BX. (1)

Observacién 1 De la Proposicion[3, si Y es normal multivariada definida
como en entonces
EY =a,

Syy = BB’

Para estudiar la distribucién normal multivariada, hay dos resultados
que son muy tutiles, el primero es la Proposicion [3] el segundo es su funcion
caracteristica, que veremos a continuacion.

Proposicién 6 (Funcién caracteristica de la normal multivariada) Si
Y es normal multivariada definida como en entonces su funcion caracte-
ristica ¢y : R™ — R wviene dada por

- 1
oy (u) == E(e™Y) = exp (iu/u - QU/EY,yu> ,u e R™

Finalmente, enunciemos las propiedades siguientes, que en particular per-
miten caracterizar las normales multivariables como mencionamos en la in-
troduccion de esta clase.

Proposiciéon 7 Para todo i € R", para toda matriz simétrica no-definida
negativa ¥ € R™*", existe una normal multivariada con media p y matriz de
covarianza .

Proposiciéon 8 Una normal multivariada queda tunicamente determinada
por su media y su matriz de covarianza.

Observacion 2 Si Y es normal multivariada con EY = p y Xyy = 3,
anotamos

Y ~ N(p,X).



Proposicién 9 Y ~ N (u,X) ssi Va € R", 'Y ~ N (d'p, a'Ya).

Finalmente, la ultima proposiciéon la escribiemos en palabras, en estas
notas incluimos los detalles.

Proposiciéon 10 S7 Y es normal multivariada y particionamos el vector Y
de la forma Y = (Y, Y @), donde E(Y®) = p; y

Y Yo
Y =
(Zzl Zm) ’
para ¥ = Cov(Y®) YW). Entonces

1. YD e Y son independientes ssi Y19 = 0.

2. Si det(Xay) > 0, entonces la distribucion de YV dado Y?) es

N (,ul + 21222_21(3/(2) — f12), X171 — E1222_21221> .

Motivaciones, Filtros lineales y series de tiem-

po estacionarias
[clase 4, 20 de Agosto 2024]

En esta clase nos enfocaremos en una primera mirada practica para tra-
bajar con series de tiempo. Por eso partiremos con ejemplos que muestran
porque las series de tiempo aparecen naturalmente en cualquier proceso pre-
dictivo cuando hay disponibilidad de datos. Cuando uno trabaja con una serie
de tiempo el primer paso es graficar los datos y el primer objetivo natural es
suavizar los datos (a veces se dice suavizar la senal) para remover las fluc-
tuaciones rapidas. Con este objetivo se definen los filtros lineales. Al final de
la clase definiremos las series de tiempos estacionarias que seran importantes
mas adelante en el curso.

Motivaciones practicas

Ejemplo 5 (Finanzas) Para contener la inflacion el banco central decide
una tasa de politica monetaria, para obtener tal nimero es necesario hacer
varias predicciones, tales como predecir el IPC, el consumo, el cambio del
precio del dolar, las inversiones futuras en diversas areas, el nivel de endeu-
damiento de las personas y las empresas, etc.



Ejemplo 6 (Stock) En el problema de tener stock suficiente para satisfacer
la demanda, hace necesario predecir la demanda, ya que el exceso y el deficit
de stock son no deseados.

Ejemplo 7 (Fallas en cadena de produccién) En una cadena de pro-
duccion en que se utilizan mdquinas, es necesario predecir la probabilidad
con que se produciran fallas en las maquinas, de modo de poder anticiparse
y tomar decisiones considerando los costos estimados de tener que detener
la produccion asi como el de tener presupuesto y para el reemplazo de las
mdquinas, o maquinas compradas para reemplazo con anticipacion.

Ejemplos practicos en Chile actual son:

= Podemos predecir el nimero de médicos en los proximos 10 anos? Es-
ta prediccion permitiria por ejemplo elaborar politicas para fomentar o
disminuir el niimero de vacantes disponibles para estudiar medicina, asi
como planificar la infraestructura para que todos los médicos puedan
trabajar adecuadamente, y que tal nimero sea acorde a la demanda
estimada de acuerdo a la poblaciéon de Chile en los proximos 10 anos.
Una falla en tal prediccion significa no solo un costo, sino que tambi’en
eventualmente no poder satisfacer una demanda, ya sea porque no ha-
bra un nimero suficiente de médicos, o porque el sistema no dara abasto
para poder dar trabajo a todos los médicos disponibles. El problema es
mas general, ya que todas las carreras necesitan ser analizadas.

= Podemos predecir el impacto de la inteligencia artificial en los puestos
de trabajo en los proximos 10 anos? Que puestos de trabajo se veran
mas afectados? Como debemos tomar las decisiones hoy para enfrentar
de mejor forma la demanda y oferta de puestos de trabajo en 10 afos?

= Podemos predecir cuantos postes de luz se caeran en el proximo tempo-
ral o terremoto en Chile? La companias de luz seguramente tendran que
hacer un estudio utilizando series de tiempo para poder disponibilizar
de métodos para poder acortar los tiempos de reparaciones.



Filtros lineales

Definicién 0.14 (Filtros lineales) Dada una serie de tiempo {Z;,t € Z}
un filtro lineal consiste en una serie {Y;,t € Z} obtenida a partir de la formula

[o.9]

Y, = Z Tth—j7

j=—o0

donde 7; € R>o,Vj € Z y satisface

Z szl.

j=—00

La idea del filtro lineal es preservar la media y disminuir la varianza de
la serie de tiempo, ver siguiente observacion.

Observacién 1 Si {Z;,t € Z} es un proceso donde Z; son independientes,
EZ, = u yVarZ, = o* para todo t, entonces

EY; = p
y ademds

VarY, =Y Var(r;Z—;) =Y 1Var(Zy;) =0° Y 77 < o°.
J J

J

A continuacién veremos ejemplos de filtos lineales.

Ejemplo 8 (Filtro de media mévil) En este filtro

1I/N st —N<j<O0,
T =
/ 0 en otro caso .

En este caso Y, corresponde al promedio de Zy_n_1,Zi_N, ..., Li_1, Ly.

Ejemplo 9 (Filtro de media mévil simétrico) En este filtro

1I/2N+1) si —N<j<N,
T =
! 0 en otro caso .

En este caso Y, corresponde al promedio de Z; ..., 2y, ..., ZiiN.



Ejemplo 10 (Filtro de media mévil ponderada) En este filtro

w; st —N<j<N,
T =
/ 0 en otro caso .

En este caso Y; corresponde al promedio ponderado por W_p,...,wy de
Lt NyooosLpyeoos ZiaN-

Ejemplo 11 (Filtro de suavizamiento exponencial) En este filtro

all—a)l s 0<j,
T =
! 0 en otro caso ,

donde 0 < aw < 1. En este caso
Vi=aZi+a(l—a)Z g +a(l —a)’Z g+ .
De manera recursiva, el suavizamiento exponencial puede definirse como
Yi=aZ;+ (1 — )Yy,
donde Yy = Z.

Ejercicio 2 Defina el filtro de Hodrick—Prescott. Implementelo en Python,
incluya el codigo que utilizo. Incluya un grdifico que muestre como funciona
en un ejemplo con data ficticia.

Series de tiempo estacionarias

El concepto de matriz de covarianza se puede generalizar para un proceso
estocastico {X¢,t € T}, de modo de obtener informacién de la dependecia
entre las variables.

Definicién 0.15 (Funcién de autocovarianza) Siun proceso {X;,t € T}
tiene Var(X;) < oo para cada t € T, entonces la funcion de autocovarianza
asociada (-, ) se define como

v(r,s) = Cov(X,, Xs) = E[(X, — EX,)(Xs — EX,)],r,s € T.



A continuacién definiremos los conceptos de estacionaridad (usualmente
llamada también estacionaridad débil) y estacionaridad estricta. La hipdtesis
de estacionaridad es 1til en algoritmos de procesamiento de senales, que ve-
remos mas adelante. Cuando los datos no son estacionarios, veremos técnicas
para modelarlos como procesos estacionarios.

Definicién 0.16 (Estacionaridad) Una serie de tiempo (en este caso nos
referimos a un proceso estocdstico) {X;,t € Z} se dice estacionario si

1. BE|X;]* < oo para todo t € Z,

2. EX; =m para todo t € 7,

3. y(r,s) =~(r+t,s+t) para todo r,s,t € Z.

En lo siguiente definiremos estacionaridad estricta.

Definicién 0.17 (Estacionaridad estricta) Una serie de tiempo {X;,t €
7} se dice estacionaria estricta si (X1, ..., Xg) y (Xi4n, ..., Xgan) tienen la
misma distribucion para todo k € N, h € Z.

Es importante notar que un proceso estrictamente estacionario con E|X;|* <
00 es estacionario. Sin embargo el converso en general no es cierto, basta con-
siderar el proceso {X;,t € Z} donde X; y X, tienen distinta distribuciones
con E|X;|? < ooy EX; = m para todo t, la distribucién de X; para ¢ impar
es igual a la distribucién de X; y son independientes y la distribuciéon de X,
para t par es igual a la distribucién de X5 y son independientes.

Propiedades de la funcién de autocovarianza

de procesos estacionarios
[clase 5, 22 de Agosto 2024]

Recordar que cuando {X;,t € Z} es un proceso estacionario entonces la
funcién de autocovarianza

y(r, s) == Cov(X,, X,) := E (X, — EX,)(Xs — EX}))

satisface
v(r,s) =y(r+t,s+1t)Vr st ez,



luego para un procesos estacionario la autocovarianza se puede definir como
una funcion en una variable

v(h) :=v(h,0) = Cov(Xyyn, Xy) Vt, h € Z.

La funcién (k) se conoce como autocovarianza del proceso estacionarionario
{X;.t € Z}. También se define la funcién de autocorrelaciéon

p(h) :=~(h)/v(0) = Corr(Xiin, X¢) Vt, h € Z.

La funciéon de autocovarianza de un proceso estacionario satisface la si-
guiente propiedad.

Proposicién 11 Si v es la funcion de autocovarianza de un proceso esta-
ctonarto, entonces

1. 4(0) = 0,

2. (W) <~(0),Vh e Z, y

3. v es par, i.e. y(h) = v(—h),Yh € Z.
Dem.

1. v(0) = Cov(Xy, X¢) = Var(X;) > 0.
2. Por desigualdad de Cauchy-Schwartz

()] = |Cov(Xern, Xo)| < (Var(Xe))* (Var(X))!2.

3. Y(=h) = Cov(Xi—p, Xi) = Cov(Xy, Xiyn) = v(h). O

Mas aun, pueden caracterizarse las funciones de autocovarianza de pro-
cesos estacionarios, similarmente a como se hizo con las matrices asociadas
a una normal multivariada, ver Proposicién [7}

Definicién 0.18 Una funcion k : Z — R se dice que es no definida negativa
si satisface Vn € N,V(ay,...,a,) € R" V(ty,...,t,) € Z",

n

Z CLZ]{?(TEZ - tj)aj Z 0.

ij=1



Teorema 5 Una funcion k : Z — R es una funcion de autocovarianza de
un proceso estacionario si y solo si k es par y es no definida negativa.

Dem. La condicién de paridad es necesaria por Propiedad [11] parte 3.
Veamos que la condicion de no definida negativa también es necesaria. Asu-
mamos para esto que k es la funcion de autocovarianza de un proceso esta-
cionario {X;} y sean n € N a = (ay,...,a,) € R", t = (t1,...,t,) € R,
y

Zt == (th _— Eth, e ,th — Eth),,

entonces
0 <Var(dZ)
= G,IE(Zt(Zt)/)CL
=dKa

n

= Z azk(tl — tj)aj,
ij=1
donde K = [k(t; — t;)];; es la matriz de covarianza de (Xy,,...,X3,)". Para
demostrar que las condiciones son también suficiente construiremos con la
ayuda del teorema de Kolmogorov un proceso estacionario con funcién de
autocovanriaza k. Para esto, sea k par y no definida negativa. Sea n € N y
t=(t1,...,t,) € R" tal que t; <ty < --- < t,. Sea F; la distribucién en R"
con funcién caracteristica (recordar Propoposicién @

o¢(u) = exp (—u'Ku) ,u € R",

para K = [k(t; — t;)];;- Ya que k es no definida negativa, entonces K es no
definida negativa, luego ¢; es la funcién caracteristica de una distribucion
normal multivariada N (0, K). Es facil observar que la condicién del teorema
de Kolmogorov se satisface, por lo que el Teorema de Kolmogorov garantiza la
existencia de tal proceso estocéstico, que llamaremos { X, }. Queda demostrar
que el proceso obtenido es estacionario. La distribuciéon conjunta de X; y X;
es una normal multivariada con media 0 y matriz de covarianza

(k(ﬁ'(g)z') k(/i@j))

luego Cov(X;, X;) = k(i, j), lo que concluye la demostracion. O



Ejemplos procesos estacionarios
[clase 6, 27 de Agosto 2024]

En esta clase veremos 3 ejemplos en el contexto de procesos estacionarios.
Primero veremos ejemplos de procesos que son y otros que no son estaciona-
rios. Luego veremos un ejemplo para estimar la poblaciéon de Chile usando
series estacionarias, y finalmente mostraremos un ejemplo que aplica el teo-
rema de Proyeccién en espacios de Hilbert para hacer estimaciones en series
de tiempos estacionarias.

Ejemplos de procesos estacionarios y procesos no esta-
cionarios

Ejemplo 12 Sea {Z;} iid con EZ; = 0,VarZ; = 0% Sea X; = Z; + 07;_,
para 6 una constante. FEste proceso es estacionario, ya que se tiene por linea-
lidad de la esperanza que EX; = 0 para todo t, ademds

EX}=E(Z}+0*Z2, +20Z,1) = E(Z}) + 0*E(Z})) + 20E(Z,—1),

donde E(Z?) = E(Z%,) y E(Z;_1) = 0. Ademds, si o* es finito, entonces
Var(Z,) = E(Z?) — E(Z,)* = E(Z}) = 02, luego

EX? =0*(1+6%) < oo,
y finalmente, la funcion de autocovarianza viene dada por

Cov(Xiyn, Xt) =Cov(Zyn +0Z1in—1, Zt + 02 1)
(1+6%)0% sih=0,
={ o2 sih—=+1,
0 si |h] > 1,

que no depende de t, por lo que {X;} es estacionario.

Ejemplo 13 Sea 1 € Rog una constante, {Y;} un proceso estacionario y

{Y} si t es multiplo de 5,
t pu—

Yi+u  en otro caso

luego { X} no es estacionario, pues EX; no es constante.



Ejemplo 14 Sea {Y:} un proceso iid con EY; = 0 y VarY;o?. Luego el
proceso { X} definido por X; = Y1 + -+ + Y, no es estacionario, ya que la
funcion de autocovarianza depende de t,h como se ve a continuacion:

COU(Xt-I-h?Xt) = COU(XI + ttt + Xt-J,-h, X1 + et + Xt)
:COU(X1+"‘+Xt,X1+"'+Xt)

= to?.

Ejemplo 15 En este ejemplo definiremos un caso particular de procesos en
que si el proceso es estacionario, entonces es también estrictamente estacio-
narto. Esta implicancia en general no se tiene, como vimos anteriormente.

Definicion 0.19 (Proceso Gaussiano) Un proceso {X;} se dice Gaus-
stano si cada X, es una normal multivariada.

Si{X:} es un proceso estacionario Gaussiano, entonces el proceso es es-
trictamente estacionario. En efecto, sean h,t; < ty € Z, entonces (Xy,, ..., X,)'
Y (Xeysn, - Xigrn)' tienen la misma media y matriz de covarianza, entonces
la misma distribucion.

Estimaciones simples para cierta serie de tiempo ideali-
zadas

Supongamos queremos modelar la poblacion de Chile en el tiempo t.
Consideramos el modelo en que

Xy =my +Y,

donde m; es una funciéon de t que “varia poco” en t, e Y; es un proceso
estacionario con EY; = 0. Supongamos que tenemos datos {y;}/_, de la
poblacion de chile en los tiempor t, ..., T. Ajustamos una curva m; = ag +
ait + ast? a los datos, minimizando

{Z ’yt - mt‘z 1 Qp,a1,09 € R}
t

Una vez encontrados ag, a1, s que alcanzan el minimo, usamos m; = ag+at+
ast? como predictor de futuros valores de X;. Asi, para estimar la poblacién
en el tiempo t + h, podemos estimar el valor esperado de la poblaciéon con
nuestro modelo, obteniendo X, = Myip.



Aplicacion del Teorema de proyeccion en espacios de
Hilbert para estimaciones en series de tiempo estacio-
narias

Sea {X;,t € Z} un proceso estocdstico estacionario con media E(X;) =
0 y funcion de autocovarianza v : Z — R. Consideremos el problema de
entontrar la combinacién lineal de X, ..., X,, que mejor aproxima a X, 1,
en el sentido que minimiza

n
E’XnJrl - Zanj|27
j=1
donde aq,...,qa, € R.

Recordemos el teorema de proyeccion en espacios de Hilbert.

Teorema 6 (Teorema de proyeccién) Sea H un espacio de Hilbert, M
un subespacio cerrado y x € H. Entonces

1. existe un unico T € M tal que ||z — Z|| = Infyepm ||z —yl|, ¥
2. 2 € M tal que ||z — 2| = infyenm ||z — y| ssi 2 € M y (x — &) € M*.

Recordemos que L? = L?(Q, F, P), el espacio de variables aleatorias con
segundo momento finito médulo X ~ Y ssi P(X =Y) = 1, es un espacio
de Hilbert con el producto interno (z,y) := E(xy). Como {X,,t € Z} es
estacionario, en particular F|X;|? < oo, entonces X; € L?, para todo t € Z.
Observemos que

inf {E|Xn+1 — ZO{J’X]‘F PO, .., O € R} = inf ||Xn+1 - Xn+1”2
j=1

Xn+1EM

para M = {37, a;X; : a1,...,a, € R}. Luego el Teorema @ garantiza
que existe un tnico Xn+1 € M que alcanza el infimo. Para encontrar Xn+1
podemos usar caracterizacion del infimo en la segunda implicancia del Teo-
rema @, observando que por definicién de ortogonalidad (z — &) € M ssi
(x — &,y) = 0 para todo y € M. Ya que M es el subespacio generado por



{Xi,...,X,}, luego la condicién (x — &,y) = 0 para todo y € M se puede
escribir en este caso como un sistema de n ecuaciones:

nH—ZaJ LX) =0k=1,2,.

Donde

n

Xnt1 — ZO‘J = (Xnt1, Xi) Z

y con el supuesto que E(X;) = 0 se obtiene que para « la funcién de auto-
covarianza que (X,+1, Xg) = Cov( X1, Xg) = vy(n+1—k) vy (X;, Xi) =
Cov(X;, X;) = v(j — k), luego el sistema de ecuaciones puede reescribirse
como

7(n+1—k)=2aj7(j—k),k::1,2,...,n,

que se puede escribir como la ecuacion matricial
'a=7vy

para ' = [y(i—j)]};=1 € R a = (a1,...,a,) € Ry = (y(1),...,7(n))
R™. Si I" es invertible entonces existe una tnica solucién «;, en el caso que sea
no invertible hay infinitas soluciones para «, pero todas producen la misma
aproximacion )Z'HH de X, 1 por el teorema de proyeccion.

m

Procesos estacionarios ARMA
[clase 7, 29 de Agosto 2024]

Definiremos los procesos (o modelo) autoregresivos de medias moviles,
abreviados ARMA (autorregressive moving average), que son un caso parti-
cular de procesos estacionarios que se pueden usar para modelos de predicciéon
y control. Una limitante inmediata es la necesidad de estacionalidad, a los
que muchas series de tiempo reales no se ajustan, sin embargo, constituyen un
modelo clasico y muy usado de series de tiempo que es importante conocer.
Para esto necesitamos definir los procesos de ruido blanco.

Definicién 0.20 (Ruido blanco) Un proceso estacionario {Z;} se dice rui-
do blanco si EZ; = 0 y su funcion de autocovarianza satisface

o? sih=0,

h) = Cov(Zyin, Z;) =
7() OU( t+hy Zt) {O sih 0,



donde o es finito.

En simulaciones es usual modelar los procesos de ruido blanco como pro-
cesos iid de distribuciones normales con esperanza igual a cero y varianza
finita o2

Observacién 2 Para abreviar que un proceso {Z;} es ruido blanco, se usa
la notacién {Z;} ~ RB(0,0?%). Para abreviar que un proceso {Z;} es de va-
riables aleatorias iid de esperanza 0 y varianza o2, se usa la notacion {Z;} ~
IID(0,0%). Notar que si {Z;} ~ IID(0,0?%), entonces {Z;} ~ RB(0,c?).

Definicién 0.21 (ARMA(p,q)) Un proceso {X;,t € Z} se dice ARMA(p, q),
donde p,q € NU {0}, si {X;} es estacionario y satisface la ecuacion

Xt - ¢1X1 — gprt—p - Zt + QIZt—l +---+ QqZZ_q,t c Z (2)
donde {Z;} es un proceso de ruido blanco.

La ecuacién ([2]) usualmente se escribe usando operadores de la siguiente
manera. Definimos el polinomio autoregresivo

P(2) =1— 1z — - — g2,
el polinomio de media movil
0(z) =1+61z+---+ 06,2

y el operador B tal que BX; = X; ;. Luego el operador B’ para j € NU{0}
satisface B'X, = X;_j, donde definimos BY tal que B°X; = X;. Luego la
ecucacién (2)) se reescribe por

$(B)X, = 0(B)Z,t € Z. (3)

A continuacién veremos dos casos particulares de modelos ARMA, aque-
llos en que ¢(z) = 1, llamados procesos de media movil MA(q), y aquellos
en que 0(z) = 1, llamados procesos autoregresivos AR(p).

Ejemplo 16 (Modelo MA(q)) Sea {X:} un proceso ARMA(0,q) donde

¢(z) = 1. Este proceso satisface la ecuacion



En este caso la estacionalidad es automdtica de la ecuacion anterior, ya que
por linealidad de la esperanza EX; = 0, ademds EX? = o?(1+3F_, 6?) < oo,
y la funcion de autocovarianza satisface

0?00 0,0, si|h] < g,

h) = Cov( Xy, Xi) =
v(h) ov(Xegn, Xi) {0 sz’|h\>q.

Ejemplo 17 (Modelo AR(p)) Sea {X;} un proceso ARMA(p,0) donde 6(z) =

1. En este caso la ecuacion que satisface el proceso
gb(B)Xt - Zt.

Aqui no es directo que la ecuacion tenga una unica solucion y tampoco que
la solucion sea estacionaria.

Ejercicio 3 Demuestre que no existe una solucion estacionaria de la ecua-
cion

Xt = :i:Xt,1 -+ Zt,t € Z
FEstudiemos el caso particular en que ¢(z) = 1—¢12. En este caso la ecuacion

(@ viene dada por
Xt — 1 X1 = Zy,

r.e. Xy = Zy + ¢1.X;_1, e iterando,
Xe=Zi+ 012+ + ¢Ith7k + ¢If+Ithkf1-

Consideremos los casos |p1| < 1y |p1| > 1. El caso |¢1| = 1 no tiene solucion
estacionaria, hacer ejercicio.

» Caso |¢1| < 1. Observar que si {X;} es estacionario, entonces v(0) =
Cov(Xy, X;) = Var(Xy) = EX? + (EX})? es independiente de t, y
(EX;)*> = m? es constante y EX? < oo, entonces EX}? es constante,
i.e., existe T2 € Rxq tal que EX? = 72. Luego para || - || = || - |12, se
tiene que

k
1X: = > 72 j|1* = 3P| Xympa [P = 672 7° = 0, cuando k — oo.
=0

Como Y32 ¢1Z;—j converge en L?, entonces X; = S0 $1Zi—j en L2

Esta solucion es estacionaria, pues EXy = 3772, NEZ_; =0 yla fun-
2 4R

cion de autocovarianza satisface ~y(h) = %, ademas como satisface
1

la ecuacion (@, es la unica solucion.



; co  4j 2
» Caso |p1| > 1. En este caso la serie > o520 912t no converge en L7,
pero se tiene que X; satisface la ecuacion

Xy = =67 Zoa + o1 Xy,
luego, iterando, obtenemos que
_ -1 —k—1 —k—1
Xi=—=01 Zipi+ -+ 01 Zippr + 010 X,

entonces
OO .
_ —j
X ==Y 61" Zs;
j=1

es la unica solucion. Sin embargo, es poco natural que la serie este
correlacionada con {Zs,s > t}, por esta razdn se tiende a restringir
|p1| < 1. En este caso el proceso se llama causal o independiente del
futuro.

Procesos ARMA causales

[clase 8, 3 de Septiembre 2024]

Motivados por el ejemplo de la clase pasada, en que el que hay tres casos
para el proceso que resuelve la ecuacién

Xt = ¢1Xt—l + Zt7t € Zv

con {Z;} ~ RB(0,0?), dependiendo del valor de ¢y € C. En el caso que
|¢1] < 1, se tiene una solucién estacionaria {X;}, donde X; depende de
{Zs: s <t}. En el caso |¢p1| = 1 no existe solucién estacionaria, por lo tanto
la solucién no es un proceso ARMA. Y en el caso |¢1| > 1, se tiene una
solucién estacionaria {X;}, donde X; depende de {Z; : s > t}. El primer
caso es deseable para modelar usando un proceso ARMA, el segundo no lo
permite, y el tercero es indeseable, por ser poco natural. El objetivo de esta
clase es definir una familia mas general de procesos, conocida como procesos
causales, donde la ecuaciéon pueda resolverse obteniendo como soluciéon un
proceso estacionario {X;}, donde X; depende de {Z, : s < t}, asi como
demostrar un criterio que permite, a partir de las propiedades algebraicas de
los polinomios ¢ y 6 definir procesos causales.



Definicién 0.22 (Procesos ARMA causales) Un proceso ARMA(p, q) de-
finido por las ecuaciones

¢(B) X, = 0(B)Z,t € Z,

se dice causal si existe una secuencia de constantes {1;} tal que

o0
Dyl < oo
=0

Xt - Zw]Zt,j,t c Z

J=0

Antes de caracterizar la causalidad, veremos algunas propiedades ttiles,
que permiten desmostrar propiedades de operadores sobre X; usando propie-
dades de convergencia absoluta de series en los complejos.

Proposicion 12 Si {X;} es un proceso estocdstico tal que sup, F|X;| < oo,
y{v;:je€Z} CC tal que X2 _ |¢;] < oo. Entonces

Jj=—00
Y(B)X, = 'Z ;B X, = 42 V;Xij (4)

converge abosulutamente con probabilidad 1. Si ademds, sup, E|X;|?

entonces converge en L?, y mds aun, al mismo limite.

< 00,

Dem. Para demostrar que converge absolutamente con probabilidad uno,
es necesario demostrar que

E

Z |¢j||Xt—j|] < 0.

j=—00

Usando el teorema de convergencia monotona se tiene

E

n—oo

j=—00

Z WjHth\} :

j=—n

> WjHth!] = lim F



oo
j==o0

Usando las condiciones sup, E|X;| < ooy X
resultado, ya que

> m-uxtj\] < lim (sup 1) (Z rzm) — (sup 21X, ( > w) .

J=—n Jj=-n Jj=—00

4] < oo se concluye el

lim F
n—00

Lo que demuestra que con probabilida uno 52 ;]| X; ;| v ¥(B)X; son
finitos.

Demostrar la convergencia en L?, tambien conocida como convergencia
en media cuadrética, corresponde a demostrar que existe S € L2, llamado
limite cuadratico medio o limite en L2, tal que

2

FE — 0 cuando n — oo.

Z %’Xt—j -5

j=-n

Usando el criterio de Cauchy, basta demostrar que para n > m > 0

2

E — 0 cuando m,n — o0. (5)

Z ¢th—j

m<|j|<n

2
Rescribiendo E ‘Zm<\j\§n %’thj’ obtenemos

E Z %‘Xt—j

m<|j|<n

2 2
= Z Z ijkE[Xt—th—k}SSEPE|Xt|2( Z |¢J|> .

m<|j|<n m<|k|<n m<|j|<n

Luego, asumiendo que sup, F|X;|*> < oo y usando que Y ;cz [¢;| < oo, se
concluye . Para terminar la demostracion, es necesario demostrar que

S

y ¥ (B)X, son iguales con probabilidad uno. Para esto es suficiente demostrar
que

E|S —y(B)X,|* = 0.

Para esto, notar que

E|S — ¢(B)X,[* = Eliminf [S — Y~ v; X, ;[

j==n



Usando el lemma de Fatou se obtiene que
Eliminf |S — 'Z ;i Xo—j* < limjinf B|S — ‘Z ;X > = 0.
j=—n j=—n

lo que concluye la demostracion. [

Proposicion 13 Si {X,} es un proceso estacionario con funcion de autoco-
varianza v y {1; 1 j € Z} C C tal que 3252 [¢h;| < oo. Entonces

V(B)Xy= > UB X = 3 X (6)
j=—00 j=—00

converge abosulutamente con probabilidad 1 y en L* al mismo limite. Si {Y;}
es el proceso que resuelve la ecuacion

Kf = w(B)Xtat € Z7

entonces {Y;} es estacionario con funcidn de autocovarianza

w= D, biby(h—j+ k),

i,k=00
Dem. Si {X;} es estacionario, entonces
1/2
BIX| < (ElxP)" = ¢ < .,

para C una constante independiente de t. Luego la convergencia queda de-
mostrada por Propiedad . Para demostrar que {Y;} es estacionario, usar
la convergencia en L? de Propiedad [12 y continuidad del producto interno
en L? para concluir que

Jj=n j:*OO

(:Zn: %’thj) (k_Zn_j katk>]

= S Gt — 4 E) + (BX)R),

J,k=—00

Enzg&zwﬂ&j=<Z¢QE&,

BYiua) = Jim P




lo que demuestra que EY; y F(Y;;,Y;) son ambas finitas e independientes de
t, por lo tanto es un proceso estacionario. Finalmente, la funcién de autoco-
varianza de {Y;} viene dada por

() = E(YepnY) — BN BV = S° wtbn(h— j + k).

j,k:—OO

0

Observacion 3 Los operadores

W(B)= Y B (7)

j=—00
con {; 1 j € Z} C C tal que 132 |1;] < oo, aplicados a procesos estacio-
narios, heredan las propiedades algebraicas de las series de potencia. Veamos
un ejemplo. Si{a;:j € Z} C C tal que X-22_ |ay| <oo,y{B;:j€Z} CC

j=—o0

tal que Y22 _ 3] < oo, entonces a(B)S(B)X, estd bien definido y

j==o0

a(B)B(B)X; = B(B)a(B)X; = ¥(B) X,

donde -
W(B) = > ;B
para N a N
wj = Z Oékﬁjfk = Z 51@0@‘4@-
j=—00 j=—00

Finalmente, veamos un teorema que permite caracterizar la causalidad.

Teorema 7 (Caracterizacién de causalidad) Sea {X,} un proceso ARMA(p, q)
que resuelve la ecuacion
Qb(B)Xt - 0(B)Zt,

para {Z;} ~ RB(0,0?), tal que los polinomios ¢ y 0 no tienen ceros en comain
en C. Entonces {X;} es causal ssi ¢ no tiene ceros en {z € C: |z| < 1}. Mas
atn, los coeficientes {1;} quedan determinados por

S )



Dem Asumiendo que ¢(z) # 0 si |z| < 1, se tiene que existe € > 0 tal

que 7 ( ) tiene expansion en serie de potencias
1 oo
— Z ), 2] <1+e
(b j=0

Luego &;(1+¢€/2)7 — 0 cuando j — oo, y por lo tanto existe K € (0, 00) tal
que |§;] < K(1+¢/2)77 para j =0,1,.... Por consiguiente, se concluye que
220 l&i] < ooy que £(2)¢(2) =1 en |z < 1. Luego usando Proposicion ,
se aplica el operador £(B) a ambos lados de la ecuacion ¢(B)X; = 0(B)Z;,
obteniendo
X = §<B)Q(B)Zta

lo que demuestra que X; tiene la representacion
o0
X = jZj,
5=0

donde la secuencia {¢;} queda tnicamente determinada por (8). Para la otra
implicancia, asumiendo que {X;} es causal, [J

Observacion 3 Mds adelante veremos como calcular numericamente los co-

eficientes {1;}.
Procesos ARMA invertibles

[clase 9, 5 de Septiembre 2024]

Primero definiremos el concepto de procesos ARMA invertibles, que es
anélogo al de causalidad, intercambiando los roles de { X} y {Z;}, i.e., en este
caso estaremos interesados en poder escribir Z; en funcién de { X : s < t}.

Definicién 0.23 (Procesos ARMA invertibles) Un proceso ARMA(p, q)
definido por las ecuaciones

¢(B)X; = 0(B)Z;,t € Z,

se dice invertible si existe una secuencia de constantes {m;} tal que

o0

Z|7Tj| < 00

J=0



Z, =Y mX,_t el
=0
Teorema 8 (Caracterizacién de invertibilidad) Sea {X;} un proceso ARMA(p, q)
que resuelve la ecuacion
¢(B)X; = 0(B)Z,,
para {Z;} ~ RB(0,0?), tal que los polinomios ¢ y 0 no tienen ceros en comin
en C. Entonces {X;} es invertible ssi 6 no tiene ceros en {z € C : |z| < 1}.
Mds atn, los coeficientes {m;} quedan determinados por

m(z) = i)ﬁjzj = zg;, |z| < 1.

Dem. Andloga a la demostracion del teorema de caracterizacién de cau-
salidad. [

Observacion 4 De los dos teorema de caracterizacion de causalidad e inver-
tiblidad se deduce que las soluciones estacionarias de la ecuacion ¢(B)X; =
0(B)Z;,t € Z para {Z;} ~ RB(0.0%), y para ¢,0 polinomios tales que
#(2)0(2) no tiene ceros en {z € C : |z| < 1}, entonces el proceso es causal e
invertible, donde los coeficientes de la causalidad e invertibilidad quedan de-

terminados por los coeficientes de las series de potencias de Z(é)) Y zg)) para

|z| <1, respectivamente.

En general estudiaremos procesos ARMA causales e invertibles, cuando
causalidad e invertibilidad no se asumen, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 9 Si ¢(z) # 0 para todo z € C tal que |z| = 1, entonces
¢(B)Xt = 9<B>Zt7t € (Cv
tiene la solucion unica estacionaria,

Xo= Y %7, (9)

j=—00
donde los coeficientes quedan determinados por
0(2)p(2)7 = D i =d(z),r <[z <,
j=—o00

para r > 1.



Dem. El proceso {X;} definido por @ es estacionario por Teorema .
Luego se puede aplicar a ambos lados de la ecuacion @ el operador ¢(B), y
denuevo por Teorema [§se obtiene que ¢(B)y(B)Z; = 6(B)Z;, y por lo tanto
#(B)X; = 0(B)Z,. Luego {X;} es una solucién estacionari de la ecuacién
ARMA. Para probar la implicancia en el otro sentido, sea {X;} cualquier
solucioén estacionaria de la ecuacon ARMA ¢(B)X; = 0(B)Z;. Ta que ¢(z) #
0 para todo z € C tal que |z| = 1, entonces existe 6 > 1 tal que la serie de
potencias

3 67 =02)" =)

converge absolutamente para 6! < |z] < . Luego, aplicando el operador
¢(B) a ambos lados de la ecuacion ARMA, se obtiene

§(B)¢(B)X: = £(B)0(B)Zy,

i.e. Xy = ¢(B)Z;, lo que concluye la demostracion. [

Generalizacion de procesos ARMA causales y

su funcion de autocovarianza
[clase 10, 10 de Septiembre 2024]

Generalizaremos los precesos ARMA causales y veremos un teorema que
permite obtener la funciéon de autocovarianza en terminos de los coeficientes
{1;} de causalidad, recordar definicién [0.22]

Definicién 0.24 Un proceso {X:} se dice MA(o0) si
X, =) v;Zi_jt € Z{Z} ~ RB(0,07) (10)
=0

Y {2/13} C R es tal que Z;io |¢y| < 0.

Ejemplo 18 MA(q), AR(1) con |¢1| < 1, y procesos ARMA(p, q) causales,
son todos procesos MA(oo).

La siguiente proposiciéon entrega una herramienta rapida de usar para
construir procesos M A(q). La demostracion, sin embargo, es un poco técnica,
y no la vimos en clases.



Proposicién 14 Sea {X;} un proceso estacionario con E(X;) = 0 y funcion
de autocovarianza y(h) = 0 para |h| > q y v(h) # 0. Entonces {X;} es
MA(q).

Teorema 10 (Funcién de autocovarianza de procesos MA (o)) Si{X;}
es un proceso MA(oo) definido por (10}). Entonces es estacionario con E(X;) =
0 y tiene funcion de autocovarianza

(k) =0 Vit (11)
=0

Dem. Aplicaciéon de Proposicién [13] O

Observacién 4 La funcién de autocovarianza de un proceso ARMA(p, q)
causal queda completamente determinada por .

Calculo de la funcién de autocovarianza de pro-
cesos ARMA

[clases 11 y 12, 12 y 24 de Septiembre 2024]

Usando como base el teorema |10} investigaremos 3 métodos para calcular
la funcién de autocovarianza de procesos ARMA causales.

Método I o directo

Este método consiste en combinar el Teorema |7 que caracteriza la causa-
lidad y permite obtener la ecuacion

RSO

y el Teorema [10|que permite escribir la funcién de autocovarianza en terminos
de los coeficientes de causalidad {v,;}

(k) =Y i, (13)
=0

estas dos féormulas son muy ttiles, y las utilizaremos varias veces en el
curso.



De la ecuacion ((12)) podemos reemplazar

O(z) =1— 1z — - — Pp2°
y
0(z) =14 012+ -+ 0,29,
obteniendo
W(z) = 0(2) = Y(2)p(2) = 0(2) = (1—p12— - -—pp2") iwjzj = 1+012+ - -+0,2%

¢(2) j=0
Igualando coeficientes obtenemos

Yo =1 coeficiente de zo,
U1 — ¢ribg = 01 coeficiente de 2',

Yy — G111 — dothg = b3 coeficiente de 2, (14)

Observar que las ecuaciones (|14) corresponden a las ecuaciones para de-
terminar los coeficientes de causalidad {;} en funcién de los coeficientes de
{p:}_ v {0;}]_, para un proceso ARMA(p,q) causal. Estas ecuaciones se
pueden escribir alternativamente como

Vj— Y ppj_ =0;, para 0 < j < max(p,q+ 1) (15)
0<k<j
y
P — Z oKk = 0, para j > max(p,q+ 1). (16)
0<k<p

Una vez resueltas las ecuaciones o alternativamente, las ecuaciones
y , uno obtiene los coeficientes de causalidad {¢;}, finalmente, uno
usa la ecuacién ((13) para reemplazar los valores obtenidos y asi calcular la
funcién de autocovarianza . Mas adelante en el curso, veremos que los coefi-
cientes de causalidad pueden obtenerse automaticamente usando el software
de estadistica R y el paquete astsa. Sin embargo, con la formula recién obte-
nida, no es dificil programar una funciéon que haga lo mismo en Python, por
ejemplo. Por tltimo, veamos un ejemplo de como este método puede usarse
para encontrar la funcién de autocovarianza en un caso concreto.



Ejemplo 19 Calculemos la funcion de autocovarianza del proceso ARMA(2, 1)
determinado por las ecuaciones

X, — Xy 14+025X, 9=2,+7,1,{Z} ~ RB(0,0%),t € Z.

En este caso, el proceso ARMA(2,1) resuelve las ecuaciones (B) X, = 0(B)Z,
para ¢(z) = 1 — ¢12 — P92? con Py = 1,90y = —0,25, y 0(z) = 1 + 61z con
01 = 1,= . Luego, reescribiendo las ecuaciones , donde despejamos los
coeficientes de causalidad {1;} en funcion de los coeficientes ¢ = 1,y =
—0,25 y 0, = 1, obtenemos

¢0 - 17
P =01 + Vo1 =0 + o1 =2,
Yy =1 +0,25¢;_5=0,7 > 2.

Para resolver estas ecuaciones existe un método general que veremos mds
adelante. Por el momento, asumamos que obtenemos la solucion

vy =1+35)277,5=0,1,....

Finalmente, usando la formula para escribir la funcion de autocovarianza en
funcion de los coeficientes de causalidad , podemos calcular la funcion de
autocovarianza

(k) = o iu +3)(1 430 + k)25 = o227+ (?;)2 + 8k> .

Método II o de formula cerrada

Este método consiste en considerar el proceso ARMA(p, q) que resuelve
las ecuaciones

¢(B) X, =0(B)Z,

multiplicar cada lado de la ecuacion por X;_j, y tomar esperanza, de modo
de obtener las ecuaciones

E [(¢(B)Xt) thk] =F [(H(B)Zt) thk] . (17>

Reemplazando con

B(z) = 1= dnz— o = 6,27



y
0(z) =1+01z+ -+ 0,27

se obtiene para el lado izquierdo de la ecuacion , usando la linealidad
de la esperanza y el hecho que en un proceso estacionario con E[X;] = 0 se
tiene que E[XtXt—h] = E[XtXt—h] - E[Xt]E[Xt_h] = OOU(Xt, Xt—h) = ’}/<h),
lo siguiente

E[(¢(B)X:) Xe—r]
[

= E[X:Xor — 01X1 X1k — 02XeaXoop — -+ — dpXepXot]
— E[X\Xi ] = S E[Xi 1 X ] = 5oE[X 2Xi 4] — - — $E[X X, 4]
=y(k) —p1y(k —1) — goy(k —2) — -+ = ¢py(k — ).

Mientras que para el lado derecho de la ecuacion , usando causalidad del
proceso con respecto a los coeficientes {t;} y el hecho que {Z;} ~ RB(0,c?),
se obtiene

E[(0(B)Z) Xi—k] =
=EZ X +00 21 X+ 0 Zi o Xy + -+ 0,2t — ¢ Xy
=FE[ZXs k] + O E[Z 1 Xoop) + B[ Z o Xy i) 4 -+ + 0 B[ 24— Xy ]

=L |Z Z ViZyg—j| +OE | Zi Z ViZijpj| +- -+ OE | Ziy Z Vi Zy_k—j
=0 3=0 §=0
=Y UE[ZZ w | + 00 W EZaZy g )+ 40, ) VB [Zi g Ziky]
j=0 Jj=0 Jj=0

)0 Y hej<y 00—k para 0 < k < méax(p,q+ 1),
0 para k > max(p,q + 1).

Volviendo a la ecuaciéon , igualando el lado derecho con el lado iz-
quierdo, hemos obtenido las siguientes dos ecuaciones

(k) = pry(k = 1) — goy(k —2) — - —gpy(k —p) = 0> Y 6051 (18)

k<j<q

para 0 < k < méx(p,q + 1), y las ecuaciones

Y(k) = d1y(k = 1) — oy (k —2) — - = dpy(k —p) =0 (19)




para k > max(p,q¢+1). Las ecuaciones se pueden resolver en general,
usando una técnica que veremos mas adelante. Por el momento, veamos el
siguiente ejemplo de como usar este método para encontrar la funcién de
autocovarianza del ejemplo anterior.

Ejemplo 20 Calculemos la funcién de autocovarianza del proceso ARMA(2, 1)
determinado por las ecuaciones

X, — X4 1 +025X, 5 =2+ Z_1,{Z,} ~ RB(0,0%),t € Z.

En este caso, el proceso ARMA(2, 1) resuelve las ecuaciones ¢(B)X; = 0(B)Z,
para ¢(z) = 1 — ¢12 — Ye2? con Py = 1,1y = —0,25, y 0(2) = 1 + 61z con
0, = 1,=. En este caso max(p,q + 1) = max(2,1+ 1) = 2, luego las ecua-

ciones (@) son
v(k) —~v(k—=1)+0,25v(k —2) =0,k > 2.

Asumamos por el momento que tenemos un modo de demostrar que las solu-
cton general de esta ultima ecuacion viene dada por

(k) = (B1 + Bok)27F k > 0. (20)

Por otra parte, las ecuaciones (@) en este caso se pueden escribir de la
stguiente manera

Y(0) = y(=1) — 0,257(—2) = 0% (¢ho + 1)
(1) = 7(0) — 0,25v(—1) = o*¢y

Usando la paridad de v, las ultimas dos ecuaciones podemos escribirlas como

¥(0) = ¥(1) = 0,25v(2) = o*(¢ho + 1)
(1) = 7(0) = 0,25+(1) = o*¢.

Observando que g = 1 y 1 = 01+ = 2, podemos reemplazar v(0),v(1),v(2)
usando la formula general obtenida en (@/ obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones
361 — 20 = 1607,
—3B1 + 56, = 80

De donde obtenemos 3 = 3202/3 y By = 802, Finalmente, obtenemos para
~ la misma formula que en el ejemplo anterior, como tenia que ser.



Método II1 o ntimerico

Este método consiste en encontrar v usando las ecuaciones ((18)) y (19)) de
la siguiente manera:

» Primero, encontrar v(0),...,v(p) de las ecuaciones y combi-
nadas, para k =0,1,...,p.

= Segundo, usar el resto de las ecuaciones para determinar recursivamente
Yp+1),7(p+2),....

Calculemos la funciéon de autocovarianza del mismo ejemplo que hemos
estado estudiando a lo largo de esta clase.

Ejemplo 21 En este caso p = 2, y el primer paso es encontrary(0),v(1),v(2).
Para k=0,1,2 las ecuaciones son :

2
)

7(0) = (1) +0,259(2) = 30
(1) = ~(0) +0,25v(1) = o,
7(2) = (1) 4 0,257(0) = 0.

Resolviendo el sistema, uno obtiene v(0) = 3202/3, v = 2802%/3 y v(2) =
2002 /3. Luego, el sequndo paso es usar estas soluciones para recursivamente

encontrar v(3),v(4),--- . En este caso uno obtiene la formula recursiva
V(k) =v(k—1) = 0,25v(k — 2)
para 3,4, . ... Asi se pueden encontrar recursivamente los valores de y(3), (4), . ..

y se obtiene el mismo resultado anterior (propuesto).

Solucién general de una relacién de recurrencia lineal

Los métodos arriba expuestos necesitan en algiin momento resolver una
relacién de recurrencia lineal de la forma

ht+a1ht,1—|—~~akht,k:0,t:n,n+1,... (21)

donde k € N, n > k, {h;} es una secuencia que se desea encontrar (i.e. son
las variables de la ecuacion, para efectos de este curso pensar en que son los
coeficientes de causalidad {9; 52, 0 que son los valores de una funcion de
autocovarianza {y(k)}¥=> y recordar en que momento de los ejemplos del



método I y del método II se asumidé conocida una soluciéon general a una
ecuacion de este tipo), y a; son coeficientes reales conocidos donde ay, # 0.

Por el momento no hemos hecho una reflexiéon de como resolver estas
ecuaciones en general. De hecho, para resolver estas ecuaciones existe una
técnica de variable compleja, que en clase solo enunciamos, que se muestra a
continuacion.

Teorema 11 (Solucién general de la recurrencia lineal ) Dados los co-
eficientes reales {ozj};?:l con ay, # 0. La solucion general de la ecuacion

ht+(l{1ht_1+"'akht_k:0, t:k’,k}—l—l,

viene dada por
o ori—1

j
hy = Z Z 5i,ntn5i_t7
i=1 n=0
donde & parai = 1,...,7, son los ceros distintos (en C) de a(z) := 1+
a1z 4 - apz®, vy es la multiplicidad de &;, y {Bin} C C es un conjunto de
coeficientes.

Las recurrencias lineales surgen de manera natural cuando uno trabaja
con precesos ARMA, pero estan presentes en diversas aras de las matema-
ticas, un caso famoso es el de la secuencia de Fibonacci Fy, Fy, Fy,--- que
satisface la relacion de recurrencia lineal Fj, = Fj_1 + Fj_2,k > 2 con con-
diciones inciales Fy = F; = 1. Con el teorema anterior uno puede encontrar
una formula explita para cada F},, de hecho,

1<1+\/3>’““_ 1 <1—\/5>k“'

N V5 2

Fp =

Series de tiempo estacionarias complejas, dis-

tribucion espectral y el teorema de Herglotz
[clase 13, 26 de Septiembre 2024]

Con el objetivo de poder introducir el concepto de distribucion espectral,
que es una herramienta ttil para estudiar series de tiempo, extenderemos
la definicion de procesos estacionarios a procesos estacionarios complejos,



los que nos permitiran recuparar en particular los resultados anteriores para
el caso real, y adicionalmente enriquecer la maquinaria para trabajar con
series de tiempo, al introducir herramientas de series de potencia, que son
utiles para estudiar operadores, y que permiten relacionar ceros de funciones
complejas con decaimiento de correlaciones, por ejemplo. Otro concepto im-
portante para estudiar series de tiempo, pero que no estara en estos apuntes
(ni en las clases) es el de representacién espectral, ya que necesita la defini-
cion de integracion estocastica. Este concepto queda propuesto como tema
de presentacién para el final del curso.

Procesos estacionarios complejos

Definicién 0.25 Una serie de tiempo a valores complejos estacionaria (o
un proceso estocdstico a valores complejos estacionario) se define como un
proceso estocdstico a valores complejos {X; : t € Z} tal que E(X;) es inde-
pendiente de t,

E|X|? = B(X,X;) < o0 Vt,

y E(X; 1, X¢) es independiente de t.

Observar que las variables aleatorias complejas X en un espacio de pro-
babilidad (2, F, P) tal que E|X|* < co forman un espacio de Hilbert con el
producto interno (X,Y) := E(XY).

Ahora podemos definir la funcién de autocovarianza de un proces esta-
cionario complejo de manera andloga a como se hizo para el caso real, tal
que mide como se de-correlacionan las variables aleatorias X; y X;ip.

Definicién 0.26 La funcion de autocovarianza de un proceso estacionario
complejo { X} se define por

v(h) == Cov(Xiyn, Xi) = B(Xun X)) — E(Xyn) E(Xy).

La funcién de autocovarianza de un proceso estacionario complejo en
principio se podria esperar que fuese una funcién a valores en C, sin embargo
es una funcién a valores reales, més ain se tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 15 La funcion de autocovarianza vy de un proceso estacionario
complejo satisface las siguientes propiedades.



1. 4(0) > 0.
2. [y(h)] < ~(0).
3. v(h) =~(=h).

También obtenemos una caracterizacion de las funciones de autocovarian-
za analoga a la del caso real.

Teorema 12 Una funcion k : Z — C es la funcion de autocovarianza de un
proceso estacionario complejo ssi

1. k(h) = k(=h), Vh € Z, y

2. Yiim1aik(i—j)a; > 0Vn €N, Va = (a,...,a,) € C"
La primera condicion en el teorema anterior se conoce como Hermiticidad

de v, y la segunda condicién se conoce como 7 es no-definida negativa.

Antes de proseguir con el teorema de Herglotz y su demostracién, quere-
mos motivar un concepto fundamental en tal teorema, que es el de distribu-
cion espectral.

Motivacién de la distribucién espectral

Consideremos el caso particular en que tenemos un proceso estocastico
{X:} tal que

X, =Y Y, tez,

j=1
donde —m <\ <~ <A\, =71y Yy,... ,&Z son variables aleatorias a valo-
res complejos tales que E[Yy,] = 0y E[Y),Y),| = o7 para todo j. En este caso

{X;} es estacionario ya que F[X;| = 0 para todo t y E[X;,X;] = > 0‘]2,6“/\1

no depende de t. Ademads, la funcién de autocovarianza ~ satisface
1(h) = Yoot = [ dF ()
=1 o

donde la ultima igualdad es una integral de Riemmann-Stieltjes con respecto
la funcion de distribucion

Flv)= > JJZ.

Jixj<v



A esta funcién F' se le llama distribucién espectral del proceso {X;}. A la
ecuacion .

y(h) = / M F(v)
se le conoce como representacion espectral de . Ademas,

F(A) =Y EY,P

A <A

En lo siguiente generalizaremos la representacion espectral para un proceso
estacionario a valores complejos en general. Este es escencialmente el conte-
nido del teorema de Herglotz que demostraremos a continuacion.

El teorema de Herglotz

Terminaremos la clase con el teorema de Herglotz y su demostracion.

Teorema 13 (Teorema de Herglotz) Una funcion k : Z — C es no-
definida negativa ssi

k(h) = [ 7; M AF(v),Yh € Z, (22)

donde F' es continua por la derecha, no-decreciente, acotada en [—m,m| y

F(—m) =0.

Dem. El implica hacia la izquierda se obtiene facilmente a partir del
siguiente calculo. Sean a, € C, r =1,...,n, entonces

zn: a7y (r —s)as = /: Zn: a,as expliv(r — s)|dF (v)

rs=1 r,s=1

:/:

>0,

2

z": a, explivr]| dF(v)

r,s=1

lo que demuestra que 7 es no-definida negativa.

Para demostrar el implica hacia la derecha, el plan es aproximar la dis-
tribucion F, usando una sucesion de densidades fn que sirven para construir



distribuciones Fy, y finalmente usar el teorema de Helly para concluir que
esta sucesion tiene una subsecion convergente a la distribucién F.

Definimos fy de la siguiente manera:

1 N
fN — N z:: —zrv ezsv

—imu

— m])e=""y(m),

AM

> 0 para todo v € (—m, 7, ya que v es no-def. neg.

Definimos Fy la distribucién con densidad fx1(_x . Luego

0 si A< —m,
Ex(N) =< fv()dv si —7m <A<,
Fn () si A > .

Entones para todo entero h,

zhvdF ( |m|> ~(m /71' ei(h—m)vdv
/(7r,7r] §<: N ( ) -7

_ {(1 — ) y(h)  silhl <N, (23)

0 si no.

Como Fy(m) = 7(0) < oo para todo N, entonces por Teorema de Helly,
existe una distribucién F' que es limite de una subsecién de {Fy}. Consi-
deremos tal subsecuencia, y renombremosla, abusando notacién, por {Fy}.
Luego para toda funcién continua g con g(—m) = g(m) se tiene que

/7T g(v)dFy(v) — i g(v)dF(v), cuando N — oo.

—T —T

Recordando la segunda igualdad de la ecuacién , y haciendo N — oo
obtenemos que

+(h) = /_ 7; M (v),

lo que concluye la demostracion. [



A la funcién F del Teorema se le llama distribuciéon espectral. Y a
la ecuacién (22)) se le conoce como representacion espectral. Si es que existe
una funcién f tal que F(A) = [2 f(v)dv, —7 < A < T, entonces f se lla-
ma densidad espectral. En general, tanto la distribucion espectral como la
densidad espectral, se dicen tanto distribucion y densidad espectral de v o
distribucién y densidad espectral de {X;}, para {X;} un proceso con funcién
de autocovarianza +.

Ejercicio 4 Demuestre que si 0 < a < 7, la funcion

() = {Zinmh)/h o€ 2\ {0)

es la funcion de autocovarianza de un proceso estacionario y encuentre su
densidad espectral.

Aplicaciones del teorema de Herglotz
[clase 14, 1 Octubre 2024]

En esta clase veremos como el teorema de Herglotz permite obtener cri-
terios practicos para determinar por ejemplo cuando una funciéon k : Z — C
es no definida negativa, lo que podremos usarlo para determinar si k£ puede
o no ser la funciéon de autocovarianza de un proceso estacionario.

Un primer corolario del Teorema [13|nos entrega una condicién alternativa
a la del Teorema para determinar cuando una funcién k : Z — C es la
funcién de autocovarianza de un proceso estacionario complejo.

Corolario 1 Una funcion k : Z — C es la funcion de autocovarianza de
un proceso estacionario complejo ssi alguna de las condiciones siguientes se
cumple:

1. k(h) = [T_e"™dF(v),Yh € Z. Donde F es continua por la derecha,
no-decreciente, acotada en [—m, 7| y F(—m) = 0.

2. Yii—1aik(i—j)a; > 0Vn €N, Va = (a,...,a,) € C"

Dem. El Teorema [13]| dice que 1. y 2. son equivalente. De 1. sin embar-
go puede demostrarse que v es Hermitica. Esto garantiza que ~ satisface



las conndiciones del Teorema [I2] luego cualquiera de estas dos condiciones
implica que v es una funcién de autocovarianza de un proceso estacionario
complejo. [

En otras palabras el Corolario (1| se puede escribir de la siguiente manera.

Observacién 5 (Manera alternativa de escribir Corolario (1)) Una fun-
cion k : Z — C es la funcion de autocovarianza de un proceso estacionario
complejo ssi k tiene representacion espectral o si k es no-definida negativa.

En lo siguiente veremos un criterio 1til para determinar cuando una fun-
cion k : Z — C es no definida negativa.

Teorema 14 Si k : Z — C es tal que

> Jk(n)] < .
Entonces _
k(h) = / ¢ f(v)dv, h € Z,
donde .
F0) = 52 3 ),
Dem. La condicién Y0 |k(n)| < co garantiza que
/7r L i ! h =V I (n)|dv < oo
—n 2T Ne—o00

Luego, por teorema de Fubini

o0

T T ] .
/ e f(v)do = / Py S eI E (n)du
—m &T0

- n=-—00
00

1 T
=— ) K(n)/ elh=mlvy.
2w -7

n—=—oo

Finalmente, observar que

/Tr Gilh—n)o gy 2r sin=h,
- 0 si no,



lo que demuestra que [ f(v)dv = K(h). O
Como consecuencia obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2 Sea k : 7Z — C tal que Y, cz |k(n)| < oo. Entonces k es la
funcion de autocovarianza de un proceso estacionario $si

F@0) = = S e mh(n) > 0,7 € [, .

n=—oo

Ademds, en este caso [ es la densidad espectral de k.

Dem. Primero demostramos el implica hacia la derecha. Sea k una fun-
cién de autocovanrianza. Entonces k es no-def. negativa y absolutamente
sumable. Definamos

N .
fN — 2 j : —W)\k ) iSA
=5 §< < N ) e e (m).

Luego fy > 0 por definicién, y ademés, tomando el limite cuando N — oo
se obtiene que puntualmente fx(A) — f(A). Esto prueba que f(A) > 0, para
todo —m < A < m. Usando Teorema obtenemos que k(h) = [T ™" f(v)dv
h € Z. Luego f es la densidad espectral de k.

Segundo, demostramos el implica hacia la izquierda. Por Teorema , se
tiene que k(h) = [T_e f(v)dv. Si f(A) > 0, entonces F(\) = [*_ f(v)dv es
continua por la derecha, no-decreciente, acotada en [—7m, 7] y F(—7) =0, y
satisface

k(h) = /ﬂ " MR (v), h € 7.

Luego por Corolario[I] se satisface la condicién 2. por lo tanto k es la funcién
de autocovarianza de un proceso estacionario complejo. [

Los teoremas y corolarios anteriores aplican a procesos estacionarios com-
plejos, v en particular, a procesos estacionarios reales. Con respecto a las
densidaddes espectrales, en general, se tiene que la densidad espectral de un
proceso estacionario complejo es una funcién cuyo dominio es [—m, 7| y que



toma valores reales, ya que es Hermitica. La siguiente observacion, cuya de-
mostracion queda propuesta, nos entrega condiciones necesarias y suficientes
para que la densidad espectral sea la de un proceso estacionario real.

Observacién 6 f definido en [—m, 7| es la densidad espectral de un proceso
estacionario real ssi f(N) = f(=A), f(A) >0y [T fF(AN)dX\ < o0.

Terminaremos la clase con la definicién de filtro lineal invariante con
respecto al tiempo. Estudiaremos la densidad espectral de estos procesos en
la clase siguiente.

Definicién 0.27 Dado un proceso estacionario {Y;} y una secuencia {1;}
tal que Y52 [w;] < oo. Al proceso {X;} que se obtiene de resolver las
ecuaciones

Xe=¢(B)Y,:= Y B, = Y Y, tel
j=—o0 j=—o0

se le llama filtro lineal invariante con respecto al tiempo.

Densidad espectral de procesos ARMA

[clase 15, 3 Octubre 2024]

En esta clase demostraremos una féormula que permite obtener la densidad
espectral de un proceso ARMA, a partir de los polinomios autorregresivos y
de media mévil que lo definenen. El resultado principal de la clase no es mas
que una aplicacién de los teoremas [11] y [13]

Primero veremos un teorema que permite obtener la densidad espectral
de un filtro lineal invariante con respecto al tiempo.

Teorema 15 Sea {Y;} un procesos estacionario complejo tal que E[Y;] =0y
con distribucion espectral F,. Sea {X;} el proceso que resuelve las ecuaciones

Xt = Z ¢th—j7t € Za

j=—00

para {1;} una secuencia tal que 332 |¢;| < oo. Entonces {X;} es un

proceso estacionario con distribucion espectral

i ..
> v

j=—o00

2

A
dFy (v),—m < A <.

EO = [




Dem. Los filtros lineales invariantes con respecto al tiempo ya los he-
mos estudiado, sin haberle puesto nombre, en Proposicion (12| De hecho esta
proposicion prueba que {X;} es estacionario con media cero y funcién de
autocovarianza

E(Xt+h7t> = Z Qﬂj@kﬁ)/y(h — j + k), h c Z

j,szoo

Luego, usando la representacion espectral de vy, obtenemos

Yx(h) = i Yy, /7T "I [y (v)

—T

Jk=—o0
(£ o) (£ 50 ) o
T \j=—oc0 k=—00
oo 2
= [T S e dFv(w),
—r oo

lo que demuestra que Flx es la distribucién espectral de {X;}. O

Se tiene la siguiente observacion para las densidades espectrales.

Observacion 7 En general no es cierto que un proceso tiene densidad es-
pectral. Sin embargo, aplicando el teorema anterior, si {Y;} tiene densidad
espectral, digamos fy, entonces el proceso filtrado {X;} también tiene densi-
dad espectral, digamos fx. Mds ain,

Fx ) = e fy (V)
donde

Finalmente, podemos aplicar este teorema para encontrar la densidad
espectral de un proceso ARMA, bajo ciertas hipotesis.

Teorema 16 Sea {X;} un proceso ARMA(p,q) tal que

¢(B)X, = 0(B)Zi,{Z;} ~ RB(0,0%),



con ¢(z) =1— 12— — 2P, 0(2) =1 — b1z — - — 0,29, tal que ¢ y 0
no tienen ceros en comun y ¢ no tiene ceros en {z € C: |Z| < 1}. Entonces
{X,} tiene densidad espectral

0.2 |0(€7’LA)|2

fX(/\):%W;—WS/\SW-

Dem. Después de un célculo es posible concluir que {Z;} tiene densidad
espectral g Recordando que bajo las hipétesis de este teorema se tiene que

Xy =352 o¥iZij donde 372 || < oo. Luego, aplicando Teorema

j=—00
se concluye que {X;} tiene densidad espectral. Luego, podemos escribir

y aplicar Teorema [15| nuevamente para obtener que la densidad espectral de
{U;} viene dada por

fo) = le(e™) P fx (V) = [0(e™) fz(N). (24)

Finalmente, ya que ¢(e~*) # 0 para todo A\ € [—, 7| se puede divir en la
ecuacion por |¢(e~*)|? para obtener el resultado. (]

Técnicas para trabajar con datos
[clase 16, 15 Octubre 2024|

Desde este momento las clases estaran enfocadas en un aspecto mas prac-
tico de series de tiempo. El enfasis estard en identificar - estimar - validar
modelos para modelar series de tiempo, y en su aplicacién para prediccion y
control. Esto lo haremos usando R.

Para comenzar necesitaremos introducir algunos conceptos tales como
la funcién de autocovarianza parcial, el operador de diferencias VX, =
X; — X1, las funciones de autocovarianza de muestreo y la funcion de
autocovarianza parcial de muestreo. Ademads, expondremos un método de
prediccién para modelos ARMA(p, q), definiremos el modelo ARIMA, que es
una extensiéon del modelo ARMA para trabajar con datos con tendencia y
dos herramientas ttiles para disminuir la oscilacién de los datos. Finalmente,
y a modo de introduccién, enunciaremos una serie de pasos que usualmente



es necesario seguir para, a partir de un conjunto de datos, escoger el modelo
apropiado para poder hacer predicciones con los datos. El detalle de cada
uno de estos pasos los veremos en las clases siguientes.

Escribir clase. Pendiente.

Prediccién en procesos estacionarios
[clase 17, 17 Octubre 2024|

En esta clase nos centraremos en el problema de predicciéon en un pro-
ceso estacionario. Para los calculos, supondremos que tenemos certeza que
los datos provienen de un proceso estacionario donde los parametros nece-
sarios para definir la funciéon de autocovarianza del proceso son conocidos,
i.e. vamos a suponer que tenemos datos {z;}" ; que provienen de un proceso
estacionario {X;}icz con media cero, y donde y(h) := E(X;11X:),h € Z es
conocida. Como vimos la clases anterior, si bien es cierto estas son hipétesis
que en la realidad usualmente no son cierta, es decir, dado un conjunto de
datos, al graficarlos, generalmente veremos una serie de tiempo que no pro-
viene de un proceso estacionario (puede presentar por ejemplo una tendencia
o periodicidad), y por otra parte, los datos de por si no nos entregan ~y. Sin
embargo, vimos métodos para transformar los datos originales de modo de
obtener una muestra que pueda suponerse que proviene de un proceso es-
tacionario. Tales como por ejemplo la suavizacion de los datos por log o la
transformacion de Box-Cox. Y vimos el modelo ARIMA que permite eliminar
la tendencia aplicando reiteradas veces el operador V. Mas adelante, veremos
un modelo SARIMA que permite adicionalmente eliminar la estacionalidad
de los datos. Y por otra parte, puede usarse el v de muestreo, en caso de no
conoce 7. Por estas razones, si bien es cierto las hipétesis de estacionalidad
y de conocimiento de v son fuertes, no son siempreun impedimento para tra-
bajar con datos que no los cumplan, ya que hay métodos para transformar la
data, de modo que las hipdtesis si se satisfagan, con cierto nivel de confianza.

En particular nos centraremos en el problema de encontrar el mejor esti-
mador lineal.

Escribir clase. Pendiente.



Ajuste de parametros en un modelo ARIMA

[clase 18, 22 Octubre 2024]

En esta clase veremos en detalle un método de ajuste de parametros usan-
do el método de los momentos. En el problema de ajustar los parametros uno
dispone de datos {z;}};, y uno hace el supuesto que sabe que estos datos
provienen de una distribucion conocida, de hecho para la clase de hoy asumi-
remos que provienen de proceso ARMA(p, q) donde p y ¢ son conocidos. Esto
serd suficiente para nosotros, ya que el modelo més general que veremeos son
los modelos SARIMA, y en este caso lo que veamos hoy puede directamen-
te extenderse a eses caso. Bajo el supuesto que provienen de este proceso
ARMA(p, q), nuestro objetivo es estimar los paramétros del autorregresivo ¢
y del polinomio de media mévil §. Este método, como veremos, consiste en
escribir unas ecuaciones para los parametros, estas ecuaciones seran llamadas
de Yule-Walker, y para poder resolverlas se necesita conocer la funcion de
autocovarianza 7 del proceso que origina los datos. Como esto es en nues-
tro caso desconocido, lo que uno hace es v = 4, donde % es la funciéon de
autocovarianza de muestreo. Con esto, seremos capaces de escribir matricial-
mente las ecuaciones para encontrar los parametros del modelo, e involucrara
invertir de una matrix de autocovarianzas de muestreo de n x n, para esto
podemos usar el algoritmo de Durbin-Levinson visto la clase anterior, y asi
evitar invertir la matriz. Hecho esto, obtendremos dos predictores, uno para
los coeficientes (¢1, ..., ¢p, 01,...,0,) y el otro para la varianza o del ruido
blanco del modelo, estos predictores recibiran el nombre de predictores de
Yule-Walter. Los predictores de Yule-Walter para procesos SARIMA, que ge-
neralizan los que veremos hoy, estan implementados en la libreria ’ASTSA’ de
R, que usaremos en este curso. Hay otras maneras de ajustar los parametros,
tales como usar el criterio de maxima verosimilitud, que consiste en suponer
que los parametros vienen de una distribucién conocida que depende de los
parametros a estimar 8 = (¢1,..., ¢, 01,...,0,,0°), y encontrar usando al-
gun método numérico, por ejemplo Gauss-Raphson, el pardmetro vectorial
3 que maximizan la funcién de densidad conjunta de {z;}}~, condicionada a
[, llamada funcién de verosimilitud. Para esto, el primer paso es escribir la
funcién de densidad conjunta usando el hecho de que el proceso es ARMA, y
el segundo en utilizar algtin algoritmo de calcuno numérico para aproximar
el argmax de la funciéon de verosimilitud. Este método no alcanzamos a verlo
en detalle en el curso, estd también implementado en la libreria "ASTSA’ de
R.



Escribir clase. Pendiente.

Procesos SARIMA y Diagnéstico

[clase 19, 24 Octubre 2024]

En esta clase veremos el modelo SARIMA, que sirve para eliminar ten-
dencia y periodicidad de los datos. Es el modelo més general que veremos en
este capitulo, y serd nuestra herramienta mas poderosa para hacer prediccio-
nes del estilo estimar ;1 dado que conocemos {z;},. Ademds, veremos de
un modo intuitivo 3 graficos, que nos serviran para evaluar la calidad de un
modelo. Esto se conoce como diagéstico, y sirve para, dado un conjunto de
distintos modelos que uno construye que se ajustan a los datos observados,
poder evaluar la calidad de cada uno, de modo de quedarse con el mejor de
ellos, y hacer predicciones usando el modelo escogido.

Escribir clase. Pendiente.

Modelo de Espacio de estados

[clase 20, 29 Octubre 2024]

Motivamos la formulaciéon del modelo de espacio de estados de Kalman,
y escribimos el postulado del filtro de Kalman.

Escribir clase. Pendiente.

Filtro de Kalman

[clase 21, 5 Noviembre 2024]

Demotramos la propiedad del filtro de Kalman.

Escribir clase. Pendiente.

Suavizador de Kalman
[clase 22, 7 Noviembre 2024]

Enunciamos y demostramos la propiedad del suavizador de Kalman.



Escribir clase. Pendiente.

Estimacién de parametros en modelo de Espa-

cio de estados
[clase 23, 12 Noviembre 2024]

Introducimos el problema de estimacion de parametros del modelo de
espacio de estados de Kalman. Mostramos dos algoritmos para estimar los

pardametros: Algoritmo de Schweppe 1965, y algoritmo de Shumway-Stoffer
1982.



