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“Nothing can come of nothing.”

— William Shakespeare, El rey Lear

“Nada surge de la nada.”

— Parménidesj




Escena 1 Manchester, 22 de Julio del 2015. Mark Pollicott
presenta su trabajo titulado “The mobility of stationary measures”
[10]. En la pentltima Idmina plantea dos preguntas

How regular is the function

[3,6] 3 A d(u™), @) == sup {'[ fdp®) — _/ ()

Cfllup = 1}?

Which functions maximise the supremum?

La presentacién surge de la respuesta a la dltima.
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Segundo Acto

“La belleza misma no es mds que la imagen sensible del
Infinito.”

“Beauty itself is but the sensible image of the Infinite.”

— Francis Bacon/
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Introduccidn

Henry John Stephen Smith

Conjunto de Henry John Stephen

Sus dos primeros trabajos fueron Smith, 1874
en geometria y el tercero en
teoria de los nimeros. Como
Gauss, escribid su primer articulo
sobre teoria de niimeros en

latin: “De compositione
numerorum primorum formae
4n+ 1 ex duobus quadratin”.
Dénde prueba de manera original
el teorema de Fermat: “Todo
nimero primo de la forma 4n+ 1
(con n entero) es la suma de dos
cuadrados.” [7].
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Introduccidn

Conjunto de Cantor, 1683 [L1

En 1884 pidi6 dar clases de
filosofia en vez de matematica y
comenzo su intenso estudio de la -- -
literatura isabelina para probar su
teoria que Francis Bacon escribié
las obras de Shakespeare [8].
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Introduccidn

Waclaw Sierpinski Tridngulo de Sierpinski, 1915 [14]

Fue autor de 724 articulos y 50
libros. Se retiré en 1960 como
profesor en la Universidad de
Varsovia, pero continué
impartiendo un seminario sobre la
teoria de los niimeros en la
Academia de Ciencias de Polonia
hasta 1967 [9].
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Introduccidn

Athyrium filix-femina Athyrium filix-femina

Se ha documentado que contiene
sustancias en la raiz y los brotes
cuya ingestidn puede afectar a la
salud humana [6].
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Introduccidn

Michael Fielding Barnsley Helecho de Barnsley

Matemdtico, quimico y
emprendedor experto en
compresion fractal. En 1987
fundé Iterated Systems
Incorporated, en 1988 publica
Fractales en todas partes'y en
2006 SuperFractals. lterated
Systems se dedicé inicialmente a
la compresion de imagenes
fractales, y mds tarde se centrd
en la administracién de archivos
de imdgenes...
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Imagenes obtenidas de [15].
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Sistemas lterados de Funciones

Un sistema iterado de funciones (SIF) es un conjunto finito de
contracciones fi, f>,... fy en un espacio métrico completo X.

Hutchinson probé que en R”, un SIF tiene un dnico conjunto, no
vacio y compacto que es invariante [3]. Es decir, existe un tnico
S C R" (no vacio y compacto) tal que

S= U,N:1 fi(S).

Tal conjunto se conoce como atractor. Las imagenes anteriores
son ejemplos de atractores para diferentes SIFs.
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Medidas Estacionarias

Dado un SIF (R", f1,...,fy) y un vector de probabilidades
(p1, P2, -.,Ppn), existe una Unica de medida de Borel regular p tal
que

N
w(A) =Y pip(f(A)) para todo A € B,
i=1
donde B son los subconjuntos de Borel de R”".

Tal medida se conoce como medida estacionaria y tiene la
caracteristica de tener soporte en el atractor.
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Escalera de Cantor
Escalera de Cantor Escalera de Cantor

Funcién G : [0,1] — [0, 1] que es: 1y 7
continua, creciente, con derivada cero r
c.s y que mapea el conjunto de Cantor ‘
de manera sobreyectiva en [0, 1]. Cantor / "
estaba trabajando en extensiones del /E—

TFC al caso de funciones discontinuas y !
G servia como contrajemplo a algunas ozf
afirmaciones de Harnack.

Proposicién (Criterio de Lusin)

Una funcién continua f : [a, b] — R
manda L — L ssi la imagen de un
conjunto medida-Lebesgue cero tiene
medida-Lebesgue cero.
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Ejemplo

El Conjunto de Cantor es el
atractor del SIF
(R, A(X) =5 B(x)=%5+3).

Existe una tnica medida

estacionaria p asociada a este

SIF y el vector de probabilidad

(0.5,0.5), mas atin, su soporte es

el conjunto de Cantor. 7

La escalera de Cantor es la _
s . . ., ozf f
funcién de distribucién /
acumulada de p, i.e., P TR R T

F(x) = ul0, x].
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El problema de Monge

El problema de Monge (1781) es un problema de ingenieria... “Los
materiales extraidos de la mina deben ser transportados de manera
dptima para hacer la construccion.” [5].

Modelacion Matematica del problema de Monge

Medida de probabilidad pz modela la masa extraida, (A) es la
masa de la regién A.

Medida de probabilidad » modela la masa construida.

Una funcién de transporte T(x) =y, que a la posicién inicial

le asocia la posicién final.

@ Una funcién de costos c(x, y), que es el costo de transportar

de una posicién a otra.

“Dadas 1, v encontrar T tal que v = o T~Y que minimice el
costo total de transporte

/ c(x, T(x))du(x).”
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Distancia de Wasserstein

El problema de Monge es un problema muy general...
Veamos un caso mas particular

Dado (X, d) un espacio métrico polaco (Sierpinski, Kuratowski,
Tarski...), p € [1,00), y dos medidas de probabilidad u, v en X, la
distancia de Wasserstein de orden p entre p y v estd dada por la
férmula

W, (1, v) = inf {[Ed(x, YVPLo 0 X o, Y~ 1/} .
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El problema de Jon Fraser

Dados (R™, f1,...,fn) y (R", g1,...,8gn) SIFs en R” con medidas
estacionarias p y v, respectivamente.

WP(M? l/) =?

El problema fue planteado en [2] y su solucién general permanece
abierta.
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Hipdtesis solucion parcial

Dada una familia T; : R - R con i = 1,..., k, se dice:
@ De contracciones Lipschitz si
Lip(T}) := sup,.yer =1 < 1.
o De imagenes disjuntas si
Ti([0, 1) N T;([0,1]) =D for all i,j =1,..., k,i #j.

Dado un par de vectores de probabilidades

(B, q) € (0,1)k x (0,1)k. Se dice que (7, ) es apto si

Zp,-—q,-EAfor every m=1,2,...,k,
i=1

where A = R>9 or A = RS9,

Denotamos ,u? a la medida estacionaria asociada a un SIF con
respecto al vector de probabilidad ?
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Solucién parcial

Teorema (M. Pollicott, I. Cipriano [12])
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Resultados claves de la demostracion

Utiliza tres resultados:

© Férmula de dualidad de Kantorovich-Rubinstein para W;

Wi (u,v) = du — dp b .
1(p,v) LipS(:L?gl{/qu /Xw u}

@ TFC para funciones de Lipschitz.

© El teorema de Dall’Aglio - Vallender. Si i y v son medidas de
probabilidad en R. Entonces

W) = [ 1F(0) - G0

—00

donde F y G son las funciones de distribucién acumulada de
'y v, respectivamente.
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Ejemplo

Cuando Ti(x) =%, To(x) =2+ 5y p,q € (0,1)

A <M(p,1 p) (q71—q)>
2
~3
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Antes de terminar, un anuncio...
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Ultimo Acto

“Una pregunta prudente es la mitad de la sabidura.” |

“A prudent question is one-half of wisdom."”

— Francis Bacon
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