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1. Teoria de Conjuntos

1.1. Algebra de Conjuntos y Funciones

Ejercicio 1.1. Dados 2 conjuntos A,B, sea X un conjunto con las siguientes propiedades:
1. AcXyBcX.
2. SIACY yBCY,entonces X<Y.

Demuestra que X = AUB.

Ejercicio 1.2. Dados 2 conjuntos A,B, sea X un conjunto con las siguientes propiedades:
1. XcAyXcB.
2. SiYSCAyY cB, entonces Y < X.

Demuestra que X = AnB.

Ejercicio 1.3. Sean A,B < X. Demuestra que:
(a) AnB=¢@ siysolosi, A Bt

() AUB =X siy solosi ALcB.
Ejercicio 1.4. Sean A,B c X. Demuestra que A € B si y solo si A nBL=g.

Ejercicio 1.5. Da un ejemplo de conjuntos A,B,C tales que :

(AuB)NC#ZAuBnO(C)

Ejercicio 1.6. Si A,B X satisfacen que ANB=@y AUB =X, demuestra que B = AC.

Ejercicio 1.7. Si A € B entonces BN(AuC)=(BnC)UA para todo conjunto C. Por otro lado
si existe un conjunto C tal que se cumple la igualdad anterior, entonces demuestra que A € B.



Ejercicio 1.8. Dados 2 conjuntos A,B demuestra que A = B si y sélo si:

(AnBY)U(A°nB)=9.

Ejercicio 1.9. Demuestra las siguientes igualdades :
(@) (AUB)xC=(AxC)uBxCQ).
(b) (AnB)xC=(AxC)n(BxC).
(¢c) (A\B)xC=(AxC)\(BxC).
(d AcA', BcB = AxBcA'xB'.

Ejercicio 1.10. Dados 2 conjuntos A,B demuestra que:

(ANB)uB\A)=(AuB)\(AnB).

Ejercicio 1.11. Definamos la Diferencia Simétrica de A y B como el conjunto:
AAB:=(A\B)U(B\A).

Demuestra que si AAB = AAB, entonces B = C. Determina si se vale un resultado andlogo
para N,U, 6 x.

Ejercicio 1.12. Demuestra que AAB=(AUB)\(ANB).

Ejercicio 1.13. Dada una funcién f : A — B demuestra que VX,Y C A.

(@) FXO\NfY)SFX\Y)

(b) Si f es inyectiva entonces se da la igualdad en la contencidn anterior.

Ejercicio 1.14. Demuestra que una funcién f : A — B es inyectiva si y solo si VX € A,
fANFX)=fANX).



Ejercicio 1.15. Dada una funcién f : A — B demuestra que:
(@) YX € A tenemos que X < f 1 f(X)).
() f esinyectiva siy sélo si fHf(X))=X, VX CA.

Ejercicio 1.16. Dada una funcién f : A — B demuestra que :
(@) YZ < B tenemos que f(f~N(Z))c Z.
(b) f es suprayectiva si y sélo si f(f"1(Z))=Z, VZ < B.

Ejercicio 1.17. Dada una familia de conjuntos {A})e1, demuestra que X := |J A, es el tinico
Ael

conjunto que satisface las siguientes 2 propiedades :
(a¢) VAel, AycX.

(b) SiY es un conjunto tal que Ay €Y, VAel, entonces X €Y.

Ejercicio 1.18. Enuncia y demuestra un resultado andlogo al anterior pero que esta vez

caractericea X := [ Aj.
Ael

Ejercicio 1.19. Dadas las familias {Aj}ren y {Buluem, considera las familias:

(@) {Ax UBH}(A,y)EAxM'
() {AANBut peaxur

Demuestra que:

(Uar)n(UBu)= U (ainBy).

AeA neM (A,wWeAxM
(ﬂAl)U(ﬂBu): 1 (AruBy).
A€ neM (A,weAxM

Ejercicio 1.20. Sea {A;j}; jjenxn una familia de conjuntos indexada por N x N. Demuestra o
dar un contraejemplo de la siguiente igualdad:

U A =NWJAip.
=1 =1

i=1 j=1



Ejercicio 1.21 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder). Sean A,B dos conjuntos. Supon-
gamos que existen dos funciones inyectivas, f :A — By g : B — A. Demuestra que existe una
biyeccion h: A — B.

1.2. Induccién

Ejercicio 1.22. Un elemento n~ € N se llama Antecesor de n € N cuando se tiene que n~ <n
pero no existe c e N tal que n~ < c y ¢ < n. Demuestra que todo numero natural distinto de 0
tiene antecesor.

Ejercicio 1.23. Demuestra que (n~)" = n, para todo n > 0.

Ejercicio 1.24. Demuestra por induccién matemdtica que para todo n € N:

(@) 20+1+2+....+n)=n(n+1).
) 1+43+5+...+2n+1)=(n+1)>2
(¢) @=1D(A+a+...+a")=a"1-1, YaeN.

(d) 02+12+.. . +n2= n(n+12;(2n+1)'

2 2
(@ 03+1%+.. +nd =2t

Ejercicio 1.25. Demuestra por induccién a partir de k:

L
34

1 n

oot n-(n+1) =+l

X 1 1
(@) Para todoneN*, 15+55+

(b) Para todo n € N*, (1—%)(1—%)(1—%)“'(1— 1 )=n—}r1-

n+1

(¢) ParatodoneN*, (1+1)1+HA+3)--1+1)=n+1.
(d) Para cualesquiera a,neNy teN*,

a(tn+1 _ 1)

a+at+at®+at®+..+at" = P

1 1 _ _n
35 T 57 Tt GrcD@nsD ~ 2ne1-

(e) ParatodoneN*, 7+

(f) Para todonel\lx, 1.3+2,32+".+n_3n:w.



(g) Para toda n =4, demuestra que n! > 2",

(h) Prueba que la suma de los dngulos internos de un poligono de n = 3 lados es (n —2)r,
dando por hecho que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es .

Ejercicio 1.26. Sea [ :NxN— N la funcién definida por:
f,n)=2n-1, f(m+1,n)=2"2n-1)

Demuestra que f es una biyeccion.

1.3. Estructuras Algebriacas

Ejercicio 1.27. Sea X un conjunto y 2(X) su conjunto potencia. Demuestra que (2(X),A,N)
es un anillo conmutativo con unidad. Donde AAB =(AUB)\(ANB) es la diferencia simétrica.

Ejercicio 1.28. Demuestra que Vk # 0, la funcién Py :N— N, Py(n) =k -n, es inyectiva
Ejercicio 1.29. Demuestra que (Z,+) es un grupo Abeliano.

Ejercicio 1.30. Demuestra que (Z,+,-) es un anillo conmutativo.

Ejercicio 1.31. Demuestra que (Z,<) es un COTO estricto.

Ejercicio 1.32. Demuestra que (Q,+) es un grupo Abeliano.

Ejercicio 1.33. Demuestra que (Q*,-) es un grupo Abeliano.

Ejercicio 1.34. Demuestra que (Q,+,-) es un campo.

Ejercicio 1.35. Demuestra que (Q,<) es un COTO estricto.
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