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1. Series de Potencias

1.1. Limite Superior e Inferior

Ejercicio 1.1. Sea A € R acotado y no vacio. Dado ¢ € R, definamos c-A :={c-x | x € A}.
Demuestra que si ¢ > 0 entonces sup(c-A)=c-sup(A)y que inf(c-A)=c-inf(A), mientras
que si ¢ <0, se tiene que sup(c-A)=c-inf(A)einf(c-A)=c-sup(A).

Ejercicio 1.2. Dada una sucesion {x,}, decimos que x, es un Término Destacado, si xp, = x,,
Vn>p. Sea P :={p e N | x, es destacado}. Demuestra que si P ={p1 < pg <...} es un conjunto
infinito entonces {x,} es una subsucesion no creciente de {x,}. Si P es finito (en particular
vacio), demuestra que existe una subsucesion creciente de {x,}. Concluye que toda sucesién
contiene una subsucesion mondtona.

Ejercicio 1.3. Sea {x,} una sucesién acotada. Demuestra que si lim a, =a y cada a, es un
valor de adherencia de {x,}, entonces a también es un valor de adherencia de {x,}.

Ejercicio 1.4. Sean {x,}, {y,} sucesiones acotadas. Definamos,

a:=liminfx,, A:=limsupx,, b:=liminfy,, B:=limsup y,
n—oo n—oo n—oo n—oo

Demuestra que:
(a) limsup(x, +y,)<A+B, liminf(x, +y,)=a+b.
(b) limsup(—x,) = —a, liminf(-x,) = —A.
(¢) limsup(x,y,)<AB, liminf(x,y,) = ab.
En las 2 ultimas desigualdades agrega la hipdtesis que {x,} =0y {y,} =0.

Da ejemplos de sucesiones donde las desigualdades anteriores sean estrictas.

12 +2P +...+nP 1
Ejercicio 1.5. Demuestra que lim = . (Hint: usa Stolz-Cesaro).
n—oo np+1 p+1

Ejercicio 1.6. Sean Y a,, Y b, series de niimeros positivos. Si Y b, =ocoy existe N € N tal
neN neN neN

b
que “g—*l > 3, Vn = N. Demuestra que Y. a, = oo.
n n

neN



Ejercicio 1.7. Sea {a,} una sucesién no creciente tal que lim a, =0y lim b, =0, donde
n—oo n—oo

ai+..+ay

b, = . Demuestra que la serie

n
1 1
al— §(a1 +a2)+ g(al +ag +a3)—

es convergente.

Ejercicio 1.8. Sea {a,} una sucesion decreciente tal que Y, a, = co. Demuestra que,
neN

, ai1tasg+..+ag,-1
lim =
n—oo ag+aq4+..+ag,

1.

Ejercicio 1.9. Sean a1 =as=...=20ys,:=ai—as+... +(=1)""1a,,. Demuestra que {s,} es una
sucesion acotada y que
limsup s, — liminf s, =lim a,.

1.2. Series de Potencias

Ejercicio 1.10. Sea Y a,x" una serie de potencias y c,M € R*, tales que |la,c"| <M, Vn eN.
neN
Demuestra que (—c.c) esta conetenido en el intervalo de convergencia de Y, a,x".
neN

Ejercicio 1.11. Demuestra que tanto la serie de potencias (1—x)- ( h (—1)nx2”) como la serie
neN

(1+x2)- ( Yy x”) tienen radio de convergencia 1.
neN

Ejercicio 1.12. Sea (—p, p) el intervalo de convergencia de la serie Y a,x". Definamos s, como
neN

Sp:=ag+ai+...+a,. Demuestra que Vx € (—-1,1)N(—p, p) se tiene que Y a,x" =(1-x) Y spx™.
neN neN

o0 . o0 .
Ejercicio 1.13. Sean Y a;x'y Y b;x’ series de potencias con radios de convergencia r >0
J
i=1 7=0
. . . . x© .
y s > 0 respectivamente. Demuestra que existe una serie de potencias Y., c,x" con radio de

n=0

n=0
concluye que la composicién de funciones analiticas es analitica.

0 00 [eo) A\
convergencia t > 0 tal que Vx € (—t,t) se tiene que Y cp,x" = Y} b; ( Y aix’) . Usando ésto
j=0 " \i=1



[e.o]
Ejercicio 1.14. Calcula el radio de convergencia de la serie Y a,x" donde :
n=1

(@) O<a<lap|<f<+ocoVn=1.
b) 2"—-n<|a,| <2"+n, Vn=1.
(c) a0=1yan+1=2a%, Vn=0.

(d) ap=1yan+1=2a,, Yn=0.

o0 o0
Ejercicio 1.15. Sean S= Y a,x"y T = Y b,x" dos series de potencias. Demuestra que:
n=1 n=1

(a) Sila,l<1b,| Vn =N entonces p(S) = p(T).

b) Sian¢0Vn2Nyr}£1£10

oy
an

=1, entonces p(S) = p(T).

Ejercicio 1.16. En cada uno de los siguientes casos determina una serie de potencias S =

(e.0)
Y a,x™ que satisfaga las ecuaciones y condiciones indicadas:
n=1

(@) S"+228 =0, donde L#0, ag=0y a1 =1
b) S2x)=2S(x)+x2, a1=1

() S"=(S")?, conap=0ya;=1

(d) S'(x)=2xS(x), ag=1.

(e) x28'(x)=8S(x)+x, ag=0.

Determina el radio de convergencia en cada caso.

Ejercicio 1.17. Calcula el radio de convergencia de las siguientes series de potencias y
determina la funcién a la que convergen en su intervalo de convergencia,

@ Y kat. ®) Y k2xk.
k=1 k=1

Ejercicio 1.18. Demuestra que:

(@ Z(cosh(x))=senh(x).



®) L (senh(x)) = cosh(x).
(¢) cosh®(x)—senh?(x)=1.
(d) cosh(x+y)=cosh(x)cosh(y)+senh(x)senh(y).

(e) senh(x+y)=cosh(x)senh(y)+senh(x)cosh(y).

Ejercicio 1.19. Sean f,g funciones analiticas en una vecindad V de 0 tales que f' =g, g' = f,
g(0)=1y f(0)=0. Demuestra que g(x) = cosh(x)y que f(x) =senh(x), VxeV.

Ejercicio 1.20. Demuestra que:
(@) 1+ tan?(x)=sec?(x).
(b) tan(x)=tan(y)siy sélo si x—y =Fkn para algtin k € Z.

(¢) tan(x) es una funcién periédica de periodo de 7.

Ejercicio 1.21. Sean f,g funciones analiticas en un intervalo abierto I. Demuestra que si
existe a € I tal que f(a)=g(a) y f™(a) = g™ (a) para toda n = 1 entonces f(x) = g(x) Vx € I.
Demuestra que esto es falso si suponemos que f vy g son solamente de clase C*.

Ejercicio 1.22. Sea f(x) = lfsﬁ. Calcule las derivadas de orden 2018 y 2019 de la funcién
X
f:R— Ren el punto x =0.
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