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1. Integrales

1.1. Integrales Definidas

Ejercicio 1.1. Sea f :[a,b] — R acotada. Prueba que

*b *b
ff(x)dx Sf |f(x)|dx.

Da un ejemplo donde la desigualdad andloga para integrales inferiores, no vale.

Ejercicio 1.2. Sea f :[a,b] — R integrable. Prueba que las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

b
1 f |f(x)|dx =0.
a
2. Si f es continua en un punto c, entonces f(c)=0.

3. X ={x€la,bl|f(x) # 0} tiene interior vacio.

Ejercicio 1.3. Sea f :[a,b] — R continua. Si f no es idénticamente cero, entonces

b
f \f(x)|dx>0.

Ejercicio 1.4. Da un ejemplo de una funcién integrable que sea discontinua en un conjunto
infinito.

Ejercicio 1.5. Sean f,g :[a,b]l — R funciones continuas con f(x) < g(x) para todo x € [a,b].
Define ¢ :[a,b] — R como, p(x) = f(x) si x es racional y ¢(x) = g(x) si x es irracional. Prueba
que

b b
f(p(x)dx:f f(x)dx

*

y

*

b b
f(p(x)dxzf gx)dx

Concluye que @ es integrable si y solosi f = g.



b b
Ejercicio 1.6. Sea f :[a,b] — R acotada y no negativa. Demuestra que f f(x)dx = supf &(x)dx,
é a

a
*

donde & varia por el conjunto de las funciones escalonadas tales que &(x) < f(x) para todo
x € [a,b]. Demuestra que un resultado andlogo se cumple si tomamos, ¢ continua o bien ¢
integrable (manteniendo la hipdétesis E(x) < f(x), Vx € [a,b)).

Ejercicio 1.7. Sea f :[a,b] — R continua, ¢ :[to—¢,to + €l — [a,bl difrerenciable y c € [a,b].
Demuestra que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

A) ¢'(t) = f(@(t)) para todo t € [a,bly p(tg) =c

¢
B) p(t)=c +[ f(@(s))ds para todo t € [a,b].
to

Ejercicio 1.8. Sea f :R — R difrerenciable tal que f(0) =0 y para todo x € R se cumple que
f'(x) = (f (x))%. Demuestra que f(x) =0 para todo x € R.

Ejercicio 1.9. Da un ejemplo de una funcién no integrable que tenga una primitiva. (Hint:
Encuentra una funcién f diferenciable en [—-1,1] y con derivada no acotada,).

Ejercicio 1.10. Sean f,g :[a,b]l — R funciones integrables. Etiquetemos a cada particién P
de dos maneras distintas, escogiendo en cada intervalo [t;_1,t;] un punto &; y un punto n;.
Demuestra que:

n

b
lim Zf(fi)g(ﬂi)(ti—ti—D:f f(x)g(x)dx.

mesh(P)—0,5

Ejercicio 1.11. Sea f :[a,b] — R integrable y g :[c,d] — R monotona con g’ integrable. Si

g(d) d
g([e,d]) <la,bl, entonces f f(x)dx =f flg®)g'(tdt.
g(c) c

Ejercicio 1.12. Sean f:[0,2]1 - Ry g:[-1,1]1 — R integrables, entonces

4

2
f (x-1f(x—1>dx=0= f g(sen(x))cos(x)dx.
0 0



Ejercicio 1.13. Sea f :[a,b] — R con derivada integrable, para m = %, demuestra que

2 b
fl@)+ ()= — f L)+ (= m)f ()]

Ejercicio 1.14. Sea fla,b] — R acotada. Demuestra que f es integrable si y solo si existe un
numero real a, con la propiedad de que para todo € > 0 podemos obtener una particion P, de

[a,b], tal que )R(f;Q) - a| <€, para cualquier particién etiquetada Q, con P, cQ.

b
Ejercicio 1.15. Sea g =0 una funcién integrable tal que f gx)dx =0y f(x) una funcion
integrable. Demuestra que, ¢

b
f f(x)g(x)dx =0.

Ejercicio 1.16. Sea g :[c,d] — R continua y f :la,b] — [c,d] integrable. Demuestra que
gof :la,b] — Res integrable.

Ejercicio 1.17. Sea f :[a,b] — [¢,d] una funcioén de clase C* tal que f'(x) #0, Vx € [a,b].
Demuestra que si g :[c,d] — R es integrable entonces go [ también lo es.

Ejercicio 1.18. Sea f :[0,1] — R definida por f(x):= x~sen(%) si x 20y f(0) = 0. Demuestra
que f es continua pero no tiene variacién acotada.

Ejercicio 1.19. Dadas f,g :[a,b] — R, definamos:
(f A g)x) :=min{f(x),g(x)}
(f v g)x):= max{f(x),g(x)}

Demuestra que si  y g son integrables entonces f ANgy [V g también lo son. Concluye que
una funcién es integrable si y solo si su parte positiva y su parte negativa son integrables.

Ejercicio 1.20. Para cada entero k, 0 < k < n, reescribe a (1—t)" como, (1-t)" = 1=t k(1 -t)k
en la expresion para el residuo R, 1 de la formula de Taylor con residuo integral. Obtén que
(1-0)""*f"*D(a +0h)

Rys1= A 6 €(0,1).
n+1 n'(k+1) ’ E( ’ )




Tomando k = n recupera el residuo de Lagrange y tomando k = 0 reobtén el residuo de
Cauchy:
1- 0)nf(9+1)(a + Gh)hn"'l

n!

Ry1=

Con los cambios de variables b:=a+h y ¢ := a +0h entonces la féormula del residuo de
Cauchy se reexpresa como sigue:

(n+1)
Rpi1= %(b -"b-a), (el(a,b).

Ejercicio 1.21. Usa el residuo de Cauchy en la expansion de Taylor de f(x) = (1+x)%, a ¢ N pa-
ra demostrar que la serie de Taylor de f al rededor del 0 converge para f(x) cuando x € (—1,1).

1.2. Integrales Impropias

Ejercicio 1.22. Sean f,g :[a,00] — R continuas y K > 0 tal que para cualesquiera c,d € [a,o00],

[cd f(x)dx

Si g es una funcién derifertenciable, decreciente y ademds lim g(x) = 0. Prueba que existe el
X—00

<K.

limite - .
f f(x)g(x)dx :xlllgjf fx)g(x)dx

(Hint: Usa el criterio de Cauchy. Demuestra que Ve > 0 existe A > a ta que A <c<d
implica que

d
f F)g)

<e).

* sen(x)

Ejercicio 1.23. Demuestra que la integral impropia dx es convergente, mas no

| sen(x)

converge absolutamente, pues para F(x) = f

dx, se tiene que el limite 1im F(x) = oo.
0 X—00

X



1.3. Medida Cero

Ejercicio 1.24. Decimos que f : R — R es Localmente Acotada en un Punto x, cuando
existe € > 0 tal que f|(x_E,x+€) es acotada.

Demuestra que el conjunto de puntos x € R donde f es localmente acotada es abierto. Muestra
que se puede definir la oscilacién de f en los puntos donde f es localmente acotada. Prueba que
los puntos donde una funcién arbitraria f :R — R es continua es una interseccion numerable
de abiertos. Usando el teorema de Baire, concluye que ninguna funcion [ :R — R puede tener a
Q como el conjunto de puntos donde f es continua.

Ejercicio 1.25. Sea I un intervalo de medida 0. Demuestra que I es un punto.
Ejercicio 1.26. Demuestra que todo conjunto de medida 0 tiene interior vacio.

Ejercicio 1.27. Sean f,g :[a,b] — R Riemann integrables. Define A :={x € [a,b]: f(x) # g(x)}.
Demuestra que si la medida de A es cero entonces

b b
ff(x)dx:/ glx)dx.

Ejercicio 1.28. Da un ejemplo de 2 funciones acotadas f,g :[a,b] — R tales que A :={x €
[a,b]: f(x) # g(x)} tenga medida 0, f(x) sea Riemann integrable y g(x) no lo sea.

Ejercicio 1.29. Sea f :[a,b] — R Lipschitz continua. Demuestra que si A S[a,b] tiene medi-
da 0 entonces f(A) también.

Ejercicio 1.30. A c R tiene Contenido 0 si para toda € > 0 existe una cantidad finita de
k
intervalos I1,....Ip tal que AT iu..Ulpy Y ¢I;)<e.
i-1
Demuestra que si A c R tiene contenido 0 entones su cerradura A también. En particular A
tiene interior vacié. ;Que pasa si A tiene medida 02.
1.4. Logaritmos y Exponenciales

Ejercicio 1.31. Sea f :R* — R continua tal que f(x-y) = f(x+y) para todo x,y € R*. Demues-
tra que existe ¢ € R tal que f(x)=c-log(x).



Ejercicio 1.32. Demuestra que:
X

. a
lim (1+ —| =e%
X—00 x

Ejercicio 1.33. Demuestra que h’n% x* =1, lim x?o8G+D =
pra

x—0

1y que lin(l)(log(x) log(x+1))=0.
pra

Ejercicio 1.34. Sea f :R — R una funcién continua tal que f(x+y) = f(x)f(y). Demuestra
que f(x)=a*cona€R" o f(x)=0 VxeR.

Ejercicio 1.35. Demuestra que Va =0

lim n-Va-1=1log(a).

n—oo
Ejercicio 1.36. Demuestra que
y nn+1+(n+1)n n .
nl_>rgo nn+l B
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