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Physique	de	l'état	solide	kittel	pdf

La	physique	de	l'état	solide	décrit	des	propriétés	qui	résultent	de	la	distribution	des	électrons	dans	les	métaux,	les	semi-conducteurs	et	les	isolants.	

Le	sujet	est	tout	à	fait	propice	à	l'interaction	entre	expérience,	application	et	théorie.	
Cette	7e	édition	dont	le	niveau	théorique	n'a	pas	changé,	comporte	de	nouveaux	thèmes	tels	que	les	nanostructures,	les	super-réseaux,	les	niveaux	de	Bloch/Wannier,	l'effet	tunnel	Zener,	les	diodes	électroluminescentes	et	les	nouveaux	matériaux	magnétiques.	Certaines	avancées	significatives	ont	été	ajoutées	ou	discutées	de	façon	plus	approfondie
notamment	dans	le	domaine	des	supraconducteurs	à	haute	température,	de	la	microscopie	électronique	à	balayage	et	des	fibres	optiques.	tesuzaropo	

ECOLES	D'INGENIEURS	Physique	de	l'état	solide	7e	édition	DUNOD	Physique	de	l'état	solide	Charles	Kittel	Professeur	émérite	à	l'Université	de	Berkeley	Traduit	par	Nathalie	Bardou	Docteur	es	sciences	physiques	Evelyne	Kolb	Maître	de	conférences	à	l'Université	Pierre-et-Marie	Curie	(Paris	6)	T	édition	DUNOD	L'auteur	C.HAKi.hS	KlTTKt.	a
enseigné	la	plivsiqne	du	solide	à	Berkeley	de	1!)51	à	l'.l78.	Il	fut	auparavant	membre	du	groupe	de	physique	des	solides	des	laboratoires	Bell.	Après	des	études	au	M.I.T.	et	à	l'Université	de	Cambridge,	il	a	prépare	sa	thèse	de	doctorat	à	l'I'iiiversitc	du	Wiscousiii.	11	est	aujourd'hui	membre	de	l'Académie	des	Sciences	des	Etats-luis	et	de	l'Académie
américaine	des	Arts	et	des	Sciences.	Sa	recherche	eu	phvsiquc	des	solides	a	débuté	par	l'étude	des	résonances	ferromagnétique,	antifèr-	rouiagnétique	et	parauiaguétiqiic	et	a	porté	sur	les	domaines	magnétiques,	les	ondes	de	spins	et	les	parois	de	domaines	dans	les	aimants	ferromagnétiques	et	les	fcrroélcctiiqucs.	vowireze	Ses	travaux	sur	la
structure	îiiouodoniaiiie	de	petites	particules	ont	conduit	à	de	larges	applications	dans	l'enregistrement	magnétique,	le	géomagnétisme	et	le	biouiaguétisiue.	En	collaboration	avec	des	chercheurs	de	Berkeley,	il	a	mené	les	premiers	travaux	sur	la	résonance	cvclotrou	dans	les	semi-conducteurs.	Ces	travaux	ont	permis	de	comprendre	la	structure	de
bande	du	silicium,	du	germanium	et	de	l'anti-	înouiure	d'iudiiim	avec	leurs	niveaux	d'impuretés	respectifs.	Il	a	également	travaillé	à	l'interprétation	de	la	résonance	iiiagiiéto-plasma	dans	les	sciui-coiiductcurs	et	de	la	résonance	Alfvéu	dans	les	gouttes	électron-trou	du	germanium.	Dès	la	1"'	édition,	l'ouvrage	destiné	aux	étudiants	de	2''	ei	3r	cvclcs
universitaires	a	intégré	les	aspects	élémentaires	de	la	phvsiquc	du	solide.	I.a	7''	édition	a	la	même	vocation	pour	la	génération	actuelle	d'étudiants.	Traduction	autorisée	de	la	.septième	édition	de	l'ouvrage	publié	en	langue	anglaise	sous	le	titre-	:	ixrnoin	Timx	ro	soi.m	srxn-:	mrsics	par	(oliii	Wilev	&•	Sons,	Inc.	©1990,	by	John	Wilev	&	Sous,	lue.	©
Dunod.	kukusidebe	Parts,	1998	ISBN	2	10	003267	4	Préface	Cet	ouvrage	est	la	7e	édition	d'un	traité	de	base	en	physique	du	solide	et	en	science	des	matériaux.	
Il	est	destiné	aux	étudiants	de	2L"	et	31'	cycles	universitaires	ainsi	qu'aux	élèves-	ingénieurs.	Cette	édition	est	une	mise	à	jour	de	la	6e	édition.	Au	cours	de	ses	treize	réimpression;»	successives,	des	ajouts,	des	améliorations	et	des	corrections,	qu'il	était	temps	de	rassembler,	ont	été	effectuées	et	de	nouveaux	thèmes	ont	été	inclus.	Certaines	avancées
significatives	ont	été	ajoutées	ou	discutées	de	façon	plus	approfondie	notamment	dans	le	domaine	des	supraconducteurs	à	haute	température	;	des	résultats	de	microscopie	électronique	à	balavage	sont	exposés	et	la	partie	consacrée	aux	fibres	optiques	a	été	développée.	Parmi	les	nouveautés	de	la	présente	édition,	citons	les	nanostructures,	les
superréseaux,	les	niveaux	de	Bloch/Wannier.	l'effet	tunnel	Zener,	les	diodes	électroluminescentes	et	les	nouveaux	matériaux	magnétiques.	L'ensemble	de	ce	texte	a	été	revu	dans	le	but	de	conserver	un	nombre	de	pages	et	un	prix	raisonnables.	Le	niveau	théorique	du	contenu	n'a	pas	changé	;	on	discute	davantage	des	matériaux	usuels.	La	partie
consacrée	aux	ondes	-et	constantes	élastiques	qui	avait	été	supprimée	lors	de	la	41'	édition	est	réintégrée	ici	car,	comme	beaucoup	de	lecteurs	l'ont	signalé,	ce	sujet	n'est	pas	facile	d'accès	dans	d'autres	ouvrages.	La	partie	qui	traite	des	supraconducteurs	est,	quant	à	elle,	plus	développée	que	de	coutume	dans	les	ouvrages	de	ce	niveau.	cehiku	La
physique	de	l'état	solide	décrit	des	propriétés,	souvent	étonnantes	et	fort	utiles,	qui	résultent	de	la	distribution	des	électrons	dans	les	métaux,	les	senii-condncteurs	et	les	isolants.	J'explique-	tout	au	long	de	ce	livre,	comment	les	excitations	et	les	imperfections	des	solides	réels	peuvent	être	comprises	à	partir	de	modèles	simples	dont	la	puissance	et	la
portée	sont	désormais	solidement	établies.	Le	sujet	est	propice	à	l'interaction	entre	expérience,	application	et	théorie.	

La	physique	de	l'état	solide	décrit	des	propriétés	qui	résultent	de	la	distribution	des	électrons	dans	les	métaux,	les	semi-conducteurs	et	les	isolants.	Des	modèles	simples,	dont	la	puissance	et	la	portée	sont	désormais	solidement	établies,	expliquent	comment	les	excitations	et	les	imperfections	des	solides	réels	peuvent	être	comprises.	Le	sujet	est	tout
à	fait	propice	à	l'interaction	entre	expérience,	application	et	théorie.	Cette	7e	édition	dont	le	niveau	théorique	n'a	pas	changé,	comporte	de	nouveaux	thèmes	tels	que	les	nanostructures,	les	super-réseaux,	les	niveaux	de	Bloch/Wannier,	l'effet	tunnel	Zener,	les	diodes	électroluminescentes	et	les	nouveaux	matériaux	magnétiques.	Certaines	avancées
significatives	ont	été	ajoutées	ou	discutées	de	façon	plus	approfondie	notamment	dans	le	domaine	des	supraconducteurs	à	haute	température,	de	la	microscopie	électronique	à	balayage	et	des	fibres	optiques.	La	partie	consacrée	aux	ondes	et	constantes	élastiques	a	été	réintégrée	à	la	demande	de	nombreux	lecteurs.	Avec	ses	nombreux	problèmes,	ses
résumés,	ses	bibliographies,	ses	appendices,	ses	quelque	600	figures,	ce	manuel	de	référence	constitue	un	remarquable	outil	de	travail	pour	les	étudiants.	
Physique	du	solide	avancée	Petite	histoire	de	la	physique	Physique	des	tas	de	sable	Equations	de	la	Physique	Mathematique	Mecanique	Du	Solide	Applications	Industrielles	Spinoza	:	Une	physique	de	la	pensee	Charles	Kittel	2*	CYCLE	.	
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La	physique	de	l'état	solide	décrit	des	propriétés	qui	résultent	de	la	distribution	des	électrons	dans	les	métaux,	les	semi-conducteurs	et	les	isolants.	

Avec	ses	nombreux	problèmes,	ses	résumés,	ses	bibliographies,	ses	appendices,	ses	quelque	600	figures,	ce	manuel	de	référence	constitue	un	remarquable	outil	de	travail	pour	les	étudiants.	Physique	du	solide	avancée	Petite	histoire	de	la	physique	Physique	des	tas	de	sable	Equations	de	la	Physique	Mathematique	Mecanique	Du	Solide	Applications
Industrielles	Spinoza	:	Une	physique	de	la	pensee	Charles	Kittel	2*	CYCLE	.	ECOLES	D'INGENIEURS	Physique	de	l'état	solide	7e	édition	DUNOD	Physique	de	l'état	solide	Charles	Kittel	Professeur	émérite	à	l'Université	de	Berkeley	Traduit	par	Nathalie	Bardou	Docteur	es	sciences	physiques	Evelyne	Kolb	Maître	de	conférences	à	l'Université	Pierre-et-
Marie	Curie	(Paris	6)	T	édition	DUNOD	L'auteur	C.HAKi.hS	KlTTKt.	a	enseigné	la	plivsiqne	du	solide	à	Berkeley	de	1!)51	à	l'.l78.	Il	fut	auparavant	membre	du	groupe	de	physique	des	solides	des	laboratoires	Bell.	Après	des	études	au	M.I.T.	et	à	l'Université	de	Cambridge,	il	a	prépare	sa	thèse	de	doctorat	à	l'I'iiiversitc	du	Wiscousiii.	11	est	aujourd'hui
membre	de	l'Académie	des	Sciences	des	Etats-luis	et	de	l'Académie	américaine	des	Arts	et	des	Sciences.	Sa	recherche	eu	phvsiquc	des	solides	a	débuté	par	l'étude	des	résonances	ferromagnétique,	antifèr-	rouiagnétique	et	parauiaguétiqiic	et	a	porté	sur	les	domaines	magnétiques,	les	ondes	de	spins	et	les	parois	de	domaines	dans	les	aimants
ferromagnétiques	et	les	fcrroélcctiiqucs.	Ses	travaux	sur	la	structure	îiiouodoniaiiie	de	petites	particules	ont	conduit	à	de	larges	applications	dans	l'enregistrement	magnétique,	le	géomagnétisme	et	le	biouiaguétisiue.	En	collaboration	avec	des	chercheurs	de	Berkeley,	il	a	mené	les	premiers	travaux	sur	la	résonance	cvclotrou	dans	les	semi-
conducteurs.	Ces	travaux	ont	permis	de	comprendre	la	structure	de	bande	du	silicium,	du	germanium	et	de	l'anti-	înouiure	d'iudiiim	avec	leurs	niveaux	d'impuretés	respectifs.	Il	a	également	travaillé	à	l'interprétation	de	la	résonance	iiiagiiéto-plasma	dans	les	sciui-coiiductcurs	et	de	la	résonance	Alfvéu	dans	les	gouttes	électron-trou	du	germanium.	
Dès	la	1"'	édition,	l'ouvrage	destiné	aux	étudiants	de	2''	ei	3r	cvclcs	universitaires	a	intégré	les	aspects	élémentaires	de	la	phvsiquc	du	solide.	jamanasiwucu	I.a	7''	édition	a	la	même	vocation	pour	la	génération	actuelle	d'étudiants.	Traduction	autorisée	de	la	.septième	édition	de	l'ouvrage	publié	en	langue	anglaise	sous	le	titre-	:	ixrnoin	Timx	ro	soi.m
srxn-:	mrsics	par	(oliii	Wilev	&•	Sons,	Inc.	©1990,	by	John	Wilev	&	Sous,	lue.	©	Dunod.	Parts,	1998	ISBN	2	10	003267	4	Préface	Cet	ouvrage	est	la	7e	édition	d'un	traité	de	base	en	physique	du	solide	et	en	science	des	matériaux.	Il	est	destiné	aux	étudiants	de	2L"	et	31'	cycles	universitaires	ainsi	qu'aux	élèves-	ingénieurs.	Cette	édition	est	une	mise	à
jour	de	la	6e	édition.	Au	cours	de	ses	treize	réimpression;»	successives,	des	ajouts,	des	améliorations	et	des	corrections,	qu'il	était	temps	de	rassembler,	ont	été	effectuées	et	de	nouveaux	thèmes	ont	été	inclus.	Certaines	avancées	significatives	ont	été	ajoutées	ou	discutées	de	façon	plus	approfondie	notamment	dans	le	domaine	des	supraconducteurs	à
haute	température	;	des	résultats	de	microscopie	électronique	à	balavage	sont	exposés	et	la	partie	consacrée	aux	fibres	optiques	a	été	développée.	Parmi	les	nouveautés	de	la	présente	édition,	citons	les	nanostructures,	les	superréseaux,	les	niveaux	de	Bloch/Wannier.	l'effet	tunnel	Zener,	les	diodes	électroluminescentes	et	les	nouveaux	matériaux
magnétiques.	famuxuxudo	L'ensemble	de	ce	texte	a	été	revu	dans	le	but	de	conserver	un	nombre	de	pages	et	un	prix	raisonnables.	Le	niveau	théorique	du	contenu	n'a	pas	changé	;	on	discute	davantage	des	matériaux	usuels.	La	partie	consacrée	aux	ondes	-et	constantes	élastiques	qui	avait	été	supprimée	lors	de	la	41'	édition	est	réintégrée	ici	car,
comme	beaucoup	de	lecteurs	l'ont	signalé,	ce	sujet	n'est	pas	facile	d'accès	dans	d'autres	ouvrages.	La	partie	qui	traite	des	supraconducteurs	est,	quant	à	elle,	plus	développée	que	de	coutume	dans	les	ouvrages	de	ce	niveau.	La	physique	de	l'état	solide	décrit	des	propriétés,	souvent	étonnantes	et	fort	utiles,	qui	résultent	de	la	distribution	des	électrons
dans	les	métaux,	les	senii-condncteurs	et	les	isolants.	J'explique-	tout	au	long	de	ce	livre,	comment	les	excitations	et	les	imperfections	des	solides	réels	peuvent	être	comprises	à	partir	de	modèles	simples	dont	la	puissance	et	la	portée	sont	désormais	solidement	établies.	
Le	sujet	est	propice	à	l'interaction	entre	expérience,	application	et	théorie.	La	version	anglaise	et	ses	nombreuses	traductions	ont	apporté	à	plusieurs	générations	d'étudiants	une	image	claire	des	processus	phvsiques.	
De	plus,	ce	livre	plaît	aux	étudiants	car	il	leur	offre	la	possibilité	de	travailler	en	petits	groupes.	Les	enseignants	pourront	s'appuyer	sur	cet	ouvrage	pour	préparer	leur	propre	cours.	Cependant,	il	y	a	deux	manières	classiques	de	présenter,	sélectionner	et	ordonner	les	différents	thèmes.	Si	les	étudiants	disposent	de	bases	suffisantes	en	mécanique
quantique,	l'enseignant	pourra	aborder	la	théorie	quantique	de	l'électron	dans	les	solides	à	une	dimension	en	commençant	par	le	gaz	d'électrons	libres	du	chapitre	6	et	les	bandes	d'énergie	du	chapitre	7.	Il	est	préférable	de	traiter	le	réseau	réciproque	à	trois	dimensions	(chapitre	2)	avant	d'aborder	les	semi-conducteurs	(chapitre	8)	et	les	surfaces	de
Fermi	(chapitre	9).	Les	structures	cristallines,	les	liaisons	cristallines	et	les	phonons	pourront	être	considérés	comme	des	lectures	complémentaires.	Dans	une	approche	plus	progressive,	les	huit	premiers	chapitres	seront	étudiés	successivement	et	correspondent	au	programme	de	base	pour	un	semestre.	VI	Préface	Que	dire	de	la	mécanique
statistique	?	sapahode	Aborder	les	potentiels	chimiques	dans	un	cours	de	physique	constitue	toujours	une	difficulté	pédagogique.	Cette	barrière	intellectuelle	vient	de	l'absence	de	clarté	des	écrits	de	J.W.	Gibbs	qui	a	découvert	et	expliqué	le	phénomène	un	siècle	auparavant.	Herbert	Kroeiner	et	moi-même	avons	clarifié	la	physique	des	potentiels
chimiques	dans	les	premiers	chapitres	du	livre	que	nous	avons	rédigés	sur	la	phvsique	thermique.	Les	revues	approfondissent	largement	tous	les	sujets	traités	dans	ce	livre	ainsi	que	de	nombreux	autres	;	c'est	pourquoi,	en	toute	connaissance	de	cause,	je	ne	cite	que	les	articles	les	plus	représentatifs.	Il	ne	faut	pas	voir	dans	cette	sélection	un	manque
de	respect	à	ceux	qui	se	soni	lancés	les	premiers	sur	ces	sujets.	Les	notations	cristallographiques	sont	celles	couramment	utilisées	en	physique.	Les	équations	importantes	ont	été	écrites	dans	les	deux	systèmes	d'unités	SI	et	CGS	lorsqu'ils	différaient.	Font	exception	à	cette	règle,	les	légendes	des	figures,	les	résumés	de	chapitres	ainsi	que	les	longs
passages	du	texte	pour	lesquels	une	indication	unique	(substituer	1	à	c	ou	1	à	1=4	"o	dans	les	formules)	permet	de	passer	d'un	système	à	l'autre.	Les	tables	des	matières	de	plusieurs	chapitres	sont	assorties	de	remarques	sur	les	conventions	adoptées	pour	faciliter	l'utilisation	parallèle	des	deux	systèmes.	Il	est	apparu	utile	et	peu	contraignant
d'introduire	dans	ce	livre	les	deux	systèmes	d'unités.	Les	tableaux	sont	donnés	en	unités	conventionnelles.	Le	symbole	e	désigne	la	charge	du	proton	;	c'est	donc	une	quantité	positive.	tedapejexuhivu	
La	notation	[18]	indique	que	l'on	se	réfère	à	l'équation	numéro	18	du	chapitre	en	cours,	tandis	que	[3.18]	renvoie	à	l'équation	18	du	chapitre	3	;	les	figures	sont	repérées	de	la	même	manière.	Un	accent	circonflexe	ou	un	chapeau	sur	un	vecteur,	k	par	exemple,	indique	que	ce	vecteur	est	unitaire.	Peu	de	problèmes	sont	à	proprement	parler	faciles	;	la
plupart	ont	été	connus	afin	de	prolonger	le	thème	du	chapitre.	Cette	nouvelle	édition	doit	beaucoup	aux	conseils	du	Professeur	Steven	G.	Louie.	Je	suis	reconnaissant	à	P.	Allen,	M.	Beasley,	D.	Chemla,	T.-C.	Chiang,	M.L.	Cohen,	M.G.	Craford,	A.E.	Curzon,	D.	Eigler,	L.M.	Falicov,	R.B.	Frankel,	J.	jaxore	Friedel,	T.H.	Geballe,	D.M.	Ginsberg,	C.	Herring,
H.F.	Hess,	N.	Holonyak	Jr.,	M.	Jacob,	J.	Mamin,	P.	McEuen,	J.G.	Mullen,	J.C.	Phillips,	D.E.	Prober,	Marta	Puebla,	D.S.	Rokhsar,	L.	
Takacs,	Tingye	Li,	M.A.	Van	Hove,	E.R.	Weber,	R.M.	White,	J.P.	Wolfe	et	A.	Zettl	pour	les	corrections,	les	données	et	les	illustrations.	J'ai	une	dette	particulièrement	grande	envers	Clifford	Mills	de	l'équipe	de	Wiley	qui	a	supervisé	la	publication,	envers	Cathy	Donovan	pour	son	habilité	à	intégrer	les	ajouts	dans	les	treize	impressions	successives	et
envers	Suzanne	Ingrao,	de	Ingrao	Associates,	pour	ses	compétences	et	sa	compréhension	pendant	les	étapes	éditoriales.	
C.	KlTTEL	Notes	des	traductrices	La	présente	édition	a	bénéficié,	pour	un	certain	nombre	de	chapitres,	des	travaux	des	éditions	antérieures.	
Pour	cette	raison,	nous	tenons	particulièrement	à	remercier	les	traducteurs	des	éditions	précédentes,	notamment	Robert	Mècy	et	Michèle	Poumelleo,	qui	ont	assuré	la	traduction	de	la	5e	édition	sous	la	direction	de	Ci	aire	Ditas.	
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Littérature	Le	document	bibliographique	moderne	le	plus	valable	est	le	Srienlifir	citation	index.	Pour	trouver	des	références	et	des	valeurs	sur	des	sujets	précis,	consulter	l'index	des	formules	des	Chemical	abstrarts	et	l'index	des	sujets	des	Physirs	abstrarts	et	des	Solid	slate	abstrarls.	De	bonnes	bibliographies	accompagnent	souvent	les	articles	de
Reports	on	progress	in	physirs,	CrUical	reviews	in	solid	stale	sciences,	Solid	slate	physirs,	Sjmngrr	tracts	in	modem	physirs,	Revieivs	of	Modem	Physirs,	Soviet	Physics	(Uspckhi)	et	Advanres	in	physirs.	Les	Solid	stale	physirs	littérature	guidas	(Plénum)	sont	également	intéressants	à	consulter.	Chapitre	1	Structure	cristalline	RÉSEAUX	PÉRIODIQUES
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tétraédriques	22	2.	Indices	des	plans	22	3.	Structure	hc	22	Bibliographie	22	UNITÉS	:	1Â	=	1	angstrôm	=	H)-8	cm	=	0,1	nm	=	10"10	m.	*i—*l	M	N*	.	-■■<	III	II»	f	!;l	m»1	«il	''	r	-m	.'	-tL-lll	nîr	»	Jt	i	i	(b)	f-	W	Figure	1	Relation	entre	la	forme	extérieure	des	cristaux	et	la	forme	des	éléments	constitutifs.	Ces	éléments	sont	identiques	en	(a)	et	(b)	mais	des
faces	différentes	sont	engendrées,	(c)	Clivage	d'un	cristal	de	sel	gemme.	La	physique	de	l'état	solide	est	largement	consacrée	à	l'étude	des	cristaux	et	des	électrons	dans	ces	cristaux.	L'étude	de	l'état	solide	commença	an	début	de	ce	siècle,	après	la	découverte	de	la	diffraction	des	rayons	X	et	la	publication	d'une	série	de	calculs	et	de	prédictions
simples	mais	exactes	sur	les	propiiétés	cristallines.	Quand	un	cristal	croît	dans	un	milieu	invariant,	sa	forme	reste	inchangée	tout	au	long	de	la	croissance,	comme	si	des	éléments	constituants	identiques	étaient	ajoutés	de	façon	continue	au	cristal	(fïg.	1).	Ces	éléments	constituants	sont	des	atomes	on	des	groupes	d'atomes	:	un	cristal	est	un	réseau
périodique	tridimensionnel	d'atomes.	Ceci	était	déjà	connu	an	xviir"	siècle	quand	les	minéralogistes	découvrirent	que	les	directions	de	tontes	les	faces	d'un	cristal	pouvaient	êire	indexées	par	des	nombres	entiers.	
Seul	un	arrangement	de	paiiicnles	ideniiques	en	réseau	périodique	tridimensionnel	peut	expliquer	cette	loi	de	rationnalité	des	indices	'.	Le	8	juin	1912,	une	communication	intitulée	«	effets	d'interférences	des	rayons	de	Rokntgkn	»	fut	faite	à	l'Académie	bavaroise	des	sciences	de	Munich.	Dans	la	première	partie	de	cette	communication.	
Lait	développe	une	théorie	élémentaire	de	la	diffraction	des	rayons	X	par	un	réseau	périodique	d'atomes.	Dans	la	seconde	partie,	Frifdricii	et	KMPPiNt;	rapportent	les	premières	observations	expérimentales	de	diffraction	de	ravons	X	par	des	cristaux	2.	Ce	travail	prouva	définitivement	que	les	cristaux	sont	formés	d'un	réseau	périodique	d'atomes.
Partant	d'un	modèle	atomique	bien	établi,	les	physiciens	pouvaient	pousser	plus	loin	leurs	investigations.	Ces	études	ont,	depuis,	été	étendues	aux	solides	amorphes	ou	non	cristallins,	aux	verres	et	aux	liquides.	Ce	vaste	domaine,	connu	sous	le	nom	de	physique	de	la	matière	condensée,	est	aujourd'hui	l'un	des	plus	grands	et	probablement	l'un	des
plus	dvnamiques	parmi	les	domaines	de	la	phvsique.	RÉSEAUX	PÉRIODIQUES	D'ATOMES	Un	cristal	idéal	peut	être	constiuit	pai	une	répétition	régulière,	dans	tout	l'espace,	d'imités	structurales	identiques.	Dans	les	cristaux	les	plus	simples	connue	le	cuivre,	l'argent,	le	fer,	l'aluminium	et	les	alcalins,	l'unité	structurale	contient	un	seul	atome.	
Mais	la	plus	petite	unité	structurale	d'un	cristal	peut	également	être	constituée	d'un	grand	nombre	d'atomes	on	de	molécules.	On	décrit	la	stiucture	de	tous	les	cristaux	par	un	réseau	périodique	;	à	chaque	nœud	de	réseau	est	attaché	un	groupe	d'atomes.	Ce	groupe	est	appelé	la	base	;	elle	est	répétée	dans	l'espace	pour	former	le	cristal.	RJ.	I	l.u	Y,
t'wiî	d'iuir	t	henné	sur	ht	stria	titre	fies	iTi.v/rtli.v,	Pans,	I7H-4	;	Imite	de	rnstnllt^itij)hii\	Paris.	LSUI	2	Pour	des	comptes	rendus	des	premières	.innées	des	éludes	de	rrisi:uix	par	dilïrarliou	de	iavons	X.	voir	P.	P.	F.W.U.H,	éd.,	l'ifl-iyein.s	nfX-riiy	diffraction.	A.	Oosthock's	l'iigeversinij.,	L'irerlu,	I9IÎ2.	4	Physique	de	l'état	solide	Vecteurs	de	translation	et
réseau	Le	réseau	est	défini	par	trois	vecteurs	de	translation	fondamentaux	a,,	a2,	a3,	de	telle	manière	que	l'arrangement	atomique	soit	identique	autour	d'un	point	r	ou	autour	de	tout	point	:	r*	=	r	+	M,a,	+	w2a2	+	w3a3	[1]	où	m,,	u2,	M.i	sont	des	entiers	arbitraires.	L'ensemble	des	points	r'définis	par	[1]	pour	toutes	les	valeurs	des	entiers	U\,	u2,	k3,
définit	un	réseau.	Un	réseau	est	un	arrangement	périodique	régulier	de	points	dans	l'espace.	Un	réseau	est	une	abstraction	mathématique	:	la	structure	cristalline	n'est	formée	que	lorsque	l'on	attache	la	même	base	d'atomes	à	chaque	nœud	du	réseau.	La	relation	logique	est	la	suivante	;	réseau	+	base	=	structure	cristalline.	[2]	Le	réseau	et	les
vecteurs	de	transmission	a,,	a2,	a3,	sont	dits	primitifs	si	un	couple	quelconque	de	points	r,	r'	autours	desquels	l'arrangement	atomique	est	identique	satisfait	la	relation	[1]	pour	un	choix	convenable	des	entiers	it\,	u2,	K3.	Cette	définition	des	vecteurs	de	translation	primitifs	garantit	qu'il	n'y	a	pas	de	maille	de	plus	petit	volume	pouvant	servir	à
construire	la	structure.	Nous	utilisons	souvent	les	vecteurs	de	translation	primitifs	pour	définir	les	axes	cristallins,	bien	que	des	vecteurs	non	primitifs	puissent	cependant	être	utilisés	lorsqu'ils	sont	plus	simples.	Les	axes	cristallins	ai,	a2,	a3,	forment	les	trois	arêtes	adjacentes	d'un	parallélépipède.	Si	les	nœuds	du	réseau	sont	situés	uniquement	aux
sommets	du	parallélépipède,	ce	parallélépipède	est	le	pai	allélépipède	primitif	On	dit	que	l'on	effectue	une	translation	du	réseau	loisque	l'on	déplace	le	cristal	parallèlement	à	lui-même	par	un	vecteur	de	translation	du	cristal	:	T	=	t^a,	+	M2a2	+	M3a3	[3]	Deux	points	quelconques	du	réseau	sont	reliés	par	un	vecteur	de	ce	type.	Dans	la	description
d'une	structure	cristalline,	on	doit	toujours	répondre	à	trois	questions	importantes	:	Quel	est	le	réseau	?	Quels	axes	cristallins	a,,	a2,	a3,	voulons-nous	utiliser	pour	décrire	le	réseau	?	Quelle	est	la	base	?	Il	y	a	toujours	plus	d'un	réseau	possible	pour	une	structure	donnée	et	plus	d'un	système	d'axes	cristallins	possible	pour	un	réseau	donné.	Nous	ne
pouvons	pas	déterminer	la	base	avant	d'avoir	choisi	le	réseau	et	les	axes	que	nous	désirons	utiliser.	Quel	que	soit	le	choix	des	axes	cristallins,	si	la	base	a	été	correctement	déterminée	en	fonction	dr	ces	axes	on	obtient	les	mêmes	résultats	(ainsi	pour	les	diagrammes	de	diffraction	dr	rayons	X).	
Les	opérations	de	symétrie	laissent	la	structure	cristalline	invariante.	Elles	comprennent	les	opérations	de	translation	du	réseau	[3],	Il	peut	y	avoir	aussi	des	rotations	et	des	symétries	appelées	transformations	ponctuelles.	Autour	des	nœuds	du	réseau	ou	de	certains	points	d'un	parallélépipède	élémentaire,	il	peut	y	avoir	des	rotations	et	des	symétries
qui	laissent	la	structure	cristalline	invariante.	Enfin,	il	peut	y	avoir	des	transformations	composées,	formées	du	produit	de	translations	et	de	transformations	ponctuelles.	De	nombreux	manuels	de	cristallographie	se	consacrent	largement	à	la	description	des	opérations	de	symétrie.	La	structure	cristalline	de	la	figure	2	a	été	tracée	de	telle	manière	que
les	seules	opérations	de	symétrie	y	soient	des	translations.	La	structure	cristalline	de	la	figure	3	est	invariante	par	des	translations	et	des	symétries.	Structure	cristalline	S	Figure	2	Portion	d'un	cristal	d'une	molécule	de	protéine	imaginaire,	dans	un	monde	à	deux	dimensions	(nous	avons	choisi	une	molécule	de	protéine	pour	qu'elle	ait	peu	de	chance
d'avoir	une	symétrie	propre).	Le	paysage	atomique	dans	le	cristal	est	identique	pour	un	observateur	placé	en	r'	que	pour	un	observateur	placé	en	r	à	condition	que	le	vecteur	T	qui	relie	r'	à	r	puisse	être	exprimé	comme	un	multiple	entier	de	ai	et	de	a2.	Dans	la	figure	T	=	—ai	+	3a2.	Les	vecteurs	ai	et	a2	sont	des	vecteurs	de	translation	fondamentaux
du	réseau	à	deux	dimensions	Figure	3	Comparable	à	la	figure	2,	mais	les	molécules	de	protéine	sont	associés	par	paires.	Les	vecteurs	de	translation	du	cristal	sont	ai	et	az.	Une	rotation	de	n	radians	autour	de	chacun	des	points	marqués	x	transformera	le	cristal	en	lui-même.	
Il	en	est	ainsi	également	pour	les	points	équivalents	d'autres	mailles	mais	nous	avons	seulement	marqué	par	x	les	points	d'une	maille	particulière.	La	base	et	la	structure	cristalline	À	tous	les	nœuds	du	réseau,	on	attache	une	base	d'atomes	;	chacune	d'elles	doit	être	identique	en	composition,	orientation	et	position	des	atomes.	Une	structure
cristalline-	est	formée	de	l'addition	d'une	base	à	chaque	noeud	du	réseau,	comme	dans	la	figure	4.	Dans	les	figures	2	et	3	le	réseau	est	indiqué	par	des	points	;	clans	la	figure	4c	les	points	sont	supprimés.	Il	peut	y	avoir	seulement	un	atome	dans	la	base	comme	il	peut	y	avoir	plusieurs	atomes.	La	position	du	centre	de	l'atome	j	dans	la	base	est	repérée
par	:	r,	=	Xj	a,	+	y,	a2	+	zj	a,	[4]	par	rapport	à	un	point	du	réseau.	Nous	pouvons	nous	arranger	pour	que	0	^	xjt	)'j,	6	Physique	de	l'état	solide	(a)	Réseau	spatial	(b)	Base	contenant	deux	ions	différents	Figure	4	La	structure	cristalline	est	formée	de	l'addition	de	la	base	(b)	a	chaque	nœud	du	réseau	(a)	En	regardant	(c)	on	peut	reconnaître	la	base,	et
donc	construire	par	la	pensée	le	réseau	Les	positions	relatives	de	la	base	et	du	réseau	importent	peu.	(c)	Structure	cristalline	Maille	élémentaire	du	réseau	Le	parallélépipède	(fig.	5b)	défini	par	les	axes	primitifs	ai,a2,	a(	est	appelé	maille	primitive.	Une	maille	primitive	est	un	cas	particulier	de	maille,	ou	maille	élémentaire.	Une	maille	permet	de
remplir	tout	l'espace	si	on	lui	applique	les	opérations	de	translation	cristallines	convenables	;	une	maille	primitive	est	une	maille	de	volume	minimal.	Il	y	a	diverses	façons	de	choisir	les	axes	primitifs	et	la	maille	primitive	d'un	réseau	donné.	Pour	chacun	de	ces	choix,	le	nombre	d'atomes	contenus	dans	la	base	primitive	est	le	même.	Une	maille
primitive	ne	contient	qu'un	seul	nœud.	Si	la	maille	primitive	est	un	parallélépipède	avec	un	nœud	à	chacun	des	huits	sommets	du	parallélépipède,	chaque	sommet	est	commun	à	huit	mailles	:	8	x	—	=	1	.	8	Le	volume	d'une	maille	définie	par	les	axes	a^	a2,	a3,	est	:	Vc	=	|a,	■	a2	x	a3|.	[5]	la	base	associée	au	nœud	d'une	maille	primitive	peut	être
appelée	base	primitive.	Aucune	autre	base	ne	peut	contenir	moins	d'atomes.	Une	autre	façon	de	choisir	une	maille	de	volume	égal	à	V,.	est	montrée	sur	la	figure	6.	La	maille	ainsi	formée	est	connue	des	physiciens	sous	le	nom	de	maille	primitive	de	Wigner-Seitz.	Structure	cristalline	7	ai	i	(b)	(c)	Figure	5	(a)	Nœud	d'un	réseau	à	deux	dimensions.
Toutes	les	paires	de	vecteurs	a,	et	a2	sont	des	vecteurs	de	translation	du	réseau.	Mais	ai'"	et	a2'"	ne	sont	pas	des	vecteurs	de	translation	primitifs	car	on	ne	peut	former	le	vecteur	de1	translation	T	par	une	combinaison	linéaire	entière	de	a/"	et	a2'".	Toutes	les	autres	paires	de	ai	et	a2	qui	ont	été	dessinées,	peuvent	être	prises	comme	vecteurs
fondamentaux	du	réseau.	
Les	parallélogrammes	1,	2,	3,	ont	des	aires	égales	et	chacun	d'eux	peut	être	pris	comme	maille	élémentaire.	
Le	parallélogramme	4	a	une	aire	double	de	celle	d'une	maille	primitive.	(b)	Maille	élémentaire	d'un	réseau	à	trois	dimensions.	(c)	Supposons	que	ces	points	représentent	des	atomes	identiques	:	tracez	sur	la	figure	une	famille	de	nœuds	du	réseau,	un	choix	d'axes	primitifs,	une	maille	élémentaire,	et	la	base	(motif	atomique)	associée	à	un	nœud.	Figure
6	Une	maille	élémentaire	peut	être	obtenue	aussi	de	la	manière	suivante	:	(1)	on	trace	les	lignes	qui	relient	un	nœud	donné	à	tous	ses	voisins	:	(2)	on	trace	les	plans	médiateurs	de	ces	segments	(ou	les	médiatrices	dans	un	espace	à	deux	dimensions).	Le	plus	petit	volume	enclos	de	cette	façon	est	la	maille	élémentaire	de	Wigner-	Seitz.	Tout	l'espace
peut	être	rempli	par	ces	mailles,	de	la	même	façon	que	pour	les	mailles	de	la	figure	5.	\	'	/	/	/	TYPES	RETICULAIRES	FONDAMENTAUX	Les	réseaux	cristallins	sont	invariants	par	les	translations	T	ou	par	les	diverses	autres	opérations	de	symétrie.	Un	exemple	t)pique	est	la	rotation	autour	d'un	axe	passant	par	un	noeud	du	réseau.	On	peut	trouver	des
réseaux	qui	possèdent	des	axes	de	rotation	8	Physique	de	l'état	solide	d'ordre	un,	deux,	trois,	quatre	ou	six	qui	laissent	ces	réseaux	invariants,	ce	qui	correspond	à	des	rotations	de	2n,	2n/2,	2n/3,	2n/4,	2n/6	radians	ou	de	multiples	de	ces	angles	de	rotation.	Ces	axes	de	rotation	sont	désignés	par	les	symboles	1,	2,	3,	4	et	6.	On	ne	peut	pas	trouver	un
réseau	invariant	par	d'autres	rotations	que	celles	qui	viennent	d'être	citées	(ainsi,	par	exemple,	2n/l	radians	et	2n/5	radians	sont	exclues).	Une	molécule	unique	peut	avoir	une	symétrie	de	rotation	de	n'importe	quel	ordre,	mais	cela	n'est	pas	possible	pour	un	réseau	périodique	infini.	On	peut	bâtir	un	cristal	avec	des	molécules	possédant
individuellement	un	axe	de	rotation	d'ordre	5	mais	le	réseau	ne	pourra	pas	posséder	cet	axe	d'ordre	5.	La	figure	7	montre	ce	qui	se	passe	lorsqu'on	essaie	de	construire	un	réseau	périodique	d'ordre	5	:	il	est	impossible	de	rendre	jointifs	Figure	7	Un	axe	de	rotation	d'ordre	cinq	ne	peut	exister	dans	un	réseau,	car	il	n'est	pas	possible	de	remplir	l'espace
avec	un	pavage	continu	de	pentagones.	On	peut	cependant	remplir	l'espace	avec	deux	types	distincts	de	«	carreaux	de	pavage	»	ou	polygones	élémentaires.	Un	quasi-	cristal	est	une	assemblée	quasi	périodique	non	aléatoire	de	2	types	de	figures.	Les	quasi-cristaux	sont	exposés	à	la	fin	du	chapitre	2.	Figure	8	(a)	Un	plan	de	symétrie	parallèle	aux	faces
du	cube,	(b)	Un	plan	diagonal	de	symétrie	d'un	cube,	(c)	Les	trois	axes	quaternaires	d'un	cube,	(d)	Les	quatres	axes	ternaires	d'un	cube,	(e)	Les	six	axes	binaires	d'un	cube.	
tous	les	pentagones	;	ceci	prouve	que	les	symétries	d'ordre	5	ne	sont	pas	compatibles	avec	les	translations	du	réseau.	On	appelle	groupe	ponctuel	l'ensemble	des	opérations	de	symétrie	qui	laissent	le	réseau	invariant	lorsqu'on	les	applique	autour	d'un	nœud	du	réseau.	Les	rotations	possibles	ont	été	énumérées	précédemment.	Nous	pouvons	aussi
avoir	des	symétries	par	rapport	à	un	plan	passant	par	le	nœud,	notées	m.	La	symétrie	inverse	est	formée	d'une	rotation	de	n	et	d'une	symétrie	par	rapport	à	un	plan	perpendiculaire	à	l'axe	de	rotation	;	l'effet	résultant	est	de	transformer	:	r	en	—r.	Les	axes	et	plans	de	symétrie	d'un	cube	sont	donnés	à	la	figure	8.	Structure	cristalline	9	Systèmes
cristallins	à	deux	dimensions	On	peut	imaginer	nu	nombre	illimité	de	réseaux	possibles	car	les	longueurs	des	vecteurs	de	translation	ai,	a:	ou	l'angle

Nous	devons	imposer	des	conditions	sur	a,	et	a2	si	l'on	veut	que	le	réseau	possède	une	de	ces	symétries.	Elles	sont	au	nombre	de	quatre	et	chacune	conduit	à	ce	que	l'on	peut	appeler	un	système	cristallin	particulier.	Dans	un	espace	à	deux	dimensions,	il	y	a	donc	cinq	systèmes	réticulaires	différents,	le	système	oblique	et	les	quatre	systèmes
particuliers	présentés	figure	9.	Ces	différents	systèmes	sont	appelés	réseaux	de	Bravais	;	nous	dirons	qu'il	y	a	cinq	réseaux	de	Brauiis	à	deu\	dimensions.	Systèmes	cristallins	à	trois	dimensions	Dans	l'espace	à	trois	dimensions	il	y	a	quatorze	réseaux	de	Bravais	classés	dans	le	tableau	1.	Le	système	le	plus	général	est	le	réseau	tricliniqne,	les	treize
antres	réseaux	soin	particuliers.	Les	quatorze	types	de	réseaux	peuvent	être	groupés	en	sept	systèmes	(a)	Reseau	carre	|a,l	=	|a2|:V	=	W	(b)	Réseau	hexagonal	|a,|	=	|a2l;V=l20°	a2	'	a,	-	V>	•	1	Figure	9	(c)	Réseau	rectangulaire	|a,|*|a2|:,p	=	W	(d)	Réseau	rectangulaire	centre	les	axes	sont	traces	dans	le	cas	d'une	maille	élémentaire	et	d'une	maille
rectangulaire	pour	laquelle	10	Physique	de	l'état	solide	d'après	les	sept	types	conventionnels	de	mailles	:	triclinique,	monoclinique,	orthorhom-	bique,	tétragonal	*,	cubique,	trigonal	et	hexagonal.	La	distinction	entre	les	systèmes	se	fait	en	donnant	les	relations	axiales	qui	décrivent	la	maille.	Les	mailles	représentées	figure	10	sont	les	mailles
conventionnelles.	
Parmi	ces	mailles,	seule	la	maille	du	réseau	cubique	simple	est	primitive.	Une	maille	non	primitive	montre	parfois	mieux	les	relations	de	symétrie	du	cristal	que	la	maille	primitive.	es	ce	cfc	Figure	10	Les	réseaux	cubiques.	Les	mailles	figurées	sont	les	mailles	conventionnelles.	Dans	le	système	cubique	on	trouve	trois	réseaux	:	le	réseau	cubique	simple
(es),	le	réseau	cubique	centré	(ce)	et	le	réseau	cubique	à	faces	centrées	(cfc).	Les	caractéristiques	de	ces	trois	réseaux	cubiques	sont	résumées	dans	le	tableau	2.	La	maille	primitive	du	réseau	cubique	centré	est	dessinée	sur	la	figure	11	;	les	vecteurs	de	translation	fondamentaux	de	ce	réseau	sont	représentés	sur	la	figure	12.	Ceux	du	réseau	cubique
à	faces	centrées	sont	montrés	figure	13.	Une	maille	élémentaire	contient	seulement	un	noeud	alors	que	la	maille	cubique	conventionnelle	en	contient	deux	(dans	le	cas	du	ce)	ou	quatre	(dans	le	cas	du	cfc).	Les	positions	d'un	point	de	la	maille	sont	données	par	[4]	avec	les	coordonnées	atomiques	x,	y,	z,	l'origine	étant	prise	sur	un	sommet	de	la	maille	:
chaque	coordonnée	est	une	fraction	des	paramètres	a,	b,	c	de	la	maille.	Ainsi	les	coordonnées	du	centre	de	la	maille	sont	\~,	et	les	centres	des	faces	sont	~	0	;	011-101	Figure	11	Réseau	cubique	centré,	montrant	une	maille	élémentaire.	Celle-ci	est	un	rhomboèdre	de	côté	^y/ïa	et	d'angle	109	°	28'.	*	11	est	à	noler	que	le	terme	approprié	en	Français
est	plutôt	«	réseau	quadratique	'	Structure	cristalline	11	Tableau	1	Les	14	types	de	réseaux	tridimensionnels	Système	Tri	cl	inique	Monoclinique	Orthorhombique	Tétragonal	Cubique	Trigonal	Hexagonal	Nombre	de	reseaux	1	2	4	2	3	1	Symboles	des	réseaux	P	P.C	P,C,l,F	P,l	P	ou	es	/ou	ce	F	ou	cfc	R	Conditions	sur	les	axes	et	les	angles	des	mailles
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conventionnelles	a	=	y	=	90°	/	/S	a	^	b	^	c	a	=	/S	=	y	=	90°	a	=	b^tc	a	=	/S	=	y	=	90*	a	=	b	=	c	a	=	/3	=	y	=	90°	a	=	b	=	c	a	=	p	=	y	<	120*,/90	a	=	b	^	c	a	=	/3	=	90e"	y	=	120°	Tableau	2	Caractéristiques	des	réseaux	cubiques	'	cfc	Volume	de	la	maille	conventionnelle	Nombre	de	nœuds	par	maille	Volume	de	la	maille	élémentaire	Nombre	de	nœuds
par	unité	de	volume	Nombre	de	plus	proches	voisins	Distance	entre	plus	proches	voisins	Nombre	de	seconds	voisins	Distance	aux	seconds	voisins	Coefficient	de	remplissage	**	oJ	1	fl3	IV	6	a	12	2'/2o	ï"	=	0,524	oJ	2	i«3	2/o3	8	3'/2o/2	=	6	a	lny/3	=	0.680	:	0,866a	a'	4	1«3	4/a3	12	a/2'/2	6	a	>V2	=0,740	=	0,707	a	*	Des	tables	de	nombres	de	voisins	et	de
distances	dans	les	structures	es,	ce.	cfc,	lie	et	diamant	sont	données	p.	1037-1039	de	J.	HlRStiHFH.WR,	C.	F.	
Ci'Rlis	et	R.	B.	BlRIi.	Mohcular	theory	ofgases	and	liquids,	Wilev.	1964.	**	Le	coefficient	de	remplissage	est	la	fraction	maximale	du	volume	disponible	pouvant	être	occupée	par	des	sphères	dures.	12	Physique	de	l'état	solide	Figure	12	Vecteurs	de	translation	fondamentaux	du	réseau	cubique	centré	;	ces	vecteurs	relient	un	sommet	aux	centres	des
cubes	adjacents.	La	maille	élémentaire	est	obtenue	en	complétant	le	rhomboèdre.	Par	rapport	à	a	côté	du	cube,	les	vecteurs	de	translation	fondamentaux	sont:	a	.	.	.	ai	=	-(x	+	y-z);	a2	a.i	-(-x	+	y	+	z):	-(x-y	+	2)	Figure	13	Maille	élémentaire	rhomboédrique	d'un	cristal	cubique	à	faces	centrées.	Les	vecteurs	de	translation	fondamentaux	a,,	a2,	a?	relient
un	sommet	aux	centres	des	faces.	Ces	vecteurs	sont	:	a	/-	,	-*	ai	=	2L'axe	a,	a	la	direction	[100]	;	l'axe	—a2	a	la	direction	[010].	
Dans	les	cristaux	cubiques	la	direction	[hkl]	est	perpendiculaire	au	plan	(hkl)	ayant	les	mêmes	indices	mais	il	n'en	est,	en	général,	pas	de	même	pour	tout	autre	système	cristallin.	STRUCTURES	CRISTALLINES	SIMPLES	Nous	décrivons	ci-dessous	brièvement	quelques	structures	cristallines	simples	d'un	intérêt	général	;	nous	verrons	ainsi	les
structures	du	chlorure	de	sodium,	du	chlorure	de	césium,	la	structure	hexagonale	compacte,	et	les	structures	du	diamant	et	du	sulfure	de	zinc	cubique.	Structure	du	chlorure	de	sodium	La	structure	du	chlorure	de	sodium,	NaCl	est	illustrée	par	les	figures	17	et	18.	Le	réseau	de	Bravais	est	cubique	à	faces	centrées	;	la	base	comporte	un	atome	de	Na
et	un	atome	de	Cl	séparés	par	une	demi-diagonale	du	cube.	
On	retrouve	quatre	fois	cette	base	dans	chaque	cube	élémentaire,	les	atomes	ayant	les	positions	:	Cl	:000;	Il0;	\G\\	Oil.	Na	:	III;	OTJl;	Olfr,	^00.	
chaque	atome	est	entouré	de	six	atomes	de	l'autre	espèce.	
La	table	suivante	donne	quelques	exemples	de	cristaux	possédant	la	structure	de	NaCl.	La	valeur	o	du	côté	du	cube	est	donnée	en	angstrôins	1	A	=	10~8	cm	=	10~10	in	=	0.1	nm.	Cristal	a	Cristal	a	LiH	4,08	Â	AgBr	5,77	Â	MgO	4,20	PbS	5.92	MnO	4,43	KC1	6,29	NaCl	5,63	KBr	6,59	Structure	cristalline	15	r'	*s	Se	Figure	17	Nous	pouvons	construire	la
structure	du	cristal	de	chlorure	de	sodium	en	plaçant	les	ions	Na+	et	CI-	alternativement	sur	les	nœuds	d'un	réseau	cubique	simple.	Dans	ce	cristal,	chaque	ion	est	entouré	de	six	ions	de	signe	opposé.	Le	réseau	spatial	est	cfc	et	la	base	comprend	un	ion	CI-	en	000	et	un	ion	Na+	en	~	i	La	figure	montre	une	maille	cubique	conventionnelle.	Le	diamètre
des	ions	a	été	réduit	par	rapport	à	la	maille	afin	de	montrer	plus	clairement	l'arrangement	des	ions	dans	l'espace.	Figure	18	Modèle	du	chlorure	de	sodium	Les	ions	sodium	sont	plus	petits	que	les	ions	chlorure	(D'après	A.	N.	Holden	et	R	Singer,	Crystals	and	crystal	growing).	16	Physique	de	l'état	solide	La	figure	19	est	une	photographie	d'un	cristal	de
galène	(PbS)	provenant	de	Joplin,	Missouri.	Ces	spécimens	forment	de	magnifiques	cubes.	Figure	19	Cristaux	naturels	de	sulfure	de	plomb,	PbS,	qui	possède	la	structure	cristalline	de	NaCI	(photographie	de	B.	Burleson).	Structure	du	chlorure	de	césium	La	structure	du	chlorure	de	césium	est	représentée	sur	la	figure	20.	La	maille	primitive	contient
une	seule	molécule,	les	atomes	étant	placés	aux	positions	000	et	~\	du	réseau	cubique	simple.	Chaque	atome	est	le	centre	d'un	cube	d'atomes	de	l'espèce	opposée	et	le	nombre	de	coordination	est	donc	huit.	Le	tableau	suivant	donne	des	exemples	de	cristaux	ayant	la	structure	de	CsCl.	Cristal	Cristal	BeCu	2,70Â	AINi	2.88	CuZn(laiton	/5)	2,94	CuPd
2,99	AgMg	3,28	LiHg	NH4C1	TIBr	CsCl	TU	3,29	Â	3,87	3,97	4,11	4.20	Figure	20	Structure	cristalline	du	chlorure	de	césium.	Le	réseau	est	cubique	simple,	et	la	base	comporte	un	ion	Cs+	en	000	et	un	ion	CI-	en	555.	Structure	cristalline	17	Structure	hexagonale	compacte	Il	existe	deux	manières	(fig.	21)	d'empiler	des	sphères	identiques	en	un
arrangement	régulier	et	de	volume	interstitiel	minimal.	L'une	conduit	à	la	structure	cubique	à	faces	centrées	(cubique	compacte),	l'autre	à	une	symétrie	hexagonale	appelée	structure	hexagonale	compacte	(fig.	22).	
Le	taux	de	remplissage	de	la	maille	est	0,74	pour	chacune	de	ces	deux	structures	(cfc	et	hc).	Aucune	structure,	régulière	ou	non,	n'est	plus	dense.	•A	'A	'A	\4	'A	^	B	+	B	B	+	d	'C	'C	"C	"C	"C	•A	-A	M	'A	'A	'A	+	/>	+	B	+	B	-i	B	+	B	•C	'C	'C	'C	'C	•A	M	'A	mA	mA	M	Figure	21	Couche	compacte	de	sphères	dont	les	centres	sont	marqués	A.	Une	couche
identique	peut	être	superposée,	les	centres	étant	à	l'à-pic	des	B	(ou	des	points	O-	Si	la	deuxième	couche	est	en	position	fi,	il	y	a	deux	solutions	différentes	pour	la	troisième	couche.	
Elle	peut	être	placée	en	A	ou	en	C.	Si	elle	vient	en	A,	l'empilement	est	ABABAB...,	et	la	structure	est	hexagonale	compacte.	Si	la	troisième	couche	vient	en	C,	l'empilement	est	ABC	ABC	ABC...	et	la	structure	est	cubique	à	faces	centrées.	Figure	22	Structure	hexagonale	compacte.	
Les	positions	des	atomes	dans	cette	structure	ne	constituent	pas	un	réseau.	Le	réseau	est	hexagonal	simple	avec	une	base	formée	de	deux	atomes	identiques	associés	à	chaque	nœud.	Les	paramètres	de	maille	a	et	c	sont	indiqués,	a	est	dans	le	plan	de	base	et	c	est	le	module	du	vecteur	aj	de	la	figure	14.	Les	sphères	peuvent	être	disposées	en	couche
compacte	en	plaçant	chacune	d'elles	au	contact	de	six	autres.	Cette	couche	A	peut	être	aussi	bien	le	plan	basai	de	la	structure	hexagonale	compacte	que	le	plan	(111)	de	la	structure	cfc.	Une	second	couche	B,	identique	à	la	précédente,	est	empilée	sur	la	première	de	telle	manière	que	chaque	sphère	de	la	couche	B	soit	au	contact	de	trois	sphères	de	la
couche	inférieure	(fig.	21).	Une	troisième	couche	peut	être	ajoutée	de	deux	façons	:	dans	la	structure	cfc	les	sphères	de	la	troisième	couche	sont	à	l'aplomb	des	trous	de	la	première	couche	non	occupés	par	les	sphères	de	la	deuxième	couche	:	dans	la	structure	hexagonale,	les	sphères	de	la	troisième	couche	sont	à	l'aplomb	des	sphères	de	la	première
couche.	La	structure	hc	a	B	\	!	\	ri	i	18	Physique	de	l'état	solk	une	maille	primitive	hexagonale	;	la	base,	comme	le	montre	la	figure	23,	contient	deu	atomes.	La	maille	primitive	de	la	structure	cfc	(fig.	
13)	contient	un	atome.	Le	rapport	c/a	(ou	ciy/ai)	pour	un	empilement	hexagonal	compact	de	sphères	e	(f)1/2	—	1-633	(problème	3).	Par	convention,	on	continuera	à	appeler	«	hexagonau	compacts	»	des	cristaux	où	le	rapport	c/a	diffère	de	cette	valeur.	Le	nombre	de	coordination,	c'est-à-dire	le	nombre	de	plus	proches	voisins	est	12	pour	1<	deux
structures.	Si	l'énergie	de	liaison	ne	dépendait	que	du	nombre	des	liaisons	aux	pli	proches	voisins,	il	n'y	aurait	pas	de	différence	entre	les	énergies	des	deux	structures	ci	et	hc.	Exemples	de	structures	hexagonales	compactes	:	Cristal	He	Be	Mg	Ti	c/a	1,633	1,581	1,623	1.586	Cristal	Zn	Cd	Co	Y	Figure	23	La	maille	élémentaire	comprend	deux	côtés	a	=
b	séparés	par	un	angle	de	120	°.	L'axe	c	est	perpendiculaire	au	plan	de	a	et	b.	Pour	une	structure	hc	idéale,	c	=	1,633a.	
Les	deux	atomes	de	la	base	sont	en	noir	sur	la	figure.	L'un	a	pour	coordonnées,	000	,	l'autre	|ji	c'est-à-dire	à	l'extrémité	du	vecteur	r=	§a+±b+±c.	Structure	du	diamant	Le	réseau	du	diamant	est	cubique	à	faces	centrées.	Une	base	primitive	de	deux	atomt	identiques	placés	en	000	et	j	j^	est	associée	à	chaque	nœud,	comme	on	peut	le	voir	si	la	figure
24.	La	maille	élémentaire	conventionnelle	contient	huit	atomes.	Il	n'y	a	pas	d	moyen	de	choisir	une	maille	primitive	telle	que	la	base	du	diamant	ne	contienne	qu'u	atome.	La	liaison	de	type	tétraédrique	de	cette	structure	est	représentée	figure	25.	Chaqu	atome	a	quatre	plus	proches	voisins	et	douze	seconds	plus	proches	voisins.	Le	réseau	d	diamant
est	relativement	vide	;	la	proportion	maximale	de	l'espace	qui	puisse	être	ren	plie	par	des	sphères	dures	est	seulement	de	0,34	soit	environ	46	%	du	taux	de	rempli	sage	d'une	structure	compacte.	La	structure	du	diamant	résulte	des	liaisons	covalentt	directionnelles	que	l'on	trouve	dans	la	colonne	IV	du	tableau	périodique	des	élément	Le	carbone,	le
silicium,	le	germanium	et	l'étain	gris	cristallisent	dans	cette	structun	leurs	paramètres	cristallins	étant	respectivement	a	=	3,56	;	5,43	;	5,65	et	6,46	A.	a	e	ici	le	paramètre	de	la	maille	cubique	conventionnelle.	c/a	1,861	1,886	1,622	1,570	Cristal	Zr	Gd	Lu	c/a	1,594	1,592	1,586	Structure	cristalline	19	0	-	©	1	2	%	0	Figure	24	Positions	atomiques	dans
la	maille	cubique	du	diamant	en	projection	sur	une	face	;	les	fractions	indiquent	les	côtes	des	atomes	par	rapport	au	plan	de	base,	en	unités	d'arête.	
Les	points	en	0	et	sont	sur	le	réseau	cfc	;	ceux	en	|	et	7	sont	sur	l	2	un	**3	réseau	identique	déplacé	par	rapport	au	premier	d'un	quart	de	diagonale.	Quand	le	réseau	est	cfc,	la	base	est	formée	de	deux	atomes	identiques	en	000	et	j	|	j.	Figure	25	Structure	cristalline	du	diamant	montrant	les	liaisons	tétraédriques.	Structure	cubique	du	sulfure	de	zinc
La	structure	du	diamant	peut	être	vue	comme	deux	structures	cfc	décalées	l'une	par	rapport	à	l'autre	d'un	quart	de	diagonale	du	cube.	La	structure	du	sulfure	de	zinc	cubique	(blende)	est	obtenue	en	plaçant	les	atomes	de	Zn	sur	l'un	des	réseaux	cfc	et	les	atomes	de	S	sur	l'autre,	comme	le	montre	la	figure	26.	La	maille	conventionnelle	est	cubique.
Les	coordonnées	des	atomes	de	Zn	sont	000;	0^|	;	iOi	;	^0;	les	coordonnées	des	111	ll^ll^l^l	**-	*	*	*-	*	atomes	de	S	sont	j	j	-	;	4	5	j	;	4^4!	4^3-	Le	réseau	est	cfc	avec	quatre	molécules	de	ZnS	par	maille	conventionnelle.	Autour	de	chaque	atome,	on	trouve	quatre	atome.s	équidistants	de	l'espèce	opposée	disposés	aux	sommets	d'un	tétraèdre	régulier.
La	structure	du	diamant	a	un	centre	de	symétrie	inverse	au	milieu	du	segment	joignani	deux	plus	proches	voisins	3.	La	structure	de	ZnS	ne	possède	pas	cette	symétrie	inverse.	Exemples	de	corps	possédant	cette	structure	:	Cristal	CuF	SiC	CuCl	ZnS	A1P	Ga'	a	4,26	Â	4.35	5,41	5,41	5,45	5,45	Cristal	ZnSe	GaAs	AlAs	CdS	InSb	Agi	a	5.65Â	5,65	5,66	5,82
6.46	6,47	Figure	26	Structure	cristalline	du	sulfure	de	zinc	cubique.	
s	Dans	l'opération	d'inversion	chaque	point	r	est	transformé	en	—r.	Le	centre	d'un	tétraèdre	n'est	pas	un	centre	de	symétrie.	20	Physique	de	l'état	solide	VISUALISATION	DE	LA	STRUCTURE	ATOMIQUE	La	microscopie	électronique	en	transmission	a	permis	d'obtenir	directement	l'image	de	la	structure	cristalline.	C'est	peut-être	par	la	technique	STM
*	(Microscope	électronique	à	balayage	à	effet	tunnel)	que	les	plus	belles	images	ont	été	réalisées.	Le	STM	(chapitre	19)	exploite	la	variation	importante	du	courant	tunnel	en	fonction	de	la	hauteur	d'une	fine	pointe	de	métal	au-dessus	de	la	surface	du	cristal.	L'image	de	la	figure	27	est	issue	de	cette	technique	(voir	aussi	les	figures	12-19	et	19-21).	A
partir	d'un	STM,	on	a	pu	développer	une	méthode	qui	permet	d'assembler	un	à	un	les	atomes	pour	construire,	sur	un	substrat	cristallin,	une	couche	organisée	d'atomes	avec	des	structures	à	l'échelle	nanométrique	(voir	le	«	corral	électronique	»	de	la	fig.	19-21).	STRUCTURES	CRISTALLINES	NON	IDÉALES	Le	cristal	idéal	des	cristallographes
classiques	est	formé	par	la	répétition	périodique	dans	l'espace	d'éléments	identiques.	Mais	il	n'existe	pas	de	preuve	générale	du	fait	que	le	cristal	idéal	constitue	l'état	d'énergie	minimale	des	atomes	au	zéro	absolu.	Il	est	peu	probable	que	cela	soit	vrai	à	des	températures	finies	(voir	la	discussion	sur	les	défauts	des	réseaux	au	chapitre	18).	De	plus,	il
n'est	pas	toujours	possible	qu'une	structure	atteigne	son	état	d'équilibre	en	un	temps	raisonnable	(se	reporter	à	la	discussion	sur	les	verres	au	chapitre	17).	Il	existe,	dans	la	nature,	de	nombreuses	structures	régulières	qui	ne	sont	pas	entièrement	périodiques	(voir	les	quasi-cristaux	traités	à	la	fin	du	chapitre	2).	Nous	donnons	ici	quelques	exemples
qui	complètent	ceux	des	chapitres	précédemment	cités.	Figure	27	Image	prise	au	STM,	à	4	K,	des	atomes	de	la	surface	(111)	du	platine.	Les	plus	proches	voisins	sont	espacés	de	2,78,Â.	(Photo	de	D.M.	Eigler,	IBM).	*	STM	est	l'abréviation	anglaise	de	Scanning	Tunnelîng	Microscopy.	Structure	cristalline	21	Empilement	aléatoire	et	polytypisme	Les
structures	cfc	et	hc	sont	formées	tontes	les	deux	de	plans	denses	d'atomes	et	ne	diffèrent	que	dans	la	séquence	d'empilement	des	plans,	la	séquence	du	cfc	étant	ABCABC...	et	celle	du	hc	ABABAB...	on	connaît	également	des	structures	pour	lesquelles	la	séquence	d'empilement	des	plans	denses	est	aléatoire,	ainsi	ACBCABAC...	.	C'est	ce	que	l'on
appelle	l'empilement	aléatoire.	Sous	certains	aspects	on	peut	considérer	une	structure	à	empilement	aléatoire	comme	étant	cristalline	dans	deux	dimensions	et	amorphe	dans	la	troisième.	La	structure	d'un	verre	est	aléatoire	dans	les	trois	dimensions.	Le	polytypisme	est	caractérisé	par	une	séquence	d'empilement	à	période	élevée.	L'exemple	le	plus
classique	est	le	sulfure	de	^inc,	ZnS,	pour	lequel	150	polytypes	ont	pu	être	identifiés	avec	des	périodicités	pouvant	aller	jusqu'à	360	couches,	l'n	autre	exemple	est	le	carbure	de	silicium	qui	se	rencontre	sous	plus	de	45	séquences	connues	d'empilement	des	couches	hexagonales.	Le	polytype	de	SiC	connu	sous	le	nom	de	393	R	a	une	maille	primitive	de
dimensions	a	=	3,079	A	et	c	—	989,6	A.	La	maille	primitive	la	plus	longue	observée	pour	SiC	a	une	période	de	594	couches.	Le	mécanisme	qui	produit	un	ordre	cristallographique	à	si	longue	distance	n'est	pas	l'existence	de	forces	à	longue	distance,	mais	la	présence	de	marches	en	spirales	dues	aux	dislocations	dans	le	germe	de	croissance	(chap.	20).
DONNÉES	SUR	LES	STRUCTURES	CRISTALLINES	Dans	le	tableau	3	nous	indiquons	les	structures	et	les	paramètres	des	cristaux	les	plus	courants.	Les	valeurs	de	la	densité	et	de	la	concentration	atomique	sont	données	par	le	tableau	4.	De	nombreux	éléments	se	présentent	sous	plusieurs	formes	cristallines	et	se	transforment	de	l'une	en	l'autre
quand	la	température	varie.	Parfois	deux	structures	coexistent	à	la	même	température,	bien	que	l'une	soit	légèrement	plus	stable.	Le	lecteur	qui	chercherait	la	structure	cristalline	d'une	substance	doit	consulter	l'excellente	table	de	Wvckoff	(voir	bibliographie).	Struktiirberichi,	Structure	Reports,	et	les	journaux	Acta	CrystaJlogmphica	et	Zeitschrifl
fur	Kristallographiesont	également	des	références	utiles.	r-	RÉSUMÉ	1.	Un	réseau	est	un	ensemble	de	points	reliés	entre	eux	par	l'opérateur	de	translation	du	réseau	T	=	u^a\	+	u2&2	+	«3a3	où	«i.	«2.	lh	sont	des	entiers	et	a^	a2,	a,,	sont	appelés	les	axes	du	cristal.	2.	Pour	former	un	cristal,	attachons	à	chaque	nœud	du	réseau	une	base	identique	de
s	atomes	aux	positions	r,-	=	xj	a,	+	y-jSj	+	ZjB-i,	avec	j	=	1,2,...	,s.	Ici,	x,y,z,	peuvent	être	choisies	pour	prendre	des	valeurs	comprises	entre	0	et	1.	3.	Les	axes	ah	a2,	&i>	sont	appelés	primitifs	pour	le	volume	minimal	|ai	-	a3	x	a^l	de	maille	à	partir	de	laquelle	la	structure	cristalline	peut	être	bâtie	avec	un	opérateur	de	translation	T	et	une	base	à
chaque	nœud	du	réseau.	22	Physique	de	l'état	solide	PROBLÈMES	1.	Angles	entre	les	liaisons	tétraédriques	Les	angles	entre	les	liaisons	tétraédriques	du	diamant	sont	égaux	aux	angles	entre	les	diagonales	d'un	cube	comme	le	montre	la	figure	12.	Utiliser	des	formules	élémentaires	d'analyse	vectorielle	pour	déterminer	la	valeur	de	cet	angle.	2.
Indices	de	plans	Soient	les	plans	d'indices	(100)	et	(001)	;	le	réseau	est	cubique	à	faces	centrées	et	les	indices	se	rapportent	à	la	maille	cubique	conventionelle.	Quels	sont	les	indices	de	ces	plans	lorsque	l'on	se	référé	aux	axes	primitifs	de	la	figure	13	?	3.	Structure	hc	Montrer	que	le	rapport	c/a	d'une	structure	hexagonale	compacte	idéale	est	(^)'"	=
1,633.	Si	c/a	esl	nettement	plus	élevé	que	cette	valeur,	la	structure	cristalline	peul	être	considérée	comme	étant	formée	de	plans	compacts,	ces	plans	étant	eux-mêmes	éloignés	les	uns	des	autres.	BIBLIOGRAPHIE	Références	de	base	W.B.	Pearson,	Crystal	chemistry	and	physics	ofmetah	and	alloys,	Wiley,	1972.	H.D.	Megaw,	Crystal	structures	:	a
working	approach,	Saunders,	1973.	Cristallographie	MJ.	Bierc.f.r.	Introduction	to	crystal	geometry,	McGraw-Hill,	1971.	G.	Burns	and	A.	M.	Glaser,	Space	gruups	for	solid	statephysicists,	Académie,	1978.	F.C.	Phiij.ips,	An	introduction	to	crystallography,	4e	éd.,	Wiley,	1971.	Bien	pour	commencer.	H.	J.Jurf.tscke,	Crystal	physics	:	macroscopic	physics
ofanisotropic	solids,	Benjamin,	1974.	B.	K.	VAINSHTEIN,	Modem	crystallngraphby,	Springer,	1981.	J.	F.	NyE.	Phyxicalproperties	ofcrystals,	Oxford,	1985.	
Croissance	des	cristaux	W.G.	Pfann,	Zone	melting,	Krieger,	1978,	1966c.	A.W.	Vere,	Crystal	growth	:	principles	andprogress,	Plénum,	1987.	J.C.	Brice,	Crystal	growth	processes,	Halsted,	1986.	S.H.	Liu,	"	Fractals	and	their	application	in	condensed	matter	physics,"	Solid	state	physics,	39,	207,	1986.	Revues	:	Journal	of	Crystal	Growth,	inclut	les
proceedings	of	the	International	Conférences	on	Crystal	Growth.	Springer	Séries	:	Crystals-Growth,	Properties,	and	Applications.	
Tables	et	livres	de	référence	International	tables	for	x-ray	crystallography,	Kynoch	Press,	4	vol.,	Birmingham,	1952-1974.	J.F.	Nye,	Physical	properties	ofcrystals:	their	représentation	by	tensors	and	matrices.	Oxford,	1984.	P.	Villars	and	L.D.	Calvert,	Pearson	's	handbook	of	crystallographic	data	for	intermettallic	phases,	Amer.	Soc.	Metals,	3	vol.,	1985.
A.F.	Wells,	Structural	inorganic	chemistry,	5th	éd.,	Oxford	University	Press,	1990,	1984c.	W.G.	Wyckoff,	Crystal	structures,	2e	éd.,	Krieger,	1981.	H1	4K	ne	■?	75	I	6.12	Li	78K	Be	ce	hc	3,491	?	'7	I	3,59	Na	5K	ce	4,225	Fr	Mg	hc	3.21	5,21	K	5K	Ca	ce	cfc	5,225	5,58	Se	hc	3,31	Cs	5K	Ba	ce	ce	6,045	5,02	Tableau	3	Structure	cristalline	des	éléments	Les
valeurs	sont	données	à	la	température	ambiante	pour	les	formes	usuelles,	ou	à	la	température	indiquée	en	K.	Pour	plus	ample	information	consulter	Wyckoff,	Vol.	1,	chap	2.	Les	structures	notées	«complexes»	y	sont	décrites.	Mg	hc	3	21	5,21	Symbole	Structure	cristalline	Paramètre	a.	en	Â	Paramètre	c,	en	Â	B	rhomb.	Al	cfc	4,05	C	N	20K	diamant
cubique	3,567	■;	RR	(N2)	Si	diamant	5,430	Ti	hc	2,95	Rb	5K	ce	5,585	Sr	cfc	6,08	5	27	Y	hc	3.65	4	68	Zr	hc	3.23	V	ce	3,03	Nb	ce	3,30	Cr	ce	2,88	Mo	ce	3,15	5,73	5	15	Mn	cubique	compl.	Te	hc	2.74	4.40	Fe	ce	2.87	Co	hc	?	^1	I	4	07	Ni	cfc	3.52	Cu	cfc	3,61	Ru	hc	2.71	Rh	cfc	3,80	Pd	cfc	3,89	Ag	cfc	4,09	La	hex.	3,77	fldAlj	Hf	hc	3,19	5,0b	Ta	ce	3,30	w	ce
3,16	Re	ne	2,76	rp;	|	4,95	Cd	hc	2.98	5,62	Os	hc	2.74	t.32	Ir	cfc	3,84	Pt	cfc	3,92	Au	cfc	4.08	Hg	rhomb.	In	tetr.	3.25	4,95	TI	hc	3,46	5	52	Ra	I	Ac	cfc	!	5,31	\	P	compl.	O	compl.	(On)	s	compl.	Cl	compl.	(CI-)	Sn(«)	diamant	6,49	Sb	rhomb.	
Te	hex.	chaînes	compl.	(I)	He42K	hc	3,57	ù.HJ	Ne	4K	cfc	4,46	Ar	4K	cfc	5,31	Ga	compl.	Ge	diamant	5,658	As	rhomb.	Se	hex.	chaînes	Br	compl.	(Br-)	)	Kr	4K	cfc	5,64	Pb	cfc	4,95	Bi	rhomb.	
Po	cub.	sim.	3,34	At	—	Xe	4K	cfc	6,13	Rn	Ce	cfc	5,16	Th	cfc	5,08	Pr	hex.	3	67	ABAC	Nd	hex.	3.66	Pm	-	Sm	compl.	Eu	ce	4,58	Gd	hc	3	63	Tb	hc	3.60	Dy	hc	3.59	Ho	hc	3.58	Er	hc	3.56	7J_	-L	A	Pa	tétr.	3.92	U	compl.	Np	compl.	Pu	compl.	Am	hex.	3,64	5,78	Cm	5,70	Bk	—	5,65	Cf	—	5,62	Es	5,59	Fm	—	24	Physique	de	l'état	solide	*:	o>	X	m	o	CSJ	o	H	m	i--
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Chaîne	biatomique	49	Bibliographie	49	10	•u	c	o	=0	3	c	o	J	1,0	0,5	0,1	-—"^	^*»	-'	Photorl	X	1	^	rSt	Électror	S	"Vw^	vHJit	IS^i"	(i*	Figure	1	Longueur	d'onde	en	fonction	de	l'énergie	des	particules	:	photons,	neutrons	et	électrons.	5	10	Énergie	du	photon,	keV	Énergie	du	neutron,	0,01	eV	Énergie	de	l'électron,	100	eV	50	100	Figure	2	Démonstration
de	l'équation	de	Bragg	2d	sinô	=	nk	;	d	est	l'intervalle	entre	deux	plans	d'atomes	parallèles	et	2nn	est	la	différence	de	phases	entre	les	réflexions	de	deux	plans	successifs.	Les	plans	réfléchissants	n'ont	rien	à	voir	avec	les	plans	des	faces	de	l'échantillon.	6	6	5	<""dsin0	DIFFRACTION	D'UNE	ONDE	PAR	UN	CRISTAL	Loi	de	Bragg	On	étudie	la
structure	cristalline	par	la	diffraction	des	photons,	des	neutrons	et	des	électrons	(fig.	
1).	La	diffraction	dépend	de	la	structure	cristalline	et	de	la	longueur	d'onde	de	la	radiation.	Aux	longueurs	d'onde	optiques,	de	l'ordre	de	5	000	A,	la	superposition	des	ondes	diffusées	élastiquement	par	les	atomes	individuels	d'un	cristal	produit	la	réfraction	optique	classique.	Mais	lorsque	la	longueur	d'onde	de	la	radiation	est	comparable	ou	inférieure
au	paramètre	du	réseau,	on	peut	trouver	plusieurs	faisceaux	diffrac-	tés	dans	des	directions	tout	à	fait	différentes	de	celle	du	faisceau	incident.	William	Lawrence	Bragg	proposa	une	explication	simple	des	angles	observés	pour	les	faisceaux	diffractés	par	un	cristal	'.	Supposons	que	les	plans	parallèles	d'atomes	réfléchissent	spéculairement	les	ondes
incidentes,	chaque	plan	réfléchissant	seulement	une	petite	fraction	du	rayonnement,	comme	un	miroir	légèrement	argenté2.	On	n'obtient	de	rayons	diffractés	que	lorsque	les	rayons	réfléchis	par	les	plans	parallèles	interfèrent	de	façon	additive,	comme	sur	la	figure	2.	Nous	considérons	une	diffusion	élastique,	c'est-à-	dire	que	l'énergie	du	photon	X
n'est	pas	modifiée	lors	de	la	réflexion.	La	diffusion	inélastique,	qui	s'accompagne	de	l'excitation	d'ondes	élastiques	dans	le	cristal,	est	présentée	en	appendice	A.	Soit	une	série	de	plans	réticulaires	parallèles	équidistants,	de	distance	interréticulaire	d.	Le	rayon	incident	est	situé	dans	le	plan	de	la	figure.	La	différence	de	marche	entre	les	rayons
réfléchis	par	deux	plans	consécutifs	est	2d	sin#,	où	6	est	mesuré	à	partir	du	plan.	Une	interférence	additive	apparaît	quand	la	différence	de	marche	est	un	multiple	entier	n	de	la	longueur	d'onde	A.,	soit	:	2dsÀti6=nk	[1]	C'est	la	loi	de	Bragg.	La	réflexion	de	Bragg	nécessite	des	longueurs	A.	^	1d.	Ceci	explique	pourquoi	on	ne	peut	utiliser	la	lumière
visible.	Si	l'on	suppose	que	chaque	plan	agit	comme	un	miroir,	il	n'y	a	que	pour	quelques	valeurs	de	6	que	les	réflexions	par	tons	les	plans	parallèles	s'ajoutent	pour	donner	un	faisceau	réfléchi	intense.	Bien	sûr,	si	chaque	plan	était	parfaitement	réfléchissant,	seul	le	premier	plan	d'un	ensemble	de	plans	parallèles	verrait	la	radiation	et	toute	longueur
d'onde	pourrait	être	réfléchie.	Mais	chaque	plan	réfléchit	I0_l	à	10-3	pour	cent	de	la	La	démonstration	de	Bragg	est	simple	niais	ne	comainc	que	parce	qu'elle	reproduit	le	bon	résultat.	Pour	une	telle	réflexion,	l'angle	d'incidence	est	égal	à	l'angle	de	réflexion.	28	Physique	de	l'état	solide	radiation	incidente.	Ce	sont	donc	103	à	105	plans	qui	peuvent
contribuer	à	la	formation	du	faisceau	de	Bragg	réfléchi	sur	un	cristal	parfait.	La	réflexion	par	un	simple	plan	d'atomes	est	traitée	au	chapitre	19	en	physique	des	surfaces.	
La	loi	de	Bragg	est	une	conséquence	de	la	périodicité	du	réseau.	La	loi	ne	tient	pas	compte	de	l'arrangement	des	atonies	associés	à	un	nœud.	La	composition	de	la	base	détermine	l'intensité	relative	des	différents	ordres	n	de	la	diffraction	par	une	famille	de	plans	parallèles	donnée.	Des	résultats	expérimentaux	de	réflexion	de	Bragg	sur	des
monocristaux,	obtenus	par	rotation	de	l'échantillon	autour	d'un	axe	fixe,	sont	proposés	en	figures	3	et	4.	Faisceau	incident	-	provenant	du	tube	de	rayons	X	ou	du	réacteur	Cristal	monochromateur	OJ	-i	c	E	trt	t—	o.	3	4000	3	000	2	000	000	Intensité	du	-faisceau	principal,	180	000cpm	I	Réflexion	(220)	|A	=	1,16	Â	Réflexion	(220)|	A	=	0,58	Â	0°	10°
Faisceau	réfléchi	par	le	monochromateur	20°	30°	Angle	de	Bragg	6	(440)	A=	1,16Â	:	Vers	l'échantillon	cristallin	placé	sur	un	cercle	goniométrique	-Partie	non	déviée	du	faisceau	principal	Figure	3	Schéma	d'un	monochromateur	qui	sélectionne	une	bande	étroite	de	longueurs	d'onde	de	rayons	X	ou	de	neutrons	par	réflexion	de	Bragg	d'un	faisceau
incident	dont	le	spectre	est	continu.	La	partie	supérieure	de	la	figure	montre	l'analyse	(obtenue	par	réflexion	sur	un	deuxième	cristal)	d'un	faisceau	de	neutrons	réfléchis	par	un	monochromateur	de	fluorure	de	calcium	monocristallin,	sélectionnant	la	longueur	d'onde	1,16	A.	Le	faisceau	principal	est	celui	qui	n'est	pas	réfléchi	par	le	second	cristal
(d'après	G.	Bacon).	S	«T>	lit	'■L	■**	r	-	■mjf	'	-	•	-	■	hj+	Il	^-	■	"""iSSI	-2J*	—=?	'3	*4	—	tz°	*H>	^:	4'	10-10-50-40-90-60-70-80-90-.,,,	I0O-	110*	KO"	190-	140-	,60-	MO-	I70*	l#0-	Figure	4	Enregistrement	par	comptage	des	faisceaux	diffractés	obtenu	par	un	diffractomètre	à	rayons	X	sur	une	poudre	de	silicium	(W.	Parrish,	Philips	Electronic
Instruments).	Réseau	réciproque	29	CALCUL	DE	L'AMPLITUDE	DE	L'ONDE	DIFFUSÉE	La	démonstration	de	Bragg	de	la	condition	de	diffraction	[1]	établit,	de	façon	claire	et	élégante,	la	condition	d'interférence	consinictive	pour	les	ondes	diffusées	par	des	charges	ponctuelles	placées	aux	noeuds	du	réseau.	Mais	si	nous	nous	intéressons	à	l'intensité
de	l'onde	diffusée	par	une	distribution	spatiale	d'électrons	dans	chaque	maille,	nous	devons	effectuer	une	analyse	plus	détaillée.	Nous	avons	vu	dans	l'équation	[1.3]	qu'un	cristal	est	invariant	par	tonte	translation	de	la	forme	T	=	«|a,	+	i/ia2	+	M(a,,	où	m,,	u2,	m.i	sont	des	entiers	et	a,,	a2,	a,,	les	axes	du	cristal.	Toute	propriété	physique	du	cristal	est
invariante	par	T.	La	concentration	de	charges,	la	densité	électronique,	la	densité	de	moment	magnétique,	soni	invariants	par	toute	translation.	
Analyse	de	Fourier	Ce	qui	est	le	plus	important	pour	nous	ici,	est	que	la	densité	électronique	n(r)	est	une	fonction	périodique	de	r	avec	les	périodes	a,.	a2.	
a,	clans	les	directions	des	trois	axes	du	cristal	:	nous	en	déduisons	n(r	+	T)=n(r).	[2]	Une	telle	périodicité	est	une	situation	idéale	pour	l'analyse	de	Fourier.	La	plupart	des	propriétés	d'un	cristal	peuvent	être	reliées	aux	composantes	de	Fourier	de	la	densité	électronique.	Nous	commencerons	par	étudier	une	fonction	n(.v)	à	une	dimension,	de	période
a.	Nous	développons	n(x)	en	une	série	de	Fourier	en	cosinus	et	sinus	:	n(x)	=	n„	+	^2	\Çp	cos(2npx/a)	+	Sp	sin(2npx/a)],	[3]	où	les	p	sont	des	entiers	positifs	et	Cp,	Sp	des	constantes	réelles,	appelées	les	coefficients	de	Fourier	du	développement.	Le	facteur	2n/a	dans	l'argument	réalise	la	condition	:	n(x)	est	de	période	a	:	n(x	+	a)	=	nu	+	>_^	\CP
cos(2npx/a	+	2np)	+	Sp	sm(2npx/a	+	2np)]	[4]	=	"d	+	2_,	\Çp	cos(2npx/a)	+	Sp	sin(2npx/a)]	=	n(x).	Nous	dirons	que	2np/a	est	un	point	du	réseau	réciproque,	ou	espace	de	Fourier,	du	cristal.	A	une	dimension	ces	points	sont	situés	sur	une	droite.	
Les	points	du	réseau	réciproque	nous	donnent	les	termes	figurant	dans	les	séries	de	Fourier	[4]	ou	[5].	Un	terme	y	figurera	s'il	est	compatible	avec	la	périodicité	du	cristal,	comme	dans	la	figure	5	;	les	autres	points	du	réseau	réciproque	ne	figurent	pas	dans	le	développement	en	série	de	Fourier	d'une	fonction	périodique.	11	est	plus	pratique	d'écrire
les	séries	[4]	sous	la	forme	compacte	:	n(x)	=	'%2nl,ë[2n'""'	[5]	p	où	la	sommation	est	étendue	à	tous	les	entiers	p	:	positifs,	négatifs	et	nuls.	Les	coefficients	np	sont	maintenant	des	nombres	complexes.	Pour	que	n(x)	soit	une	fonction	réelle,	il	faut	que	:	n*_p	=	np.	[6]	I	30	Physique	de	l'état	solide	n(x)	T	a	a	a	a	Figure	5	Une	fonction	périodique	n(x)	de
période	a.	et	les	termes	2np/a	qui	peuvent	apparaître	dans	la	transformée	de	Fourier	v^	n(x)	=	/,np	exp(i2jr£>jt/a).	Les	valeurs	des	termes	np	n'ont	pas	été	portées	sur	le	schéma.	Avec	cette	condition,	la	somme	des	termes	en	p	et	—	p	est	réelle.	L'astérisque	indique	que	n*_	est	le	complexe	conjugué	de	ri-p.	En	posant	(p	=	2npx/a,	la	somme	s'écrit	:
np(cos

—	i	sinç>)	=	(np	+	n_p)cos

,	[7]	ce	qui	est	en	fait	égal	à	la	fonction	réelle	:	2	Re{n/;}cos^	+	2	\m{nlt)s\tiip,	[8]	si	[6]	est	satisfaite,	Re{np)}	et	Imjn,,)}	sont	les	parties	réelle	et	imaginaire	de	np.	Ainsi	n(x)	est,	comme	on	le	souhaite,	une	fonction	réelle.	L'extension	de	l'analyse	de	Fourier	à	des	fonctions	périodiques	de	dimension	trois	n'est	guère	compliquée.	Nous	devons	trouver
une	famille	de	vecteurs	G	tels	que	:	n(r)	=	^nGeiGr	[9]	G	soit	invariant	par	toute	translation	de	réseau	T	qui	laisse	le	cristal	invariant.	Nous	prouvons	alors	que	l'amplitude	de	la	diffusion	élastique	de	rayons	X	par	une	structure	cristalline	est	déterminée	par	la	valeur	des	coefficients	de	Fourier	nG	de	la	densité	électronique.	Inversion	d'une	série	de
Fourier	Montrons	maintenant	que	les	coefficients	np	d'une	série	de	Fourier	[5]	sont	donnés	par	:	[10]	En	substituant	[5]	dans	[10],	on	obtient	np=a	'	/	dx	n(jr)exp(—Ylnpx/a)	Jo	0],	on	obtient	:	np—a~i2_.np'	I	^	exp['27r(p'	—	p)x/a]	[11]	p	Si	p'	7^	p,	la	valeur	de	l'intégrale	est	:	°	(eiW-P>	_	i)	=	o	i2n(p'	-	p)	Réseau	réciproque	31	car	p'	—	p	est	un	entier	et
exp[i27r(entier)]	=	1.	Pour	le	terme	p	=	p,	on	a	exp(iO)	=	1,	et	la	valeur	de	l'intégrale	est	a,	de	sorte	que	np	=a~'npa	=	np	qui	est	une	relation	d'identité.	[10]	est	donc	une	relation	d'identité.	De	façon	similaire,	l'inversion	de	l'équation	[9]	donne	:	nG	=	V"1	f	dV	M(r)exp(-iG	-	r)	[12]	«/maille	où	Vc	est	le	volume	de	la	maille	du	cristal.	Vecteurs	du	réseau
réciproque	Afin	d'aller	plus	loin	dans	l'analyse	de	Fourier	de	la	densité	électronique,	nous	devons	trouver	les	vecteurs	G	de	la	somme	de	Fourier	}	rtGexp(iG	■	r)	de	l'équation	[9].	Il	existe	dans	ce	but	une	méthode	puissante,	niais	quelque	peu	abstraite.	Cette	méthode	constitue	la	base	théorique	d'une	grande	partie	de	la	physique	de	l'état	solide,
lorsqu'elle	fait	intervenir	l'analyse	de	Fourier.	Construisons	les	axes	b],	b2,	b3	du	réseau	réciproque	:	b,	=	2n	-^1^,	hl	=	2n	_*2^L-,	bj	=	2n	*■	*	a*	[13]	a,	-	a2	x	a3	a,	■	a2	x	a3	ai	•	a2	x	a,	-^-,-	-"	■	i	-	'	Le	facteur	In	n'est	pas	utilisé	par	les	cristallographes	mais	il	est	pratique	en	physique	du	solide.	Si	a^	a2,	a.3	sont	les	vecteurs	primitifs	du	réseau
cristallin,	b],	b2,	b3	sont	alors	les	vecteurs	primitifs	du	réseau	réciproque.	Chaque	vecteur	[13]	est	orthogonal	à	deux	vecteurs	fondamentaux	du	reseau	cristallin,	bi,	b2,	bj	ont	donc	les	propriétés	suivantes	:	>	b;	aj=2jT5ij	[14]	où	ôjj	=	1	si	/'	=	j	et	6jj	=	0	si	/	^	j.	N'importe	quel	choix	d'un	ensemble	de	vecteurs	fondamentaux	a,,	a;,	B$	d'un	réseau
cristallin	donné	conduit	au	même	ensemble	de	nœuds	du	réseau	réciproque	0	=	1^	+	1^2	+	1^)3	[15]	■m	où	ii,,	i>>,	Vj	sont	des	entiers.	Tout	vecteur	G	de	cette	forme	est	appelé	vecteur	du	réseau	réciproque.	A	toute	structure	cristalline	sont	associés	deux	réseaux	:	le	réseau	cristallin	et	le	réseau	réciproque.	Une	figure	de	diffraction	d'un	cristal	est
une	carte	du	réseau	réciproque	du	cristal	;	au	contraire	une	image	au	microscope	électronique	est	une	carte	de	la	structure	cristalline	réelle.	Les	deux	réseaux	sont	reliés	par	les	définitions	[13].	Quand	nous	faisons	subir	une	rotation	au	cristal,	nous	faisons	subir	la	même	rotation	au	réseau	direct	et	au	réseau	réciproque.	Les	vecteurs	du	réseau
cristallin	ont	les	dimensions	d'une	[longueur]	;	les	vecteurs	du	réseau	réciproque	ont	les	dimensions	d'une	[longueur]-1.	Le	réseau	cristallin	est	un	32	Physique	de	l'état	solide	réseau	de	l'espace	réel	ou	ordinaire	;	le	réseau	réciproque	est	un	réseau	de	l'espace	de	Fourier	associé.	Le	terme	«espace	de	Fourier»	est	justifié	ci-dessous.	Les	vecteurs	d'onde
sont	toujours	tracés	dans	l'espace	de	Fourier.	Chaque	point	de	l'espace	de	Fourier	a	une	signification,	mais	les	nœuds	du	réseau	réciproque	définis	par	la	famille	G	sont	particulièrement	importants.	Les	vecteurs	G	dans	les	séries	de	Fourier	[9]	sont	les	vecteurs	du	réseau	réciproque,	et	donc	le	développement	en	série	de	Fourier	de	la	densité
électronique	a	bien	l'invariance	désirée	par	toute	translation	cristalline.	T	=	M,ai	+	M2a2	+	M3a3	D'après	[9]	on	a	:	n(r	+	T)	=	^2	«CeiG	reiGT.	
[16]	G	Pour	montrer	que	exp[iG	•	T]	=	1,	nous	formons	:	exp[iG	•	T]	=	exp[i(i>|b,	+	ibb2	+	n3b3)	•	(w,a,	+	u2a2	+	M3a3)]	=	exp[i27r(i>|M|	+	v2u2	+	U3M3)]	L'argument	de	l'exponentielle	a	la	forme	2ni	multiplié	par	un	entier,	puisque	(i>iKi	+	v2u2	+	fjMj)	est	la	somme	de	produits	d'entiers	et	est,	de	ce	fait,	un	entier.	D'où	exp[iG	•	T]	=	1,	et	il
s'ensuit	que	n(r	+	T)	=	VjnGexp[iG	•	r]	=	n(r).	
Ceci	complète	la	preuve	que	l'analyse	de	Fourier	d'une	fonction	périodique	d'un	réseau	cristallin	ne	contient	que	des	termes	«Gexp(iG	■	r)	où	les	G	sont	des	vecteurs	de	réseau	réciproque	définis	par	[15].	Conditions	de	diffraction	Théorème.	-	L'ensemble	des	vecteurs	G	du	réseau	réciproque	détermine	les	réflexions	de	rayons	X	possibles.	On	peut	voir
à	la	figure	6	que	la	différence	de	facteurs	de	phase	entre	les	rayons	diffusés	par	des	volumes	élémentaires	situés	à	l'origine	et	en	r	est	égale	à	exp[i(k	—	k')	•	r].	Les	vecteurs	d'onde	du	rayon	incident	et	du	rayon	émergent	sont	k	et	k'.	L'amplitude	de	l'onde	diffusée	par	un	élément	de	volume	est	proportionnelle	à	la	densité	électronique	locale.
L'amplitude	totale	de	l'onde	diffusée	dans	la	direction	k'	est	proportionnelle	à	l'intégrale	étendue	à	tout	le	cristal	de	la	quantité	n(r)dV	multipliée	par	le	facteur	de	phase	exp[(i(k	—	k')	•	r].	En	d'autres	termes,	l'amplitude	du	vecteur	champ	électrique	ou	magnétique	d'une	onde	électromagnétique	diffusée	est	proportionnelle	à	l'intégrale	suivante	:	F	=	/
dV«(r)	exp[i(k	-	k')	■	r]	=	j	dVn(r)	exp(-iAk	■	r)	[18]	où	la	quantité	F	est	appelée	amplitude	diffusée	et	où	:	k	+	Ak	=	k'.	[19]	Ak	mesure	ici	la	variation	du	vecteur	d'onde	lors	de	la	diffusion,	et	est	appelé	vecteur	de	diffusion	(fig.	7).	Nous	ajoutons	Ak	à	k	pour	obtenir	le	vecteur	de	l'onde	diffusée	k'.	Nous	introduisons	les	composantes	de	Fourier	de	/i(r)
dans	[18]	pour	obtenir	:	F	=	J^	I	dVnGexp[i(G	-	Ak)	-	r].	G	J	[20]	Réseau	réciproque	33	Figure	6	La	différence	de	marche	de	l'onde	incidence	k	aux	points	O	et	r	est	r	siny	et	la	différence	de	phase	est	(2jrn	siny)A	soit	encore	k	•	r.	Pour	l'onde	diffractée,	la	différence	de	phase	est	-k'	•	r.	La	différence	de	phase	totale	est	(k	-	k')	•	r,	et	l'onde	diffusée	par
un	volume	D'où	k	et	k'	ont	des	amplitudes	égales	et	k'2	=	k2,	résultat	valable	également	pour	les	faisceaux	d'électrons	et	de	neutrons.	De	notre	résultat	Ak	=	G	soit	k	+	G	=	k',	nous	tirons	la	condition	de	diffraction	(k	+	G)"	=	k2,	soit	:	2k	•	G	+	G2	=	0	[22]	C'est	le	résultat	central	de	la	théorie	de	la	diffusion	élastique	par	un	réseau	périodique.
Remarquons	que	si	G	est	un	vecteur	du	réseau	réciproque,	—G	aussi	;	nous	pouvons	donc	également	écrire	[22]	sous	la	forme	:	2k	G	=	G2.	[23]	L'équation	[23]	est	un	antre	énoncé	de	la	loi	de	Bragg	[1]	:	on	trouve	à	la	fin	du	problème	1	que	la	distance	cl(hkl)	entre	deux	plans	réticulaires	parallèles	et	adjacents,	normaux	à	la	direction	G	=	/ib]	+	A.b2	+
/b3	est	d(hkl)	=	2n/\G\.	Figure	7	Définition	du	vecteur	de	diffusion	Ak	tel	que	k	+	Ak	=	k'.	Dans	une	diffusion	élastique	les	amplitudes	de	k	et	k'	vérifient	*	=	k'.	De	plus,	dans	la	diffusion	de	Bragg	par	un	réseau	périodique,	tout	vecteur	Ak	permis	doit	être	égal	à	un	vecteur	du	réseau	réciproque	G.	34	Physique	de	l'état	solide	Donc	le	résultat	2V.-G	—
G1	peut	s'écrire	:	2(27r/X)sin6>	=	2n/d(hkl)	ou	encore	2d(hkl)sin6	=	k.	6	est	ici	l'angle	entre	le	faisceau	incident	et	le	plan	du	cristal.	Les	entiers	hkl	qui	définissent	G	ne	sont	pas	nécessairement	les	indices	d'un	plan	cristallin	réel.	Les	entiers	qui	définissent	G	peuvent	avoir	un	facteur	commun	n	alors	que	dans	les	indices	définis	au	chapitre	1	le
facteur	commun	n	est	éliminé.	Nous	obtenons	donc	le	résultat	de	Bragg	:	2d	sin6>	=	nk	[24]	où	d	est	la	distance	entre	deux	plans	parallèles	adjacents	d'indices	h	In,	k/n,	l/n.	Équations	de	Laue	Le	résultat	précédent	Ak	=	G	peut	être	exprimé	d'une	autre	manière	pour	donner	les	équations	de	Laue.	
Celles-ci	sont	particulièrement	intéressantes	du	fait	de	leurs	représentations	géométriques	(voir	chapitre	19).	Faisons	successivement	le	produit	scalaire	de	chacun	des	membres	de	l'égalité	par	les	vecteurs	du	réseau	cristallin	a,,	a2,	a(	et	nous	obtenons	les	conditions	de	Laue	sur	le	vecteur	de	diffusion	:	a,	•	Ak	=	2ttvù	a,	•	Ak	=	271^:	a3	•	Ak	=	2nvi.
[25]	Ces	équations	ont	une	interprétation	géométrique	claire.	La	première	nous	dit	que	Ak	est	sur	un	certain	cône	d'axe	a;.	De	même	Ak	est	sur	un	cône	d'axe	a2	et	Ak	est	sur	un	cône	d'axe	av	En	trois	dimensions	le	vecteur	Ak	lors	d'une	réflexion	doit	satisfaire	à	la	fois	les	trois	équations,	mais	c'est	seulement	par	accident	que	les	trois	cônes	peuvent
avoir	une	intersection	commune	c'est-à-dire	posséder	un	rayon	commun.	Pour	créer	cet	accident,	il	faut	varier	continûment	la	longueur	d'onde	ou	l'orientation	du	cristal.	Une	construction	géométrique	particulièrement	utile,	la	construction	d'Ewald	est	exposée	à	la	figure	8.	Elle	nous	aide	à	visualiser	les	circonstances	dans	lesquelles	les	conditions	de
diffraction	à	3	dimensions	sont	satisfaites.	Les	conditions	à	2	dimensions	(cas	de	la	diffraction	sur	une	couche	de	surface)	sont	traitées	au	chapitre	19.	
La	réflexion	sur	un	simple	plan	atomique	a	lieu	suivant	la	direction	des	lignes	d'intersection	de	deux	cônes,	par	exemple	les	cônes	définis	par	les	deux	premières	équations	de	Laue	[25].	Précisons	que	les	deux	cônes	vont,	en	général,	s'intercepter	à	condition	que	les	modules	des	vecteurs	d'ondes	des	particules	du	faisceau	incident	soient	supérieurs	à
une	certaine	valeur	seuil	déterminée	par	les	2	premières	équations	de	Laue.	Contrairement	au	problème	à	3	dimensions,	il	n'est	pas	nécessaire	d'avoir	de	coïncidence	accidentelle.	Ce	problème	est	de	première	importante	pour	la	diffraction	des	électrons	de	faible	énergie,	à	la	surface	d'un	cristal.	ZONES	DE	BRILLOUIN	L'énoncé	le	plus	important	de
la	condition	de	diffraction	pour	la	physique	de	l'état	solide	fut	donné	par	Brillouin.	C'est	la	seule	construction	utilisée	dans	la	théorie	des	bandes	d'énergie	pour	les	élections	d'un	cristal	et	dans	l'expression	des	excitations	élémentaires	des	cristaux.	Une	zone	de	Brillouin	est	par	définition	la	maille	de	Wigner-Seitz	du	réseau	réciproque.	La	maille	de
Wigner-Seitz	du	réseau	réel	a	été	décrite	à	la	figure	6	Réseau	réciproque	35	Figure	8	Les	points	de	la	partie	droite	de	la	figure	sont	des	nœuds	du	réseau	réciproque	du	cristal.	Le	vecteur	k	est	tracé	parallèlement	au	faisceau	incident	de	rayons	X	et	on	place	son	extrémité	en	un	point	du	réseau	réciproque.	On	trace	une	sphère	de	rayon	k	=	2n/X
centrée	en	l'origine	de	k.	On	obtiendra	un	rayon	diffracté	si	la	sphère	contient	un	autre	point	du	réseau	réciproque.	
La	sphère	tracée	ici	intercepte	un	point	relié	à	l'extrémité	de	k	par	le	vecteur	réciproque	G.	Le	faisceau	diffracté	est	parallèle	à	k'	=	k	+	G.	Cette	construction	est	due	à	P.P.	Ewald.	du	chap.	1.	La	zone	de	Brillouin	donne	une	interprétation	géométrique	simple	de	la	condition	de	diffraction	2k	•	G	=	G2	soit	k-(^G)	=	(ic)2.	[26]	Nous	travaillons	ici	dans
l'espace	réciproque,	espace	des	vecteurs	k	et	G.	Choisissons	un	vecteur	G	qui	relie	l'origine	à	un	point	du	réseau	réciproque.	Construisons	le	plan	perpendiculaire	au	vecteur	G	en	son	milieu	;	tout	vecteur	k	mené	de	l'origine	à	ce	plan	satisfera	à	la	condition	de	diffraction.	Le	plan	ainsi	décrit	forme	une	partie	de	la	frontière	de	la	zone	de	Brillouin	(fig.
9a).	Un	faisceau	de	rayons	X	tombant	sur	le	cristal	sera	diffracté	si	son	vecteur	d'onde	a	l'amplitude	et	la	direction	requises	par	[26]	et	le	faisceau	diffracté	aura	la	direction	du	vecteur	k	—	G,	comme	nous	le	voyons,	d'après	l'équation	[19],	en	prenant	Ak	=	—G.	Cette	construction	de	Brillouin	met	en	évidence	tous	les	vecteurs	d'onde	k	qui	peuvent
subir	une	réflexion	de	Bragg	sur	le	cristal.	La	famille	des	plans	médiateurs	des	différents	vecteurs	du	réseau	réciproque	présente	une	importance	particulière	dans	la	théorie	de	la	propagation	des	ondes	dans	les	cristaux,	car	une	onde	dont	le	vecteur	d'onde	tracé	à	partir	de	l'origine	a	son	extrémité	sur	l'un	de	ces	plans,	satisfait	aux	conditions	de
diffraction.	Ces	plans	divisent	l'espace	de	Fourier	du	cristal	de	façon	complexe	comme	le	montre	la	figure	9b	pour	un	réseau	carré.	Le	carré	central	est	une	maille	élémentaire	du	réseau	réciproque.	C'est	une	maille	de	Wigner-Seitz	du	réseau	réciproque.	La	maille	centrale	du	réseau	réciproque	a	une	importance	particulière	dans	la	théorie	des	solides,
et	nous	l'appellerons	première	zone	de	Brillouin.	
La	première	zone	de	Brillouin	est	le	plus	petit	volume	entièrement	compris	entre	les	plans	médiateurs	des	vecteurs	du	réseau	réciproque	tracés	à	partir	de	l'origine.	La	première	zone	de	Brillouin	d'un	réseau	oblique	plan	est	construite	sur	la	figure	10	et	celle	d'un	réseau	linéaire	uni-	dimensionnel	sur	la	figure	11.	Les	limites	de	zone	du	réseau	linéaire
sont	en	k	=	±n/a,	où	a	est	le	paramètre	du	réseau	cristallin.	Historiquement,	les	zones	de	Brillouin	ne	font	pas	partie	du	langage	de	l'analyse	des	structures	cristallines	par	diffraction	des	rayons	X,	mais	elles	constituent	l'une	des	bases	essentielles	de	l'analyse	de	la	structure	des	bandes	d'énergie	électroniques.	L'utilité	particulière	de	la	première	zone
est	développée	au	chapitre	9.	36	Physique	de	l'état	solide	Figure	9a	Nœuds	du	réseau	réciproque	voisins	de	l'origine	O	de	ce	réseau	Le	vecteur	du	réseau	réciproque	Gc	relie	les	nœuds	O	et	C	;	Gn	relie	O	et	D.	Les	deux	plans	1	et	2	sont	les	plans	médiateurs	de	Gc	et	Go.	Tout	vecteur	mené	de	l'origine	au	plan	1,	par	exemple	k,,	satisfera	à	la	condition
de	diffraction	k|	■	U	Gc)	=	U	Gc)2-	Tout	vecteur	mené	de	l'origine	au	plan	2,	par	exemple	k2,	satisfera	à	la	condition	de	diffraction	k2	■	(i	GD)	=	(±	Gn)2.	Figure	9b	Réseau	réciproque	carré.	Les	vecteurs	du	réseau	réciproque	sont	représentés	en	noir.	Les	lignes	blanches	sont	les	médiatrices	de	ces	vecteurs.	Le	carré	central	est	le	plus	petit	volume
entourant	l'origine	et	entièrement	borné	par	des	lignes	blanches.	Ce	carré	est	la	maille	élémentaire	de	Wîgner-Seitz	du	réseau	réciproque.	Il	est	appelé	première	zone	de	Brillouin.	Réseau	réciproque	37	Réseau	réciproque	du	réseau	cubique	simple	Les	vecteurs	fondamentaux	du	réseau	cubique	simple	sont	choisis	de	telle	façon	que	:	a,=cx,	a2	=	a	y,
a3	—	az.	[27a]	où	x,	y.	z"	sont	des	vecteurs	unitaires	orthogonaux.	Le	volume	de	la	maille	est	a,	•	a2	x	a3	=	a3.	Les	vecteurs	fondamentaux	du	réseau	réciproque	peuvent	être	déterminés	d'après	[13]	:	b,	=	(27r/û)x:	b2	=	(2n/a)y	;	b3	=	(2n/a)z	[27b]	Donc	le	réseau	réciproque	est	lui-même	un	réseau	cubique	simple	de	paramètres	2n/a.	Les	limites	de	la
première	zone	de	Brillouin	sont	les	plans	perpendiculaires	aux	six	vecteurs	du	réseau	réciproque	±b1;	±b2,	±b3	et	situés	en	leurs	milieux	:	1	7T	^	±-b,=±-x;	2	a	1	n	^	1	n	^	±-b2	=	±-y;	±-b3	=	±-z.	2	a	2	a	Les	six	plans	délimitent	un	cube	de	côté	2n/a	et	de	volume	(27r/a)3	;	ce	cube	est	la	première	zone	de	Brillouin	du	réseau	cubique	simple.	Figure
10	Construction	de	la	première	zone	de	Brillouin	d'un	réseau	oblique	plan.	Nous	traçons	d'abord	un	nombre	suffisant	de	vecteurs	du	réseau	réciproque	joignant	l'origine	O	aux	points	voisins	du	réseau	réciproque.	Nous	traçons	ensuite	les	médiatrices	de	ces	vecteurs.	La	plus	petite	aire	interceptée	est	la	première	zone	de	Brillouin	Figure	11	Réseaux
cristallin	et	réciproque	linéaires.	
Le	vecteur	fondamental	du	réseau	réciproque	est	b,	de	longueur	égale	à	2jt/o.	Les	plus	petits	vecteurs	du	réseau	réciproque	menés	à	partir	de	l'origine	sont	b	et	-b.	Les	médiateurs	de	ces	vecteurs	forment	les	limites	de	la	première	zone	de	Brillouin.	Les	limites	sont	situées	à	k	=	±iï/a.	Réseau	cristallin	linéaire	O	Réseau	réci	roque	k	=	n	'	a	K	a	38
Physique	de	l'état	solide	Réseau	réciproque	du	réseau	cubique	centré	Les	vecteurs	fondamentaux	du	réseau	ce,	représentés	sur	la	figure	12	sont	:	a,	=	-a(-\	+	y+î)	a2	=	-a(x-y	+	z)	1	^	-	^	a3	=	-	a(x	+	y-z)	[28]	où	a	est	le	côté	du	cube	conventionnel	et	x,	y,	z	les	vecteurs	unitaires	orthogonaux	parallèles	aux	arêtes	du	cube.	Le	volume	de	la	maille
élémentaire	est	:	1	,	V	=	|a,	■	a2	x	a3|	2°	[29]	Les	vecteurs	fondamentaux	du	réseau	réciproque	sont	définis	par	f	13].	
En	utilisant	[28],	nous	obtenons	:	b,	=	(27r/û)(y	+	z);	b2	=	(2n/a)(x	+	z);	b,	-	(2n/a)(Z	+	y).	[30]	Notons,	par	comparaison	avec	la	figure	14	du	chapitre	1,	que	ce	sont	les	vecteurs	fondamentaux	d'un	réseau	cfc	et	donc	le	réseau	cubique	face	centrée	est	le	réseau	réciproque	du	réseau	cubique	centré.	Si,	D|,	i>2,	v3	sont	entiers,	un	vecteur	du	réseau
réciproque	s'écrit	:	2tt	G	=	u,b,	+	u2b2	+	f3b3	=	—[(v2	+	v3)x	+	(vt	+	u3)y	+	(vt	+	v2)z]	[31]	Figure	12	Vecteurs	fondamentaux	du	réseau	cubique	centré.	
Figure	13	Première	zone	de	Brillouin	du	réseau	cubique	centré.	Elle	forme	un	dodécaèdre	rhom-	bique	régulier.	
Les	plus	petits	G	sont	les	douze	vecteurs	suivants,	où	les	signes	varient	indépendamment	les	uns	des	autres	:	2n	^	^.	Z7T	^	^.	2n	^	.	—	(±y±z):	—(±x±z);	—(±x±y).	
[32]	a	a'	a	La	maille	élémentaire	du	réseau	réciproque	est	le	parallélépipède	formé	par	b|,	b2,	b,	définis	par	[30].	Le	volume	de	la	maille	élémentaire	du	réseau	réciproque	est	|b,	■	b2	x	b,|	=	2(27r/<7)-\	Le	parallélépipède	contient	un	nœud	du	réseau	réciproque,	car	chacun	des	huit	sommets	Appartient	à	huit	parallélépipèdes	et	donc	un
parallélépipède	contient	un	huitième	de	ces	huit	sommets	Réseau	réciproque	39	11	est	habituel	en	physique	du	solide	de	prendre	comme	maille	élémentaire	du	réseau	réciproque	la	première	zone	de	Brillouin	;	chacune	de	ces	mailles	contient	un	nœud	:	ce	nœud	est	placé	au	centre	de	la	cellule.	
Cette	zone	est	délimitée	(pour	le	cubique	centré)	par	les	plans	médiateurs	des	douze	vecteurs	de	l'équation	[32],	C'est	un	solide	régulier	à	12	faces:	un	dodécaèdre	rhombique,	représenté	figure	13.	Les	vecteurs	qui	joignent	l'origine	aux	centres	des	faces	sont	:	-(±y±z);	-(±x±z):	-(±x±y).	
[33]	a	a	a	Les	signes	variant	indépendamment	les	uns	des	autres,	ceci	donne	douze	vecteurs.	Réseau	réciproque	du	réseau	cubique	faces	centrées	Les	vecteurs	de	translation	fondamentaux	du	réseau	cfc	représenté	figure	14	sont	:	a,	=	-a(y+z);	a2=-a(x	+	z);	a.,	=	-a(x	+	y).	[34]	Le	volume	de	la	maille	élémentaire	est	:	V	=	|a,	■	a2	x	a,|	=	-	a\	[35]	4
I^es	vecteurs	de	translation	fondamentaux	du	réseau	réciproque	du	réseau	cubique	faces	centrées	sont	:	b,	=	—	(-x	+	y	+	z);	b2	=	—	(x-y	+	z);	b,	=	—	(x	+	y-z).	[36]	a	a	a	Ce	sont	les	vecteurs	fondamentaux	du	réseau	cfc,	donc	le	réseau	réciproque	du	réseau	cfc	est	le	réseau	ce.	Le	volume	de	la	maille	élémentaire	du	réseau	réciproque	:	4(2n/ay.	Les
plus	petits	G	sont	les	huit	vecteurs	:	2tt	_	^	_	—	(±x±y±z).	
[37]	a	La	plupart	des	limites	de	la	maille	élémentaire	du	réseau	réciproque	peuvent	être	déterminées	par	les	huit	plans	médiateurs	de	ces	vecteurs.	Mais	les	coins	de	cet	octaèdre	sont	tronqués	par	les	plans	perpendiculaires	aux	bissectrices	de	six	autres	vecteurs	du	réseau	réciproque	:	—	(±2x):	—<±2y):	—	(±Zz\	[38]	a	a	a	Notons	que	(2n/a)(2x)	est
un	vecteur	du	réseau	réciproque	puisqu'il	est	égal	à	(b2	4-	b3).	
La	première	zone	de	Brillouin	e.st	le	plus	petit	volume	ainsi	défini	qui	entoure	l'origine:	c'est	l'octaèdre	tronqué	figure	15.	Les	six	plans	délimitent	un	cube	de	côté	An/a	et	de	volume	(4n/a)3	(avant	troncature).	ANALYSE	DE	FOURIER	DE	LA	BASE	Quand	la	condition	de	diffraction	[21]	Ak	=	G	est	satisfaite,	l'amplitude	de	l'onde	diffusée	est	donnée	par
[1H|,	ce	cpii	pour	un	cristal	comportant	/V	cellules	peut	s'écrire	F(:	=	N	£	dV	«(r)exp(-iG	•	r)	=	NSG.	[39]	«/cellule	40	Physique	de	l'état	solide	La	quantité	Cette	difficulté	n'est	pas	importance.	
Le	facteur	de	structure	défini	par	[39]	peut	être	maintenant	écrit	sous	forme	d'intégrales	sur	les	s	atomes	de	la	maille	:	SG	=	J2	[dv	nAr	~	rj)exp(-/G	■	r)	=	£exp(-G	■	ij)	j	dV	n,(p)exp(-/Gp),	[41]	où	p	=	r	—	ij.	
Nous	définissons	maintenant	le	facteur	de	forme	atomique	:	w	fj=	dV	n,(p)exp(-iG	■	p)	[42]	l'intégration	portant	sur	tout	l'espace.	C'est	en	grande	partie	une	propriété	atomique.	En	combinant	[41]	et	[42],	le	facteur	de	structure	de	la	base	devient	:	«Sg	=	X!	f>	exP(~iG	'	ri)-	[43]	La	forme	usuelle	de	ce	résultat	s'en	déduit	en	écrivant	ij	=	*,a,	+	y,-a2	+
z,a3	[44]	Figure	14	Vecteur	fondamentaux	du	réseau	cubique	à	faces	centrées.	Figure	15	Zones	de	Brillouin	du	réseau	cubique	à	faces	centrées.	Les	mailles	tracées	ici	appartiennent	à	l'espace	réciproque	et	le	réseau	réciproque	est	cubique	centré.	Réseau	réciproque	41	comme	dans	[	1.4].	D'où,	pour	la	réflexion	indicée	1>|,	v2,	i>.i	nous	avons	G	•	i-j
=	(u,b|	+	v2b2	+	Wjb.,)	•	(A^a,	+	v,a2	+	z,a.i)	=	2n(v^x,	+	isy,	+	v}Zj)	[45]	et	Sc(ViV2v3)	=	Y2fj	exp[	-	\2jt(viXj	+	v2y,	+	v3z,)]	[46j	I	e	facteur	de	structure	n'a	pas	besoin	d'être	nécessairement	réel,	puisque	l'intensité	diffusée	contient	la	quantité	réelle	j	=	entier	impair:	«S	=	2/	quand	v,	+	v2	+	v$	=	entier	pair.	Le	sodium	a	une	structure	ce.	.Son
diagramme	de	diffraction	ne	contient	pas	des	raies	comme	(100),	(300),	(111),	ou	(221),	mais	des	raies	comme	(200),	(100)	et	(222)	seront	présentes	;	ici	les	indices	i^isih	sont	repérés	par	rapport	à	une	inaille	cubique.	Quelle	est	l'interprétation	physique	de	l'extinction	de	la	réflexion	(100)	?	
La	réflexion	(100)	apparaît	normalement	quand	les	réflexions	pai	les	plans	qui	limitent	la	maille	cubique	sont	déphasée	de	In.	Dans	le	réseau	ce	internent	un	plan	d'atomes	(fig.	16),	nommé	second	plan	sur	la	figure,	et	ayant	un	pouvoir	diffusant	égal	aux	autres	plans.	Situé	à	mi-chemin	des	deux	autres	plans,	il	donne	une	réflexion	ayant	un	retard	de
phase	de	n	par	rapport	au	premier	plan	annulant	ainsi	la	contribution	de	ce	plan.	
La	destruction	de	la	réflexion	(100)	se	produit	parce	que	les	plans	ont	une	composition	identique.	Une	destruction	similaire	peut	être	facilement	mise	en	é\idence	dans	la	structure	hc.	
Facteur	de	structure	du	réseau	cfc	La	base	de	la	structure	cfc	rapportée	à	la	maille	cubique	comprend	des	atomes	identiques	en	000	:(){{:	\0\	;	^0.	Donc	[40]	devient	:	S(v,v2Vy)	=	f{\	+exp[-i7r(n:+Hj)]+exp[-i7r(H|	+	Ui)]	+	exp[-i7r(i>|	+u2)l}.	[48]	42	Physique	de	l'état	solide	Si	tous	les	indices	sont	des	entiers	pairs.	=4*J	dr	rij(r)r2	sinGr	Gr	[50]
Figure	16	Explication	de	l'absence	de	réflexion	(100)	pour	un	réseau	cubique	centré.	
Le	déphasage	entre	plans	successifs	est	jr,	l'amplitude	réfléchie	est	donc	1	+	e-'"	=	1-1=0.	Réseau	réciproque	43	Si	la	même	densité	électronique	totale	était	concentrée	en	r	=	0.	seul	Gr	=	0	interviendrait	dans	l'intégrant	:	alors	(sin	Gr)/Gr	=	1,	et	fi	rj	=	An	I	dr	iïj	(r)/-2	=	Z,	.51]	nombre	d'électrons	de	l'atonie.	
Par	conséquent,	/	est	le	rapport	entre	l'amplitude	du	rayonnement	diffusé	par	la	distiibution	réelle	des	électrons	dans	un	atome	et	celle	du	rayonnement	diffuse	pour	un	seul	électron	localisé	en	un	point.	Pour	l'onde	diffusée	vers	l'avant	G	=	0	et	/se	réduit	à	nouveau	à	fa	valeur	Z.	Les	valeurs	des	facteurs	de	foi	me	atomiques	sont	données	dans	les
tables	internationales	de	cristallographie	par	rayons	X,	volume	3.	La	distiibution	électronique	totale	dans	un	solide	est	très	proche	de	celle	des	atomes	libres	correspondants-	Ceci	ne	veut	pas	dire	que	les	électrons	externes	(ou	électrons	de	r	i	—i	1	KC1	(420)	(222,	A	A	A	1.	1	1	(2:	10)	(200)	1	1	1	1	1	l	1	KBr	(420)	(222)	j	(400)	l	80°	70°	60°	50°	40	—	20
30°	20°	Figure	17	Comparaison	des	réflexions	des	rayons	X	par	des	poudres	de	KCI	et	KBr.	Dans	KCI	les	facteurs	de	forme	des	ions	K*	et	CI"	sont	presque	exactement	égaux	de	sorte	que	le	cristal	se	comporte	aux	rayons	X	comme	s'il	était	un	réseau	cubique	simple	de	paramètre	u/2.	Seuls	des	entiers	pairs	apparaissent	dans	les	indices	quand	on	les
rapporte	à	un	réseau	de	paramètre	a.	Dans	KBr	le	facteur	de	forme	de	Br	est	très	différent	de	celui	de	K*,	et	toutes	les	réflexions	du	réseau	cfc	sont	présentes	(Robert	Van	Nordstrand).	44	Physique	de	l'état	solide	14	12	10	8	/	6	4	2	0	0,1	0,2	0,3	0,4	0,5	0,6	0,7	0.8	sin	eil	Figure	18	Coefficients	de	diffusion	atomiques	expérimentaux	pour	l'aluminium
métallique	(d'après	Batterman,	Chapman	et	De	Marco).	Chaque	réflexion	observée	est	indicée.	Remarquez	qu'aucune	réflexion	ne	provient	de	plans	d'indices	partiellement	pairs	ou	impairs,	ce	à	quoi	nous	nous	attendons	pour	un	cristal	cfc.	valence)	ne	sont	pas	redistribués	lors	de	la	formation	du	solide	;	cela	signifie	seulement	que	les	intensités	de
rayons	X	réfléchis	sont	bien	représentées	par	les	valeurs	des	facteurs	de	forme	des	atomes	libres	et	sont	peu	sensibles	à	de	petites	redistributions	des	électrons.	À	titre	d'exemple,	Batterman	et	ses	collaborateurs	trouvent	un	accord	à	l	%	près	entre	les	intensités	des	réflexions	de	Bragg	des	rayons	X	dans	le	fer,	le	cuivre	et	l'aluminium,	et	les	intensités
théoriques	pour	les	atomes	libres	trouvées	par	calcul	des	fonctions	d'ondes.	Les	résultats	obtenus	pour	l'aluminium	sont	représentés	sur	la	figure	18.	On	a	souvent	essayé	d'obtenir	une	analyse	directe	par	rayons	X	de	la	distribution	réelle	des	électrons	dans	une	liaison	chimique	covalente,	en	particulier	pour	les	cristaux	ayant	la	structure	du	diamant.
Ce	problème	est	à	la	limite	de	ce	que	l'on	peut	obtenir	par	des	méthodes	de	diffraction	de	rayons	X.	Dans	le	silicium,	à	îni-distance	de	2	atomes	voisins,	on	trouve	une	augmentation	de	la	densité	électronique	supérieure	à	ce	qui	est	attendu	à	partir	du	recouvrement	des	densités	électroniques	calculées	pour	deux	atonies	libres.	La	diffusion	sur	les
surfaces	cristallines	est	traitée	au	chapitre	19.	
11	est	montré	dans	l'appendice	A	que	l'agitation	thermique	n'élargit	pas	la	raie	de	diffraction	;	elle	ne	fait	que	diminuer	son	intensité.	L'intensité	perdue	réapparaît	sous	la	forme	d'ailes	allongées	et	peu	intenses	autour	de	la	raie	de	diffraction.	QUASI-CRISTAUX	Les	quasi-cristaux	furent	observés	pour	la	première	fois	en	1984	s.	Ce	sont	des	structures
qui	ne	peuvent	être	indexées	par	aucun	des	réseaux	de	Bravais	et	«qui	ont	des	symétries	intermédiaires	entre	celles	des	cristaux	et	des	liquides».	Ces	structures	ont	d'abord	été	observées	dans	des	grains	de	2	ixm	d'un	alliage	d'aluminium	et	de	manganèse	avec	une	1	D.	Levine	cl	J.P.	Steinhaidt.	Phys.	Rev.	Lett.	53	2477	(1984)	:	Pliys.	Rev.	B34,	596
(1986)	;	D.S.	Schechtmann	ei	al„	Phys.	Rev.	Lett.	53,	1951	(1984).	t	i	i	r	A	=	0,709	Â	-Calcul	de	Hartree-Fock	j	u	Réseau	réciproque	45	concentration	atomique	de	14	%	en	Mu.	Les	atonies	de	manganèse,	plus	petits,	sont	chacun	entourés	par	12	atomes	d'aluminium	disposées	aux	sommets	d'un	icosaèdre.	
La	structure	est	constituée	d'icosaèdres	parallèles	attachés	les	uns	aux	autres	par	leurs	côtés.	Il	est	impassible	que	les	cristaux	présentent	la	svinétrie	d'ordre	5	d'un	icosaèdre,	mais	un	cristal	peut	être	construit	par	nucléaiion	à	partir	d'une	cellule	centrale	puis	par	croissance	autour	de	celle-ci.	L'espace	entier	d'un	nodule	ne	peut	être	rempli
complètement	par	la	répétition	de	l'imité	de	base	(voir	les	figures	19	et	1.7	pour	la	représentation	à	deux	dimensions),	même	si	les	parties	«parallèles»	qui	inteiviennent	dans	la	description	du	quasi-cristal	donnent	à	la	structure	un	ordre	orientalionnel	à	longue	portée.	Il	peut	paraître	surprenant	que	le	diagramme	de	diffraction	d'une	telle	structure
puisse	présenter	une	symétrie	d'ordre	5.	C'est	pourtant	grâce	à	cette	propriété	que	les	quasi-cristaux	furent	obseï	vés	pour	la	première	fois.	
Les	quasi-cristaux	connus	sont	des	alliages	intermétalliques	et	sont	de	très	mauvais	condncteuis	électriques.	Ce	sont	pratiquement	des	isolants	a\ec	une	bande	interdite	à	peu	près	bien	définie	au	niveau	de	Fermi	(chapitre	7).	
Ils	présentent	un	grand	intérêt	d'un	point	de	vue	théorique	car	ils	permettent	d'étendre	la	notion	de	réseau	cristallin.	Un	diagramme	de	diffraction	cristalline	différent	est	obtenu	pour	une	structure	presque	périodique,	qui	n'est	ni	rigoureusement	périodique,	ni	absolument	amorphe	(comme	dans	le	cas	des	verres	au	chapitre	17).	
A	une	dimension,	dans	le	cas	le	plus	simple,	la	densité	de	charge	d'une	structure	presque	périodique	contiendra	en	plus	de	la	densité	périodique	habituelle	un	tenne	supplémentaire	de	la	forme	:	/o(.v)	=	J2	[C"	cos[2tth(	1	+	r)ï/ti]].	[52]	on	r	est	une	fraction	irrationnelle.	La	formule	du	réseau	classique,	de	périodicité	de	translation	a	correspond	à	une
expression	analogue	dans	laquelle	on	ne	conserve	que	les	termes	en	2nn/a.	Lorsqu'on	prend	en	compte	l'expression	[52],	on	obtient	une	densité	de	charge	presque	périodique.	Plus	précisément,	la	période	a/(\	+	r)	n'est	pas	un	multiple	entier	de	la	période	a,	puisque	r	est	irrationnel,	et	confère*	à	la	structure	un	ordre	non	aléatoire	à	longue	portée.	
Cet	ordre	donne	un	diagramme	de	diffraction	contenant	des	taches	de	siirslriictures	avant	un	caractère	périodique	et	se	superposant	au	fond	continu	dû	à	l'ordre	à	courte	portée.	Le	diagramme	de	diffraction	est	dominé	par	les	points	du	réseau	réciproque	en	positions	n,	(pics	de	Bragg).	Kn	général,	les	pics	de	surslrucliire	sont	regroupés	autour	de
chaque	pic	de	Bragg	et	sont	élargis	par	rapport	à	celui-ci.	Figure	19	Pavage	à	deux	dimensions	d'un	quasi-cristal,	d'après	le	travail	de	Penrose.	On	peut	observer	l'ordre	orien-	tationnel	à	longue	portée	ainsi	que	l'ordre	non-périodique	à	longue	portée.	46	Physique	de	l'état	solide	Le	diagramme	de	diffraction	d'un	quasi-cristal	tridimensionnel	est
sensiblement	différent,	même	s'il	est	bien	défini	et	peut	présenter	la	symétrie	d'ordre	5	par	laquelle	les	quasi-cristaux	furent	détectés.	La	figure	20	montre	un	diagramme	de	diffraction	présentant	la	symétrie	d'ordre	5	obtenu	par	des	calculs	numériques	sur	ordinateur.	Figure	20	Résultat	du	calcul	de	la	transformée	de	Fourier	(diagramme	de
diffraction)	d'un	quasi-cristal	icosaédrique	le	long	de	l'un	des	axes	d'ordre	5,	illustrant	la	symétrie	d'ordre	5.	La	transformée	de	Fourier	est	calculée	à	partir	d'un	modèle	théorique	sur	ordinateur	(d'après	Michael	Jacob)	•	•	*	•	•	•	a	•	•	•	•	•	•	•	•	*	•	•	*	•	.	*	•	*	•	•	•	•	•	•	*	•	•	•	•	•	•	•	•	•	*	•	•	•	•	.	•	•	•	•	•	•	•	•	•	*	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	•	*	•
•	»	RESUME	1.	Différentes	formulations	de	la	loi	de	Bragg	:	2cls0	=	nX\	Ak	=	G	;	2k	G	=	G2.	2.	Conditions	de	Laue	:	a,	■	Ak	=	2nvi	;	a2	■	Ak	=	2nv2	;	a,	•	Ak	=	27ri>3.	3.	Vecteurs	fondamentaux	du	réseau	réciproque	:	b,	=	2n	a2	x	a,	a,	a2	x	a.	b,	=	2n	a,	x	a,	â\	'	a->	x	a	3	b-,	=	2iz	a,	x	a2	a,	-	a2	x	a,	où	a,,	a:.	a3	sont	les	vecteurs	fondamentaux	du
réseau	cristallin.	4.	Un	vecteur	du	réseau	réciproque	a	la	forme	G	=	ii,b|	+	i>2b2	+	i>jb3	où	V,,	v2,	v3	sont	des	entiers.	5.	L'amplitude	diffusée	dans	la	direction	k'	=	k	+	Ak	=	k	+	G	est	proportionnelle	au	facteur	de	structure	:	Sc	=	^2	/exp(-iij	■	G)	=	^2	/>exp[	-	i2n(XjV,	+	yjV2	+	Zjv3)]	féseatv	réciproque	47	où	j	est	sommé	sur	les	*	atomes	de	la
base,	et	où	fj	est	le	facteur	de	forme	atomique	[49]	du	/-ième	atome	de	la	base.	
L'expression	du	membre	de	droite	est	écrite	pour	une	réflexion	(11,11,1/,),	pour	laquelle	G	=	i>,b|	+	i';b2	+	fibv	6.	Toute	fonction	invariante	dans	une"	translation	du	réseau	peut	être	développée	en	série	de	Fonrier	de	la	forme	:	n(r)	=	^(j(;exp(iG	r).	G	7.	La	première	/one	de	Biillouin	est	la	maille	de	YVigncr-Seit/	du	réseau	réciproque.	Toute	onde	dont
le	vecteur	k	mené	à	partir	de	l'origine	a	son	extrémité	sur	la	surface	de	la	/one	de	Brillouin,	sera	dilliactée	par	le	cristal.	8.	Réseau	<	ristallin	Première	zone	de	Brillainn	cubique	simple	cube	cubique	centré	dodécaèdre	régulier	(fig.	13)	cubique	à	faces	centrées	octaèdre	tronqué	(frg.	15).	
PROBLÈMES	1.	Distance	interrèticulaire	Soit	un	plan	hkl	du	réseau	cristallin.	a)	Montrer	que	le	vecteur	réciproque	G	=	/ibi	+	/tbj	+	/b3	est	perpendiculaire	à	ce	plan.	b)	Montrer	que	la	tlistaiice	entre	tlenx	plans	parallèles	consécutifs	du	réseau	(plans	passai	11	par	des	nœuds	du	réseau)	est	dtfikl)	=	2jr/|G|.	on	G	=	libi	+	/tb2	+	Ibj.	c)	Montrer	que
pour	un	réseau	cubique	simple	:	d-	=	a2/ih2	+	k2	+	l1).	2.	Réseau	spatial	hexagonal	Les	vecteurs	fondamentaux	du	réseau	hexagonal	peuvent	être	écrits	:	ai	=	(3l/2«/2)x	+	<«/2)y	aj	=	-<3l/2a/2)x	+	(n/2)y	aj	=	cz	n)	Montrer	que	le	volume	tle	la	maille	élémentaire	est	(3l/2/2)«3c.	b)	Montrer	que	les	vecteurs	fondamentaux	du	réseau	réciproque	soin	:	bi
=	(2jr/3l/:!o)x	+	(2jr/«)y	b2	=	-(2jr/3l/2«)x	+	(2;r/o)y	bî	=	(2jr/c)z:	c'esi-à-dire	que	le	réseau	esi	son	propre	réciproque	mais	avec	une	rotation	ries	axes,	r)	Décrire	ei	tracer	la	première	/.011e	tle	Brillouin	rin	réseau	hexagonal.	3.	Volume	de	la	zone	de	Brillouin	Montrer	que	le	volume	de	la	première	zone	de	Brillouin	est	djrJ-'/V',.	où	Vc	esi	le	volume	d'une
maille	élémentaire	du	cristal.	Snggesiion	:	le	volume	d'une	/one	de	Brillouin	est	égal	au	volume	du	parallélépipède	fondamental	dans	l'espace	de	Fourier.	Rappelons	l'identité	vectorielle	:	(c	x	a)	x	(a	x	b)	=	(c	■	a	x	b)a.	
48	Physique	de	l'état	solide	4.	Largeur	de	la	tache	de	diffraction	maximum	Nous	supposons	que	dans	un	cristal	linéaire,	il	y	a	un	centre	de	diffusion	identique	à	chaque	nœud	p,„	=	ma,	où	m	est	un	entier.	Par	analogie	avec	[20]	l'amplitude	totale	du	rayonnement	diffusé	sera	proportionnelle	à	:	F	=	yjexp(—ima	•	Ak).	La	somme	sur	les	M	nœuds	du
réseau	donne	:	1	-	exp	-	F	=	r	1	—	exp	-	En	utilisant	la	série	:	£*'"	=	iM(a	■	Ak)]	-	i(a	•	Ak)]	\-xM	1	-	X	a)	L'intensité	diffusée	est	proportionnelle	à	|F|2.	Montrer	que	:	|ff	=	F*	F	=	sirZ-Mfa-	Ak)	sin	-(a	■	Ak)	A)	On	sait	qu'un	maximum	de	diffraction	apparaît	lorsque	Ak	=	2irh,	où	h	est	un	entier.	Modifions	légèrement	Ak	et	définissons	e	dans	Ak	=	2nh	+	e
tel	que	e	donne	la	position	du	premier	zéro	de	sin	|	M(a	Ak).	Montrer	que	e	=	lir/M,	de	sorte	que	la	largeur	du	maximum	de	diffraction	est	proportionnelle	à	1/M	et	peut	être	exirêmement	étroite	pour	de	grandes	valeurs	de	M.	Le	même	résultat	est	valable	pour	un	cristal	tridimensionnel.	.	Si	l'on	prend	comme	maille	élémentaire	5.	Facteur	de	structure
du	diamant	La	stnicture	cristalline	du	diamant	est	décrite	au	chapitre	le	cube	conventionnel,	la	base	comporte	huit	atonies.	a)	Trouver	le	facteur	de	stnicture	de	cette	base.	h)	Trouver	les	zéros	de	S	et	montrer	que	les	réflexions	permises	dans	la	stnicture	du	diamant	satisfont	à	:	Di	+	1¾	+	D3	=	4n	où	tous	les	indices	sont	pairs	et	n	est	un	entier



quelconque	;	ou	alors	tous	les	indices	sont	impairs	(figure	21).	800	600-	S	S-	400-	.s	«	200	0	20'	i	1	1	1	1	1	1	1	1	r	(in)	-0.45°	(220)	0,70°	"r	'	V	"~i	i	i	i	-	t	^"7	(400)'	0.80°	j/\7	45°	60°	Position	du	compteur	26	75°	Figure	21	Diagramme	de	diffraction	d'un	faisceau	de	neutrons	par	une	poudre	de	diamant	(d'après	G.	Bacon).	Réseau	réciproque	49	6.
Facteur	de	forme	de	l'atome	d'hydrogène	Pour	l'atome	d'hydrogène	à	l'état	fondamental,	la	densité	électronique	est	n[r)	=	(jroy)"1	exp(-2r/««),	où	«a	est	le	ravoli	«le	Bolir.	Montrer	que	le	fadeur	fie	forme	esl	fc,	=	16/(4	+	G2!!2,)2.	7.	Chaîne	biatomique	Soil	mie	chaîne	d'atomes	ARAB	..	.AH.	
a\ec	une	disiauce	égale	à	\a	enlre	A	el	B.	Les	fattetns	fie	foi	me	de	A	el	K	sont	respecii\emeui	Ia	el	fg.	
l.e	faisceau	iiicitleui	de	rayons	X	est	perpendiculaire	à	la	ligne	d'aionies.	a)	.VIf>nirer	que	la	condition	d'interférences	esi	nk	=	a	costf	où	0	est	l'angle	entre	le	ra\ou	diffracié	ei	la	chaîne	d'atomes.	b)	Montrer	que	l'inteusiié	du	faisceau	diffracié	esl	proportionnelle	à	\f,\	-	fui1	pour	loin	d	impair	et	à	|/i	+	/«|2	pour	loin	ip	pair.	r)	Fxpliquer	ce	qui	se	passe
lorsque	/a	=	f\s.	
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Oxford.	1971.	Chapitre	3	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	Cristaux	de	gaz	rares	Cristaux	ioniques	Cristaux	covalents	Cristaux	métalliques	Cristaux	à	liaison	hydrogène	Rayons	atomiques	Analyse	des	déformations	élastiques	Constantes	d'élasticité	et	de	rigidité	Ondes	élastiques	dans	les	cristaux	cubiques	Résumé	Problèmes	1.	Solide
quantique	2.	Energie	de	cohésion	du	néon	cubique	centré	et	cubique	à	faces	3.	Hydrogène	moléculaire	solide	4.	Possibilité	de	cristaux	ioniques	R+	R~	5.	Cristal	ionique	linéaire	6.	Structure	de	ZnS	cubique	(blende	de	zinc)	7.	Cristaux	ioniques	divalents	8.	Module	de	Young	et	coefficient	de	Poisson	9.	Vitesse	de	propagation	d'une	onde	longitudinale
10.	Vitesse	de	propagation	d'une	onde	transverse	11.	
Module	de	cisaillement	12.	Approche	par	les	déterminants	13.	Direction	de	propagation	quelconque	14.	Critère	de	stabilité	Bibliographie	Cristal	d'argon	(VanderWaals)	Chlorure	de	sodium	(ionique)	(a)	(b)	^^m	^^M	Na+	Na+	^^M	Sodium	(métallique)	Diamant	(covalent)	(0	(d)	Figure	1	Principaux	types	de	forces	de	liaison	cristallines.	En	(a)	les
atomes	neutres	sont	liés	faiblement	entre	eux	par	les	forces	de	Van	Der	Waals	associées	aux	fluctuations	de	la	distribution	des	électrons.	En	(b)	des	électrons	passent	des	atomes	d'alcalin	aux	atomes	d'halogène,	et	les	ions	ainsi	formés	sont	liés	par	des	forces	d'attraction	électrostatique	entre	les	ions	positifs	et	négatifs.	En	(c)	les	électrons	de	valence
sont	arrachés	aux	atomes	d'alcalin	pour	former	un	nuage	électronique	commun	où	les	ions	positifs	sont	dispersés.	En	(d)	les	atomes	neutres	sont	liés	par	l'interpénétration	de	leurs	nuages	électroniques.	Nous	nous	posons	dans	ce	chapitre	la	question	suivante	:	qu'est-ce	qui	assure	la	cohésion	d'un	cristal	?	L'attraction	électrostatique	entre	les	charges
négatives	des	électrons	et	les	charges	positives	des	noyaux	esi	entièrement	responsable	de	cette	cohésion.	Les	forces	magnétiques	n'ont	qu'un	effet	assez	faible	sur	la	cohésion,	et	les	forces	de	gravitation	sont	négligeables.	
Des	ternies	spécifiques	sont	employés	pour	distinguer	les	diverses	situations	:	énergie	d'échanges,	forces	de	Van	Der	Waals,	énergie	de	stabilisation	de	résonance	et	liaisons	covalentes.	Les	différences	observées	entre	les	différentes	formes	de	matière	condensée	sont	dues	aux	différences	dans	la	distribution	des	électrons	externes	et	des	ions	(fig.	
1).	L'énergie	de	cohésion	d'un	cristal	est	définie	comme	l'énergie	qu'il	faut	apporter	au	cristal	pour	séparer	ses	constituants	en	atomes	neutres,	libres	et	au	repos,	infiniment	éloignés	les	uns	des	autres	et	ayant	la	même	configuration	électronique.	
Le	terme	énergie	rétïculaire	est	employé	dans	la	discussion	sur	les	cristaux	ioniques	;	c'est	l'énergie	qu'il	faut	apporter	au	cristal	pour	séparer	ses	composants	ioniques	en	ions	libres	et	au	repos,	infiniment	éloignés	les	uns	des	autres.	Les	valeurs	de	l'énergie	de	cohésion	d'éléments	cristallins	sont	données	dans	le	tableau	1.	Remarquez	l'importante
variation	de	l'énergie	de	cohésion	entre	les	différentes	colonnes	du	tableau.	Les	cristaux	de	ga/	rares	sont	faiblement	liés	;	leur	énergie	de	cohésion	ne	représente	que	quelques	pour	cent	de	celle	des	éléments	de	la	colonne	C,	Si,	Ge...	Les	métaux	alcalins	ont	des	valeurs	intermédiaires.	Les	métaux	de	transition	(colonnes	du	milieu)	sont	fortement	liés.
Les	températures	de	fusion	(tableau	2)	et	les	modules	isothermes	de	compression	(tableau	3)	varient	sensiblement	connue	les	énergies	de	cohésion.	CRISTAUX	DE	GAZ	RARES	Les	ga/	rares	forment	les	cristaux	les	plus	simples	que	nous	connaissions.	La	distribution	électronique	est	pratiquement	celle	de	l'atome	libre.	Les	propriétés	au	zéro	absolu
sont	résumées	dans	le	tableau	4.	Les	cristaux	sont	des	isolants	transparents,	faiblement	liés,	et	ont	une	température	de	fusion	basse.	Ils	sont	composés	d'atomes	ayant	de	très	hautes	énergies	d'ionisation	(voir	tableau	5).	Les	couches	électroniques	externes	des	atonies	sont	complètement	remplies	et	la	distribution	des	charges	électroniques	dans
l'atonie	libre	a	une	symétrie	sphérique.	Dans	les	cristaux	de	gaz	rares,	les	atomes	s'empilent	d'une	manière	aussi	dense	que	possible1	:	les	structures	cristallines	(fig.	2,	p.	57)	sont	cubiques	à	faces	centrées	(cfc),	sauf	He3	et	He4.	1	I.'énergic	résiduelle	de	poiiu	zéro	(énergie	cinétique	au	zéro	absolu)	est	un	effel	qtiantiqiie	qui	joue	un	rôle	(lominani
dans	He:1	et	He'.	Os	ga/	ne	se	solidifient	pas	sons	pression	nulle,	même	au	zéro	absolu.	A	II	K,	la	fluctuation	moyenne	d'un	alome	He	amour	de	sa	position	d'équilibre	esi	de	l'ordre	de	30	à	40	%	de	la	dislance	inieraiomique.	Plus	les	alomes	soni	lourds,	moins	les	erïels	de	point	zéro	sont	notables.	Si	nous	négligeons	le	mouvement	résiduel	au	poini	/élo,
nous	calculons	un	volume	molaire	de	9	cnv'.mor1	pour	l'hélium	solide,	que	l'on	peui	comparer	aux	\aleurs	expéiimeiit^^s,	respectivement	27.5	et	36.8	cnr'.mor1	pour	He1	liquide	et	Hes	liquide.	Pour	comprendre	l'étal	fondamental	de	l'hélium,	il	tant	tenir	compte	de	l'énergie	résiduelle	de	point	zéro	des	atomes.	54	Physique	de	l'état	solide	cm	csj	to	-«t
oc	m	o)o	'«r	^_	r-.	
c	oo	i-"	o"	o	<	r^-"	c	î-"	O	CSJ	CSJ	.D	■>.	°~	m	-tu	o	E	Q.	U	_^:	c	Dtf	5	O	-tu	1	_çu	H3	Q.	
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m	t-	«	es	1-	IM	CD	ce	i-	>-	Tf	T]	T~	ra	en	~	o	_i	•o-	•o-	*-	co	CD	N	—	O	t-	t-	CO	co	m	t-	t-	-çj-	CD	2	ô	CSJ	I	CM	~	O	I	Tf	Tf	t-	>-	t-	t-	n	,_	n	S!	»	E	co	I—	CM	CM	LO	LO	"	I	LO	E	.	"	O)	CD	_	t	«	LO	111	COCO	N	O	cm	co	r^	•	lo	-çj-	O)	<=>	co"	CO	-ÇJ-	O)	TJ	C3	-çj-	-çj-	oî	_	Birch,	dans	Handbook	ofphysi-	cal	constants,	Geological	Society	of	America	Memoir	97,
107-173	(1966).	La	bibliographie	d'origine	devra	être	consultée	pour	utiliser	ces	valeurs	en	recherche.	Les	valeurs	entre	parenthèses	sont	des	estimations.	Les	lettres	entre	parenthèses	se	réfèrent	à	la	forme	cristalline.	Les	lettres	entre	crochets	se	rapportent	à	la	température.	[b]	=	273	K	;	[c]	=	1	;	[d]	=	4	K	;	[e]	=	81	K	Be	1,003	0,997	Mg	0,354	2,82
Ca	0,152	6,58	[a]	=	77	K;	Mg	-	0,354	2,82	-	Symbole	Module	de	compression	;	unités	:	1012	dyne/cm2	ou	1011	N/m2	Compressibilité	;	unités	:	10"12cm2/dyne	ou	10"11	m2/N	Se	0,435	2,30	K	0,032	31,	Rb	0,031	32,	Cs	Ba	La	0,020	0,103	0,243	50,	9,97	4,12	Ti	1,051	0,951	V	1,619	0,618	Cr	1,901	0,526	Mn	0,596	1,68	Fe	1,683	0,594	Co	1,914	0,522	Ni
1,86	0,538	Cu	1,37	0,73	Zn	0,598	1,67	B	1,78	0,562	Al	0,722	1,385	Ga	m	0,569	1,76	C	(d)	5,45	0,183	N	[e]	0,012	80	Si	0,988	1,012	P	(b)	0,304	3,29	s	(o	0,178	5,62	Ge	0,772	1,29	As	0,394	2,54	Se	0,091	11,0	Cl	Br	Sr	0,116	8,62	Y	0,366	2,73	Zr	0,833	1,20	Nb	1,702	0,587	Mo	2,725	0,366	Te	(2,97)	(0,34)	Ru	3,208	0,311	Rh	2,704	0,369	Pd	1,808	0,553	Ag
1,007	0,993	Cd	0,467	2,14	In	0,411	2,43	Sn	(g)	1,11	0,901	Sb	0,383	2,61	Te	0,230	4,35	I	Hf	1,09	0,92	Ta	2,00	0,50	W	3,232	0,309	Re	3,72	0,269	Os	(4,18)	(0,24)	Ir	3,55	0,282	Pt	2,783	0,359	Au	1,732	0,577	Hg	[c]	0,382	2,60	TI	0,359	2,79	Pb	0,430	2,33	Bi	0,315	3,17	Po	At	(0,26)	(3,8)	He	[a]	0,00	1168	Ne	[d]	0,010	100	Ar	[ai	0,016	93,8	Kr	[a]	0,018	56
Xe	Rn	Fr	(0,020)	(50,)	Ra	(0,132)	(7,6)	Ac	(0,25)	(4,)	Ce	(y)	Pr	Nd	0,239	0,306	0,327	4,18	3,27	3,06	Pm	(0,35)	(2,85)	Sm	0,294	3,40	Eu	0,147	6,80	Gd	0,383	2,61	Tb	0,399	2,51	Dy	0,384	2,60	Ho	0,397	2,52	Er	0,411	2,43	Tm	Yb	Lu	0,397	0,133	0,411	2,52	7,52	2,43	Th	Pa	0,543	(0,76)	1,84	(1,3)	U	0,987	1,01	Np	(0,68)	(1,5)	Pu	0,54	1,9	Am	Cm	Bk	Cf	Es
Fm	Md	No	Lr	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	57	Figure	2	Structure	cubique	compacte	(cfc)	des	cristaux	de	gaz	rares	Ne,	Ar,	Kr	et	Xe.	Les	paramétres	de	la	maille	cubique	sont	respectivement	4,46	,	5,31	;	5,64	et	6,13	A	à	4	K.	Tableau	4	Propriétés	des	cristaux	de	gaz	rares	(extrapolées	à	0	K	et	à	pression	nulle)	Distance	entre	Valeurs
expérimentales	Point	Potentiel	Paramètres	plus	proches	de	l'énergie	de	cohésion	de	fusion	d'ionisation	du	potentiel	voisins	de	l'atome	libre	Lennard-Jones	Eq.	[10]	en	À	kj/mole	eV/atome	K	He	(liquide	à	pression	nulle)	Ne	3,13	1,88	0,02	24	Ar	3,76	7,74	0,080	84	Kr	4,01	11,2	0,116	117	Xe	4,35	16,0	0,17	161	eV	24,58	21,56	15,76	14,00	12,13	e	10-'6
erg	14	50	167	225	320	a	À	2,56	2,74	3,40	3,65	3,98	H	13,595	Ll	5,39	81,01	Be	9,32	27,53	Na	5,14	52,43	Mg	7,64	22,67	Cs	3,89	29,0	Fr	Tableau	5	Énergie	d'ionisation	des	éléments	L'énergie	totale	nécessaire	pour	arracher	les	deux	premiers	électrons	est	la	somme	des	potentiels	de	première	et	seconde	ionisation.	
Source	:	National	Bureau	of	standards,	circulaire	467.	Symbole	Énergie	nécessaire	pour	arracher	un	électron	(eV)	Énergie	nécessaire	pour	arracher	deux	électrons	(eV)	K	4,34	36,15	Ca	6,11	17,98	Se	6,56	19,45	Ti	6,83	20,46	V	6,74	21,39	Cr	6,76	23,25	Mn	7,43	23,07	Fe	7,90	24,08	Co	7,86	24,91	Ni	7,63	25,78	Cu	7,72	27,93	Rb	4,18	31,7	Sr	5,69	16,72
Y	6,5	18,9	Zr	6,95	20,98	Nb	6,77	21,22	Mo	7,18	23,25	Te	Ru	Rh	Pd	7,28	7,36	7,46	8,33	22,54	24,12	25,53	27,75	Ba	5,21	15,21	Ra	5,28	15,42	La	5,61	17,04	Ac	6,9	19,0	Hf	7,	22,	Ta	7,88	24,1	W	7,9B	25,7	Re	7,87	24,5	Os	8,7	26,	Pt	8,96	27,52	Ag	Cd	7,57	8,99	29,05	25,89	Au	9,22	29,7	Hg	10,43	29,18	B	8,30	33,45	Al	5,98	24,80	Ga	6,00	26,51	In	5,78
24,64	TI	6,11	26,53	C	11,26	35,64	mr	Si	8,15	24,49	Ge	7,88	23,81	Sn	7,34	21,97	Pb	7,41	22,44	N	14,54	44,14	P	10,55	30,20	As	9,81	30,0	Sb	8,64	25,1	Bi	7,29	23,97	0	13,61	48,76	S	10,36	34,0	Se	9,75	31,2	Te	9,01	27,6	Po	8,43	F	17,42	52,40	Cl	13,01	36,81	Br	11,84	33,4	I	10,45	29,54	At	He	24,58	78,98	Ne	21,56	62,63	Ar	15,76	43,38	Kr	14,00	38,56
Xe	12,13	33,3	Rn	10,74	Ce	6,91	Th	Pr	5,76	Pa	Nd	6,31	Pm	Np	Sm	5,6	Pu	Eu	5,67	Am	Gd	6,16	Cm	Tb	6,74	Bk	Dy	6,82	Cf	Ho	Es	Er	Fm	Tm	Md	Yb	6,2	No	Lu	5,0	Lr	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	59	Comment	la	cohésion	d'un	cristal	de	gaz	rare	est-elle	maintenue	?	
La	distribution	électronique	dans	le	cristal	ne	peui	pas	être	très	différente	de	la	distribution	électronique	autour	des	atonies	libres	;	en	effet,	l'énergie	de	cohésion	d'un	atonie	du	cristal	est	seulement	de	l'ordre	de	1	%	de	l'énergie	d'ionisation	d'un	atome.	Par	conséquent,	on	dispose	de	peu	d'énergie	pour	perturber	la	distribution	des	charges	de	l'atonie
libre.	
Une	partie	de	cette	distorsion	donne	naissance	à	l'interaction	de	Van	Der	Waals.	Interaction	de	Van	Der	Waals-London	Soient	deux	atomes	identiques	de	gaz.	
rare	séparés	par	une	distance	R	grande	par	rapport	à	leur	rayon.	Quelles	sont	les	interactions	entre	ces	deux	atomes	neutres	?	Si	la	distribution	des	charges	sur	les	atomes	était	fixe,	l'interaction	entre	les	atomes	serait	nulle	car	le	potentiel	électrostatique	d'une	distribution	électronique	sphérique	est	compensé	à	l'extérieur	de	l'atonie	par	le	potentiel
électrostatique	des	charges	du	noyau.	Les	atomes	de	ga/	inertes	ne	pourraient	alors	manifester	aucune	cohésion	et	ne	pourraient	se	condenser.	Mais	les	atomes	induisent	les	uns	sur	les	auties	dc>	moments	dipolaires	et	les	moments	induits	engendrent	une	interaction	attractive	entre	les	atomes.	Prenons	pour	modèle	deux	oscillateurs	linéaires
harmoniques	identiques	1	et	2	à	la	distance	R	l'un	de	l'autre.	Chaque	oscillateur	porte	les	charges	±e	distantes	respectivement	de	A'i	et	.ï;	comme	le	montre	la	figure	3.	Les	particules	oscillent	sur	l'axe	a.	
Appelons	f)\	et	p2	les	quantités	de	mouvement.	La	constante	de	force	est	C.	L'hamiltonieii	du	système	non	perturbé	s'écrit	:	1,1	,	1,1,	n0	=	—	p\	+	-	ex	+	—	P\	+	-ex].	[i]	2m	2	2m	2	Figure	3	Coordonnées	des	deux	I	R	J	a,	I	oscillateurs.	I"	1	1	Les	oscillateurs	non	couplés	ont	chacun	une	fréquence	de	résonance	égale	à	C0o	=	(C/m)'/2	qui	correspond	à	la
raie	d'absorption	optique	la	plus	importante	de	l'atome.	Appelons	Tii	l'énergie	d'interaction	coulombienne	entre	les	deux	oscillateurs.	La	géométrie	est	mise	en	évidence	dans	la	figure.	La	distance	internucléaire	est	R.	D'où	:	2	2	2	">	e	e	e	e	(CGS)	H,	=	-	+	—	[2]	R	R	+	xt	-	x2	R	+	x,	R	-	a,	avec	l'approximation	|jtï|,	|a2|	[3]	L'hamiltonien	total	avec	pour
7i,	la	forme	appropriée	[.3],	peut	être	dïagonalisé	en	utilisant	la	transformation	;	1	1	x*	=	-p	Ui	+	x2)	;	a„	=	—=	(x,	-	x2)	[4]	y/2	y/2	60	Physique	de	l'état	solide	soit	pour	x,	et	x2	:	1	1	x,	=	—p	{xs	+	xa)	x2	=	——	(x,	-	x„).	[5]	V2	y/2	Les	indices	s	et	a	indiquent	les	modes	symétriques	et	antïsymétriques	pour	le	déplacement.	De	même	nous	avons	les
quantités	de	mouvement	ps	et	pa	associées	aux	deux	modes	:	1	1	P\	=	—p	(a	+	Pa)	;	P2	=	-p	(a	-	A-)-	[6]	Après	les	transformations	[5]	et	[6],	l'hamïltonïen	total	7ïu	+	7i\	s'écrit	:	En	utilisant	l'expression	[7],	les	deux	fréquences	des	oscillateurs	couplés	sont	;	-[(c^)/-]"-.[-i(^)-K^),+-]-	[81	où	cùv	est	donné	par	(C//»)'/2-	Dans	l'expression	[8]	nous	avons
effectué	un	développement	limité	de	la	racine	carrée.	L'énergie	de	point	zéro	du	système	est	^h(ws	+	coa)	;	du	fait	de	l'interaction	cette	énergie	est	inférieure	à	la	valeur	2	Q	hcûç,)	:	1	1	/	2e2	V	A	AU	=	-	fi(Aa\	+	Aco„)	=	-twio	■	-	[	)	=	-.	[9]	2	8	\CR*J	R6	C'est	une	interaction	attractive	qui	varie	comme	la	distance	entre	les	deux	oscillateurs	élevée	à	la
puissance	moins	six.	C'est	l'interaction	de	Van	Der	Waals,	connue	encore	sous	le	nom	d'interaction	de	London	ou	d'interaction	dïpôle-dïpôle	induite.	C'est	la	principale	interaction	attractive	dans	les	cristaux	de	gaz	rares	et	également	de	nombreuses	molécules	organiques.	Cette	interaction	est	un	effet	quantique,	c'est-à-dire	que	AU	—>	0	quand	h	—>
0.	L'énergie	de	point	zéro	du	système	est	diminuée	par	le	couplage	dïpôle-	dipôle	de	l'équation	[3].	L'existence	de	l'interaction	de	Van	Der	Waals	ne	dépend	pas	d'un	quelconque	recouvrement	des	densités	de	charges	des	deux	atomes.	Une	valeur	approchée	de	A	pour	des	atonies	identiques	est	donnée	par	hwaci2,	où	hcon	est	l'énergie	de	la	raie
d'absorption	optique	la	plus	intense	et	a	la	polaiïsabilité	électronique	(chapitre	13).	
Interaction	répulsive	Lorsque	les	atomes	se	rapprochent,	leurs	nuages	électroniques	se	chevauchent	progressivement	(fig.	4),	ce	qui	modifie	l'énergie	électro-statique	du	système.	Pour	des	distances	suffisamment	faibles,	cette	énergie	est	répulsive,	en	grande	partie	à	cause	du	principe	d'exclusion	de	Pauli.	L'énoncé	élémentaire	de	ce	principe	est	que
deux	électrons	ne	peuvent	avoir	tous	leurs	nombres	quantiques	identiques.	Quand	les	nuages	électroniques	des	deux	atomes	s'interpénétrent,	les	électrons	de	B	ont	tendance	à	occuper	une	partie	des	états	quantiques	de	l'atome	de	A	déjà	occupés	par	des	électrons	de	A	et	vice	versa.	Le	principe	de	Pauli	empêche	l'occupation	multiple	et	les	nuages
électroniques	des	atomes	à	couches	complètes	ne	peuvent	s'interpénétrer	que	si	certains	électrons	se	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	61	Figure	4	Les	nuages	électroniques	se	recouvrent	quand	les	atomes	s'approchent.	Les	disques	noirs	figurent	les	noyaux.	(a)	•	;	*y	ui	-*■	•	•	\s\\s\	Spin	total	nul	Energie	électronique	totale	:	-78,98	eV	\s\2s\
Spin	total	égal	à	I	(b)	Énergie	électronique	totale	:	-59.38	eV	Figure	5	Effet	du	principe	de	Pauli	sur	l'énergie	répulsive	:	dans	un	exemple	extrême,	deux	atomes	d'hydrogène	sont	rapprochés	jusqu'à	ce	que	les	protons	se	touchent	presque.	L'énergie	du	système	électronique	seul	peut	être	déduite	d'observations	sur	He	atomique	qui	possède	deux
électrons.	En	(a)	les	électrons	ont	des	spins	antiparallèles	et	le	principe	de	Pauli	n'a	aucun	effet	:	les	électrons	sont	liés	par	-	78,98	eV.	
En	(b)	les	spins	sont	parallèles	:	le	principe	de	Pauli	oblige	un	électron	à	passer	de	l'orbitale	1s	î	de	H	à	l'orbitale	2s	î	de	He.	Les	électrons	sont	liés	par	-	59,38	eV,	soit	une	énergie	inférieure	de	19,60	eV	à	celle	de	(a).	C'est	la	contribution	du	principe	de	Pauli	à	l'accroissement	de	la	répulsion.	Nous	avons	négligé	l'énergie	répulsive	de	Coulomb	des
deux	protons,	qui	est	la	même	en	(a)	et	en	(b).	déplacent	vers	des	états	quantiques	inoccupés,	d'énergie	plus	élevée.	
Par	conséquent	ce	mécanisme	augmente	l'énergie	totale	du	système	et	apporte	une	contribution	répulsive	à	l'interaction.	Un	exemple	extrême	pour	lequel	l'interpénétration	est	totale	est	donné	en	figure	5.	Nous	n'essaierons	pas	ici	d'évaluer	la	répulsion2	à	partir	de	principes	de	base.	
Les	résultats	expérimentaux	pour	les	gaz	inertes	peuvent	bien	être	représentés	par	un	potentiel	de	répulsion	empirique	de	lu	forme	B/R'~,	où	B	est	une	constante	positive,	quand	on	le	2	L'énergie	d'interpénétration	dépend	de	la	distribution	radiale	des	charges	autour	de	chaque	atonie.	Le	calcul	mathématique	est	toujours	compliqué	même	lorsque
cette	distribution	est	connue.	
Pour	une	étude	claire	pour	deux	atonies	d'hydrogène,	voir	le	chapitre	12	de	L.	Palii.inc	et	E.B.	Wuson,	Introduction	io	quantum	méchantes,	McGraw-HilI,	1935.	62	Physique	de	l'état	solide	combine	avec	un	potentiel	d'attraction	à	longue	distance	de	la	forme	[9].	Les	constantes	A	et	B	sont	des	paramètres	empiriques	déterminés	par	des	mesures
indépendantes	réalisées	en	phase	gazeuse	;	les	résultats	utilisés	comprennent	les	coefficients	du	viriel	et	la	viscosité.	On	a	l'habitude	d'écrire	l'énergie	potentielle	totale	de	deux	atomes	distants	de	R	sous	la	forme	U(R)	=	4e	[(S)"-G)1-	[10]	où	s	et	a	sont	de	nouveaux	paramètres,	avec	4£<76	=	A	et	4£<712	=	B.	Le	potentiel	[10]	est	connu	sous	le	nom
de	potentiel	de	Lennard-Jones	(fig.	6).	La	force	entre	les	deux	atomes	est	donnée	par	—dU/dR.	Les	valeurs	de	E	et	a	données	dans	le	tableau	4	peuvent	être	obtenues	à	partir	des	résultats	sur	l'état	gazeux,	par	conséquent	les	calculs	sur	les	propriétés	du	solide	n'utilisent	pas	de	paramètres	ajustables.	
D'autres	formes	empiriques	de	la	répulsion	sont	largement	utilisées,	en	particulier	la	forme	exponentielle	X	exp(—R/p),	où	p	est	une	mesure	du	rayon	d'interaction.	Elle	est,	en	général,	aussi	simple	à	utiliser	analvtiquement	que	la	loi	en	puissances	inverses.	Figure	6	Forme	du	potentiel	de	Lennard-Jones	[10]	qui	décrit	l'interaction	de	deux	atomes	de
gaz	inerte.	Le	minimum	de	U	apparaît	pour	R/a	=	21/b	^	i,12.	Remarquez	la	pente	de	la	courbe,	élevée	pour	des	R	inférieurs	au	minimum,	et	plate	ailleurs.	La	valeur	de	U	au	minimum	est	—e	;	et	U	=0	à	R	=	a.	U(R)/4e	L	m	0,2	0,4	0,6	0,8	1,0	1,2	Rio	—	Paramètres	du	réseau	à	l'équilibre	Si	nous	négligeons	l'énergie	cinétique	des	atomes	de	gaz	rare,
l'énergie	de	cohésion	du	cristal	s'obtient	en	sommant	le	potentiel	de	Lennard-Jones	[10]	sur	toutes	les	paires	d'atomes	dans	le	cristal.	Si	le	cristal	comporte	N	atomes,	l'énergie	potentielle	totale	est	:	^^•[ç-fe)"-?■(£)'	[H]	où	pijR	est	la	distance	entre	l'atome	de	référence	/	et	tout	autre	atome	j,	rapportée	à	la	distance	entre	plus	proches	voisins	R.	Le
facteur	^	est	introduit	pour	éviter	de	compter	deux	fois	chaque	paire	d'atomes.	Les	sommations	de	[	111	ont	été	calculées,	et	pour	la	structure	cfc	:	£]'p-|2=	12,13188:	^'P^	=	14,45392.	[12]	j	i	Dans	la	structure	cfc,	il	y	a	douze	plus	proches	voisins	;	nous	voyons	que	les	séries	sont	rapidement	convergentes	et	ont	des	valeurs	pioches	de	12.	Les	plus
proches	voisins	apportent	l'essentiel	de	la	contribution	à	l'énergie	d'interaction	des	cristaux	de	gaz	rares.	Les	sommes	correspondantes	pour	la	structure	hc	ont	pour	valeur	12,13229	et	14,45489.	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	63	dt/„	dR	l'on	Si	nous	prenons	t/lol	dans	111]	comme	énergie	totale	du	cristal,	la	valeur	d'équilibre	R0
correspond	an	minimum	de	t/lol	par	rapport	à	la	distance	entre	plus	proches	voisins	R	:	=	0	=	-2Ns	[(12)(12.13)^	-	(6)(14,45)^1,	[13]	R„/a	=	\,	09.	[14]	identique	pour	tons	les	éléments	possédant	une	structure	cfc.	Les	valeurs	observées	de	Ro/cr,	obtenues	en	utilisant	les	valeurs	déterminées	indépendamment	dans	le	tableau	4,	sont	:	Ne	Ar	Kr	Xe	R0/o
1,14	1,11	1,10	1,09	L'accord	avec	[14]	est	remarquable.	Le	petit	écart	de	Ro/o	avec	la	valeur	universelle	1,09	prédite	pour	les	ga/	rares	peut	s'expliquer	par	des	effets	qnantiqiies.	A	partir	des	mesures	faites	en	phase	gazeuse,	nous	avons	donc	prédit	les	paramètres	du	cristal.	Énergie	de	cohésion	L'énergie	de	cohésion	des	cristaux	de	ga/.	rares	an	zéro
absolu	et	pour	une	pression	nulle	est	obtenue	en	substituant	[12]	et	[14]	dans	[11]	:	£/,„,(/?)	=	2Ns	et,	pour	R	=	R()	(.2,.3)(1)12	-	(.4,45)(1)6]	,	[15]	UM(R0)	=-(2.\5)(4Ns),	[16]	identique	pour	tons	les	ga/.	rares.	Ceci	est	l'énergie	de	cohésion	calculée	lorsque	l'énergie	cinétique	est	nulle.	Les	corrections	qnantiqnes	ont	pour	effet	de	réduire	la	valeur
donnée	par	l'équation	[lfi]	pour	l'interaction;	de	l'ordre	de	28,	10,	6	et	1	pour	cent	pour	Ne,	Ar,	Kr	et	Xe	respectivement.	Plus	l'atonie	est	lourd,	plus	la	correction	quantiqne	est	faible.	Nous	pouvons	comprendre	l'origine	de	la	correction	quantique	en	considérant	un	modèle	simple	dans	lequel	un	atome	est	enfermé	entre	des	limites	fixes.	Si	la	particule
a	la	longueur	d'onde	quantique	X,	où	X	est	déterminée	pai	les	limites,	la	particule	a	l'énergie	cinétique	[r/2M	=	(h/X)'/2M,	la	quantité	de	mouvement	et	la	longueur	d'onde	de	la	particule	étant	reliées	par	la	relation	de	de	Broglie	p	=	h/X.	Dans	ce	modèle,	la	correction	quantique	d'énergie	résiduelle	au	point	/ero	est	inversement	proportionnelle	à	la
niasse,	en	accord	avec	les	corrections	citées	ci-dessus	pour	le	néon	(poids	atomique	20,2)	et	le	xénon	(poids	atomique	130).	Les	énergies	de	cohésion	finalement	calculées	s'accordent	aux	valeurs	expérimentales	du	tableau	4	à	la	précision	de	1	à	7	%	près.	Une	conséquence	de	l'énergie	cinétique	quantique	est	qu'on	observe	pour	l'isotope	Ne20	un
paramètre	cristallin	plus	grand	que	pour	un	cristal	de	Ne".	L'énergie	cinétique	quantique	plus	élevée	de	l'isotope	le	plus	léger	dilaie	le	réseau,	car	cette	énergie	est	réduite	par	la	dilatation.	Les	paramètres	mesurés	(extrapolés	de	2,5	K	an	zéro	absolu)	sont	:	Ne'"	:	4,4559	À.	64	Physique	de	l'état	solide	CRISTAUX	IONIQUES	Les	cristaux	ioniques	sont
formés	d'ions	positifs	et	négatifs.	
La	liaison	ionique	résulte	de	l'interaction	électrostatique	entre	ions	de	charges	opposées.	Deux	structures	cristallines	courantes	de	type	ionique,	celle	du	chlorure	de	sodium	et	celle	du	chlorure	de	césium	ont	été	décrites	au	chapitre	1.	La	configuration	électronique	de	tous	les	ions	d'un	cristal	ionique	simple	correspond	à	des	couches	électroniques
complètes	comme	pour	les	atomes	de	gaz	rares.	Dans	le	fluorure	de	lithium	la	configuration	des	atomes	neutres	est,	d'après	la	classificiation	périodique	qui	figure	au	début	de	ce	libre	:	Li:	\s22s,	F:	\s22s22p\	Les	ions	ont	les	configurations	:	Li+:	\s2,	F":	\s22s22p6,	qui	sont	respectivement	celles	de	l'hélium	et	du	néon.	Les	atomes	des	gaz	inertes	ont
des	couches	électroniques	complètes,	et	la	distribution	des	charges	a	une	symétrie	sphé-	rique.	Nous	nous	attendons	donc	à	ce	que	la	distribution	des	charges	sur	chaque	ion	d'un	cristal	ionique	ait	approximativement	une	symétrie	sphérique,	avec	une	certaine	distorsion	près	de	la	région	de	contact	entre	deux	atomes	voisins.	Cette	hypothèse	est
confirmée	par	les	études	par	rayons	X	de	la	distribution	électronique	(fig.	7).	Un	rapide	calcul	nous	montre	que	nous	ne	sommes	pas	trop	dans	l'erreur	en	considérant	que	les	interactions	électrostatiques	sont	responsables	de	l'essentiel	de	l'énergie	de	liaison	d'un	cristal	ionique.	La	distance	entre	un	ion	positif	et	le	plus	proche	ion	négatif,	dans	le
chlorure	de	sodium,	est	2,81	x	10~K	cm	et	la	partie	attractive	conlonibienne	de	l'énergie	potentielle	des	deux	ions	est	5,1	eV.	(-eue	valeur	peut	être	comparée	(fig.	8)	à	la	valeur,	déterminée	expérimentalement,	de	l'énergie	de	cohésion	par	molécule	de	NaCl	par	rapport	aux	ions	Na+	et	Cl-	séparés,	que	l'on	trouve	égale	à	7,9	eV.	Nous	allons
maintenant	calculer	plus	précisément	l'énergie	réticulaire.	Figure	7	Distribution	de	la	densité	électronique	dans	le	plan	de	base	de	NaCl	d'après	des	études	aux	rayons	X	de	G.	Schoknecht.	Les	nombres	sur	les	contours	donnent	la	concentration	électronique	relative.	[Z.	Naturforsh.	12a,	983	(1957)].	0.05	V	ci--	100	50	10	2	1	1	o!s	Al	J	Liaison	cristalline
et	constantes	élastiques	65	Figure	8	L'énergie	par	molécule,	d'un	cristal	de	chlorure	de	sodium	est	de	(7,9	-	5.1	+	3,6)	=	6,4	eV,	inférieure	à	l'énergie	des	atomes	neutres	séparés.	L'énergie	de	cohésion	par	rapport	aux	ions	séparés	est	7,9	eV	par	molécule.	Toutes	les	valeurs	de	cette	figure	sont	expérimentales.	Les	valeurs	de	l'énergie	d'ionisation	sont
données	dans	le	tableau	5	et	les	valeurs	de	l'affinité	électronique	figurent	dans	le	tableau	6.	0	+	Cl	—►	Gaz	sTa	+	5,14	eV	—-	Energie	laz.	d'ionisation	Ci-	Gaz	Na+	Gaz	+	3.61	eV	Affinité	électronique	t	0	Na+	+	Ci-	Gaz	Gaz	Na+	ci-	Cristal	+	7,9	eV	Énergie	de	cohésion	Énergie	électrostatique	de	Madelung	L'interaction	à	longue	distante	entre	des	ions
de	charge	±g	est	l'interaction	électrostatique	±q-/r,	attractive	pour	des	ions	de	charges	opposées,	répulsive	pour	des	ions	de	même	charge.	Les	ions	s'assemblent	pour	former	la	structure	cristalline	qui	produit	la	plus	forte	attraction	compatible	avec	la	répulsion	à	comte	distance	entre	les	ions.	Les	interactions	répulsives	entre	des	ions	ayant	la
configuration	électronique	des	gaz	inertes	sont	similaires	à	celles	qui	existent	entre	ces	atomes	de	gaz	inertes.	La	part	de	l'attraction	due	aux	forces	de	Van	Der	Waals	est	relativement	faible	pour	les	cristaux	ioniques	;	elle	représente	1	à	2	%	de	l'énergie	de	cohésion.	La	principale	contribution	à	l'énergie	de	liaison	des	cristaux	ioniques	est	d'origine
électrostatique	;	on	l'appelle	énergie	de	Madelung.	Si	Ujj	est	l'énergie	d'interaction	entre	les	ions	/	et	j,	nous	pouvons	définir	une	somme	Uj	qui	inclut	toutes	les	interactions	contenant	l'ion	/	:	U>	=	I2'U'J>	[17]	j	où	la	sommation	s'étend	à	tous	les	ions	sauf	y'	=	i.	Nous	supposons	que	\J,j	peut	s'écrire	comme	la	somme	d'un	potentiel	répulsif	central	cle
la	forme	X	exp(—r/p),	où	X	ei	p	sont	des	paramètres	empiriques,	et	d'un	potentiel	coulombien	±q2/r.	Donc	:	(CGS)	U,j	=	X	eupl-nj/p)	±	cj2/r,j,	[18]	où	l'on	prend	le	signe	+	pour	les	charges	de	même	signe	et	—	pour	les	charges	de.	signes	opposés.	En	unité	SI	l'interaction	de	Coulomb	est	zLq-/4jT£nr	;	nous	écrivons	ce	paragraphe	en	unités	CGS,	pour
lesquelles	l'interaction	de	Coulomb	est	±q-	/r.	Le	terme	répulsif	décrit	le	fait	que	chaque	ion	résiste	à	l'interpénétration	avec	le	nuage	électronique	des	ions	voisins.	Nous	considérons	X	et	p	comme	des	constantes	à	déterminer	d'après	les	valeurs	expérimentales	du	paramètre	cristallin	et	de	la	compressibilité	;	nous	avons	utilisé	la	formulation
exponentielle	du	potentiel	répulsif	empirique	plutôt	que	la	forme	en	R'12	utilisée	pour	les	gaz	inertes.	Ce	changement	a	été	fait	car	cette	forme	donne	peut-être	une	meilleure	représentation	de	l'interaction	répulsive.	
Pour	les	ions,	nous	n'avons	pas	de	données	en	phase	gazeuse	qui	permettent	de	déterminer	indépendamment	X	et	p.	On	note	qn~	p	est	une	mesure	du	champ	d'interaction	répulsive	:	quand	r	=	p,	l'interaction	répulsive	est	réduite	à	e	'	de	sa	râleur	pour	r	=	0.	66	Physique	de	l'état	solide	Dans	la	structure	de	NaCl	la	valeur	de	£/,-	est	la	mêm«_,	que
l'ion	de	référence	/'	soit	positif	ou	négatif.	On	peut	s'arranger	pour	que	la	somme	[	17]	converge	rapidement,	de	sorte	que	sa	valeur	ne	dépende	pas	de	la	position	de	l'ion	de	référence	dans	le	cristal,	à	condition	qu'il	ne	soit	pas	près	de	la	surface.	En	négligeant	les	effets	de	surface,	nous	pouvons	écrire	l'énergie	réticulaire	totale	t/,ol	d'un	cristal
composé	de	N	molécules,	soit	2/V	ions,	comme	L/lot	=	/Vf/,-.	Dans	la	formule,	nous	trouvons	/V,	et	non	2/V,	car	nous	devons	compter	chaque	paire	d'interactions,	c'est-à-dire	chaque	liaison,	une	fois	seulement.	L'énergie	totale	du	réseau	est	l'énergie	nécessaire	pour	séparer	le	cristal	en	ions	individuels	infiniment	séparés	les	uns	des	autres.	Il	est	à
nouveau	commode	d'introduire	les	quantités	/?;,	telles	que	rVl	=	p,jR,	R	étant	la	distance	entre	deux	plus	proches	voisins	du	cristal.	Si	nous	ne	considérons	l'interaction	répulsive	que	pour	les	proches	voisins,	nous	avons	:	(CGS)	<72	k	exp(—R/p)	(plus	proches	voisins)	A	1	q2	±	(pour	les	autres	ions).	Pu	R	[19]	Donc	(CGS)	t/10,	=	NU,	=	N	(zke-^"	-	^-\	.
[20]	où	z	est	le	nombre	de	plus	proches	voisins	d'un	ion	quelconque	et	:	a	=	Y^	=	constante	de	Madelung	[21	]	j	Pu	Cette	somme	doit	inclure	la	contribution	des	plus	proches	voisins,	c'est-à-dire	z.	Le	signe	(=b)	est	discutée	avant	l'équation	[25].	La	valeur	de	la	constante	de	Madelung	est	d'une	importance	capitale	dans	la	théorie	des	cristaux	ioniques.
Des	méthodes	de	calcul	en	sont	données	ci-dessous.	Tableau	6	Affinités	électroniques	des	ions	négatifs	(valeurs	recommandées)	L'affinité	électronique	est	positive	pour	un	ion	négatif	stable	Atome	Affinité	électroni	■	ue	(eV)	Atome	Affinité	électronique	(eV)	H	0,7542	Si	1,39	Li	0,62	P	0,74	C	1,27	S	2,08	O	1,46	Cl	3,61	F	3,40	Br	3,36	Na	0,55	1	3,06	Al
0,46	K	0,50	Source	:	H.	
Hoïor	et	W.C.	LlNEBERGF.R,	/.	Phys.	Chem,	Réf.	Dala	4,	539	(	1975).	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	67	À	la	distance	d'équilibre	/?„,	dt/„„/d/?	=	0,	d'où	d£/,	Nzk	Naq2	(CGS)	N-±	=	exp(-/?/p)	+	—f-	=	0,	[22]	aR	p	R-	soit	(CGS)	Ri	exp(-RJp)	=	paq2/zk.	[23]	ceci	détermine	la	distance	d'équilibre	R0	si	les	paramètres	p,	k	de	l'interaction
répulsive	soni	connus.	Four	convertir	en	SI	remplacer	q2	par	q2/4nF0.	
L'énergie	réticulaire	totale	du	cristal	contenant	2/V	ions	séparés	de	la	distance	d'équilibre	R0	peut	s'écrire	en	utilisant	[20]	et	[23]	:	«**>	«■-*?(-£)•	[24]	Le	terme	—Naq2/R0	est	l'énergie	de	Madclmig.	Nous	trouverons	que	/0	est	de	l'ordre	de	0,1	Ru	;	l'énergie	de	répulsion	agii	donc	à	très	courte	distance.	Évaluation	de	la	constante	de	Madelung	Le
premier	calcul	de	la	constante	a	de	l'énergie	coulonibienne	a	été	effectué	par	Madelung.	
Une	puissante	méthode,	valable	pour	tontes	les	sommations	dans	un	cristal	a	été	développée	par	Ewald	et	est	présentée	dans	l'appendice	B.	Les	ordinateurs	sont	maintenant	utilisés	pour	ce	type	de	calculs.	
La	définition	de	la	constante	de	Madelung	a	est.	d'après	[21]	?a-	D'après	[20],	il	est	nécessaire	que	a	soit	positif	pour	que	le	cristal	soit	stable.	Si	nous	pre-	noib	pour	ion	de	référence	un	ion	négatif,	le	signe	+	sera	utilisé	pour	des	ions	positifs	et	le	signe	moins	pour	les	ions	négatifs.	Une	définition	équivalente	est	:	<,<±>	R	^	[25]	on	rt	esi	la	distance
entre	le	j-ièmc	ion	et	l'ion	de	référence	et	R	la	distante	entre	plus	proches	voisins.	Il	faut	souligner	que	la	valeur	de	a	variera	suivant	qu'on	la	définit	par	rapport	à	la	distance	entre	plus	proches	voisins	R,	par	rapport	au	paramètre	cristallin	a	ou	par	rapport	à	toute	autre	longueur.	Calculons,	par	exemple,	la	constante	de	Madelung	pour	la	ligne	infinie
d'ions	de	signes	alternés	de	la	figure	9.	Nous	prenons	un	ion	négatif	pour	ion	de	référence,	et	R	représente	la	distance	entre	deux	ions	adjacents.	Alors	ou	le	facteur	2	apparaît	car	il	y	a	deux	ions,	l'un	à	droite,	l'autre	à	gauche,	à	égale	distance	r-j	de	l'ion	de	référence.	Par	comparaison	au	développement	en	série	de	°	~\	4	X~	X	X	(\+x)=x-	—+	—	-	—	+
...	R	a	=	'	1	~R	:2	1	1	1	-j	2R	+	3R	4R+'"\'	r	i	i	i	"1	.'-2	+	3-5+-J;	68	Physique	de	l'état	solide	Figure	9	Ligne	d'ions	de	signes	alternés,	distants	de	R.	©	©	©	o	Ion	de	référence	©	O	©	O	-iM	nous	déduisons	que	la	constante	de	Madelung	d'un	cristal	ionique	unidimensionnel	est	a	=	2	In	2.	A	trois	dimensions,	le	calcul	e.st	plus	difficile.	On	ne	peut	pas
écrire	les	termes	successifs	sans	étude	approfondie.	De	plus,	la	série	ne	convergera	que	si	les	termes	successifs	sont	placés	de	telle	manière	que	les	contributions	des	termes	positifs	et	négatifs	se	compensent	à	peu	près.	Quelques	valeurs	de	la	constante	de	Madelung	sont	données	ci-dessous	;	elles	sont	basées	sur	des	charges	ioniques	unitaires	et
rapportées	à	la	plus	courte	distance	interatomique.	Structure	a	Chlorure	de	sodium,	NaCl	l,	747565	Chlorure	de	césium,	CsCl	1,762675	Blende,	ZnS	cubique	l,	63	81	Les	contributions	de	répulsion	et	de	Madelung	à	l'énergie	de	liaison	d'un	cristal	sont	représentées	à	la	figure	10.	Le	tableau	7	donne	les	propriétés	des	cristaux	d'halogéniues	d'alcalins
ayant	la	structure	du	chlorure	de	sodium.	Les	valeurs	calculées	de	l'énergie	de	cohésion	concordent	parfaitement	avec	les	valeurs	expérimentales.	CRISTAUX	COVALENTS	La	liaison	covalente	est	la	liaison	classique	par	paire	d'électrons,	ou	liaison	homopolaire,	de	la	chimie,	et	tout	particulièrement	de	la	chimie	organique,	(".'est	une	liaison	forte	:	la
liaison	entre	deux	atomes	de	carbone	dans	le	diamant	a	une	énergie	de	cohésion,	rap-	Figure	10	Énergie	(par	molécule)	du	cristal	de	KCI,	montrant	les	contributions	de	Madelung	et	de	répulsion.	I4	I2	I0	8	6	4	?	0-	-2	-4	-6	-8	-10	-12	-14	Énergie	de	répulsion	1(2,4	x	IO4)	exp	(-	fl/0,30),	eV	Énergie	\	totale	\	H	3	4	Position	d'équilibre	/?(I0"8cm)	^-L^^
Énergie	de	Coulomb	(25,2//?)	eV	Tableau	7	Propriétés	des	halogénures	d'alcalins	ayant	la	structure	de	NaCI	Toutes	ces	valeurs	(sauf	celles	entre	parenthèses)	sont	données	â	température	ambiante	et	sous	pression	atmosphérique,	sans	correction	pour	les	variations	de	/?()	et	U	depuis	le	zéro	absolu.	Les	valeurs	entre	parenthèses,	au	zéro	absolu	et
sous	pression	nulle,	nous	ont	été	communiquées	par	L.	Brewer.	
Distance	/?o	Module	de	Paramètre	d'énergie	Rayon	d'action	Énergie	de	cohésion	entre	plus	proches	compression	B	de	répulsion	zX	de	la	répulsion	p	rapportée	aux	ions	libres	voisins	(À)	(1011	dyne/cm2)	(lO^erg)	(A)	(kcal/mole)	(ou	1010	N/m2)	6,71	2,98	2.38	(1,71)	4,65	2.40	1,99	1,51	3,05	1,74	1,48	1,17	2,62	1,56	1,30	1,06	0,296	0,490	0,591	0,599
0,641	1,05	1,33	1,58	1,31	2,05	2,30	2,85	1,78	3,19	3,03	3,99	0,291	0,330	0,340	0,366	0,290	0,321	0,328	0,345	0,298	0,326	0,336	0,348	0,301	0,323	0,338	0,348	expérimentale	242,3[246,8]	198,9[201,8]	189,8	177,7	214,4[217,9]	182,6[185,3]	173,6[174,3]	163,2[162,3]	189,8[	194,5]	165,8[169,5]	158,5[159,3]	149,9[151,1]	181.4	159,3	152,6	144,9
calculée	242,2	192,9	181,0	166,1	215,2	178,6	169,2	156,6	189,1	161,6	154,5	144,5	180,4	155,4	148,3	139,6	LiF	LiCl	LiBr	Lil	NaF	NaCI	NaBr	Nal	KF	KC1	KBr	Kal	RbF	RbCl	RbBr	Rbl	2,014	2,570	2,751	3,000	2,317	2,820	2,989	3,237	2,674	3,147	3,298	3,533	2,815	3,291	3,445	3,671	Données	extraite»	de	plusieurs	Uibles	de	M.P.	Tost,	Solid	Slate
Physics	16,	1	(19tî4).	70	Physique	de	l'état	solide	portée	aux	atomes	neutres,	comparable	en	intensité	à	la	liaison	ionique.	La	liaison	cova-	lente	est	très	directionnelle	(fig.	11).	Ainsi,	le	carbone,	le	silicium,	le	germanium	ont	la	structure	du	diamant,	les	atomes	étant	entourés	de	quatre	voisins	placés	au	sommet	d'un	tétraèdre	;	cependant	cet
arrangement	donne	une	faible	occupation	de	l'espace	:	le	taux	de	remplissage	de	la	structure	du	diamant	est	0,34,	alors	qu'il	est	de	0,74	pour	une	structure	compacte.	La	liaison	tétraédrique	n'autorise	que	quatre	plus	proches	voisins	alors	qu'une	structure	compacte	en	permet	douze.	Il	ne	faut	pas	exagérer	la	ressemblance	entre	la	liaison	du	carbone
et	celle	du	silicium.	
Le	carbone	donne	naissance	à	la	biologie,	le	silicium	à	la	géologie	et	à	la	technologie	des	semi-conducteurs.	La	liaison	covalente	est	habituellement	formée	de	deux	électrons	provenant	de	chacun	des	atomes	liés.	Les	électrons	participant	à	la	liaison	tendent	à	être	partiellement	localisés	entre	les	deux	atonies	liés.	Les	spins	des	deux	électrons	de	la
liaison	sont	antiparallèles.	Figure	11	Concentration	des	électrons	de	valence	calculée	dans	le	germanium.	Les	nombres	situés	sur	les	contours	indiquent	la	concentration	électronique	par	maille	élémentaire	en	prenant	quatre	électrons	de	valence	par	atome	(huit	électrons	par	maille	élémentaire).	
Noter	la	forte	concentration	des	électrons	à	mi-	distance	de	la	liaison	Ge-Ge.	Ceci	n'est	pas	un	résultat	surprenant	pour	une	liaison	covalente.	(D'après	J.R.	Cheukowsky	et	M.L.	Cohen).	La	liaison	de	la	molécule	d'hydrogène	est	un	exemple	simple	de	liaison	covalente.	La	liaison	covalente	la	plus	forte	(fig.	12)	apparaît	quand	les	spins	des	deux	électrons
sont	antiparallèles.	La	liaison	dépend	de	l'orientation	relative	des	spins,	non	pas	à	cause	de	l'importance	de	l'interaction	dipolaire	magnétique	entre	les	spins,	mais	parce	que	le	principe	de	Pauli	modifie	la	distribution	des	charges	en	fonction	de	l'orientation	du	spin.	Cette	énergie	de	Coulomb	dépendante	du	spin	est	appelée	interaction	d'échange.	Le
principe	de	Pauli	prévoit	une	forte	répulsion	entre	des	atomes	à	couches	complètes.	Si	les	couches	ne	sont	pas	remplies,	l'interpénétration	des	nuages	électroniques	ne	nécessite	pas	l'excitation	des	électrons	vers	des	couches	d'énergie	élevée	et	la	liaison	sera	plus	courte.	Comparer	la	distance	entre	les	atonies	de	Cl2	(2	A)	et	la	distance	interato-
mique	dans	Ar	cristallin	(3,76	A)	;	comparei	aussi	les	énergies	de	cohésion	données	dans	le	tableau	1.	La	différence	entre	Cl2	et	Ar2	réside	dans	le	fait	que	l'atome	de	Cl	a	cinq	électrons	clans	le	niveau	3p	et	que	l'atome	de	Ar	en	a	six,	ce	qui	sature	la	couche.	La	répulsion	est	plus	forte	pour	Ar	que	pour	Cl.	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	71
Figure	12	Énergie	de	l'hydrogène	moléculaire	(H2)	par	rapport	aux	atomes	neutres	séparés.	
Une	énergie	négative	correspond	à	une	liaison.	La	courbe	N	correspond	au	calcul	classique	basé	sur	des	densités	électroniques	de	l'atome	libre	;	A	correspond	à	des	spins	parallèles	en	tenant	compte	du	principe	d'exclusion	de	Pauli	et	5	(l'état	stable)	à	des	spins	antiparallèles.	La	densité	électronique	est	représentée	par	des	lignes	de	niveau	pour	les
états	A	et	S.	Il	manque	quatre	élections	aux	éléments	C,	Si	et	Ge	pour	remplir	la	couche	externe	et	ces	éléments	(par	exemple)	peuvent	subir	une	attraction	accompagnée	d'une	interpénétration	des	nuages	électroniques.	La	configuration	électronique	du	carbone	est	\s22s22p~.	On	trouvera	d'autres	détails	dans	les	ouvrages	de	chimie	quantique.	
On	\	montre	que,	pour	former	un	système	tétmédi	ique	de	liaisons	covalentes,	l'atome	de	carbone	doit	d'abord	passer	par	la	configuration	l:s"2s2/r\	Ce	passage	ne	demande,	à	partir	de	l'état	fondamental,	que	4	eV,	énergie	que	l'on	fait	plus	que	regagner	quand	les	liaisons	sont	formées.	Il	y	a	une	suite	continue	de	cristaux	entre	les	limites	ioniques	et
covalentes.	Il	est	souvent	important	d'estimer	à	quel	point	une	liaison	donnée	est	ionique	ou	covalente.	Une	théorie	semi-empirique	du	caractère	ionique	ou	covalent	partiel	d'une	liaison	dans	un	cristal	diélectrique	a	été	développée	avec	succès	pai	J.C.	Phillips	(tableau	8).	Tableau	8	Caractère	ionique	partiel	des	liaisons	dans	les	cristaux	binaires
Cristal	Si	SiC	Ge	ZnO	ZnS	ZnSe	ZnTe	CdO	CdS	CdSe	CdTe	1	Caractère	ionique	partiel	0,00	0,18	0,00	0.62	0,62	0,63	0,61	0,79	0,69	0,70	0,67	>istal	»•	InP	InAs	InSb	GaAs	GaSb	CuCI	CuBr	Caractère	ionique	partiel	0,42	0,36	0,32	0,31	0,26	0,75	0,74	Cristal	AgCI	AgBr	Agi	MgO	MgSe	MgSe	LiF	NaCl	RbF	Caractère	ionique	P	il	0,86	0,85	0,77	0,84	0,79
0,79	0,92	0,94	0,96	€	"LU	,-0.2	-0.4	\v£|v^/	-0.6	0	12	3	4	5	6	Séparation	interatomique	(en	multiples	de	an	=	0,53	A)	IVaprèsJ.C.	Phu	i.ll's,	Bimds	and	banth	in	setniroiuhtrtrns.	Académie	Press,	1973,	chapitre	2.	72	Physique	de	l'état	solide	CRISTAUX	MÉTALLIQUES	Les	métaux	sont	caractérisés	par	une	forte	conductivité	électrique	;	dans	un	métal	un
grand	nombre	d'électrons	doivent	être	libres	de	se	déplacer,	de	l'ordre	de	un	ou	deux	par	atome.	Les	électrons	libres	de	se	déplacer	sont	appelés	électrons	de	conduction.	Les	électrons	de	valence	de	l'atome	deviennent	les	électrons	de	conduction	du	métal.	Dans	certains	métaux,	l'interaction	entre	les	atomes	ionisés	et	les	électrons	de	conduction
fournit	une	grande	part	de	l'énergie	de	liaison	;	mais	par	rapport	à	l'atome	libre,	la	caractéristique	essentielle	de	la	liaison	métallique	est	de	réduire	l'énergie	des	électrons	de	valence	dans	le	métal.	Cette	réduction	est	démontrée	par	plusieurs	modèles	simples	traités	aux	chapitres	7	et	9.	L'énergie	de	liaison	d'un	cristal	métallique	alcalin	est
considérablement	plus	faible	que	celle	d'un	cristal	d'halogénure	d'alcalin	:	la	liaison	due	à	un	électron	de	conduction	n'est	pas	très	forte.	Les	distances	interatoiniques	sont	relativement	élevées	dans	les	métaux	alcalins	car	l'énergie	cinétique	des	électrons	de	conduction	est	plus	faible	pour	de	grandes	distances	înteratomiques.	Ceci	conduit	à	une
liaison	faible.	Les	métaux	ont	tendance	à	se	cristalliser	sous	forme	de	structures	relativement	compactes	:	hc,	cfc,	ce	et	quelques	autres	structures	voisines,	et	non	sous	forme	de	structures	lâches	comme	la	structure	diamant.	Dans	les	métaux	de	transition,	il	peut	y	avoir	des	effets	additionnels	dus	aux	interactions	entre	les	couches	électroniques
internes.	Les	éléments	de	transition	et	les	métaux	qui	les	suivent	immédiatement	dans	la	classification	périodique	ont	des	couches	d	incomplètes	et	sont	caractérisés	par	de	fortes	énergies	de	liaison.	CRISTAUX	À	LIAISON	HYDROGÈNE	Comme	l'hydrogène	neutre	n'a	qu'un	seul	électron,	il	ne	peut	former	de	liaison	covalente	qu'avec	un	seul	atonie	à
la	fois.	
On	observe	toutefois	des	cas	où	un	atome	d'hydrogène	est	attiré	assez	fortement	par	deux	atonies	à	la	fois,	formant	ainsi	ce	que	l'on	appelle	une	liaison	hydrogène	entre	ces	atomes,	avec	une	énergie	de	l'ordre	de	0,1	eV.	On	pense	que	la	liaison	hydrogène	a	un	caractère	largement	ionique,	car	on	ne	la	trouve	qu'entre	H	et	des	atomes	très
électronégatifs,	en	particulier	F,	O	et	N.	Dans	la	forme	la	plus	ionique	de	la	liaison	hydrogène,	l'atome	d'hvdrogène	perd	son	électron	au	profit	d'un	autre	atome	de	la	molécule	;	la	liaison	hydrogène	est	alors	formée	du	seul	proton.	La	petite	taille	du	proton	ne	permet	que	deux	proches	voisins,	car	les	atomes	liés	au	proton	sont	si	proches	qu'ils	se
gêneraient	mutuellement	s'ils	étaient	plus	de	deux	;	par	conséquent	une	liaison	hydrogène	ne	peut	relier	que	deux	atomes	(fig.	13).	La	liaison	hydrogène	est	une	part	importante	de	l'interaction	entre	les	molécules	H^O	et	explique,	conjointement	à	l'attraction	électrostatique	des	moments	dipolaires	électriques,	les	propriétés	physiques	étonnantes	de
l'eau	et	de	la	glace.	La	liaison	hydrogène	est	importante	dans	certains	cristaux	ferroélectriques	(chapitre	13).	Figure	13	L'ion	difluorure	d'hydrogène	HFJ	est	stabilisé	par	un	pont	hydrogène.	Le	schéma	est	un	modèle	extrême	de	la	liaison,	extrême	dans	le	sens	où	le	proton	a	complètement	perdu	son	électron.	F"	•	F-	H+	'	Liaison	cristalline	et
constantes	élastiques	73	RAYONS	ATOMIQUES	Les	distantes	entre	les	atomes	d'un	cristal	peuvent	être	mesurées	très	préeisémeiit	par	des	méthodes	de	diffraction	des	rayons	X	(avec	cinq	chiffres	significatifs).	Peut-on	dire	que	la	distance	obseivée	entre	deux	atomes	ou	deux	ions	peut	être	décomposée	en	une	paitie	due	à	A	et	une	paitie	dite	à	B	?
Peut-on	définir	le	îavon	d'un	atome	ou	d'un	ion	indépendamment	de	la	nature	ou	tle	la	composition	d'un	cristal	?	Fn	toute	rigueur,	la	réponse	est	non.	
Le	nuage	électronique	entourant	un	atome	n'a	pas	poui	limite	une	sphère	rigide.	
Cependant,	le	concept	de	ravon	atomique	peut	être	utile	poui	prédire	les	distances	entre	atomes.	Grâce	aux	propiiétés	additives	des	ra\ons	atomiques,	il	est	possible	de	prévoir	l'existence	de	phases	qui	n'ont	pas	encore	été	synthétisées	et	de	déterminer	leurs	paramètre*	de	inaille	probables.	De	plus,	on	peut	souvent	déduire	la	configuration
électronique	des	atomes	constituant	un	échantillon	en	comparant	les	\aleurs	expérimentales	des	paramètres	de	maille	aux	\aleurs	théoriques.	Afin	de	prédire	les	valeurs	des	paramètres	de	maille,	il	est	utile	d'attribuer	(tableau	9)	à	chaque	élément	chimique	une	série	de	rayons	en	l'onction	des	différents	types	de	liaisons	considérées	:	par	exemple,	une
série	est	\alahlc	pour	les	<	ristaux	ioniques	dont	les	ions	constitutifs	se	trouvent	dans	les	configurations	des	ga/	rares	à	couches	complètes	avec	un	nombre	de	coordination	égal	à	(>.	Une	autre	série	concerne	les	structures	ioniques	à	coordination	létraêdrique	et	une	antre,	les	métaux	de	nombre	de	coordination	égal	à	12	(empilement	compact).	I.es
valeurs	prédites,	données	au	tableau	9,	des	ra\ons	du	cation	Na+	et	de	fanion	F~	devraient	conduire	à	une	distance	interatomique	égale	à	0.97	+	1.36	=	2.33	A	dans	le	cristal	NaF	;	cette	valeur	est	à	comparer	à	la	valeur	expérimentale,	égale	à	2,32	A.	L'accord	est	nettement	moins	satisfaisant	si	l'on	suppose	des	configurations	atomiques	(neutres)
pour	Na	et	F,	ce	qui	conduirait	à	une	distance	inteiatomique	de	2.:)8	A	pour	le	cristal.	Cette	dernière	\aleur	est	égale	à	i	(distance	entre	plus	proches	voisins	dans	Na	métallique	+	distance	interatomique	dans	I\,	ga/eux).	La	distance	entre	atomes	de	carbone	dans	le	diamant	est	l,.r>l	\;	la	moitié	de	cette	\aleur	est	0,77	A.	Dans	le	silicium,	qui	a	la	même
stincture	cristalline,	la	moitié	de	la	dislance	interatomique	vaut	1,17	A.	Dans	SiC,	chaque	atome	est	entouré	de	quatre	atomes	de	l'espèce	opposée.	En	ajoutant	les	ravoiis	de	C	et	Si	donnés	juste	avant,	on	prédit	1,94	A	pour	la	longueur	de	liaison	C-Si,	ce	qui	est	en	bon	accord	avec	la	\alenr	expérimentale	de	1,89	A.	C'est	l'ordre	de	grandeur	de	l'accord
que	l'on	peut	obtenir	(quelques	ponreent)	en	utilisant	les	tables	de	rayons	atomiques	J.	Rayons	ioniques	Le	tableau	9	donne	une	série	de	ravnns	pom	les	cristaux	ioniques	dans	la	configuration	de	ga^	inertes	d'après	Zachariascn.	Les	r\,	Tableau	9.	p.	76	;	1	.	P\M	ino,	Ihe	nature	n/	Oie	chemiml	Ao»rfK3*'	éd.,	Cuinell,	i960	;	|.C.	Si	vrm,/	(hem.	Hh\s.	41,
:»I99	(1964)	;	B.|.	Al	Ml\	cl	V.	Hll\l\	/	CJirm.	
l'Iiys.	
45.	Çl'-'H	(1966);	K.C.	I'aksÏins	and	V.F.	W'i	isSKOPK,	/jeits	J.	Pfrmk	202	192	(1967);	S.	GH1KK.	/.	
Krulnllogrii/iliie	125,	I	(1967)	•	K.D.	Smwmin,	Arl»Cry\l.	A32,	751	(1976)	;	et	pour	les	oxvdes	ci	lluo-	uircs.	R.D.	Sli\\\ci\	and	CI.	
Pkfuiii,	Sein	Crysl.	B25.	923	(1969).	l'ne	élude	améiiciiic	d.ue	de	W.I..	Bu\<.<„	»The	arrangCHu'lil	ol	alunis	in	ensuis	,	l'hiltn.	
Wag.	(6)	40.	269	(	1926).	1^1	Li	0,68	1,56	Na	0,97	1,91	Be	0,35	1	06	1	13	Mg	0,65	1,40	1,60	K	1,33	.38	Rb	1,48	Cs	1,67	Ca	0,99	Sr	1,13	Ba	1,35	i,li	|	i,3b	i,ay	|	1,44	Hg	1,10	1,48	1	t>7	Ga	0,62	1,26	1,41	In	0,81	1	44	1.66	TI	0,95	Ge	0,53	1,22	1,d/	Sn	0,71	1,40	1.55	Pb	0,84	As	2,22	1,18	1.JM	Sb	2,45	I.TR	1.59	Bi	S	1,84	1,04	Se	1,98	1,14	Te	2,21	1,32	PO
F	1,36	0,64	Cl	1,81	0,99	Br	1,95	1,11	2,16	1,28	He	Ne	1,58	Ar	1,88	Kr	2,00	Xe	2.17	At	Rn	1,/5	I	1,70	I	1,76	Ce	1,01	1	71-	1,82	Th	0,99	1.80	Pr	1,83	Pa	0,90	1163	Nd	1	82	U	0,83	-1.56	Pm	1.81	Np	1,56	Sm	1	80	Pu	1.58-	1.64	Eu	_1	803	^	Am	1	81	Gd	1	80	Cm	Tb	1	78	Bk	Dy	1.77	Cf	Ho	177	Es	Er	1,76	Fm	Tm	1	75	Md	Yb	I	Lu	1	Q/l2*_l	1.743+	|	No	Lr	|
Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	75	Tableau	10	Utilisation	des	rayons	standard	des	ions	donnés	dans	le	tableau	9	La	distance	interionique	D	est	représentée	par	Du	=	Rc	+	Ra	+	Ayv,	pour	des	cristaux	ioniques,	où	West	le	nombre	de	coordination	du	cation	(ion	positif),	Rr	et	Ra	sont	les	rayons	standard	du	cation	et	de	l'anion,	et	AN	est	une
correction	liée	au	nombre	de	coordination	Les	valeurs	sont	données	à	température	ambiante.	N	A	(À)	TV	A/v	(À)	N	ajv	(À)	I	2	3	4	-0,50	-0,31	-0,19	-0,11	5	6	7	8	-0,05	0	+	0,04	+	0.08	9	10	II	12	+	0,11	+	0,14	+	0,17	+	0,19	soit	a	=	4,16	À	;	si	la	structure	est	déterminée	par	la	liaison	Ti-O,	nous	avons	Db	=	0,68	+	1,40	=	2,08	soit	a	=	4,16	Â.	Le
paramètre	réel	est	un	peu	plus	faible	que	ces	estimations,	ce	qui	peut	suggérer	que	la	liaison	n'est	pas	purement	ionique,	mais	partiellement	covalente.	ANALYSE	DES	DÉFORMATIONS	ÉLASTIQUES	Considérons	les	propriétés	élastiques	d'un	cristal	traité	comme	un	milieu	continu	homo	gène	plutôt	que	comme	un	réseau	périodique	d'atomes.
L'approximation	du	milieu	continu	est	généralement	valable	pour	des	ondes	élastiques	de	longueurs	d'onde	X	supérieures	à	10~6	cm,	c'est-à-dire	pour	des	fréquences	inférieures	à	1011	ou	10'~	Hz.	Le	développement	qui	suit	peut	parfois	paraître	compliqué	car	il	fait	intervenir	inévitablement	une	multiplicité	d'indices	adjoints	aux	symboles.	Mais	les
idées	physiques	de	base	sont	simples	:	nous	utilisons	la	loi	de	Hooke	et	la	deuxième	loi	de	Newton.	La	loi	de	Hooke	établit	que	la	déformation	est	directement	proportionnelle	à	la	contrainte	dans	un	solide	élastique.	Cette	loi	s'applique	uniquement	dans	le	cas	de	petites	déformations.	Nous	dirons	que	nous	sommes	dans	un	régime	non	linéaire	lorsque
les	déformations	sont	trop	importantes	pour	que	la	loi	de	Hooke	soit	encore	vérifiée.	Nous	décrivons	la	déformation	en	fonction	des	composantes	exx,	e„,	ezz,	exy,	eyz,	ezx	définies	plus	bas.	Nous	traitons	uniquement	le	cas	de	déformations	infinitésimales.	Dans	les	notations,	nous	ne	ferons	pas	la	distinction	entre	les	déformations	isothermes	(à
température	constante)	et	les	déformations	adiabatiques	(à	entropie	constante).	Les	petits	écarts	entre	les	constantes	d'élasticité	isotherme	et	adiabatique	sont	souvent	négligeables	à	température	ambiante	et	en	dessous	de	cette	température.	
Imaginons	trois	vecteurs	orthogonaux	x,	y,	z	de	longueur	unité	rigidement	liés	au	solide	non	déformé,	comme	sur	la	iïg.	14.	Après	une	petite	déformation	uniforme	du	solide	les	axes	ont	changé	d'orientation	et	de	longueur.	Pour	une	déformation	uniforme,	chaque	maille	primitive	du	cristal	est	déformée	de	la	même	façon.	Les	nouveaux	vecteurs	x\	y',
z1	peuvent	s'écrire	en	fonction	des	anciens	vecteurs	:	X*	=	(	1	+	exx)\	+	£vvy	+	£xtz\	y'	=	£vvx	+	(	l	+	£vv)y	+	eyzz;	[26]	z'	=	£.vx	+	£	y	+	(	1	+	£;:)z-	76	Physique	de	l'état	solide	Les	coefficients	EaP	définissent	la	déformation	:	ils	sont	sans	dimension	et	ont	des	valeurs	très	inférieures	à	1	si	la	déformation	est	faible.	Les	vecteurs	de	départ	étaient	de
longueur	unité,	mais	ce	n'est	pas	nécessairement	le	cas	pour	les	nouveaux	vecteurs.	Par	exemple,	x'	•	x-	=	1	+	2e„	+	e\x	+	£%	+	4,	d'où	x'	=	1	+£„	+	....	Les	allongements	relatifs	de	x,	y	et	z	sont	respectivement	£„,	£vv,	£c.	au	premier	ordre.	L'origine	étant	prise	en	un	atome	quelconque,	quel	est	l'effet	d'une	déformation	[26]	sur	un	autre	atome
quelconque	(ou	point)	placé	initialement	en	r	=	xx	+	yy	+	zz	?	Après	une	déformation	uniforme,	le	point	se	retrouve	à	la	position4	r'	=	jcx'	+	vy'	+	<■!■'■	Le	déplacement	R	de	la	déformation	est	défini	par	R	=	r'	-	r	=	jr(x'	-	x)	+	y(y'	-y)	+	z(z'	-	z),	[27]	ou,	à	partir	de	[26],	R(r)	=	(X£xx	+	V£„	+	ZEZX)\	+	(xExy	+	V£vv	+	Z£,v)y	+	(ï£.t;	+	V£V;	+	zet-)z.
[28]	Ceci	peut	être	écrit	sous	une	forme	plus	générale	en	introduisant	m,	v,	w	tels	que	le	déplacement	est	donné	par	R(r)	=	M(r)x+	v(r)y+	w(r)z	[29]	Figure	14	Axes	des	coordonnées	permettant	de	décrire	l'état	déformé	;	les	axes	unitaires	orthogonaux	dans	l'état	non	contraint	(a)	sont	déformés	dans	l'état	contraint	(b).	
(a)	Si	la	déformation	n'est	pas	uniforme,	nous	devons	relier	m,	v,	w	aux	déformations	locales.	Prenons	l'origine	de	r	à	proximité	de	la	région	qui	nous	intéresse.	En	comparant	[28]	et	[29]	et	en	développant	R	en	série	de	Taylor	avec	R(0)	=	0,	on	obtient	alors	3m	3m	xexx	=	x	—	;	v£„	=	v	—	;	etc.	dx	3v	[30]	On	a	l'habitude	de	travailler	avec	les
coefficients	eap	plutôt	qu'avec	les	coefficients	Eap.	Ces	composantes	de	la	déformation	exx,	eyy,	elt	sont	définies	par	les	relations	_	3m	_	•	dv	_	dw	^xx	=	£jrjr	—	7i	»	^yy	^	^vv	—	~7.	>	^zz	=	^zz	Q_	dy	8x	dz	[31]	1	Ceci	est	évident	lorsque	nous	choisissons	Taxe	x	tel	que	r	=	x\	;	alors	par	définition	de	x',	r'	=	Jtx'.	Liaison	cristalline	et	constantes
élastiques	77	en	utilisant	[30].	les	antres	composantes	de	déformation	exr,	eK,	e:t	sont	définies	comme	étant	les	\ariations	des	angles	entre	les	axes	:	en	utilisant	[26],	nous	obtenons	xj	—	*	y	—	jx	x>~	q	..	q	„	*	:	y	'	^	—	^zy	~i	£yz	—	i_	'	q_.	»	3«	dv	8y	dx	dv	dw	dz	dy	t32J	3«	dw	âz	+	a7	Nous	pouvons	remplacer	les	signes	=	par	des	signes	=	si	nous
négligeons	les	termes	du	second	ordre,	du	t\pe	£~.	Les	six	coefficients	sans	dimension	e„^(=	e^„)	définissent	complètement	la	déformation.	Dilatation	L'augmentation	relative	de	volume	associée	à	la	déformation	est	appelée	dilatation.	La	dilatation	est	négative	dans	le	cas	d'une	pression	hydrostatique.	Après	déformation,	le	cube	imité	d'arêtes	x,	y.	z
a	un	volume	V	=	x	■	y	x	z',	[33]	en	vertu	du	résultat	bien	connu	du	volume	d'un	paiallélépipède	d'arêtes	x'.	y',	z'.	A	partir	de	[2o],	nous	obtenons	•y	x	z	l+£lv	£vv	f,-	£.,	S-y	1	+	£;;	=	1	+elv+en.	+e.;.	[34]	Nous	avons	négligé	les	produits	tle	deux	composantes	de	déformation	(ternies	du	deuxième	ordie).	La	dilatation	8	est	donc	donnée	par	V	-	V	S	==	—-
—	S	e^	+	e¥>	+	e«	[3,r>]	Composantes	de	la	contrainte	La	contrainte	est,	par	définition,	la	force	qui	s'exerce	sur	l'unité	de	surface	du	solide.	11	)	a	neuf	composantes	de	la	contrainte	:	Xx,	Xx,	X:,	Yx,	Yy,	Y-,	Z„	Zv,	Z-.	Les	lettres	capitales	indiquent	la	direction	de	la	force	et	1rs	indices	donnent	la	dhection	de	la	normale	au	plan	sur	lequel	s'applique	la
force.	Dans	la	figure	15,	la	composante	A",	de	la	contrainte	représente	une	force	appliquée	dans	la	direction	A"	sur	mie	surface	unitaire	d'un	plan	dont	la	nonnale	est	dirigée	suhant	_v.	La	composante	Xv	de	la	contrainte	repiésente	une	force	appliquée	dans	la	direction	x	sur	mie	section	plane	d'aire	unité,	normale	à	la	direction	y.	
Le	nombre	de	composantes	indépendantes	de	la	contrainte	est	réduit	de	9	à	(>	en	appliquant	à	un	cube	élémentaire	(comme	celui	de	la	figure	1(5)	la	78	Physique	de	l'état	solide	condition	qu'il	n'y	a	pas	d'accélération	angulaire-'	et	que	le	couple	total	doit	donc	être	nul.	Il	en	résulte	que	K	=	Zv	*;!	X,	=	Yx.	[36]	Nous	choisissons	Xx,	Yy,	Z-,	Yz,	Zv,	Xy
comme	les	six	composantes	indépendantes	de	la	contrainte.	Les	composantes	de	la	contrainte	ont	la	dimension	d'une	force	par	unité	de	surface	ou	d'une	énergie	par	unité	de	volume.	
Les	composantes	de	la	déformation	sont	des	rapports	de	longueur	et	sont	donc	sans	dimension.	Figure	15	La	composante	de	contrainte	Xx	est	la	force	appliquée	dans	la	direction	x	sur	une	section	unitaire	d'un	plan	dont	la	normale	se	trouve	suivant	la	direction	x	;	Xy	est	appliquée	dans	la	direction	x	sur	une	section	unitaire	d'un	plan	dont	la	normale
se	trouve	suivant	la	direction	y.	X.	
I	Y	-X	Figure	16	Démonstration	de	l'égalité	Yx	=	Xy	pour	un	corps	en	équilibre	statique.	La	somme	des	forces	dans	la	direction	x	est	nulle,	de	même	que	la	somme	des	forces	dans	la	direction	y.	La	force	totale	s'annule.	Le	couple	total	par	rapport	à	l'origine	s'annule	également	si	Yx	=	Xy.	CONSTANTES	D'ELASTICITE	ET	DE	RIGIDITE	La	loi	de	Hooke
établit	que	la	déformation	est	directement	proportionnelle	à	la	contrainte	pour	des	déformations	suffisamment	faibles.	Par	conséquent,	les	composantes	de	la	déformation	sont	des	fonctions	linéaires	des	composantes	de	la	contrainte	:	ev,	=	onXx	+	S\-iYy	+	5|jZ-	+	Si4Y-	+	StiZx	+	SuX,	;	eÏV	=	021	Xx	+	022	V,.	+	023Z-	+	024K	+	StsZx	+	-J26A,.	;	e—	=
S*\XX	+	032/y	+	-jjjZ;	+	0.14/;	+	035Z,	+	oje,A	v	;	e,.;	=	041X	v	+	o42/v	+	043	Z;	+	S44Y.	+	045ZJ	+	04fcAv	;	e;v	=	Ssi-Xj	+	SsjYy	+	05jZ;	+	054)^	+	05sZv	+	SiflXy	;	exy	=	S(,\XX	+	062^v	+	-J6jZ-	+	O64/;	+	OftsZ,	+	S(,f,Xy.	[37]	5	Cela	n'exclut	pas	la	possibilité	de	traiter	des	problèmes	dans	lesquels	il	existe	une	accélération	angulaire	;	cela	signifie
simplement	que	nous	pouvons	utiliser	la	situation	statique	pour	définir	les	constantes	élastiques.	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	79	[38]	Inversement,	les	composantes	de	la	contrainte	sont	des	fonctions	linéaires	des	composantes	de	déformation	:	Xx.	=	CMetr	+	Ce,.,	+	Cl3ez,	+	Cl4ev.	+	Ce...	+	Ce*,.	;	Yy	=	C21e,,	+	C22evl	+	C2Je~	+
C24ev;	+	C25e,-,	+	C26e,v	:	Z-	=	Cevv	+	C,2evv	+	Ce-	+	CMey:	+	C3iezx	+	C36evv	;	Y-	=	C4le,,+	C42ev.v.	+	Ce..-	+	Cev:	+	Ce;r	+	Ce,,.	;	Z,	=	Csielv	+	C52evv	+	Cs^e--	+	C^e,;.	+	C&e:x	+	Cs^e,,.	;	Xy	=	Cblexx	+	C62evv	+	Cf,$e--	+	CMe,-	+	C>e;v	+	Ce,,..	Les	quantités	Su,	S|2.	...	sont	appelées	constantes	de	compliance	élastique	ou	simplement
constante	d'élasticité	:	les	quantités	C,	C|2,	...	sont	appelées	constantes	de	rigidité	élastique	ou	modules	d'élasticité.	Les	S	ont	la	dimension	d'une	[surface]	/	[force|	ou	d'un	[volume]/[énergie].	Les	C	ont	la	dimension	d'une	[force]/[surface]	ou	d'une	[énergie]	/	[volume].	
Densité	d'énergie	élastique	On	peut	réduire,	de	façon	considérable,	le	nombre	de	constantes	qui	interviennent	dans	[37]	et	[38]	(il	y	en	a	30	au	total)	en	prenant	en	compte	les	remarques	suivantes.	La	densité	d'énergie	élastique	U	est	une	fonction	quadratique	des	déformations	dans	l'approximation	de	la	loi	de	Hooke	(rappelons-nous	l'expression	de
l'énergie	d'un	ressort	étiré).	Nous	pouvons	donc	écrire	I	ft	6	f/	=	2EE^"	[39]	où	les	indices	de	1	à	6	sont	définis	par	1	=	jcjt	;	2=	v	v	;	3	=	zz	;	4	=	yz	;	5	=	zx	;	6	s	xy	.	[40]	Les	valeurs	C	sont	reliées	aux	C	de	[38],	connue	nous	le	venons	dans	l'équation	[42]	ci-dessous.	Les	composantes	de	la	contrainte	s'obtiennent	en	dérivant	U	par	rapport	aux
composantes	de	déformation	associées.	Ce	résultat	découle	de	la	définition	de	l'énergie	potentielle.	Considérons	la	contrainte	X,	appliquée	à	l'une	des	faces	du	cube	unité,	la	face	opposée	étant	maintenue	au	repos	:	dU	dU	1	^	~	A",	=	—	=	—	=	Ce,	+	-	V(C	+	Cpx)ep.	[41]	de,,	Oe,	2	£-f	Notons	que	seule	la	combinaison	—	(C„^	+	C^„)	intervient	dans	les
relations	contrainte-	déformation,	11	en	découle	que	les	modules	d'élasticité	sont	symétriques	:	C	=	-(C	+	C)	=	C„.	[42]	Les	30	modules	d'élasticité	sont	donc	réduits	à	21.	80	Physique	de	l'état	solide	Modules	d'élasticité	de	cristaux	cubiques	On	peut	continuer	à	réduire	le	nombre	de	modules	d'élasticité	indépendants,	dans	le	cas	où	le	cristal	possède
des	éléments	de	symétrie.	Nous	allons	voir	par	exemple	qu'il	n'y	a	plus	que	trois	modules	d'élasticité	indépendants	dans	le	cas	d'un	cristal	cubique.	Ceci	revient	à	dire	que	la	densité	d'énergie	élastique	d'un	cristal	cubique	doit	s'écrire	V	=	2C"(e«	+	evv	+	4)	+	2C^en	+	e-	+	e'v)	+	C,2(e„e^-	+	er£e„	+	e„e„),	[43]	et	qu'il	ne	peut	y	avoir	d'autres	termes
quadratiques	;	c'est-à-dire	que	les	termes	(e..,e,v	+	...);	(eïre„	+	...);	(e„evr	+	...)	[44]	n'interviennent	pas.	Figure	17	Une	rotation	de	2jr/3	autour	de	l'axe	numéroté	3	change	x	—>	y,	v	—>■	z	et	z	—»	x.	La	symétrie	minimale	pour	une	structure	cubique	exige	l'existence	de	quatre	axes	de	symétrie	d'ordre	3.	Ces	axes	sont	colinéaiies	aux	directions	[111]
(fîg.	
17).	
L'effet	d'une	rotation	de	2jt/3	autour	de	ces	4	axes	est	d'échanger	les	axes	x,	y,	z	suivant	les	règles	:	x	x	y	z	■	z	—	—y	x	;	—	x	->	x	;	—	x	z	■	y	[45]	-x.	en	fonction	de	l'axe	de	rotation	choisi.	U	est	évidemment	un	invariant	dans	ces	rotations.	11	en	est	de	même	des	termes	apparaissant	dans	[43],	comme	on	peut	s'en	convaincre	en	appliquant	la	première
rotation	par	exemple	à	+	el?	+	<	+	e:_	+	e;	les	deux	autres	termes	de	[43]	se	transforment	de	manière	analogue.	L'équation	[43]	est	donc	invariante	dans	les	rotations	considérées	ici.	Par	contre,	chacun	des	termes	des	expressions	[44]	est	une	fonction	impaire	de	un	ou	plusieurs	indices.	Parmi	l'ensemble	des	rotations	de	[45],	on	peut	trouver	une
rotation	qui	change	le	signe	de	ces	termes,	car	on	a	par	exemple	e,,	=	—eJt(_v).	Les	termes	[44]	ne	sont	donc	pas	invariants	dans	les	rotations	requises	et	ne	peuvent	donc	apparaître	dans	l'expression	de	U.	Uaison	cristalline	et	constantes	élastiques	81	Il	reste	à	vérifier	l'exactitude	des	facteurs	numériques	de	[43].	D'après	[41],	dU/de„	=	Xx	=	C„e„	+
Cl2(e,T	+	err).	[46]	On	vérifie	que	le	coefficient	de	evi	est	bien	Cn,	en	accord	avec	[43].	En	poursuivant	la	comparaison	avec	[43],	nous	obtenons	Cn	=	C„	;	C„	=	Cls	=	C16	=	0.	[47]	De	plus.	3t//3er»	=	Xv	=	C44ejr_T	;	en	comparant	à	[38],	nous	obtenons	C^i	=	C62	=	Cèî	=	CM	=	Css	=	0	;	Ctb	=	C44.	[48]	[49]	Nous	en	déduisons	à	partir	de	[43]	que
l'ensemble	des	valeurs	des	modules	d'élasticité	se	réduit	donc,	pour	un	cristal	cubique,	à	la	matrice	[501	xT	Yr	Z.	Y.	Zx	xr	e„	c„	Ci2	Cn	0	0	0	ev,	Cn	c„	Cn	0	0	0	e.-	Cn	Cn	c„	0	0	0	e,.-	0	0	0	C44	0	0	e»	0	0	0	0	C44	0	er,.	0	0	0	0	0	C44	Pour	un	cristal	cubique,	les	constantes	d'élasticité	sont	reliées	aux	modules	d'élasticité	par	Cu=l/Su\	Cii-Ci2	=	(Sli-Sl2rl;
Cu+2Cn	=	(Sli+2Snrl-	[51]	Ces	relations	s'obtiennent	en	inversant	la	matrice	[50J.	Module	de	compression	et	compressibilité	Considérons	la	dilatation	uniforme	evv	=	evv	=	e,-	=	^S.	Pour	cette	déformation,	la	densité	d'énergie	[43]	d'un	cristal	cubique	est	U	=	~(Ctl+2Cn)82.	o	Nous	définissons	le	module	de	compression	B	par	la	relation	1	U	=	-	B82,
2	ce	qui	est	équivalent	à	la	définition	—V	dp/dV.	Pour	un	cristal	cubique,	B=i-(Cu+2Cn).	[52]	[53]	[54]	La	compressibilité	K	est	définie	par	K	=	l/B.	Les	valeurs	de	B	et	de	K	sont	données	dans	le	tableau	3.	82	Physique	de	l'état	solide	Figure	18	Cube	de	volume	A.r	A.y	Az	sur	lequel	s'exercent	une	contrainte	—XA(.ï)	sur	la	face	en	x	et	une	contrainte	**	y
Xv(jc	+	Ax)	=	Xx(x)	+	—-	Ax	sur	la	dx	face	parallèle,	en	x	+	Ax.	La	force	résultante	est	I	——	Ax	I	A>-	Av.	Les	autres	forces	dans	la	direction	x,	Xx(x	+	Ax)	provenant	de	la	variation	des	contraintes	Xy	et	X-	le	long	des	faces,	ne	sont	pas	représentées.	La	résultante	suivant	x	est	:	(9XX	\	dx	8Xy	SX-	9.V	oz	Ax	Av	A;.	Volume	A.V,	Av,	Az	-X(x)	D'après	le
principe	fondamental	de	la	dynamique,	cette	force	est	égale	à	la	masse	du	cube	multipliée	par	la	composante	de	l'accélération	suivant	la	direction	x.	La	masse	est	p	Ax	A.v	Az	et	l'accélération	est	32u/3/2.	ONDES	ÉLASTIQUES	DANS	LES	CRISTAUX	CUBIQUES	En	considérant	les	forces	agissant	sur	un	élément	de	volume	du	cristal	(figures	18	et	19),
nous	obtenons	l'équation	de	son	mouvement	dans	la	direction	x	d2u	dxr	dxy	ax.	
dt2	dx	3v	dz	[55]	où	/0	est	la	densité	et	u	le	déplacement	dans	la	direction	x.	Les	équations	sont	similaires	pour	le*	directions	v	et	z.	A	partir	de	[38]	et	[50],	nous	obtenons	pour	un	cristal	cubique	d2u	3e„	/9ev,	3e~\	(	dexr	de„\	[56]	les	directions	x,	y,	z	sont	parallèles	aux	arêtes	du	cube.	En	utilisant	les	définitions	[31]	et	[32]	des	composantes	de	la
déformation,	nous	obtenons	82u	82u	/a2	H	dt2	dx2	/d2u	d2u\	„	„	/	d2v	d2w\	[57a]	où	u,v,w	sont	les	composantes	du	déplacement	R	défini	par	[29].	Les	équations	correspondantes	du	mouvement	écrites	pour	d2v/dt2	et	d2w/'dt2	sont	trouvées	directement	à	partir	de	[57a]	par	symétrie	:	32i>	32i>	/32i>	32iA	/	32m	d2w	\	^^	=	Cl'37	+	cH^	+	^)	+	(C,2
+	C44)(^	+	^):	[57b]	d2w	^	d2w	(d2w	d2w\	,„	(	d2u	d2v	\	^¥2-=c"3^+cH^+^)+(c,2+C44)fe+^)-	[57c]	Nous	allons	maintenant	rechercher	les	solutions	particulières	simples	de	ces	équations.	liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	83	A	B	Figure	19	Si	les	ressorts	A	et	B	subissent	la	même	élongation,	le	bloc	situé	entre	ces	deux	ressorts	ne	subit
aucune	force	résultante.	Ceci	illustre	le	fait	qu'une	contrainte	uniforme	Xx	dans	un	solide	n'entraîne	oas	de	force	résultante	sur	un	élément	de	volume.	Si	l'on	étire	davantage	le	ressort	B	que	le	ressort	A.	le	bloc	sera	accéléré	par	la	force	XX(B)	—	XK(A).	Ondes	dans	la	direction	[100]	Une	solution	possible	de	[57a]	est	une	onde	longitudinale	u	=	u0



exp[i(Kx	—	ù>t)\,	[58]	où	u	est	la	composante	suivant	x	du	déplacement	d'une	particule.	Le	vecteur	d'onde	et	le	déplacement	de	la	particule	sont	tous	deux	suivant	la	direction	x	d'une	arête	du	cube.	Ici,	K	—	In	/À	est	le	vecteur	d'onde	et	co	—	2nv	est	la	fréquence	angulaire.	En	substituant	[58]	dans	[57a],	nous	trouvons	co2p	=	CnK2;	[59]	la	vitesse	co/
K	d'une	onde	longitudinale	dans	la	direction	[100]	est	donc	Vs	=	v\	=	co/K	=	(Cu/Py>2.	[60]	Considérons	une	onde	transverse	de	cisaillement	de	vecteur	d'onde	dirigé	suivant	l'arête	x	du	cube	et	conduisant	à	un	déplacement	v	de	la	particule	suivant	l'arête	y.	v	=	v0	exp[i(Kx	—	tôt)].	[61]	En	reportant	cette	expression	dans	[57b],	nous	obtenons	la
relation	de	dispersion	urp	=	CMK2	;	[62]	la	vitesse	co/K	d'une	onde	transverse	dans	la	direction	[	100]	est	donc	v,	=	(Cu/Py>2.	
[63]	On	obtient	une	vitesse	identique	si	le	déplacement	de	la	particule	a	lieu	suivant	la	direction	z.	Ainsi,	pour	K	parallèle	à	[100],	les	deux	ondes	de	cisaillement	indépendantes	ont	des	vitesses	de	propagation	égales.	Ceci	n'est	pas	vrai	lorsque	K	est	suivant	une	direction	quelconque	du	cristal.	
Ondes	dans	la	direction	[110]	Il	est	particulièrement	intéressant	de	considérer	les	ondes	qui	se	propagent	le	long	d'une	diagonale	d'une	face	du	cristal	cubique	car	on	peut	facilement	obtenir	les	trois	constantes	d'élasticité	à	partir	des	trois	vitesses	de	propagation	dans	cette	direction.	Considérons	une	onde	transverse	qui	se	propage	dans	le	plan	xy	et
qui	entraîne	un	déplacement	w	des	particules	dans	la	direction	z	w	=	w0exp\i(Kxx	+	Kry	—	wt)],	[64]	d'où	[32c]	donne	co2p	=	C^iK2	+	K;)	=	CuK2,	[65]	indépendamment	de	la	direction	de	propagation	dans	le	plan.	84	Physique	de	l'état	solide	Considérons	d'autres	ondes	qui	se	propagent	dans	le	plan	jry,	les	particules	vibrant	cette	fois	dans	le	plan	xy
:	u	=	u0exp[i(Kxx	+	Kvy	—	œt)\	:	v	=	v0	exp[i(Krx	+	Kry	—	cot)].	[66]	À	partir	de	[57a]	et	[57b],	w2pu	=	(C„	tf*	+	C4,K;)u	+	(Cl2	+	CM)K,Kvv	;	w2pv	=	(CUK;	+	CuK;)v	-	(Cl2	+	C*,)*,	tfru.	Ce	couple	d'équations	a	une	solution	particulièrement	simple	pour	une	onde	dans	la	direction	[110],	pour	laquelle	Kt	=	Ky	=	Kj-Jl.	La	condition	d'existence	d'une
solution	est	que	le	déterminant	des	coefficients	de	u	et	v	dans	[67]	soit	égal	à	zéro.	[67]	-co2p+-(Cu+0,,)^	l	l	(C12	+	C44)K2	(Cl2	+	Cm)	A"	l	-orp	+	-(Cll+c„)K2	=	o.	Cette	équation	a	pour	racines	T:	C\	L:	±(Cil	+	Cl2	+	2C„)	L:	±(Çu	+	2Cn	+	4CJ	'\	■	^44	T2-Pcn-C*)	T:	^Cu-Cn+C„)	Figure	20	Constantes	élastiques	effectives	correspondant	aux	trois
modes	de	vibration	élastique	suivant	les	directions	de	propagation	principales	des	cristaux	cubiques.	Les	deux	modes	transverses	sont	dégénérés	pour	la	propagation	suivant	les	directions	[100]	et	[111].	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	85	Le	tableau	11	donne	des	valeurs	particulières	des	modules	d'élasticité	adiabatiques,	à	basse
température	et	à	température	ambiante,	pour	les	cristaux	cubiques.	Notons	que	les	modules	d'élasticité	ont	généralement	tendance	à	décroître	lorsque	la	température	augmente.	D'autres	valeurs	sont	fournies	dans	le	tableau	12	dans	le	cas	de	températures	ambiantes	uniquement.	Il	existe	trois	modes	normaux	de	propagation	d'onde	dans	un	cristal
pour	une	amplitude	et	une	direction	données	du	vecteurs	d'onde	K.	En	général,	les	polarisations	(directions	de	déplacement	des	particules)	ne	sont	pas	exactement	parallèles	ou	perpendiculaires	à	K.	Ce	n'est	pas	le	cas	pour	les	directions	particulières	de	propagation	[100],	[111]	et	[110]	d'un	cristal	cubique.	Pour	un	K	donné	suivant	une	de	ces
directions,	deux	des	trois	modes	sont	tels	que	le	mouvement	de	la	particules	est	exactement	transverse	à	K	et	le	troisième	mode	est	tel	que	le	mouvement	est	parfaitement	longitudinal	(parallèle	à	K).	L'analyse	est	beaucoup	plus	simple	dans	ces	directions	particulières	que	dans	une	direction	quelconque.	Tableau	11	Modules	d'élasticité	adiabatiques
de	cristaux	cubiques	à	basse	température	et	à	température	ambiante	Les	valeurs	à	0	K	ont	été	obtenues	par	extrapolation	des	mesures	effectuées	en	diminuant	la	température	jusqu'à	4	K.	Ce	tableau	a	été	dressé	avec	l'assistance	du	Professeur	Charles	S.	Smith.	Modules	d'élasticité	(10l2dyne/	2	=	0"	N	m2	C,2	C^	Température	(K)	Densité	(g/cm3)
2,049	2,045	1,582	1,574	1,249	1,214	0,973	0,937	1,697	1,631	0,619	0.607	0,0341	0,0314	0,454	0,423	1,508	1,500	1,761	1,761	1,631	1,607	0.874	0.818	0,818	0,754	0,511	0,461	0,454	0,420	0,316	0,282	0,0286	0,0188	0,194	0,149	1,317	1,235	0,712	0,717	0	300	0	300	0	300	0	300	0	300	0	300	4	295	0	300	0	300	0	300	19,317	16,696	9,018	10,635
19.488	2,733	11,599	8,968	12,132	Cristal	C,	,	W	5,326	5,233	Ta	2,663	2,609	Cu	1,762	1,684	Ag	1,315	1,240	Au	2,016	1,923	Al	1,143	1,068	K	0,0416	0,0370	Pb	0,555	0,495	Ni	2,612	2,508	Pd	2,341	2,271	86	Physique	de	l'état	solide	Tableau	12	Modules	d'élasticité	adiabatiques	de	plusieurs	cristaux	cubiques	à	température	ambiante	ou	300	K	Modules
d'elastiate	(1	12dyne	cm2	=	10"N	m2	Diamant	Na	Li	Ge	Si	GaSb	InSb	MgO	NaCl	Cn	10.76	0,073	0,135	1,285	1.66	0,885	0,672	2,86	0,487	c12	1,25	0,062	0,114	0,483	0,639	0,404	0,367	0,87	0,124	C	5,76	0.042	0,088	0,680	0,796	0,433	0,302	1,48	0,126	r	RÉSUMÉ	1.	La	cohésion	des	cristaux	de	gaz	inertes	est	assurée	par	l'interaction	de	Van	Der
Waals	(interaction	dipôle-dipôle	induite),	et	varie	en	1	/Rb.	2.	L'interaction	répulsive	entre	atomes,	provient	généralement	de	la	répulsion	électrostatique	due	au	chevauchement	des	distributions	de	charges,	du	principe	de	Pauli	qui	oblige	les	électrons,	mis	en	commun	et	dont	le	spin	est	parallèle,	à	passer	dans	des	orbitales	d'énergie	plus	élevée.	3.	La
cohésion	des	cristaux	ioniques	provient	de	l'attraction	électrostatique	des	ions	chargés	de	signes	opposés.	L'énergie	électrostatique	d'un	ensemble	de	2N	ions	de	charge	éiq	est	:	(CGS)	U	=	-Na	—	=	-NY,	^-^-,	R	réj	où	a	est	la	constante	de	Madelung	et	R	la	distance	entre	plus	proches	voisins.	4.	
La	cohésion	des	métaux	est	due	essentiellement	à	la	réduction	d'énergie	cinétique	des	électrons	de	valence	dans	le	métal	par	rapport	à	l'atome	libre.	5.	Une	liaison	covalente	est	caractérisée	par	le	chevauchement	des	distributions	de	charge	de	spins	antiparallèles.	La	contribution	de	Pauli	à	la	répulsion	est	réduite	pour	des	spins	antiparallèles,	ce	qui
permet	un	chevauchement	plus	important.	Les	électrons	mis	en	commun	lient	les	ions	qui	leur	sont	associés	par	attraction	électrostatique.	PROBLÈMES	1.	Solide	quantique	Dans	un	solide	quantique	la	principale	énergie	(le	répulsion	est	l'énergie	de	point	zéro	des	atonies.	Considérons	un	modèle	grossier	à	une	dimension	d'un	cristal	de	He4,	chaque
atome	He	étant	enfermé	dans	un	segment	de	longueur	L.	A	l'état	fondamental,	la	longueur	d'onde	à	l'intérieur	de	chaque	segment	est	prise	égale	à	une	demi-longueur	d'onde	de	la	particule	libre.	Trouver	l'énergie	cinétique	de	point	zéro	par	particule.	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	87	2.	Énergie	de	cohésion	du	néon	dans	les	structures	ce
et	cfc	En	utilisant	le	potentiel	de	Lennard-Jones,	calculer	le	rapport	des	énergies	de	cohésion	du	néon	dans	les	structures	ce	et	cfc.	Les	sommations	pour	la	structure	ce	sont	:	£>,V2	=	9..I4.8;	£'P^=	12.253	3.	Réponse	:	0,956	3.	Hydrogène	moléculaire	solide	Les	mesures	faites	pour	H2	gazeux	donnent	pour	valeurs	des	paramètres	de	Lennard-Jones	:
e	=	50	x	I0-16	erg	et	a	=	2,96	Â.	Trouver	l'énergie	de	cohésion	en	kj	par	mole	de	H2	;	faire	le	calcul	pour	une	structure	cfc.	On	traitera	chaque	molécule	H2	comme	une	sphère.	La	valeur	mesurée	de	l'énergie	de	cohésion	est	0,751	kj/mol,	c'est-à-dire	beaucoup	moins	que	celle	calculée:	les	corrections	quantiques	doivent	donc	avoir	une	importance
considérable.	4.	
Possibilité	de	cristaux	ioniques	R+R~	Imaginons	un	cristal	dont	la	cohésion	résulte	de	l'attraction	coulombienne	entre	ions	positifs	et	ions	négatifs	d'un	même	atome	ou	d'une	même	molécule	R.	On	pense	qu'il	en	est	ainsi	pour	certaines	molécules	organiques,	mais	cela	n'a	jamais	été	mis	en	évidence	quand	R	représente	un	seul	atome.	
Utiliser	les	tableaux	5	et	6	pour	évaluer	la	stabilité	d'une	telle	forme	pour	Na	dans	la	structure	NaCl,	relativement	à	la	structure	métallique	ordinaire	du	sodium.	Evaluer	l'énergie,	avec	pour	distance	interatomique	celle	observée	dans	le	sodium	métallique,	et	prendre	pour	l'affinité	électronique	de	Na	la	valeur	0,78	eV.	5.	Cristal	ionique	linéaire	Soit
une	ligne	de	2/V	ions	de	charges	égales	alternativement	à	±q,	avec	une	énergie	potentielle	de	répulsion	A/R"	entre	plus	proches	voisins.	a,)	Montrer	qu'à	l'équilibre	2/y	2.	o	(CGS)	U(R0)=	Q	"	*o	K)	b)	Soil	une	compression	du	cristal	qui	transforme	Ro	en	/?o(l	—	S).	Montrer	que	le	travail	de	compression	par	unité	de	longueur	du	cristal	est
approximativement	égal	à	\	cS1	où	(CGS)	(n-	\)q2	ln2	Ro	Pour	obtenir	le	résultat	en	SI	remplacer	q1	par	ç2/Attëo-	Note	:	on	ne	peut	espérer	tirer	ce	résultat	de	l'expression	de	(/(/¾).	il	faut	utiliser	l'expression	complète	de	(/(/?).	6.	Structure	de	ZnS	cubique	(blende	de	zinc)	À	partir	de	X.	
et	p	du	tableau	7	et	des	constantes	de	Madelung	données	par	le	texte,	calculer	l'énergie	de	cohésion	de	KO	en	supposant	qu'il	cristallise	dans	la	structure	ZnS	décrite	au	chapitre	I.	
Comparer	cette	valeur	à	la	valeur	calculée	pour	KC.l	cristallisant	dans	la	structure	NaCl.	7.	Cristal	ionique	divalent	L'oxyde	de	baryum	a	la	structure	NaCl.	Estimer	les	énergies	de	cohésion	par	molécule,	rapportées	aux	atomes	neutres	séparés,	en	envisageant	les	hypothèses	:	cristal	B;i+0~	puis	cristal	Ba'-+02~.	La	distance	inteniucléaire	entre	plus
proches	voisins,	déterminée	expérimentalement	est	Ro	=	2,76	A	;	les	potentiels	de	première	et	seconde	ionisation	de	Ba	sont	5,19	et	9,96	eV	;	les	affinités	électroniques	des	premier	et	second	élections	ajoutés	à	l'atonie	d'oxygène	neutre	sont	1,5	et	-	9,0	eV.	La	première	affinité	électronique	de	l'atome	d'oxygène	neutre	est	l'énergie	libérée	par	la
réaction	0	+	e	—►	O-.	La	seconde	affinité	électiv^nique	esi	l'énergie	libérée	par	la	réaction	Ô~	+	e	—>	O2-.	Quel	état	de	valence	probable	peut-on	prédire?	Supposer	que	Ro	est	la	même	pour	les	deux	formes	et	négliger	l'énergie	de	répulsion.	88	Physique	de	l'état	solide	8.	Module	de	Young	et	coefficient	de	Poisson	Un	cristal	cubique	est	soumis	à	une
tension	dans	la	direction	[100].	Trouver	les	expressions	du	module	de	Young	et	du	coefficient	de	Poisson	définis	à	la	fîg.	21	eu	fonction	des	modules	d'élasticité.	
Figure	21	Le	module	de	Young	est	défini	comme	le	rapport	contrainte/déformation	pour	une	tension	unidirectionnelle,	les	parois	de	l'échantillon	n'étant	pas	bloquées.	Dans	ces	mêmes	conditions,	le	coefficient	de	Poisson	est	défini	par	(8w/w)/(8l/l).	Tension	-	l	+	ôl	l	vv	-	ôw	t	Corps	non	déformé	.1	Figure	22	Cette	déformation	est	la	résultante	de	deux
cisaillements	e„	=	—eïv.	_j	9.	Vitesse	de	propagation	d'une	onde	longitudinale	Montrer	que	la	vitesse	de	propagation	d'une	onde	longitudinale	dans	la	direction	[111]	d'un	cristal	cubique	est	donnée	pai	V'2	;(C|,+2C|2+4Cu)//>	-['	Indication	:	pour	une	onde	de	ce	type,	u	=	v	=	w.	Poser	u	=	Une'l((x+y+z^^'3e	'""	et	utiliser	l'équation	[57a],	10.	Vitesse
de	propagation	d'une	onde	transverse	Montrer	que	la	vitesse	de	propagation	des	ondes	transverses	dans	la	direction	[111]	d'un	cristal	cubique	est	donnée	par	-1	T/2	~[!	(Cu	-Ci2	+	Cm)/p\	Indication	:	voir	Problème	9.	11.	Module	de	cisaillement	Montrer	que	la	constante	de	cisaillement	j(Cn	—	C12)	dans	un	cristal	cubique	est	définie	en	imposant	que
exx	=	—	evv	=	j	e	et	que	toutes	les	autres	déformations	sont	égales	à	zéro	(voir	fîg.	22).	Indication	:	considérer	la	densité	d'énergie	[43]	;	chercher	une	valeur	de	C"	telle	que	U	=	-Ce-	Liaison	cristalline	et	constantes	élastiques	89	12.	Approche	par	les	déterminants	Considérons	une	matrice	de	dimension	R	avec	tous	ses	éléments	égaux	à	1.	On	sait	que
le	déterminant	de	cette	matrice	a	pour	racines	R	et	0,	R	intervenant	une	seule	fois	et	0	(R	—	1)	fois.	Si	tous	les	éléments	valent	p,	alors	les	racines	sont	Rp	et	0.	a)	Dans	le	cas	où	les	éléments	diagonaux	ont	la	valeur	q	et	les	autres	éléments	la	valeur	p,	montrer	qu'il	existe	une	seule	racine	égale	à	(/?	—	\)p	+	q	et	(R	—	I)	racines	égales	à	q	—	p.	b)	À
partir	de	l'équation	d'élasticité	[57]	d'une	onde	dans	la	direction	[111]	d'un	cristal	cubique,	montrer	que	l'équation	au	déterminant	donnant	w2	en	fonction	de	K	est	q	-	w2p	p	p	p	q-	w-p	p	p	P	q~	w2p	où	q	=	i	K2(Cn	+	2Gm)	et	p	=	i	K2(CI2	+	C44).	C'est	la	condition	pour	qu'il	existe	une	solution	aux	trois	équations	algébriques	homogènes	et	linéaires
reliant	les	trois	composantes	de	déplacement	1/,	v,	w.	Utiliser	le	résultat	de	la	partie	a)	pour	trouver	les	trois	racines	de	w2.	Vérifier	les	résultats	en	les	comparant	avec	ceux	des	problèmes	9	et	10.	13.	Direction	de	propagation	quelconque	a)	Par	substitution	dans	[57],	trouver	l'équation	au	déterminant	exprimant	la	condition	que	le	déplacement	R(r)	=
[u0x	+	uoî	+	u>0z]exp[	i(K	•	r	-	wl)\	soit	solution	des	équations	de	vibrations	élastiques	dans	un	cristal	cubique.	b)	La	somme	des	racines	d'un	déterminant	est	égale	à	la	somme	des	éléments	diagonaux	o„.	Montrer	à	partir	de	a)	que	la	somme	des	carrés	des	vitesses	de	propagation	des	trois	ondes	élastiques	est	égale	à	(Cn	+	2Cm)/P	dans	une	direction
quelconque	d'un	cristal	cubique.	Se	rappeler	que	v2	=	w2/K2.	14.	
Critère	de	stabilité	Le	critère	de	stabilité	d'un	cristal	cubique	comportant	un	atome	par	maille	élémentaire,	soumis	à	de	petites	déformations	homogènes,	est	que	la	densité	d'énergie	[43]	soit	positive	pour	toute	combinaison	de	composantes	de	déformations.	Quelles	sont	les	restrictions	imposées	de	ce	fait	sur	les	modules	d'élasticité	?	(En	termes
mathématiques,	le	problème	est	de	trouver	les	conditions	pour	qu'une	forme	quadratique	réelle	et	symétrique	soit	définie	positive.	La	solution	est	donnée	dans	les	livres	d'algèbre	;	voir	aussi	K0111	-and	Korn,	Malhematical	Handbook.	McGraw-Hill,	1961,	Sec.	13.5-6).	Rèlxmse	:	C44	>	0.	C,,	<	0,	C,,	+	2CI2	>	0	et	C2f	-	C2-,	>	0.	Voir	1111	exemple	de
l'instabilité	qui	se	produit	lorsque	Cn	=	C12	dans	L.R.	Testardi	et	al.,	Phys.	Rev.	hll.	15,	KO	(1965).	90	Physique	de	l'état	solide	BIBLIOGRAPHIE	M.	Born	and	K.	Hcang,	Dynamical	Iheory	of	cryslal	laltices,	Oxfoid,	1954.	
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Figure	1	Excitations	élémentaires	importantes	dans	un	solide.	Les	origines	des	concepts	et	les	noms	des	excitations	sont	discutés	par	CI	Walker	et	G.A.	Slack,	Am.	J.	Phys.	
38,	1380(1970).	Symboles	-WS/N^	M^—	iii	^	mi	*	—kSi&Su-—	-	-	Nom	Electron	Photon	Phonon	Plasmon	Magnon	Polaron	Exciton	Champ	Onde	électromagnétique	Onde	élastique	Onde	électronique	collective	Onde	d'aimantation	Electron	+	déformation	élastique	Onde	de	polarisation	Figure	2	(En	pointillés)	plans	d'atomes	à	l'équilibre.	(En	traits
pleins)	plans	d'atomes	déplacés	par	une	onde	longitudinale.	La	coordonnées	u	mesure	le	déplacement	des	plans.	Y	s-	1	1	1	1	V'	1	1	1	1	1	1	1	1—■	0<	1	1	1	1	1	1	i	i	"I+i	•	a	i	i	i	V	:	i	i	?	i	J	Y	i	i	i	k	!	1	(	(	(	>	1	1	1	i	i	V	1	1	!	1	f	2	j	9	:	i	i	■k	Y	i	«	«	(	i	»	»	>	V	«	1	1	1	1	1	1	3!	0	«	1	1	1	1	1	9	«	l	l	s+\	5	+	2	s+3	s+4	K	Figure	3	Plans	d'atomes	déplacés	par	le
passage	d'une	onde	transverse.	2	1	**	>	**	M	-	y	I	»-	I	-	s	\	S	J	S	+	t",	+	2	K	VIBRATIONS	DES	RÉSEAUX	MONOATOMIQUES	Considérons	les	vibrations	élastiques	d'un	cristal	dont	la	inaille	primitive	contient	un	atome.	Nous	voulons	déterminer	la	fréquence	de	l'onde	eu	fonction	du	vecteur	d'onde	qui	décrit	cette	onde	et	des	constantes	élastiques.	La
solution	mathématique	la	plus	simple	pour	un	cristal	cubique	correspond	aux	directions	de	propagation	[100],	[110]	et	[111].	Os	directions	sont	associées	respectivement	aux	arêtes	du	cube,	aux	diagonales	des	faces	et	à	la	diagonale	principale.	Quand	une	onde	se	propage	dans	une	de	ces	directions,	des	plans	entiers	se	déplacent	en	phase	;	le
mouvement	est	parallèle	ou	perpendiculaire	au	vecteur	d'onde.	Nous	poxivons	décrire	par	une	seule	coordonnée	m,	le	déplacement	du	plan	s	par	rapport	à	sa	position	d'équilibre.	Le	problème	est	alors	imidimensionnel.	A	chaque	vecteur	d'onde	correspondent	trois	inodes	:	un	mode	de	polarisation	longitudinale	(fig.	2)	et	deux	modes	de	polarisation
transverse	(Fig.	3).	Nous	supposons	que	la	réponse	élastique	du	cristal	est	une	fonction	linéaire	des	forces.	
Ceci	est	équivalent	à	l'hypothèse	que	l'énergie	élastique	est	une	fonction	quadratique	du	déplacement	relatif	de	deux	points	quelconques	dans	le	cristal.	Les	termes	linéaires	dans	l'expression	de	l'énergie	vont	s'annuler	à	l'équilibre	—	voir	le	minimum	de	la	Figure	3-6.	Les	termes	cubiques	et	d'ordres	supérieures	peuvent	être	négligés	pour	des
déformations	élastiques	suffisamment	faibles,	mais	interviennent	aux	températures	élevées,	comme	nous	le	verrons	au	chapitre	5.	Nous	supposons	donc	que	la	force	causée	sur	un	plan	s	par	le	déplacement	du	plan	s	+	p	est	proportionnelle	à	la	différence	us+p	—	m,	de	leurs	déplacements.	Afin	de	simplifier,	nous	ne	considérons	que	des	interactions
entre	plans	voisins	les	plus	proches,	si	bien	que	p	=	±	1.	La	force	totale	exercée	sur	un	plan	s	provient	des	plans	s	±	1	:	Fs	=	C(us+,	-Mt)	+	C(t*s_|	-m,).	[1]	Cette	expression	est	une	fonction	linéaire	des	déplacements,	et	a	la	forme	de	la	loi	de	Hooke.	La	constante	C	est	la	constante	de	rappel	entre	les	plans	voisins	les	plus	proches	et	sera	différente
pour	un	mode	longitudinal	et	un	mode	transverse.	11	est	pratique	de	considérer	que	C	est	défini	pour	un	atome	du	plan	et	que	F,	est	la	force	qui	s'exerce	sur	un	atome	du	plan	s.	
L'équation	de	mouvement	du	plan	s	est	:	M	-^-	=	C(mj+i	+	«,_,	-	2«,),	[2]	où	M	est	la	masse	d'un	atome.	Nous	cherchons	des	solutions	telle»	que	tous	les	déplacements	aient	une	dépendance	en	temps	de	la	forme	e-"1".	On	obtient	alors	d2us/dt2	=	—co2us,	et	[2]	donne	:	94	Physique	de	l'état	solide	-Mto	us	=	C(us+i	+	mv_,	—	2us).	[3]	Cette	équation	ne
contient	que	des	combinaisons	linéaires	des	déplacements.	
Elle	admet	pour	solutions	des	ondes	de	propagation	de	la	forme	:	«s±i	=	«	exp(ïsKa)exp(±\Ka),	[4]	où	a	est	la	distance	entre	plans	et	K	le	vecteur	d'onde.	La	distance	entre	plans	pour	un	réseau	donné	dépendra	de	la	direction	de	K.	[3]	se	réduit	alors	à	:	-a?Mu	expdsKa)	=	Ct<{exp[i(s	+	\)Ka]	+	exp[\(s	-	\)Ka]	-	2	exp(lsKa)}.	[5]	Nous	éliminons	uelsKa
des	deux	membres	de	l'équation	;	il	reste	:	to2M	=	-C[exp(\Ka)	+	exp(-\Ka)	-	2]	[6]	Grâce	à	l'identité	2	cos	pKa	=	dpKa	+	e~'p,:a,	nous	obtenons	la	relation	liant	co	et	K	et	appelée	relation	de	dispersion	:	co2	=	(2C/M)(	1	-	cos	Ka)	[7]	La	limite	de	la	première	zone	de	Brillouin	se	trouve	en	K	=	±n/a.	
D'après	[7],	nous	voyons	donc	que	la	pente	de	co	en	fonction	de	K	est	nulle	à	la	limite	de	zone	:	dco2/dK	=	{2Ca/M)ûn	Ka=0	[8]	pour	K	=	±n/a,	car	sin	Ka	=	sin(±7r)	=	0.	Ce	résultat	suggère	le	rôle	particulier	des	vecteurs	d'onde	de	phonons	situés	à	la	limite	de	la	zone	de	Brillouin	;	voir	plus	loin	la	relation	[12].	
D'après	les	identités	trigonométriques,	[7]	donne	:	w2	=	(4C/M)sin2^a;	œ	=	(4C/M)I/2	[sin	'-	Ka\.	
[9]	Nous	avons	représenté	sur	la	figure	4	la	variation	de	co	en	fonction	de	K.	
Première	zone	de	Brillouin	Quelles	sont	les	valeurs	de	K	ayant	une	signification	physique	pour	les	ondes	élastiques	?	Exclusivement	celles	de	la	première	zone	de	Brillouin.	D'après	[4]	le	rapport	des	déplacements	de	deux	plans	successifs	est	donné	par	:	ue	,i(i+l)ffa	ue"	[10]	1,2	0,8	w	(4C/M)"2	°-6	Figure	4	Graphe	de	co	en	fonction	de	K.	La	région	où	K
«:	I/o	soit	X	»	a	correspond	à	l'approximation	continue	;	dans	ce	cas	co	est	proportionnel	à	K.	
Première	zone	de	Brillouin	Phonons	I-	Vibrations	du	réseau	95	Pour	des	valeurs	de	Ka	comprises	entre	—	n	et	n,	l'exponentielle	prend	toutes	les	valeurs	indépendantes	possibles.	11	est	sans	intérêt	de	dire	que	deux	atomes	adjacents	sont	déphasés	de	plus	de	+n	;	un	déphasage	de	\,2n.	par	exemple,	est	physiquement	identique	à	un	déphasage	de	—
0,87r	et	un	déphasage	de	4,2n	est	identique	à	0,2n.	Nous	voulons	aussi	bien	les	valeurs	positives	que	négatives	de	K	car	les	ondes	se	propagent	vers	la	droite	ou	vers	la	gauche.	Le	domaine	des	valeurs	indépendantes	peut	être	spécifié	par	:	—n	^	Ka	^	n,	soit	^	K	^	—.	a	a	Ce	domaine	de	valeurs	est	la	première	zone	de	Brillouin	du	réseau	linéaire,	telle
qu'elle	a	été	définie	dans	le	chapitre	2.	Les	valeurs	extrêmes	en	sont	K^a.	=	±n/a.	Ceci	est	vraiment	différent	du	comportement	d'un	milieu	élastique	continu	:	dans	la	limite	continue	a	—>	0	et	Kwn	—>	±oo.	Les	valeurs	de	K	extérieures	à	la	première	zone	de	Brillouin	(fig.	5)	reproduisent	simplement	les	vibrations	du	réseau	déjà	décrites	par	les
valeurs	de	K	comprises	entre	±n/a.	Nous	pouvons	réduire	une	valeur	de	K	extérieure	à	ces	limites	par	soustraction	d'un	multiple	entier	de	2n/a	afin	d'obtenir	un	vecteur	d'onde	compris	entre	les	limites.	Soit	K	extérieur	à	la	première	zone,	on	peut	lui	associer	le	vecteur	d'onde	K'	défini	par	K'	=	K	—	2nn/a	appartenant	à	la	première	zone	(n	est	un
entier).	Le	rapport	[10]	des	déplacements	s'écrit	alors	:	«*+>/«*	=	eiAfa	s	tf«f-2»->	=	e'Ka.	[11]	car	e'2""	=	1.	Par	conséquent,	le	déplacement	peut	toujours	être	décrit	par	un	vecteur	d'onde	situé	dans	la	première	zone	de	Brillouin.	Remarquons	que	2nn/a	est	un	vecteur	dit	réseau	réciproque	car	2n/a	est	un	vecteur	du	réseau	réciproque.	En
soustrayant	de	K	un	vecteur	du	réseau	réciproque	approprié,	on	peut	toujours	obtenir	un	vecteur	d'onde	équivalent	situé	dans	la	première	zone	de	Brillouin.	Aux	limites	K^a	=	àzn/a	de	la	première	zone	de	Brillouin.	la	solution	u,	=	uêsKa	ne	représente	pas	une	onde	progressive	mais	une	onde	stationnaire.	Aux	limites	de	zone,	sK^a	=	±sn,	d'où	ks	=
Me±iM	=	«(-!)'.	[12]	Ceci	est	une	onde	stationnaire	:	des	atomes	voisins	vibrent	en	opposition	de	phase	car	Kj	=	±1	suivant	que	s	est	un	entier	pair	ou	impair.	Les	ondes	ne	se	déplacent	ni	vers	la	droite	ni	vers	la	gauche.	La	situation	est	équivalente	à	la	réflexion	de	Bragg	des	rayons	X	:	quand	la	condition	de	Bragg	est	satistaite,	une	onde	ne	peut	se
propager	dans	un	réseau,	mais	par	réflexions	successives,	une	onde	stationnaire	s'établit.	
La	valeur	critique	A'max	=	±7r/û	trouvée	ici	satisfait	à	la	condition	de	Bragg	2d	sin#	=	nX	:	nous	avons	6	=	^	n,	d	=	a,	K	=	2n/k,	n	=	1,	donc	X	=	2a.	
Avec	des	rayons	X,	on	peut	avoir	n	égal	à	d'autres	entiers	que	l'unité	car	l'amplitude	de	l'onde	électromagnétique	a	une	signification	dans	l'espace	qui	entoure	les	atomes	mais	l'amplitude	d'une	onde	élastique	n'a	de	signification	qu'au	niveau	des	atomes	eux-mêmes.	
Figure	5	L'onde	représentée	par	la	courbe	continue	n'apporte	aucune	information	supplémentaire	par	rapport	à	la	courbe	en	pointillés.	
Pour	représenter	le	mouvement	on	n'a	besoin	que	de	longueurs	d'ondes	supérieures	à	2a	(d'après	P.	Hansma).	96	Physique	de	l'état	solide	Vitesse	de	groupe	La	vitesse	d'un	paquet	d'ondes	est	la	vitesse	de	groupe,	définie	par	:	vg=dw/dK.	soit	vg	=	gradKw(K),	[13]	le	gradient	étant	pris	par	rapport	à	K.	
La	vitesse	de	groupe	est	la	vitesse	de	transmission	de	l'énergie	dans	le	milieu.	Pour	la	relation	de	dispersion	[9],	la	vitesse	de	groupe	(fig.	6)	est	:	[14]	"'	=	(^)	*	1	cos	-	Ka.	2	La	formule	générale	[14]	montre	que	la	vitesse	de	groupe	est	nulle	en	bord	de	zone,	là	où	K	=	n	/a.	Ceci	ne	surprend	pas	dans	le	cas	d'une	onde	stationnaire.	Figure	6	Vitesse	de
groupe	v	en	fonction	de	K,	pour	le	modèle	de	la	figure	4.	À	la	limite	de	zone,	la	vitesse	de	groupe	est	nulle.	Grandes	longueurs	d'onde	ou	cas	d'un	continuum	Pour	Ka	<$C	1.	nous	avons	cos	Ka	=	1	—	^(Ka)2,	et	la	relation	de	dispersion	[7]	devient	:	co2	=	(C/M)K2a2.	[15]	La	proportionnalité	trouvée	entre	la	fréquence	et	le	vecteur	d'onde	montre	que	la
vitesse	du	son	est	indépendante	de	la	fréquence	dans	le	cas	des	grandes	longueurs	d'onde,	(ci	co	=	vK,	exactement	comme	dans	la	théorie	des	ondes	élastiques	dans	le	cas	d'un	continuum.	Détermination	des	constantes	de	rappel	à	partir	de	l'expérience	Dans	les	métaux,	les	forces	réelles	peuvent	être	à	très	long	rayon	d'action,	car	elles	sont
transmises	d'un	ion	positif	à	l'autre	par	l'intermédiaire	du	gaz	d'électrons	de	conduction	(chapitre	10).	On	a	trouvé	des	effets	qui	relient	des	plans	atomiques	séparés	parfois	par	vingt	autres	plans.	
Nous	pouvons	nous	prononcer	sur	le	rayon	d'action	des	forces	si	nous	connaissons	la	relation	de	dispersion	pour	to.	La	généralisation	de	la	relation	de	dispersion	[7]	à	p	plans	voisins	est	obtenue	facilement	:	to2	=	(2/M)£]c;(l	-	cos	pKa).	p>0	[16a]	Nous	résolvons	en	Cp	en	multipliant	les	deux	membres	de	[7]	par	cosrKa,	où	r	est	entier	et	en	intégrant
sur	le	domaine	des	valeurs	indépendantes	de	K	:	Phonons	I-	Vibrations	du	réseau	97	M	/7i	fa	pn/u	dKco^cosrKa	=2^CP	/	dK(\	-cos	pKa)cosrKa	[16bJ	■"/<•	p>0	J-ir/a	=	—2nCr/a.	L'intégrale	s'annule	sauf	pour	p	=	r.	
Doue	-Ma	r"'"	2jt	/7i/a	n/a	dKco2Kco&	pKa.	[17]	Ce	résultat	exprime	la	constante	d'interaction	du	/7-ième	plan	d'atomes.	Ceci	n'est	valable	que	pour	des	réseaux	inonoatomiques.	RESEAUX	AYANT	DEUX	ATOMES	PAR	MAILLE	ELEMENTAIRE	Dans	les	cristaux	avant	plus	d'un	atome	par	maille	élémentaire,	le	specti"e	de	vibration	présente	de
nouvelles	caractéristiques.	Nous	étudions	le	cas	de	deux	atomes	par	maille	primitive,	connue	pour	la	structure	NaCl	ou	celle	du	diamant.	Pour	chaque	niode	de	polarisation	dans	une	direction	de	propagation	donnée,	la	relation	de	dispersion	de	co	en	fonction	de	K	donne	deux	branches,	nommées	branches	acoustique	et	optique.	Nous	avons	les	modes
acoustiques	longitudinal	LA	et	transverses	TA	et	les	modes	optiques	longitudinal	LO	et	trausverses	TO	comme	le	montre	la	figure	7.	
Si	la	maille	élémentaire	a	p	atoint-s,	il	y	aura	3/7	branches	correspondant	à	la	relation	de	dispersion	:	3	branches	acoustiques	et	3/7	—	3	branches	optiques.	
Ainsi	le	germanium	(fïg.	8a)	et	Klir	(fig.	8b),	possédant	chacun	deux	atomes	par	maille	primitive,	ont	six	branches	:	une	branche	LA,	une	LO,	deux	TA	et	deux	TO.	Le	nombre	de	branches	découle	du	nombre	de	degrés	de	liberté	des	atomes.	
Avec	p	atomes	par	cellule	primitive	et	N	cellules	primitives,	on	a	pN	atomes.	Chaque	atome	possède	trois	degrés	de	liberté,	correspondant	aux	directions	x.	y,	z,	ce	qui	donne	au	total	3/7/V	degrés	de	liberté	pour	le	cristal.	
Le	nombre	de	valeurs	de	K	permises	dans	une	seule	branche	est	égal	à	N	pour	une	zone	de	Brillouin1.	La	branche	LA	et	les	deux	1C	U,+	mJ	Figure	7	Branches	optique	et	acoustique	de	la	relation	de	dispersion	pour	un	réseau	linéaire	diatomique	montrant	les	limites	de	fréquence	pour	K	=	0	et	K	=	K„m	=	n/a.	Le	paramètre	de	la	maille	est	a.	Branche
des	phonons	optiques	i(2C/M2)"2	(2C/M,)"2	Branche	des	phonons	acoustiques	n	a	-K	1	Nous	mollirons	an	chapitre	5.	par	application	des	cnnditions	aux	limites	de	périodicité	aux	modes	du	cristal,	que	le	volume	(2jt)'	/V	de	l'espace	de	Fouiier	coiitïenl	une	seule	\aleur	de	K.	Le	volume	de	la	7011e	de	Brillouin	est	(2jr)3/	Vc.	où	Vc	est	le	volume	de	la
maille	primitive	du	cristal	(problème	2.5).	Le	nombre	de	valeurs	permises	de	K	esl	donc	V/	Vc,	c'est-à-dire	N,	nombre	de	cellules	primitives	du	cristal.	
98	Physique	de	l'état	solide	0.2	KIK	0.4	0,6	0.8	,	dans	la	direction	[III]	1.0	Figure	8a	Relations	de	dispersion	des	phonons	dans	la	direction	[111]	pour	le	germanium	à	80	K.	Les	deux	branches	TA	sont	horizontales	en	limite	de	zone,	^max	=	(2^/0)(555).	Les	branches	LO	et	TO	coïncident	en	K	=	0	;	c'est	aussi	une	conséquence	de	la	symétrie	cristalline
de	Ge.	Les	résultats	ont	été	obtenus	par	diffusion	inélastique	de	neutrons	par	G.	Nilsson	et	G.	Neun,	Phys.	Rev.	
B3,	364	(1971).	o	3	a*	I	•	-	1	1	1	LO	O	TO	•	LA	O	°	.	
*TA	•	1	1	1	O	•	O	•	1	_l	•	0	KIK	,	dans	la	direction	[III]	max	'	L	J	Figure	8b	Courbes	de	dispersion	dans	la	direction	[111]	pour	KBr	à	90	K,	d'après	A.D.B.	Woods,	B.N.	Brockhouse,	R.A.	Cowley,	et	W.	
Cochran,	Phys.	Rev.	131,	1025	(1963).	Les	extrapolations	à	K	=	0	des	branches	TO,	LO	sont	appelées	wT,	cul	',	elles	sont	discutées	au	chapitre	10.	branches	TA	ont	donc	au	total	3N	modes,	participant,	de	ce	fait,	pour	3N	au	nombre	total	de	degrés	de	liberté.	Les	(3/7	—	3)N	degrés	de	liberté	restants	sont	donnés	par	les	branches	optiques.
Considérons	un	cristal	cubique	avec	des	atomes	de	masse	M,	sur	une	famille	de	plans	et	des	atomes	de	masse	M2	sur	les	plans	intercalés	avec	les	premiers	(fig.	9).	Il	n'est	pas	essentiel	que	les	masses	soient	différentes,	mais	si	les	deux	atomes	de	la	base	ne	sont	pas	équivalents,	les	constantes	de	rappel	ou	les	masses	seront	différentes.	Soit	a	le
paramètre	du	réseau	dans	la	direction	normale	aux	plans	considérés.	Nous	n'envisageons	que	les	ondes	se	propageant	dans	une	direction	de	symétrie	telle	qu'un	plan	d'atomes	ne	contienne	qu'un	seul	type	d'ions,	par	exemple	la	direction	[111]	dans	la	structure	NaCl	et	la	direction	[100]	dans	la	structure	CsCl.	Ecrivons	les	équations	de	mouvement	en
faisant	l'hypothèse	que	chaque	plan	n'interagit	qu'avec	ses	proches	voisins	et	que	les	constantes	d'interaction	sont	identiques	entre	paires	de	plans	proches	voisins.	En	utilisant	la	figure	9,	nous	obtenons	:	d2Ms	M,	——	=	C(v,	+	v,_,	-	2k.ç)	:	d2vs	M2	—	=	C(us+,	+	u,	-	2vs).	at2	[18]	Nous	cherchons	des	solutions	ayant	la	forme	d'ondes	de	propagation,
mais	d'amplitudes	différentes	u	et	v	sur	deux	plans	successifs	:	>,	=	vésKaer,ù".	
[19]	Phonons	I-	Vibrations	du	réseau	99	Rappelons	que	le	paramètre	a,	tel	qu'il	est	défini	sur	la	fig.	9,	est	la	distance	entre	deux	plans	identiques	successifs	et	non	pas	celle	entre	deux	plans	voisins	les	plus	proches.	Par	substitution	dans	[18]	nous	avons	:	-to2M,u	=	Cv(\+	e-'*")	-	2Cu	;	-co2M2v	=	Cu(€Ka	+	1)	-	2Cv.	[20]	Ces	équations	linéaires
homogènes	admettent	une	solution	non	triviale	si	et	seulement	si	le	déterminant	des	coefficients	de	u	et	v	s'annule	:	2C-M,a>2	-CO+e1*")	-C(\	+e~iK«)	2C	-	M2co2	0,	[21]	soit	M,	M2coA	-2C(M,+	M2)co2	+	2C2(	1	-	cos	Ka)	=	0.	[22]	Nous	pouvons	résoudre	cette	équation	en	co~,	mais	il	est	plus	simple	d'examiner	les	cas	limites	Ka	<Çi	1	et	Ka	=	±7r	en
limite	de	zone.	Pour	Ka	petit,	cos	Ka	=	1	{	KW	+	et	les	deux	racines	sont	:	dû	2C	\Mt	+	M2)	(branche	optique)	;	kc	M,	+M:	K2a2	(branche	acoustique).	[23]	[24]	Le	domaine	de	la	première	zone	de	Brillouin	est	—n/a	^	K	^	il	la.	où	a	est	la	période	du	réseau.	Pour	Knlsa	=	±7r/û,	les	racines	sont	:	[25]	co2	=	2C/M,	;	co2	=	2C/M2.	La	variation	de	co	en
fonction	de	K	est	représentée	figure	7	pour	M\	>	M2.	Les	déplacements	des	particules	pour	les	branches	transverses	acoustiques	(TA)	et	transverses	optiques	(TO)	sont	représentés	figure	10.	
Pour	la	branche	optique	à	K	=	0	nous	trouvons,	en	substituant	[23]	dans	[20],	u	v	M-,	[26]	Les	atomes	vibrent	l'un	par	rapport	à	l'autre,	mais	leur	centre	de	niasse	est	fixe.	Si	les	deux	atomes	sont	de	charges	opposées,	comme	c'est	le	cas	dans	la	figure	10,	nous	pou-	M.	
M,	K	Figure	9	Une	structure	cristalline	diatomique	comportant	les	masses	M\	et	M2	reliées	par	la	constante	de	force	C	entre	deux	plans	adjacents.	Les	déplacements	des	atomes	de	masse	M\	sont	notés	«j-i.	«s.	kj+i,	ceux	des	atomes	de	masse	M2	sont	vs-\,	vs.	v,+l.	La	périodicité	du	motif	dans	la	direction	du	vecteur	d'onde	K	est	a.	Les	atomes	sont
dessinés	en	leur	position	d'équilibre.	100	Physique	de	l'état	solide	-	Mode	optique	Figure	10	Oncles	transverses	optique	et	acoustique	dans	un	réseau	linéaire	diatomique,	montrant	les	déplacements	des	particules	dans	les	deux	modes	pour	la	même	longueur	d'onde.	vons	engendrer	une	vibration	de	ce	type	par	le	champ	électrique	d'une	onde
lumineuse,	c'est	pourquoi	cette	branche	est	appelée	branche	optique.	Pour	K	quelconque,	le	rapport	u/v	sera	complexe,	comme	l'implique	l'une	ou	l'autre	des	équations	[20].	Une	autre	solution	pour	le	rapport	des	amplitudes	à	faible	K	est	u	=	v,	obtenue	comme	dans	le	cas	limite	K	=	0	de	[24].	Les	atomes	(et	leurs	centre	de	masse)	vibrent	ensemble,
comme	dans	le	cas	des	vibrations	acoustiques	de	grande	longueur	d'onde,	d'où	l'appellation	de	branche	acoustique.	La	figure	7	montre	que	les	solutions	ondulatoires	n'existent	pas	pour	certaines	fréquences,	ici	pour	celles	comprises	entre	(2C/M|)I/2	et	(2C/M2)'/2.	C'est	une	caractéristique	des	ondes	élastiques	dans	les	réseaux	polyatomiques.	Il	y	a
une	bande	interdite	de	fréquences	à	la	limite	Kmm	=	±7r/û	de	la	première	zone	de	Brillouin.	Si	nous	cherchons	des	solutions	avec	co	réelle,	comprise	entre	les	deux	valeurs	de	la	discontinuité,	le	vecteur	d'onde	K	correspondant	sera	complexe	et	l'onde	sera	amortie	dans	l'espace.	QUANTIFICATION	DES	VIBRATIONS	DU	RÉSEAU	L'énergie	d'une
vibration	du	réseau	est	quantifiée.	Le	quantum	d'énergie	est	appelé	phonon,	par	analogie	au	photon,	quantum	d'énergie	électromagnétique.	Les	ondes	élastiques	dans	les	cristaux	sont	formées	de	phonons.	
Les	vibrations	thermiques	des	cristaux	sont	des	phonons	excités	thermiquement,	analogues	aux	photons	excités	thermique-	înent	du	rayonnement	électromagnétique	d'un	corps	noir	dans	une	enceinte.	L'énergie	d'un	mode	élastique	de	pulsation	co	est	:	e=(n+^\hœ	[27]	lorsque	le	mode	est	dans	l'état	excité	caratérisé	par	le	nombre	quantique	n,	c'est-
à-dire	lorsque	le	mode	est	occupé	par	n	phonons.	Le	terme	5	tuo	est	l'énergie	de	point	zéro	du	mode.	Il	apparaît	à	la	fois	pour	les	phonons	et	les	photons	et	découle	de	leur	équivalence	avec	un	oscillateur	harmonique	quantique	de	fréquence	co,	pour	lequel	les	niveaux	d'énergie	sont	aussi	(n	+	^)hco.	La	théorie	quantique	des	phonons	est	développée
dans	l'appendice	C.	Nous	pouvons	déterminer	facilement	la	moyenne	du	carré	de	l'amplitude	des	phonons.	Considérons	le	mode	stationnaire	d'amplitude	u	=	uv	cos	Kx	cos	tôt,	où	u	est	le	déplacement	d'un	élément	de	volume	par	rapport	à	sa	position	d'équilibre	x	dans	le	cristal.	Mode	acoustique	Phonons	I-	Vibrations	du	réseau	101	Comme	dans	tout
oscillateur	harmonique,	la	valeur	moyenne	temporelle	de	l'énergie	de	l'oscillateur	est	pour	moitié	d'origine	cinétique	et	pour	moitié	d'origine	potentielle.	La	densité	d'énergie	cinétique	est	^p(du/dt)2,	où	p	est	la	densité	massique.	Dans	un	cristal	de	volume	V,	l'intégrale	sur	le	volume	de	l'énergie	cinétique	est	j	pV	o?u\	sin	cot.	La	moyenne	temporelle
de	l'énergie	cinétique	est	:	lpVw2u2u	=	{(n	+	{)tM>,	[28]	et	le	carré	de	l'amplitude	vaut	:	u2v	=	4(n	+	±)h/pVco.	[29]	Cette	équation	relie	le	déplacement	d'un	mode	donné	au	nombre	de	phoitons	n	occupant	ce	mode.	Quel	est	le	signe	de	w?	
Les	équations	de	mouvement	telles	que	[2]	sont	des	équations	en	or	;	lorsqu'elles	donnent	des	valeurs	de	or	positives,	on	peut	en	déduire	o),	o>	pouvant	avoir	le	signe	+	ou	le	signe	—.	Mais	l'énergie	d'un	phonon	doit	être	positive	;	il	est	donc	approprié	de	choisir	par	convention	o)	positif.	(Pour	des	ondes	polarisées	circulai-	rement,	on	utilise	souvent
les	deux	signes	afin	de	distinguer	un	sens	de	rotation	par	rapport	à	l'autre).	Si	le	réseau	est	instable	ou	s'il	le	devient	à	cause	d'une	dépendance	en	température	inhabituelle	des	constantes	d'interaction	(chapitre	13),	o)2	sera	alors	négatif	et	o)	sera	imaginaire.	Un	mode	correspondant	à	un	o)	imaginaire	est	instable,	et	le	cristal	se	déformera
spontanément	pour	acquérir	une	structure	plus	stable.	
Un	mode	optique	de	fréquence	angulaire	o>	voisine	de	zéro	est	appelé	mode	mou.	Les	transitions	de	phase	dans	les	cristaux	mettent	souvent	enjeu	des	modes	mous.	Nous	discuterons	ces	modes	dans	le	chapitre	consacré	aux	cristaux	ferroélectriques.	QUANTITÉ	DE	MOUVEMENT	D'UN	PHONON	Un	phonon	de	vecteur	d'onde	K	interagit	avec	les
particules,	par	exemple	les	photons,	les	neutrons	et	les	électrons,	comme	s'il	possédait	une	quantité	de	mouvement	/îK.	Nous	allons	d'abord	montrer,	cependant,	qu'un	phonon	n'a	pas	réellement	de	quantité	de	mouvement.	La	raison	pour	laquelle	les	phonons	du	réseau	ne	transportent	pas	de	quantité	de	mouvement	vient	du	fait	qu'une	coordonnée	de
phonon	(sauf	pour	K	=	0)	ne	fait	intervenir	que	les	coordonnées	relatives	des	atomes.	Ainsi	dans	une	molécule	de	H2,	la	coordonnée	de	vibration	interatomique	i"i	—	r2	est	une	coordonnée	relative	et	n'entraîne	pas	de	quantité	de	mouvement;	la	coordonnée	du	centre	de	masse	j(i"i	+	r2)	correspond	au	mode	uniforme	K	=	0	et	peut	avoir	un	moment
linéaire.	La	quantité	de	mouvement	réelle	d'un	cristal	est	:	p	=	M(d/df)	£]	Mç	;	[30]	lorsque	le	cristal	transporte	le	phonon	K,	p	=	M(du/dt)^2dsKa	=	M(du/dt)(\	-éNKa)/(l	-eiAf"),	[31]	la	somme	sur	s	portant	sur	les	A'	atomes.	Nous	avons	utilisé	le	développement	en	série	:	£V	=	(l-jrw)/(l-jr).	[32]	102	Physique	de	l'état	solide	Dans	le	prochain	chapitre
nous	énumérerons	les	valeurs	de	K	compatibles	avec	les	conditions	aux	limites,	et	nous	verrons	que	K	doit	vérifier	:	K	=	±2nr/Na,	où	r	est	un	entier.	Nous	en	déduisons	que	e1"*"	=	e±l2"r	=	1,	et	que	d'après	[31],	la	quantité	de	mouvement	est	nulle	:	p	=	M(du/dt)	£]	e"*"	=	0.	
[33]	La	seule	exception	correspond	au	mode	K	=	0,	pour	lequel	tous	les	us	sont	égaux	à	u,	ce	qui	implique	que	p	=	N	M(du/dt).	Ce	mode	représente	une	translation	uniforme	de	l'ensemble	du	cristal	et	une	telle	translation	ne	transporte	pas	de	quantité	de	mouvement.	Cependant,	pour	la	plupart	des	applications,	un	phonon	se	comporte	comme	si	sa
quantité	de	mouvement	était	HK,	parfois	appelée	quantité	de	mouvement	du	cristal.	Il	existe	dans	les	cristaux	des	règles	de	sélection	faisant	intervenir	les	vecteurs	d'onde	pour	les	transitions	permises	entre	les	états	quantiques.	Nous	avons	vu	que	la	diffusion	élastique	d'un	photon	de	rayonnement	X	par	un	cristal	est	contrôlée	par	la	règle	de	sélection
sur	les	vecteurs	d'onde	:	k'	=	k	+	G,	[34]	où	G	est	un	vecteur	du	réseau	réciproque	;	k	esf	le	vecteur	d'onde	du	photon	incident	et	k	celui	du	photon	diffusé.	Dans	le	processus	de	réflexion,	le	cristal	dans	son	ensemble	subit	un	recul	de	quantité	de	mouvement	—	HG,	mais	on	fait	rarement	référence	explicitement	à	cette	quantité	de	mouvement
correspondant	à	un	mode	uniforme.	L'équation	[34]	est	un	ensemble	de	la	conservation	du	vecteur	d'onde	total	dans	un	réseau	périodique,	avec	addition	possible	d'un	vecteur	du	réseau	réciproque.	La	quantité	de	mouvement	proprement	dite	du	système	total	se	conseive	rigoureusement.	Si	la	diffusion	du	photon	est	inélasttque,	avec	création	d'un
phonon	de	vecteur	d'onde	K,	la	loi	de	conservation	du	vecteur	d'onde	devient	:	k'	+	K	=	k	+	G.	[35]	Si	un	phonon	est	absorbé	dans	le	processus,	nous	avons	au	contraire	la	relation	:	k'	=	k	+	K	+	G.	[36]	Les	relations	[35]	et	[36]	sont	des	généralisations	de	[34].	Nous	pouvons	présenter	les	expressions	mathématiques	qui	entrent	dans	les	règles	de
sélection.	Soient	deux	phonons	K,,	K2	interagissant	par	des	termes	du	troisième	ordre	dans	l'énergie	élastique,	pour	créer	un	troisième	phonon	K3.	La	probabilité	d'une	telle	collision	fera	intervenir	le	produit	des	amplitudes	des	trois	ondes,	sommées	sur	tous	les	sites	du	réseau	:	(phonon	incident	Ki)	(phonon	incident	K2)	(phonon	produit	K3)	oc	^exp(-
iK,	•	r„)exp(-iK2	■	r„)exp(iK,	•	r„)	=	^exp[i(K,	-	K,	-	K2)	■	r,,].	/i	n	Lorsque	,1e	nombre	de	nœuds	tend	vers	l'infini,	cette	somme	tend	vers	zéro,	sauf	si	K,	=	K]	+	K2	ou	si	Kj	=	K]	+	K2	+	G.	Si	l'une	de	ces	conditions	est	satisfaite	(la	première	n'est	qu'un	cas	particulier	de	la	seconde),	la	somme	est	égale	au	nombre	de	nœuds	N.	Une	somme	identique	a
été	étudiée	dans	le	problème	2.4.	Phonons	I	-	Vibrations	du	réseau	103	DIFFUSION	INÉLASTIQUE	DES	NEUTRONS	PAR	DES	PHONONS	La	diffusion	inélastique	des	neutrons	avec	émission	ou	absorption	d'un	phonon	est	la	méthode	idéale	de	détermination	expérimentale	du	spectre	des	phonons	o>(K).	La	méthode	n'est	pas	applicable	lorsqu'il	y	a
une	forte	absorption	des	neutrons	par	les	novaux	du	cristal.	La	largeur	angulaire	du	faisceau	diffusé	permet	aussi	d'obtenir	la	durée	de	vie	du	phonon.	Un	neutron	voit	le	réseau	cristallin	principalement	par	interaction	avec	les	noyaux	des	atonies.	
La	cinématique	de	la	diffusion	d'un	faisceau	de	neutrons	par	un	réseau	cristallin	est	décrite	par	la	relation	générale	de	conservation	du	vecteur	d'onde	:	.«-,./,.,	r„_,	k	+	G	=	k	±	K	;	[37]	et	par	la	condition	de	conservation	de	l'énergie.	
Ici	K	est	le	vecteur	d'onde	dit	phonon	créé	(+)	ou	absorbé	(-)	au	cours	du	processus,	et	G	est	un	vecteur	quelconque	du	réseau	réciproque.	Pour	un	phonon	nous	avons	choisi	G	pour	que	K	appartienne	à	la	première	zone	de	Brillotiin.	L'énergie	cinétique	du	neutron	incident	est	p2/2M„,	où	M„	est	la	masse	du	neutron.	La	quantité	de	mouvement	p	est
donnée	par	/ik,	où	k	est	le	vecteur	d'onde	du	neutron.	Par	conséquent	fi2k'	/2M„	est	l'énergie	cinétique	du	neutron	incident.	Si	k'	est	le	vecteur	d'onde	du	neutron	diffusé,	l'énergie	du	neutron	diffusé	est	h2k'2/2Mn.	La	loi	de	conservation	de	l'énergie	donne	:	tfk2	2M„	Irk"	2Mn	±tiw.	[38]	où	lui)	est	l'énergie	du	phonon	créé	(+)	ott	absorbé	(-)	au	cours
du	processus.	Pour	obtenir	la	relation	de	dispersion	à	partir	de	[37]	et	[38],	il	faut	trouver	expérimentalement	le	gain	ou	la	perte	d'énergie	des	neutrons	diffusés	en	fonction	de	la	direction	de	diffusion	k	—	k'.	Les	résultats	pour	le	germanium	et	KBr	sont	donnés	figure	8	;	les	résultats	pour	le	sodium	sont	donnés	figure	11.	LTn	spectromètre	utilisé	pour
les	études	de	phonons	est	représenté	à	la	figure	12.	Récemment,	le	concept	de	«svtnétrie	miroir»	a	été	introduit	dans	l'étude	de	la	dvna-	mique	des	ions	d'halogénures	d'alcalin-.	L'idée	est	de	considérer	le	cristal	qui	serait	formé	en	intervertissant	les	signes	des	ions	dans	A+B~.	Kn	fait,	A~B+	n'existe	pas,	mais	la	paire	d'ions	réelle	de	niasse	la	plus
proche	aura	une	relation	de	dispersion	des	phonons	remarquablement	analogue	à	celle	de	A+B".	Ainsi,	KF	est	approximativement	l'image	miroir	de	NjiCl.	Kn	effet,	K+	est	isoélectrouique	à	O"	taudis	que	F~	est	isoélectrouique	à	Na+.	M	4	3C	O	1	1	•	o	__	o	1	.S*'	8	8°	•	Longitudinal	-	oTrans	verse	i	[1101	100	0	H«	K	(en	unités	de	2jtki)	Figure	11
Courbes	de	dispersion	du	sodium	pour	des	phonons	se	propageant	dans	les	directions	[100],	[110]	et	[111]	à	90	K.	
Elles	ont	été	déterminées	par	diffusion	inélastique	des	neutrons	[Woods,	Brockhouse,	March	et	Bowers,	Proc.	Phys.	Soc.	London	79,	pt.	2,	440	(1962)].	2	L.L.	Foi	1)Y	and	B.	Sre.M	1.	Phys.	lini.	B25,	1260	(	IÏ1H2),	L..I.	Fol	1»	and	T.A.	Vv'l	itfn.	Svlid	Sale	Commun	37,	709	(I9KI).	104	Physique	de	l'état	solide	.>	V	Figure	12	Coupe	du	spectrométre	à	trois
axes	de	Brockhouse.	(D'après	B.H.	Grier).	r-	RESUME	1.	Le	quantum	de	vibration	d'un	réseau	est	le	phonon.	Si	la	fréquence	angulaire	est	cù,	l'énergie	du	phonon	est	lîcù.	2.	Quand	un	phonon	de	vecteur	d'onde	K	est	créé	par	diffusion	inélastique	d'un	pho-	ton	ou	d'un	neutron	du	vecteur	d'onde	k	à	k',	la	règle	de	sélection	du	vecteur	d'onde	qui	régit	le
processus	est	:	k	=	k'	+	K	+	G.	où	G	est	un	vecteur	du	réseau	réciproque.	3.	Toutes	les	ondes	d'un	réseau	peuvent	être	décrites	par	des	vecteurs	d'onde	situés	à	l'intérieur	de	la	première	zone	de	Brillouin	du	réseau	réciproque.	4.	Si	la	maille	primitive	comporte	p	atomes,	la	relation	de	dispersion	des	phonons	aura	3	branches	acoustiques	et	3p	—	3
branches	optiques.	PROBLÈMES	1.	
Réseau	monoatomique	linéaire	Soit	une	onde	longitudinale	:	«j	=	u	ços(ft>r	—	sKa)	se	propageant	dans	un	réseau	linéaire	d'atomes	de	masse	M,	séparés	de	a,	et	d'interaction	entre	plus	proches	voisins	C.	Phonons	I-	Vibrations	du	réseau	105	a)	Montrer	que	l'énergie	totale	de	Ponde	est	:	E=\	M*£s(Une	telle	forme	se	rencontre	pour	les	métaux.
L'utiliser,	ainsi	que	l'équation	[16a]	pour	trouver	une	expression	de	co2	et	de	dco2/dK.	Montrer	que	dco2/dK	est	infini	quand	K	=	ko.	Par	conséquent	une	courbe	de	co2	en	fonction	de	K	ou	de	co	en	fonction	de	K	a	une	tangente	verticale	en	ko	:	il	y	a	un	point	de	rebrousse-	ment	en	ko	dans	la	relation	de	dispersion	des	phonons	to(K).	5.	Chaîne
diatomique	Considérons	les	modes	normaux	d'une	chaîne	linéaire	pour	laquelle	les	constantes	de	rappel	entre	plus	proches	voisins	sont	alternativement	C	et	IOC.	Les	masses	des	atomes	sont	égales	et	la	distance	interatomiqiie	est	a/2.	Trouver	co(K)	en	K	=	0	et	K	—	n/a.	Tracer	la	relation	de	dispersion.	Ce	problème	schématise	un	cristal	formé	de
molécules	dialomiques	comme	H2.	
6.	Vibrations	atomiques	dans	un	métal	Nous	pouvons	faire	un	modèle	grossier	de	la	fréquence	de	Debye	dans	un	métal	simple	:	considérons	des	ions	ponctuels	de	masse	M,	de	charge	e,	immergés	dans	une	mer	uniforme	d'électrons	de	conduction.	Les	ions	seront	supposés	dans	un	état	d'équiPibre	stable	Ioi-squ'ils	sont	placés	sur	les	nœuds	d'un	réseau
régulier.	Si	un	ion	est	écarté	d'une	petite	distance	r	à	partir	de	sa	position	d'équilibre,	la	force	de	retour	à	Pétat	initial	est	largement	due	à	la	charge	électrique	contenue	dans	la	sphère	de	rayon	r	centrée	sur	la	position	d'équilibre.	Prendre	pour	densité	voluinique	d'ions	(ou	d'électrons	de	conduction)	la	quantité	3/4jr/?3,	qui	définit	R.	a)	Montrer	qu'un
ion	oscille	à	la	fréquence	co	=	(e2/MR})i/2.	b)	Estimer,	approximativement,	la	valeur	de	cette	fréquence	pour	le	sodium.	c)	A	partir	de	a)	et	b)	et	d'un	peu	de	bon	sens,	estimer	Pordre	de	grandeur	de	la	vitesse	du	son	dans	le	inétal.	
106	Physique	de	l'état	solide	7.	Phonons	mous*	Soit	une	ligne	d'ions	de	masse	égale	mais	de	charge	alternée,	la	charge	du	/j-ième	ion	étant	ep	=	e(—\)p.	
Le	potentiel	interatomique	est	la	somme	de	deux	contributions	:	1.	
une	interaction	à	courte	portée	de	constante	C\r	=	y	qui	intervient	seulement	entre	plus	proches	voisins	;	„	2.	une	interaction	de	type	coulombien	entre	tous	les	ions.	a)	Montrer	que	la	contribution	de	l'interaction	coulomhiennc	aux	constantes	de	force	d'interactions	est	Cpc	=	2(—\)pe2/piai,	où	a	est	la	distance	interatomique	à	l'équilibre.	b)	À	partir	de
[16a],	montrer	que	la	relation	de	dispersion	peut	s'écrire	:	1	°°	w2/a>l	=	sin2-	Ka	+	a^i-iyd	-	cospKa)/}-3.	P=\	où	coq	=	4y/M	et	a	—	e2/yai.	c)	Montrer	que	a?	est	négatif	(mode	instable)	à	la	limite	de	zone	Ka	=	jr	si	a	>	0,475	ou	4/7£(3),	(C	est	la	fonction	zêta	de	Riemann).	
Montrer	de	plus	que	la	vitesse	du	son	pour	Ka	petit	est	imaginaire	si	a	>	(2	In2)_l	=	0,721.	D'où	o>2	tend	vers	zéro	et	le	réseau	est	instable	pour	toute	valeur	de	Ka	appartenant	à	l'intervalle	(0,jr)	si	0,475	<	a	<	0,721.	Noter	que	le	spectre	des	phonons	n'est	pas	celui	d'un	réseau	diatomique	car	l'interaction	d'un	ion	quelconque	avec	ses	voisins	est
identique	à	l'interaction	entre	cet	ion	et	tout	autre	ion	du	réseau.	BIBLIOGRAPHIE	H.	Bilz	and	W.	Kress,	Phonon	dispersion	relations	in	insulalors,	Springer,	1979.	Un	atlas.	G.A.	Horton	and	A.A.	Maradumn,	eds,	Dynamicnl	properties	ofsolids,	North-Holland.	Une	série	continue	de	revues	1974-(1990).	W.P.	Masson,	ed,	Physical	acoustics.	Académie
Press.	Toute	la	série,	vol.	1-(20).	
W.	Cochran,	Dynamics	of	atomes	in	crystals,	Crâne,	Russak,	N.Y.,	1973.	Un	bon	texte.	J.A.	Reissland,	Physics	of	phonons,	Wiley,	1973.	H.	
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Dilatation	thermique	d'une	maille	cristalline	128	3.	Déplacement	de	point	/éro	du	réseau	et	déformation	128	4.	Capacité	calorifique	d'un	réseau	plan	128	5.	Constante	de	Grûneiser	128	Bibliographie	129	Figure	1	Graphe	de	la	fonction	de	distribution	de	Planck.	Notez	que	pour	les	hautes	températures	la	population	d'un	état	est	une	fonction
approximativement	linéaire	de	la	température.	La	fonction	<	n	>	+±	non	représentée	ici,	est	asymptote	à	la	droite	poin-	tillée	pour	les	hautes	températures.	Cette	droite	pointillée	est	la	limite	classique.	2	1	1	1	1	*	f	j	——f~	*	f	*	f	*	f	*	f	*	f	*	f	*	f	*	f	*	w	x	=	kjlhw	Nous	allons	étudier,	dans	ce	chapitre,	la	capacité	calorifique	associée	aux	phonons	et	nous
considérerons	ensuite	les	effets	des	interactions	anharinoniques	sur	les	phonons	et	sur	le	cristal.	Les	propriétés	thermiques	des	métaux	sont	abordées	au	chapitre	6,	celles	des	supraconducteurs	au	chapitre	12;	celles	des	propriétés	thermiques	propres	aux	matériaux	magnétiques	seront	étudiées	aux	chapitres	14	et	15	et	celles	des	solides	non
cristallins	au	chapitre	17.	
CAPACITE	CALORIFIQUE	DU	RESEAU	Par	capacité	calorifique,	nous	entendons	habituellement	la	capacité	calorifique	à	volume	constant,	plus	fondamentale	que	celle	à	pression	constante	que	l'on	détermine	par	l'expérience1.	La	capacité	calorifique	à	volume	constant	est	définie	par	:	Cv	•=	(	I	,	où	U	est	l'énergie,	et	Tla	température.	\"'	/v	La
contribution	des	phonons	à	la	capacité	calorifique	d'un	cristal	est	appelée	capacité	calorifique	du	réseau	et	est	notée	Crts.	L'énergie	totale	des	phonons	à	la	température	r	(=	kBT)	dans	un	cristal	peut	s'écrire	comme	la	somme	des	énergies	sur	tous	les	modes	de	phonons,	indexés	ici	par	le	vecteur	d'onde	K	et	la	polarisation	p	:	K	p	«	P	où	<	nK	p	>	est
la	population	à	l'équilibre	thermique	des	phonons	de	vecteur	d'onde	K	et	de	polarisation	p.	L'expression	de	<	nKp>	est	donnée	par	la	fonction	de	distribution	de	Planck	:	<	n	>	=	,	[2]	où	les	parenthèses	<	.,.	>	indiquent	que	l'on	prend	la	moyenne	à	l'équilibre	thermique,	et	kB	est	la	constante	de	Boltzmann,	Un	graphe	de	<	n	>	est	donné	figure	1,
Distribution	de	Planck	Soit	un	ensemble	d'oscillateurs	harmoniques	identiques	en	équilibre	thermique.	
Le	rapport	entre	le	nombre	d'oscillateurs	dans	le	(n	+	l)-ième	état	quantique	et	le	nombre	d'oscillateurs	dans	le	n-ième	est	:	1	L'ue	relation	ilicriiiodviiaimque	simple	donne	Cp	—	Cy	=	9a	BVT	où	a	esi	le	coefficient	de	dilatation	thermique	Iinraiie,	V	le	volume,	et	B	le	module	de	compression.	La	différence	relative	entre	Cp	et	Cv	est	en	généi.il	Faible	et
peut	souvent	être	négligée.	Lorsque	T	—>	0,	nous	voyons	que	Cp	—►	Cv	à	condition	que	a	et	B	soient	constants.	
110	Physique	de	l'état	solide	AUi/A^e"^1,	z	=	kBT,	[3]	d'après	Boltzniann,	Le	nombre	relatif	d'oscillateurs	dans	le	n-ième	état	quantique	est	donc	:	hto/T	s=0	j=0	Nous	voyons	que	le	nombre	quantique	moyen	d'un	oscillateur	est	:	J2se	[4]	*	-shto/x	<	n	>	=	-ç=î	:	•	[5]	y^e-î/w/i	[6]	Les	sommations	apparaissant	dans	[5]	sont	:	yv	=	—:	ySX'=x-	yx>	=	—!L-
*—	\-x	t-1	dx	£->	(1	-x)2	s	s	s	v	avec	x	=	exp(—tuo/z).	Nous	pouvons	donc	réécrire	[5]	sous	la	forme	de	la	distribution	de	Planck	;	x	1	<	n	>	=	=	.	[7]	1	—	x	e^/1	—	1	Énumération	des	modes	normaux	L'énergie	à	l'équilibre	thermique	d'un	ensemble	d'oscillateurs	de	fréquences	différentes	coKp	s'obtient	à	partir	de	f	1]	et	[2]	:	u	=	yy	,	*-"—.	[8]	Il	est
souvent	intéressant	de	remplacer	la	sommation	sur	K	par	une	intégrale.	Supposons	que	le	cristal	ait	T>p(cù)dco	modes	de	vibration	dans	le	domaine	de	fréquence	[cù.cù	+	dcù]	pour	une	polarisation	donnée	p.	L'énergie	est	alors	:	U	=	J2f	fo>Dr(°>>	7T^	7	PI	flù)	exp(hcofz)	—	1	p	On	obtient	la	capacité	calorifique	du	réseau	en	dérivant	par	rapport	à
la	température.	Posons	:	x	=	fuo/z	=	hw/kBT	Alors	dU/dT	donne	:	„2_	C&	=	kB	y	f	dcùDJco)	X	eWX	[	10]	b^j	Pv	)	(expjr_	,)2	Le	problème	majeur	est	de	trouver	T>(co),	densité	d'états	par	unité	de	fréquence.	Cette	fonction	est	aussi	appelée	densité	de	modes.	La	meilleure	façon	d'obtenir	la	densité	de	modes	est	d'étudier	la	relation	de	dispersion	où	eu
fonction	de	K,	dans	des	directions	cristallines	données,	par	diffusion	inélastique	de	neutrons	et	d'en	faire	un	ajustage	analytique	théorique	pour	avoir	la	relation	de	dispersion	dans	une	direction	quelconque	;	un	calcul	sur	ordinateur	permet	alors	de	remonter	à	T>(oo).	Phonons	II-	Propriétés	thermiques	111	Densité	de	modes	unidimensionnelle
Considérons	le	problème	des	vibrations	élastiques	sur	un	Segment	(fig.	2)	de	longueur	L	comportant	N	+	1	particules	séparées	de	a.	Supposons	.que	les	particules	s	=	0	et	s	=	N,	aux	deux	extrémités	du	segment,	sont	fixées.	Chaque	mode	normal	de	vibration	de	polarisation	p	est	une	onde	stationnaire	donnant	lieu	à	un	déplacement	us	de	la	particule
s	:	Hs	=	«(0)exp(—	icùKpl)sir\sKa,	[11]	où	cùk	p	est	reliée	à	K	par	la	relation	de	dispersion	appropriée.	Comme	le	montre	la	figure	3,	les	conditions	aux	limites	(extrémités	fixes)	imposent	à	K	les	valeurs	:	n	2n	3tt	(N	-	\)n	T'	17'	~l	L	'	La	solution	pour	K	=	n	/L	donne	:	u,	oc	s\r\(sna/L)	[13]	et	s'annule	pour	s	=	0	et	s	=	N	connue	l'imposent	les	conditions
aux	limites.	K	=	[12]	Figure	2	Segment	élastique	de	N	+	I	atomes,	avec	N	=	10	;	les	conditions	aux	limites	sont	les	suivantes	:	les	atomes	des	extrémités	s	=	0	et	*•	=	10	sont	fixés.	Les	déplacements	des	particules	dans	les	modes	normaux,	qu'ils	soient	longitudinaux	ou	transverses,	sont	de	la	forme	us	oainsKa.	Cette	expression	s'annule
automatiquement	pour	s	=	0,	et	nous	choisissons	K	pour	qu'elle	s'annule	pour	.v	=	10.	Fixé,	.v	=	0	.	h	,	r	—»—i—•—•—•—	4-	s=	10	Fixé	Figure	3	La	condition	ssKa	=	0	à	la	limite	s	=	10	peut	être	satisfaite	en	choisissant	K	=	iï/\0a,	2jr/I0«,	...	9jr/I0a,	OÙ	lOfl	est	la	longueur	L	du	segment.	Notre	figure	est	tracée	dans	l'espace	K.	Les	points	ne	sont	pas
des	atomes	mais	des	valeurs	permises	de	K.	Des	N	+	I	particules	du	segment,	seules	N	—	I	d'entre	elles	peuvent	bouger,	et	leur	déplacement	le	plus	général	peut	être	exprimé	en	fonction	des	N	—	I	valeurs	permises	de	K.	Cette	quantification	de	K	n'a	rien	à	voir	avec	la	mécanique	quantique	mais	provient	simplement	du	fait	que	les	atomes	des
extrémités	sont	fixes.	jt	lit	lOfl	lOfl	K-	lOfl	La	solution	pour	K	=	Nn/L	=	n/a	=	K„^x	donne	:	h,	oc	sin.ï7r.	Elle	ne	permet	pas	de	déplacement	d'atome	car	sins7T	s'annule	sur	chaque	atome.	
Il	y	a	donc	/V	—	1	valeurs	permises	indépendantes	pour	K	dans	[12].	Ce	nombre	est	égal	au	nombre	de	particules	qui	pement	se	déplacer.	Chaque	valeur	permise	de	K	est	associée	à	une	onde	stationnaire.	Pour	un	segment	unidimensionnel,	il	y	a	un	mode	par	intervalle	AK	=	n/L	;	le	nombre	de	moues	par	unité	de	K	est	donc	L/n	pour	K	^	n/a	et	0	pour
K	>	na.	112	Physique	de	l'état	solide	Il	y	a	trois	polarisations	possibles	p	pour	chaque	valeur	de	K	:	à	une	dimension,	il	y	a	deux	polarisations	transverses	et	une	longitudinale.	A	trois	dimensions,	il	n'existe	de	polarisations	aussi	simples	que	lorsque	les	vecteurs	d'onde	sont	dirigés	selon	des	directions	cristallographiques	bien	particulières.	
Il	existe	une	autre	méthode	pour	dénombrer	les	modes,	que	l'on	utilise	souvent	et	qui	est	également	valable.	Nous	considérons	le	milieu	comme	infini,	mais	nous	exigeons	que	les	solutions	soient	périodiques	sur	une	grande	distance	L,	de	sorte	que	u(sa)	=	u(sa	+	L).	La	méthode	des	conditions	aux	limites	périodiques	(fig.	
4	et	5)	ne	change	pas	de	façon	substantielle	la	physique	du	problème	pour	un	système	de	grande	taille.	D'où,	dans	l'onde	progressive	solution	u,	—	k(0)	exp[i(sA'a	—	o)Kf)J,	les	valeurs	permises	de	K	sont	:	2jî	4jî	6jt	Nn	«^T^T^T	T-	[14]	Cette	méthode	d'énumération	donne	le	même	nombre	de	modes	(un	par	atome	mobile)	que	[12],	mais	nous	avons
maintenant	à	la	fois	les	valeurs	positives	et	négatives	de	K,	deux	valeurs	successives	étant	séparées	d'un	intervalle	A	A-	=	2n/L.	Pour	des	conditions	aux	limites	périodiques	le	nombre	de	modes	par	unités	de	K	est	L/2n	pour	—n	/a	^	K	^	n/a,	et	0	ailleurs.	Le	cas	d'un	réseau	bidimensionnel	est	illustré	à	la	figure	6.	Figure	4	Considérons	N	particules
astreintes	à	rester	sur	un	anneau	circulaire.	Les	particules	peuvent	osciller	si	elles	sont	reliées	par	des	ressorts	élastiques.	Dans	un	mode	normal,	le	déplacement	«,	des	atomes	s	est	de	la	forme	sinsKa	ou	cossKa	:	ce	sont	des	modes	indépendants.	
D'après	la	périodicité	géométrique	de	l'anneau,	la	condition	aux	limites	est	uN+s	=	us	pour	tout	s,	d'où	NKa	doit	être	un	multiple	entier	de	2jr.	Pour	N	=	8	les	valeurs	indépendantes	permises	de	K	sont	0,2jr/8o,	4jr/8a,	6jr/8a	et	8jr/8a.	La	valeur	K	=	0	n'a	de	signification	que	pour	la	forme	en	cosinus,	car	sinsOa	=	0.	La	valeur	8jr/8a	n'a	également	de
sens	que	pour	la	forme	en	cosinus	car	sin(s8jro/8fl)	=	sinsjr	=0.	Les	trois	autres	valeurs	de	K	sont	permises	pour	les	modes	en	cosinus	et	en	sinus,	ce	qui	donne	en	tout	huit	modes	possibles	pour	les	huit	particules.	Donc	la	condition	aux	limites	périodiques	conduit	à	un	mode	permis	par	particule,	exactement	comme	la	condition	aux	limites	fixées	de	la
figure	3.	Si	nous	avions	pris	les	modes	sous	la	forme	complexe	exp&iKa),	la	condition	aux	limites	périodiques	conduirait,	comme	pour	[14],	aux	huits	modes	pour	lesquels	K	=	0,	±2n/Na,	±4n/Na,	±(m/Na	et	Hn/Na.	Figure	5	Valeurs	permises	du	vecteur	d'onde	K	pour	des	conditions	aux	limites	périodiques	appliquées	à	un	réseau	linéaire	de	période	N
=	8	atomes	sur	un	segment	de	longueur	L.	La	solution	K	=	0	est	le	mode	uniforme.	Les	points	particuliers	±Nn/L	ne	représentent	qu'une	seule	solution	car	e"™	est	identique	à	e~""	;	il	y	a	donc	huit	modes	possibles	pour	lesquels	le	déplacement	du	s-ième	atome	est	proportionnel	à	1,	e±ins'4.	e±ins'2,	e±i3jr.s/4	pijrj	L	6ji	L	4n	L	2n	L	2n	L	4n	L	6ji	L	L	K-
Phonons	II-	Propriétés	thermiques	113	2L	a	Figure	6	Valeurs	permises,	dans	l'espace	de	Fourier,	du	vecteur	d'onde	K	d'un	phonon	dans	un	réseau	carré	de	paramètre	a.	avec	des	conditions	aux	limites	périodiques	appliquées	sur	un	carré	de	côté	L	=	10a.	
Le	mode	uniforme	est	marqué	par	une	croix.	Il	y	a	une	valeur	permise	de	K	par	élément	d'aire	(2n/l0a)2	=	(2n/L)2,	d'où	à	l'intérieur	du	cercle	d'aire	nK2	le	nombre	de	points	autorisés	est,	en	arrondissant,	égal	à	nK2(L/2n)2.	X	K	Nous	voulons	connaître	T>(cù)	,	nombre	de	modes	par	unité	de	fréquence.	Le	nombre	de	modes	T>(cù)dcù	compris	entre	cù
et	cù	+	dcù	est	donné,	pour	une	dimension,	par	:	dco	[15]	^	J	L	àK	J	L	V(cù)dco	—	dco	=	—	n	dco	ji	dco/dK	Nous	pouvons	déduire	la	vitesse	de	groupe	dcù/AK	de	la	relation	de	dispersion	de	cù	en	fonction	de	K.	Si	la	courbe	de	dispersion	cù(K)	est	horizontale,	T>(cù)	présente	une	singularité	;	il	y	a	donc	singularité	quand	la	vitesse	de	groupe	est	nulle.
Densité	de	modes	tridimensionnelle	Nous	imposons	des	conditions	aux	limites	périodiques	sur	/V3	mailles	primitives	contenues	dans	un	cube	de	côté	L	;	K	est	donc	déterminé	par	la	condition	:	exp[i(tf,jr	+	Kv>>	+	Kzz)]	=	exp{i[tf,(jr	+	L)	+	Kr(y	+	L)	+	K,(z	+	L)]},	[16]	d'où	2n	An	Nn	Kx.	Ky,	Kz=0;	±—	;	±—	;...	;	.	x	%	z	L	L	L	[17]	Par	conséquent,	il	n'y
a	qu'une	valeur	de	K	permise	par	volume	(27T/L)3	dans	l'espace	K,	soit	:	3	[18]	\2n)	87T3	valeurs	permises	de	K	par	unité	de	volume	de	l'espace	K,	pour	chaque	polarisation	et	chaque	branche.	Le	volume	de	l'échantillon	est	V	=	L?.	Le	nombre	total	de	modes	dont	le	vecteur	d'onde	est	inférieure	à	K	est,	d'après	[18],	donné	par	(L/27r)3	que	multiplie	le
volume	d'une	sphère	de	rayon	K,	d'où	:	/V	-(£)"*■	[19]	pour	chaque	type	de	polarisation.	La	densité	de	modes	pour	chaque	type	de	polarisation	est:	ON	V((û)	=	—	=	(VK2/2n2)(dK/dco).	
[20]	acù	114	Physique	de	l'état	solide	Modèle	de	Debye	de	la	densité	d'états	Dans	l'approximation	de	Debye,	la	vitesse	du	son	est	considérée	comme	constante	pour	chaque	type	de	polarisation,	comme	ça	serait	le	cas	dans	l'approximation	classique	du	continuum	élastique.	La	relation	de	dispersion	s'écrit	co	=	vK,	[21]	où	ii	est	la	vitesse	constante	du
son.	La	densité	d'états	[20]	devient	V(co)	=	Vor/2n2v\	[22]	S'il	y	a.	N	mailles	élémentaires	dans	l'échantillon,	le	nombre	total	de	modes	de	phonons	acoustiques	est	N.	La	fréquence	de	coupure	Wj,	est	définie	par	[	19]	comme	cû3D	=	6n2v3N/V.	[23]	À	cette	fréquence	correspond	un	vecteur	d'onde	de	coupure	dans	l'espace	des	K	:	KD	=	coD/v	=
(6n2N/Vy>\	[24]	Dans	le	modèle	de	Debye,	les	vecteurs	d'onde	plus	grands	que	KD	ne	sont	pas	autorisés.	Le	nombre	de	modes	tels	que	K	^	KD	correspond	au	nombre	de	degrés	de	liberté	d'un	réseau	monoatomique.	L'énergie	thermique	[9]	est	donnée	par	:	f	rD	(	Vto2	\	(	hco	\	U	=	JdcoV(co)n(co)fuo	=	^	dco	(^-^J	^—-j	,	[25]	pour	chaque	type	de
polarisation.	Pour	abréger,	nous	supposons	que	la	vitesse	des	phonons	est	indépendante	de	la	polarisation,	nous	multiplions	donc	[25]	par	3	pour	obtenir	:	3Vh	rD	tû3	3>VkART*	r°	jc3	V	=	/	dco	=	—-~	I	dx	,	[26	où	x	=	hu>/z	=	hco/kBT	et	xu	=	ho}DlkBT	=	eiT.	[27]	Ceci	définit	la	température	de	Debye	8	en	fonction	de	toD	définie	par	[23].	Nous



pouvons	exprimer	6	sous	la	forme	:	hv	/6jz2N\,n	6	=	T.\—)	'	m	d'où	l'énergie	totale	du	réseau	u	=	9Nk'T{l)i	dï^T'	[29]	où	/V	est	le	nombre	d'atomes	de	l'échantillon	et	xD	=	6/T.	On	trouve	très	facilement	la	capacité	calorifique	en	dérivant	l'expression	médiane	de	[26]	par	rapport	à	la	température.	Donc	:	CV=	3Vh2	rdco	f""'	[30]	=	9NkR	-	/	dx	G)T	(eJ	-
l)2	La	capacité	calorifique	de	Debye	est	représentée	sur	la	figure	7.	Pour	T	ys?	6,	la	capacité	calorifique	tend	vers	la	valeur	classique	3NkB.	La	fig.	8	retrace	l'évolution	expérimentale	des	capacités	calorifiques	du	silicium	et	du	germanium.	Phonons	II-	Propriétés	thermiques	115	Figure	7	Capacité	calorifique	CV	d'un	solide	dans	l'approximation	de
Debye.	L'échelle	verticale	est	en	J	mol"'	K-1.	L'échelle	horizontale	est	le	rapport	de	la	température	à	la	température	de	Debye	6.	La	zone	de	variation	en	7"'	est	située	en	dessous	de	O.lfl.	La	valeur	asympto-	tique	pour	les	grandes	valeurs	de	T/6	est	égale	à	24,943	J	mol"'	K-1.	25	-	20	E	=	'5	a*	c:	"o	10	a.	a	U	6	5	id	4	Figure	8	Capacité	calorifique	du
silicium	et	du	germanium.	Remarquez	la	décroissance	pour	les	basses	températures.	Pour	convertir	en	J.mor'.K"',	multiplier	par	4,186.	5	-	0	0.2	0.4	0.6	0.8	T	1.0	1.4	Germanium	_	yS^\	^^	Silicium	100	200	Température	(K)	300	Loi	en	7"3	de	Debye	Aux	très	basses	températures,	nous	pouvons	simplifier	[29J	en	faisant	tendre	la	limite	supérieure	de
l'intégrale	vers	l'infini.	Nous	avons	:	on	la	somme	sur	s	T	«	6>,	et	=i	i	peut	se	trouver	dans	les	tables.	Donc	U	7T'	Ï5'	3irANk„T4/50*	[31]	pou	c„	=	12tt4	Nk'(jf	=	23*Nk'(jJ	[32]	Ceci	met	en	évidence	l'approximation	en	7"3	de	Debye.	Les	résultats	expérimentaux	pour	l'argon	sont	tracés	fïg.	9.	Pour	les	températures	suffisamment	basses,	l'approximation
de	Debye	doit	être	bonne	car	seuls	des	modes	acoustiques	de	grande	longueur	d'onde	sont	excités.	Seuls	interviennent	les	modes	qui	peuvent	être	traités	comme	un	conti-	ninini	élastique,	avec	les	constantes	élastiques	macroscopiques.	L'énergie	des	modes	de	courte	longueur	d'onde	(pour	lesquels	cette	approximation	n'est	plus	valable)	est	trop
élevée	pour	leur	permettre	d'être	peuplés	aux	basses	temperatuî	es.	116	Physique	de	l'état	solide	22,23	«	17,78	13,33	•=	8,89	U	4,44	2,66	3,99	T3,	en	K3	5.32	7,98	Figure	9	Capacité	calorifique	à	basse	température	de	l'argon	solide,	représentée	en	fonction	de	7"3	Dans	ce	domaine	de	température	les	résultats	expérimentaux	sont	en	excellent	accord
avec	la	loi	de	Deby«	en	7"3	avec	e0	=	92,0	K	(d'après	L.	Finegold	et	N.E.	Philups).	Figure	10	Pour	obtenir	une	explication	qualitative	de	la	loi	en	7"3	de	Debye,	supposons	que	tous	les	modes	de	phonon	de	vecteur	d'onde	inférieur	à	Kt	ont	l'énergie	thermique	classique	kBT	et	que	les	modes	compris	entre	KT	et	le	Ko	de	coupure	de	Debye	ne	sont	pas
excités	du	tout	Des	3/V	modes	possibles,	la	fraction	d'entre	eux	à	être	excités	est	(Kj/Kd?	=	(T/ef,	car	c'est	le	rapport	du	volume	de	la	sphère	intérieure	au	volume	de	la	sphère	extérieure.	L'énergie	est	U	**kBT	-3N(T/ef,	et	la	capacité	calorifique	est	CV	=	3(7/37"	«	\2NkB(T/ef.	hwD	=	tivKD	=	k$	hvKT	=	kBT	Nous	pouvons	comprendre	la	région	en	7"3
par	ime	discussion	simple	(fig.	
10).	Seuls	les	modes	pour	lesquels	hco	<	kBT	seront	excités	de	façon	appréciable	à	basse	température.	
L'excitation	de	ces	modes	est	à	peu	près	classique	avec	une	énergie	proche	de	kBT,	d'après	la	figure	1.	La	fraction	du	volume	de	l'espace	K	occupé	par	les	modes	excités	est	de	l'ordre	de	(a>7-/ft)D)3	soit	(KT/KD)3,	où	KT	est	le	vecteur	d'onde	«thermique»	défini	par	:	hvKT	—	kBT	et	KD	est	le	vecteur	d'onde	de	coupure	de	Debye.	Cette	fraction	est
donc	égale	à	(7"/0)3.	Il	y	a	donc	de	l'ordre	de	3N(T/6)i	niodes	excités,	chacun	ayant	l'énergie	kBT.	L'énergie	est	~	3NkBT(T/6)3,	et	la	capacité	calorifique	est	~	l2NkB(T/6)3.	Dans	les	réseaux	réels,	les	températures	pour	lesquelles	l'approxima-	Phonons	II	-	Propriétés	thermiques	117	tion	en	7"3	est	valable	sont	assez	basses.	
Il	faut	parfois	se	placer	au-dessous	de	T	=	6/50	pour	obtenir	un	pur	comportement	en	7"3.	Des	valeurs	de	6	pour	certains	éléments	sont	données	dans	le	tableau	1.	Notons,	par	exemple,	que	dans	les	métaux	alcalins,	les	atomes	les	plus	lourds	ont	les	6	les	plus	bas,	car	la	vitesse	du	son	décroît	quand	la	densité	croît.	Modèle	d'Einstein	de	la	densité
d'états	Considérons	à	une	dimension	N	oscillateurs	de	même	fréquence	cù0.	La	densité	d'états	d'Einstein	est	T>(co)	=	NS(a>	—	co0),	où	la	fonction	delta	est	centrée	sur	co0.	
L'énergie	thermique	du	système	est	:	Nhco	U	=	N	ha>	=	—	r	[33]	p/W/T	I	où,	pour	simplifier	l'expression,	nous	avons	remplacé	cù0	par	cù.	La	capacité	calorifique	de	ces	oscillateurs	est	:	-(£).-"*(?	hco\	phiv/T	[34]	(e/W/t	_	1)2	'	représentée	à	la	figure	11.	C'est	le	résultat	du	modèle	d'Einstein	(1907)	pour	la	contribution	à	la	capacité	calorifique	d'un
solide	due	à	N	oscillateurs	de	même	fréquence.	Dans	un	modèle	tridimensionnel,	on	remplace	/V	par	3/V	car	chaque	atome	a	trois	degrés	de	liberté	;	la	limite	haute	température	de	Cv	devient	alors	3NkB,	valeur	donnée	par	Dulong	et	Petit.	À	basse	température,	[34]	décroît	Cv	oc	e_/w/T,	alors	qu'expérimentalement,	on	sait	que	la	contribution	des
phonons	intervient	en	7"3	dans	la	capacité	calorifique,	comme	on	l'a	vu	dans	le	modèle	de	Debye	discuté	précédemment.	Le	modèle	d'Einstein	est	souvent	utilisé	pour	donner	une	approximation	d'une	partie	du	spectre	de	phonons,	en	particulier	pour	les	phonons	optiques.	
6	Figure	11	Comparaison	des	valeurs	expérimentales	de	la	capacité	calorifique	du	diamant	avec	les	valeurs	calculées	par	le	premier	modèle	quantique	d'Einstein	en	utilisant	la	température	caractéristique	eE	=	fuo/kB	=	1	320	K.	Pour	convertir	en	J	mol"'	K"',	multiplier	par	4,186.	[D'après	A.	Einstein,	Ann.	
Physîk	22,	180	(1907)].	*4	C3	52	0	<	*	9'	a	*	0'	,***'	O	°---"	O	—	0	0.1	0,2	0,3	0,4	0,5	0,6	0,7	0,8	0,9	T/6C	Formulation	générale	de	î)(w)	Nous	cherchons	une	expression	générale	de	T>(a>),	nombre	de	modes	par	unité	de	fréquence,	à	partir	de	la	relation	de	dispersion	w(K).	Le	nombre	de	valeurs	permises	de	K	pour	lesquelles	la	fréquence	du	phonon
est	comprise	entre	cù	et	cù	+	dco	est	V(û))àw=[^-\	I	d?K,	[35]	\2n)	Jcol	Tableau	1	Températures	de	Debye	et	conductivite	thermique*	158	1,41	Cs	3B	0	36	Fr	Be	1440	344	0,85	|	2	00	Na	Mg	400	1,56	"j	Mg	4	on	1,56	-Symbole	-	Limite	basse	température	de	e,	en	kelvin	Conductivite	thermique	à	300	K,	en	W.	cm-1.	K"1	91	1	U2	|	Rb	su	0,5B	Ca	230	Se
360,	|	U,1b	Ti	420	U./L/L	I	U,JI	3B0	Cr	630	0,94	Mn	410	0	0B	Fe	470	0.B0	Co	445	1.00	I	0,91	Cu	4,01	Sr	147	Y	PRfl	Zr	pqi	Nb	275	Mo	450	Te	Ru	600	Rh	4B0	Pd	274	Ag	225	Zn	1	16	Cd	2230	0	27	1,29	Al	42B	Ga	0,41	In	645	I	1,4«	Ge	174	0	60	209	10B	Sn	200	As	î>8?	0,50	Sb	211	Se	qn	0,02	Cl	Br	Te	153	Ba	110	0,17	La	P	142	0	23	Hf	252	0,54	Ta	240	W
Re	400	430	Ra	)	14	|	U,^a	|	(J,bB	|	1,/4	|	U,4t	111,72	3	17	I	0.46	I	0	35	|	0,0B	Ac	\	117	Os	500	150	Ir	420	0,72	Pt	240	4,29	Au	165	0,97	Hg	71,9	0,82	TI	7B,5	0.67	Pb	105	0,M	Bi	11Q	U.U2	Po	At	Ar	92	Kr	72	Xe	64	Rn	Ce	0	11	Th	163	0,54	Pr	0,12	Pa	0,28	Nd	0,16	U	207	L	Pm	Np	UUb	Sm	0,13	Pu	u	uc	Eu	Am	Gd	200	0,11	Cm	Tb	0	11	Bk	Dy	210	0,11	Cf	Ho
0,16	Es	Er	0	14	Fm	Tm	0	17	Md	Yb	120	0,35	No	Lu	210	U,1b	Lr	*	La	plupart	des	données	ont	été	fournies	par	N.	Peari.man	;	les	références	en	sont	données	dans	VA.I.P.	Handbook,	3e'	éd..	les	râleurs	des	conductivités	thermiques	sont	de	R.W.	Powf.1.1..	Phonons	II	-	Propriétés	thermiques	119	d'après	[18]	;	l'intégrale	est	calculée	sur	le	volume	de	la
couche	de	l'espace	K	bornée	par	les	deux	surfaces	d'équifréquence,	l'une	pour	laquelle	la	fréquence	est	co,	l'autre	pour	laquelle	la	fréquence	est	co	+	dco.	Le	vrai	problème	est	d'évaluer	le	volume	de	cette	couche.	Soit	dSw	un	élément	d'aire	sur	la	surface	(fig.	
12)	de	fréquence	co	dans	l'espace	K.	L'élément	de	volume	compris	entre	les	surfaces	co	et	co	+	dco	est	un	cylindre	de	base	dS,„	et	de	hauteur	dK±	d'où	:	f	d?K	=	f	dS,.,dK±-	Jcouche	J	[36]	Ici	dK±	est	la	distance	normale	(fig.	13)	entre	la	surface	co	=	Cte	et	la	surface	co	+	dco	=	Cte.	
La	valeur	de	dK±	variera	d'un	point	à	l'autre	de	la	surface.	Le	gradient	de	co,	qui	est	VKw,	est	aussi	perpendiculaire	à	la	surface	co	=	Cte	et	la	quantité	:	\VKco\dK±	=	dco,	est	la	différence	de	fréquence	entre	les	deux	surfaces	séparées	par	dK±.	L'élément	de	volume	est	donc	:	.„	.	.„	dco	dco	dS^dtfx	=	dS„	——-	=	dS„	—.	|vKct>|	vg	où	Vg	=	|	VKo>|	est
l'amplitude	de	la	vitesse	de	groupe	d'un	phonon.	D'après	[35]	nous	avons	:	V(co)dco	=	f	A	Y	f	^	\2n)	J	vg	dco.	Nous	divisons	les	deux	membres	par	dco.	Posons	V	=	L3	comme	volume	du	cristal	:	l'expression	de	la	densité	de	modes	devient	:	V(co)	(2nyJ	vK	[37]	K	k;	K	Surface	w	+	dw	=	constante	Surface	co	=	constante	Figure	12	Élément	d'aire	dS„	sur
la	surface	de	fréquence	constante	w	dans	l'espace	K.	
L^	volume	entre	les	deux	surfaces	isofréquences	w	et	co	+	deo	est	égal	à	/dS„do;/|VKft<|.	Figure	13	La	quantité	t\K±	est	la	distance	normale	entre	la	surface	w	=	Cte	et	la	surface	co	+	dco	=	Cte.	120	Physique	de	l'état	solide	L'intégrale	est	calculée	sur	la	surface	co	=	Cte	dans	l'espace	K.	Le	résultat	correspond	à	une	seule	branche	de	la	relation	de
dispersion.	Nous	pouvons	également	utiliser	ce	résultat	dans	la	théorie	des	bandes	électroniques.	La	contribution	à	T>(co)	due	aux	points	où	la	vitesse	de	groupe	est	nulle	est	particulièrement	intéressante.	De	tels	points	critiques	produisent	des	singularités	(appelées	singularités	de	Van	Hove)	dans	la	fonction	de	distribution.	Les	cols	de	&>(K)ont	une
importance	particulière	(fig.	
14).	TXfo)	o	w	(a)	(b)	Figure	14	Densité	de	modes	en	fonction	de	la	fréquence	pour.	(a)	le	solide	de	Debye,	(b)	une	structure	cristalline	réelle.	Le	spectre	pour	le	cristal	est	en	o?	pour	les	faibles	valeurs	de	w	mais	des	discontinuités	apparaissent	aux	points	singuliers.	INTERACTIONS	ANHARMONIQUES	DANS	LES	CRISTAUX	Dans	la	théorie	des
vibrations	du	réseau	que	nous	avons	étudiée	dans	ce	chapitre	et	dans	les	précédents,	l'expression	de	l'énergie	potentielle	a	été	limitée	aux	termes	quadratiques	par	rapport	aux	déplacements	relatifs	des	atomes.	Ceci	constitue	la	théorie	harmonique	;	ses	principales	conséquences	sont	les	suivantes	:	-	Il	n'y	a	pas	de	dilatation	thermique.	-	Les
constantes	d'élasticité	adiabatiques	et	isothermes	sont	égales.	-	Les	constantes	élastiques	sont	indépendantes	de	la	pression	et	de	la	température.	
-	La	capacité	calorifique	devient	constante	aux	températures	élevées	T	>	6.	-	Deux	ondes	élastiques	n'interagissent	pas	;	une	onde	unique	ne	s'amortit	pas	ei	ne	change	pas	de	forme	en	fonction	du	temps.	Dans	les	cristaux	réels,	aucune	de	ces	lois	n'est	exactement	satisfaite.	Les	écarts	peuvent	être	attribués	au	fait	que	l'on	a	négligé	les	termes
anharmoniques	(de	degré	supérieur	à	deux)	par	rapport	aux	déplacements	interatomiques.	Nous	discuterons	quelques	aspects	simples	des	effets	anharmoniques.	
Parmi	les	plus	belles	expériences	mettant	en	évidence	les	effets	anharmoniques,	citons	les	expériences	d'interaction	de	deux	phonons	pour	en	produire	un	troisième	à	la	fréquence	o>3	=	o)|	+	cù2-	Shiren	décrit	une	expérience	dans	laquelle	un	faisceau	de	phonons	longitudinaux	de	fréquence	9,20	GHz	interagit,	dans	un	cristal	de	MgO,	avec	un
faisceau	parallèle	de	phonons	longitudinaux	de	fréquence	9,18	GHz.	L'interaction	des	deux	faisceaux	produit	un	troisième	faisceau	de	phonons	longitudinaux	à	9,20	+	9,18=	18,38	GHz.	Les	processus	d'interaction	entre	trois	phonons	proviennent	des	termes	cubiques	de	l'énergie	potentielle	du	réseau.	Un	terme	typique	pourrait	être	f/3	=	Aexxeyyezz,
où	les	e	X>(«)	Phonons	II	-	Propriétés	thermiques	121	sont	les	composantes	de	la	déformation	et	A	une	constante.	Les	A	ont	les	mêmes	dimensions	que	les	constantes	de	rigidité	élastique	mais	peuvent	leur	être	supérieures	d'un	ordre	de	grandeur.	La	physique	de	l'interaction	entre	phonons	peut	être	décrite	simplement	:	la	présence	d'un	phonon
provoque	une	déformation	élastique	périodique	qui	(par	interaction	anharmonique)	module	en	espace	et	en	temps	la	constante	d'élasticité	du	cristal.	Un	second	phonon	perçoit	la	modulation	de	la	constante	d'élasticité,	s'en	trouve	diffracté	et	produit	un	troisième	phonon,	exactement	comme	s'il	était	diffracté	par	un	réseau	tridimensionnel	en
mouvement.	En	l'absence	de	termes	d'anharmonicité,	la	modulation	élastique	n'apparaît	pas.	Dilatation	thermique	Nous	pouvons	comprendre	l'origine	de	la	dilatation	thermique	en	considérant,	pour	un	oscillateur	classique,	l'effet	des	ternies	anharmoniques	de	l'énergie	potentielle,	liée	à	la	distance	moyenne	entre	les	atomes	d'une	paire,	à	une
température	T.	Prenons,	pour	l'énergie	potentielle	des	atomes	déplacés	de	x	par	rapport	à	leur	distance	d'équilibre	à	0	K,	l'expression	:	U(x)	=	ex2	-	gx3	-	/x4,	[38]	avec	c,	g	et/positifs.	Le	terme	en	x3	représente	l'asymétrie	de	la	répulsion	mutuelle	des	atomes	et	les	termes	en	x4	représente	l'affaiblissement	de	la	vibration	aux	fortes	amplitudes.	
Le	minimum	pour	x	=	0	n'est	pas	un	minimum	absolu,	mais	pour	de	petites	oscillations	cette	expression	fournit	une	représentation	adaptée	du	potentiel	interatomique.	
Calculons	le	déplacement	moyen	en	utilisant	la	distribution	de	Boltzmann,	qui	pondère	les	valeurs	possibles	de	x	par	leur	probabilité	thermodynamique	:	dx	xc-^'	J	—	ru.	<	x	>	=	+	OC	PU	M	dx	e	où	p	=	\/kBT.	Pour	des	déplacements	tels	que	les	termes	anharmoniques	de	l'énergie	restent	petits	par	rapport	à	kBT,	nous	pouvons	développer	les
intégrales	sous	la	forme	:	f	dx	xe~i>u	=	f	dx	e-i>cx\x	+	fax4	+	pfx5)	=	(3n,/2/4)(g/c5/2)^3/2	J	J	[39]	/	dx	e-'u	=	dx	e"""2	=	(n/faY'2,	la	dilatation	thermique	est	donc	=p-kBT	[40]	4c2	dans	le	domaine	classique.	Remarquons	que	dans	[39],	nous	avons	laissé	ex2	dans	l'exponentielle,	mais	nous	avons	développé	expOSgx-1	+	pfx4)	=	1	+	fax'	+	Pfx4	+	...
Diverses	mesures	du	paramètre	du	réseau	de	l'argon	solide	sont	représentées	sur	la	figure	15.	La	pente	de	la	courbe	est	proportionnelle	au	coefficient	de	dilatation	thermique.	Ce	coefficient	s'annule	quand	T	—*■	0,	comme	nous	pouvons	le	prévoir	d'après	le	problème	5.	Pour	les	termes	d'ordre	irférieur,	le	coefficient	de	dilatation	thermique	ne	fait
pas	intervenir	le	terme	symétrique	fx4	de	U(x)	mais	seulement	le	terme	antisymétrique	gx\	122	Physique	de	l'état	solide	Figure	15	Paramètre	du	réseau	de	l'argon	solide	en	fonction	de	la	température	[O.G.	Peterson,	D.N.	Batchelder	et	R.O.	Simmons,	Phys.	Rev.	150,	703	(1966)].	o.	5,46	5,42	5.38	5,34	5,30	i	i	i	i	i	■	i	i-	i	Point	tnple—M	.	.7	f	y	./	/	/	y	y
„••	^y	20	40	60	Température	(K)	80	1.62	,66	-.	39	,70	^	,74	J	1,78	CONDUCTIVITE	THERMIQUE	Le	coefficient	K	de	conductivité	thermique	d'un	solide	est	très	facilement	défini	par	rapport	au	flux	de	chaleur,	en	régime	permanent,	le	long	d'un	barreau	où	règne	un	gradient	de	température	dT/dx	:	dT	ju	=	-K	—,	[41]	dx	où	ju	est	le	flux	d'énergie
thermique,	c'est-à-dire	l'énergie	transmise,	à	travers	une	section	unité,	par	unité	de	temps.	La	forme	de	l'équation	qui	définit	la	conductivité	implique	que	le	processus	de	transfert	de	l'énergie	thermique	est	un	phénomène	statis	tique.	L'énergie	n'entre	pas	simplement	par	un	bout	de	l'échantillon	pour	se	rendre	er	ligne	droite	à	l'autre	bout	;	au
contraire,	elle	diffuse	à	travers	l'échantillon,	en	subissan	de	fréquentes	collisions.	
Si	l'énergie	était	propagée	directement	sans	déviation	dan:	l'échantillon,	l'expression	du	flux	thermique	ne	dépendrait	pas	du	gradient	de	tempéra	ture,	mais	seulement	de	la	différence	de	température	A7"	entre	les	extrémités	d<	l'échantillon,	indépendamment	de	la	longueur	de	l'échantillon.	C'est	la	nature	statis	tique	du	processus	de	conductivité	qui
introduit	le	gradient	en	température	et,	comm<	nous	le	verrons,	un	libre	parcours	moyen	dans	l'expression	du	flux	thermique.	D'après	la	théorie	cinétique	des	gaz	nous	allons	établir	ci-dessous,	avec	certaines	approxi	mations,	l'expression	suivante	de	la	conductivité	thermique	:	1	K	=	-	Cvl.	3	[42]	où	C	est	la	capacité	calorifique	par	unité	de	volume,	v
la	vitesse	moyenne	des	particules	et	/	le	libre	parcours	moyen	d'une	particule	entre	deux	collisions.	Ce	résultat	fut	appl	que	pour	la	première	fois	par	Debye	pour	décrire	la	conductivité	thermique	dans	le	solides	diélectriques,	avec	C	comme	capacité	calorifique	des	phonons,	v	comme	vitess	des	phonons	et	/	comme	libre	parcours	moyen	des	phonons.
Plusieurs	valeurs	typique	du	libre	parcours	moyen	sont	données	par	le	tableau	2.	Donnons	d'abord	les	bases	de	la	théorie	cinétique	qui	conduit	à	[42].	Le	flux	des	part	cules	dans	la	direction	x	est	A	n	<	\vx\	>,	où	n	est	la	concentration	en	molécules;	l'équilibre,	il	y	a	un	flux	d'amplitude	égale	dans	l'autre	sens.	Les	parenthèses	<	...	
;	Phonons	II	-	Propriétés	thermiques	123	Tableau	2	Valeurs	du	libre	parcours	moyen	des	phonons	(Calculées	d'après	[44],	en	prenant	v	=	5	x	105	cm/s	comme	valeur	de	la	vitesse	du	son.	
Les	/	définis	de	cette	façon	se.rapportent	au	processus	«umklapp».)	Cristal	TCC)	C	(J	cm'3	deg"1)	K	(Wcnr1	deg"1)	l	(Â)	Quartz*	0	2,00	0,13	40	-190	0,55	0,50	540	NaCI	0	1,88	0,07	23	-190	1,00	0,27	100	*	parallèlement	à	l'axe	optique.	signifient	que	l'on	prend	une	valeur	moyenne.	Si	c	est	la	capacité	calorifique	d'une	particule,	en	passant	d'une	région
de	température	T	+	AT	à	une	région	de	température	T,	une	particule	abandonne	l'énergie	cAT.	D'autre	pan	AT	entre	les	extrémités	d'un	libre	parcours	moyen	de	particule	est	donné	par	:	AT	àT	AT	=	—	/	=	—	vxx,	dx	dx	où	r	est	le	temps	moyen	séparant	deux	collisions.	Le	flux	résultant	d'énergie	(en	considérant	les	deux	sens	du	flux	de	particules)	est
donc:	,	àT	l	,	àT	lu	=	—n	<	i>	>	ex	—	=	—	n	<	v	>	ex	—.	[43]	dx	3	dx	Si,	comme	c'est	le	cas	pour	les	phonons,	v	est	constante,	nous	pouvons	écrire	[43]	sous	la	forme	:	i	jt	ju	=	--	Cvl	—,	[44]	3	dx	1	avec	/	=	i>r	et	C	=	ne.	Donc	K	=	-	Cvl.	3	Résistivité	thermique	du	réseau	Le	libre	parcours	moyen	/	des	phonons	est	déterminé	principalement	par	deux
phénomènes,	la	diffusion	géométrique	et	la	diffusion	par	d'autres	phonons.	Si	les	forces	interatomiques	étaient	purement	harmoniques,	il	n'y	aurait	pas	de	mécanisme	de	collision	entre	phonons,	et	le	libre	parcours	moyen	ne	serait	limité	que	par	les	collisions	du	pho-	non	avec	les	limites	du	cristal	et	les	défauts	cristallins.	Dans	certains	cas	ces	effets
sont	effectivement	dominants.	Dans	le	cas	d'interactions	anharmoniques,	le	couplage	entre	les	différents	phonons	limite	la	valeur	du	libre	parcours	moyen.	Les	modes	normaux	exacts	du	système	anharmonique	ne	se	comportent	plus	exactement	comme	des	phonons.	La	théorie	de	l'effet	du	couplage	anharmonique	sur	la	résistivité	thermique	est
compliquée2.	On	trouve,	en	accord	avec	de	nombreuses	expériences,	que	/	est	proportionnel	à	1	/	T	à	haute	température.	Nous	pouvons	comprendre	cette	relation	en	considérant	le	nombre	de	phonons	qui	peuvent	interagir	avec	un	phonon	donné	:	à	haute	température	le	nombre	total	de	phonons	excités	est	proportionnel	à	T	La	fréquence	de	collision
d'un	phonon	donné	doit	être	proportionnelle	au	nombre	de	phonons	qu'il	peut	rencontrer,	d'où	/	oc	1/7/.	2	Voir	J.M.	ZlMAN,	Electrons	and	phonons,	Oxford,	1960	;	R.	Bf.rman,	«Heat	conductivity	of	non-metallic	crys-	tals»,	Conlemp.	
Phys.	14,	101	(1973).	124	Physique	de	l'état	solide	Pour	que	la	conductivité	thermique	soit	possible,	il	faut	qu'il	y	ait	dans	le	cristal	des	mécanismes	par	lesquels	la	distribution	des	phonons	peut	être	mise	localement	en	équilibre	thermique.	Sans	ces	mécanismes,	nous	ne	pourrions	pas	dire	qu'à	une	extrémité	du	cristal	les	phonons	sont	en	équilibre
thermique	à	une	température	T2,	et	à	la	température	T\	à	l'autre	extrémité.	Pour	expliquer	la	conductivité	thermique,	il	ne	suffit	pas	d'avoir	un	mécanisme	qui	limite	le	libre	parcours	moyen,	il	faut	encore	trouver	un	processus	qui	établisse	une	distribution	d'équilibre	des	phonons.	Les	collisions	des	phonons	avec	les	défauts	ou	la	surface	du	cristal
n'établissent	pas	l'équilibre	thermique,	car	de	telles	collisions	ne	changent	pas	l'énergie	des	phonons	:	la	fréquence	co2	du	phonon	diffusé	est	égale	à	la	fréquence	cot	du	phonon	incident.	Il	faut	également	remarquer	que	les	mécanismes	de	collision	à	trois	phonons	K,	+	K,	=	K3	[45]	ne	contribuent	pas	à	l'équilibre,	mais	pour	une	raison	subtile	:	la
quantité	de	mouvement	totale	du	gaz	de	phonons	ne	varie	pas	lors	d'une	telle	collision.	Une	distribution	d'équilibre	de	phonons	à	une	température	T	peut	déplacer	le	cristal	avec	une	vitesse	qui	n'est	pas	affectée	par	les	collisions	à	trois	phonons	du	type	[45].	Pour	de	telles	collisions,	la	quantité	de	mouvement	des	phonons	J	=	^nKfiK	[46]	K	est
conservée,	car	lors	de	la	collision	la	variation	de	J	est	K,	—	K2	—	K|	=0.	Ici	/iK	est	le	nombre	de	phonons	de	vecteur	d'onde	K.	
Pour	une	distribution	où	J	^	0,	les	collisions	du	type	[45]	sont	incapables	d'établir	complètement	l'équilibre	thermique	car	elles	laissent	J	inchangé.	Si	nous	partons	d'une	distribution	de	phonons	chauds	avec	J	^	0,	la	distribution	va	se	propager	le	long	du	barreau	en	laissant	J	constante.	Il	n'y	a	donc	pas	de	résistance	thermique.	Le	problème	qu'illustre
la	figure	16	est	comparable	à	celui	de	collisions	entre	les	molécules	d'un	gaz	dans	un	tube	rectiligne	à	parois	sans	friction.	Flux	de	gaz	wy-y/^y;/;	•/;>/,	'/;//»z?EW«.'/aa	yyy->yyyyy.	y,yyyy;ysyy;yy;y'yp;yyyyyy',.y.	y•	^r	""*"	*"*-	—•-	"*•	gaz	chaud	Figure	16a	Flux	de	molécules	de	gaz	le	long	d'un	tube	ouvert	avec	des	parois	sans	friction.	
Les	collisions	élastiques	entre	les	molécules	de	gaz	ne	changent	pas	la	quantité	de	mouvement	ou	le	flux	d'énergie	du	gaz	car,	dans	chaque	collision,	la	vitesse	du	centre	de	gravité	des	deux	particules	et	leur	énergie	restent	inchangées.	Donc	l'énergie	est	transportée	de	gauche	à	droite	sans	être	entraînée	par	un	gradient	de	température.	Par
conséquent	la	résistivité	thermique	est	nulle	et	la	conductivité	thermique	est	infinie.	Extrémité	chaude	tfyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyyy/yyyyyyyyyyyyyyyyyyyyœ	Extrémité	froide	Figure	16b	La	définition	habituelle	de	la	conductivité	thermique	dans	un	gaz	se	rapporte	à	une	situation	où	aucun	transport	de	masse	n'est	possible.	Le	tube
est	fermé	aux	deux	bouts,	ce	qui	empêche	l'entrée	ou	la	sortie	des	molécules.	
Dans	un	gradient	de	température	les	paires	de	particules	entrant	en	collision	dont	le	centre	de	gravité	a	une	vitesse	supérieure	à	la	normale,	tendent	à	se	diriger	vers	la	droite	;	celles	dont	le	centre	de	gravité	a	une	vitesse	inférieure	à	la	moyenne	tendent	à	se	diriger	vers	la	gauche.	
Il	s'établit	donc	un	léger	gradient	de	concentration,	croissant	de	gauche	à	droite,	tel	que	le	transport	de	masse	résultant	soit	nul	bien	qu'il	y	ait	transfert	d'énergie	de	l'extrémité	chaude	à	l'extrémité	froide.	Phonons	II	-	Propriétés	thermiques	125	Flux	de	phonons	Source	de	v	""^	»	——.	Mé	■	's	i"	*'	—	""""	-*•	-	Pults	de	uuiu=uc	_^	.	_^	—_^	Mé.	-
slesJv_	-	->"_»	.^-	r,u,l5uc	phonons	^	\	X	^*>.	y^	\,	—»■	-«^	phonons	Figure	16c	Dans	un	cristal	nous	pouvons	nous	arranger	pour	créer	des	phonons	surtout	à	une	extrémité,	par	exemple	en	éclairant	l'extrémité	gauche	avec	une	lampe.	
Il	s'établit	alors	un	flux	de	phonons	de	gauche	à	droite	dans	le	cristal.	
S'il	n'y	a	que	des	processus	/V(Ki	+	K2	=	K3),	le	flux	de	phonons	garde	la	même	quantité	de	mouvement	lors	d'une	collision	et	le	flux	se	propage	donc	tout	le	long	du	cristal.	Nous	pouvons	toujours	imaginer	en	principe	une	transformation	de	l'énergie	des	phonons	en	rayonnement	lors	de	l'arrivée	à	l'extrémité	droite.	Celle-ci	devient	alors	un	puits	de
phonons.	Comme	en	(a)	la	résistivité	thermique	est	nulle.	Extrémité	*^"	\^	^	Mécanismes	V	—-	j£-	S-^	Extrémité	chaude	^	v	i*-	^	——	S	-*-"	«^	"V	*V	m	froide	\	*	-x.	—	V	Figure	16d	Dans	le	processus	de	type	f/,	il	y	a	une	importante	variation	de	la	quantité	de	mouvement	totale	des	phonons	lors	de	chaque	collision.	Le	flux	de	phonons	s'affaiblit
rapidement	dans	sa	progression	vers	la	droite.	Les	extrémités	peuvent	toujours	agir	en	source	et	puits.	Le	transport	d'énergie,	sous	l'influence	du	gradient	de	température,	a	lieu	à	peu	près	comme	en	(b).	Processus	umklapp	Les	mécanismes	de	collision	à	trois	phonons	qui	influent	sur	la	conductivité	thermique,	ne	sont	pas	de	la	forme	K|	+	K2	=	K3,
où	K	est	conservé,	mais	de	la	forme	:	K,	+	K2	=	K3	+	G,	[47]	où	G	est	un	vecteur	du	réseau	réciproque	(fig.	
17).	Ces	mécanismes,	découverts	par	Peierls,	sont	appelés	processus	umklapp	(traduction	allemande	de	«retournement»).	Nous	rappelons	que	G	peut	intervenir	dans	toutes	les	lois	de	conservation	de	la	quantité	de	mouvement	dans	les	réseaux	cristallins.	Pour	tous	les	processus	permis	de	la	forme	[46]	et	[47],	l'énergie	se	conserve.	Nous	avons	déjà
rencontré	des	exemples	d'interaction	d'ondes	pour	lesquels	la	variation	du	vecteur	d'onde	total	n'était	pas	nulle,	mais	égale	à	un	vecteur	du	réseau	réciproque.	De	tels	processus	sont	toujours	possibles	dans	un	réseau	périodique.	L'argument	est	particulièrement	fort	pour	les	phonons	:	les	seuls	vecteurs	d'onde	de	phonons	significatifs	K	se	situent	à
l'intérieur	de	la	première	zone	de	Brillouin	et	tout	autre	K	de	plus	grande	amplitude	produit	lors	d'une	collision	doit	être	ramené	à	l'intérieur	de	la	première	zone	par	addition	d'un	G.	Une	collision	entre	deux	phonons	tous	deux	de	Kx	positif	peut,	par	un	processus	umklapp	(G/0),	donner	après	collision	un	phonon	de	Kx	négatif.	
Les	processus	umklapp	sont	aussi	appelés	mécanismes	U.	Les	collisions	pour	lesquelles	G	=	0,	sont	appelées	mécanismes	normaux	ou	mécanismes	N.	À	haute	température	(7"	>	6)	tous	les	phonons	sont	excités	car	kBT	>	fat>max.	Une	proportion	substantielle	de	collisions	sont	du	type	U,	avec	variation	importante	de	la	quantité	de	mouvement	lors	de
la	collision.	Dans	ce	régime,	nous	pouvons	estimer	la	résistivité	thermique	sans	distinction	particulière	entre	les	processus	/V	et	U	;	par	la	discussion	faite	précédemment	sur	les	effets	non	linéaires,	nous	nous	attendons	à	trouver	une	résistivité	thermique	du	réseau	oc	T	pour	les	températures	élevées.	
L'énergie	des	photons	K|,K2	est	suffisante	pour	qu'il	y	ail	umklapp	si	elle	est	de	l'ordre	de	|	kB6,	car	chacun	des	phonons	1	et	2	doit	avoir	un	vecteur	d'onde	de	l'ordre	de	j	G	126	Physique	de	l'état	solide	K	-K	K,	2	K3	K	1	+	K2	(a)	(b)	Figure	17	Mécanismes	de	collision	des	phonons	(a)	de	type	normal	Ki	+	K2	=	K3	et	(b)	avec	umklapp	Ki	+	K2	=	K3	+	G,
dans	un	réseau	carré	à	deux	dimensions.	
Le	carré	grisé	de	chaque	figure	représente	la	première	zone	de	Brillouin	dans	l'espace	K	des	phonons	;	cette	zone	contient	toutes	les	valeurs	indépendantes	possibles	du	vecteur	d'onde	des	phonons.	Les	vecteurs	K	dont	l'extrémité	est	au	centre	de	la	zone	représentent	les	phonons	absorbés	lors	de	la	collision	;	ceux	dont	l'origine	est	au	centre	de	la
zone	représentent	les	phonons	émis	lors	de	la	collision.	Nous	voyons	en	(b)	que,	lors	du	processus	umklapp,	la	direction	de	la	composante	selon	l'axe	x	du	flux	de	phonons	a	été	inversée.	
Le	vecteur	du	réseau	réciproque	G	représenté,	a	une	longueur	2jt/o,	où	a	est	le	paramètre	de	la	maille	cristalline,	il	est	parallèle	à	l'axe	Kx.	Dans	chacun	de	ces	deux	mécanismes	N	et	U,	l'énergie	se	conserve	donc	w\	+012	=oji.	pour	que	la	collision	[47]	soit	possible.	(Si	les	deux	phonons	ont	un	K	petit,	et	donc	une	faible	énergie,	il	n'y	a	pas	moyen
d'obtenir	par	leur	collision	un	phonon	dont	le	vecteur	d'onde	serait	à	l'extérieur	de	la	première	zone.	Le	processus	umklapp	doit	conserver	l'énergie,	comme	le	mécanisme	normal).	À	basse	température,	le	nombre	de	phonons	de	haute	énergie	|	kB6	varie	à	peu	près	comme	e_e/2r,	d'après	la	loi	de	Boltzmann.	Cette	variation	exponentielle	est	en	bon
accord	avec	l'expérience.	En	résumé,	le	libre	parcours	moyen	des	phonons	qui	intervient	dans	l'équation	[42]	est	le	libre	parcours	moyen	pour	des	collisions	umklapp	et	non	pour	toutes	les	collisions	entre	phonons.	Défauts	Les	effets	géométriques	peuvent	également	intervenir	notablement	pour	limiter	le	libre	parcours	moyen.	Nous	devons	considérer
la	diffusion	des	phonons	par	les	faces	et	interfaces	des	cristaux,	par	la	distribution	des	masses	isotopiques	dans	les	éléments	chimiques	naturels,	par	les	impuretés	chimiques,	par	les	défauts	cristallins	et	par	les	structures	amorphes.	Quand,	à	basse	température,	le	libre	parcours	moyen	/	devient	comparable	à	la	largeur	de	l'échantillon,	la	valeur	de	/
est	limitée	par	cette	largeur	et	la	conductivité	thermique	devient	fonction	des	dimensions	de	l'échantillon.	Cet	effet	a	été	découvert	par	de	Haas	et	Biermasz.	La	décroissance	brutale	de	la	conductivité	thermique	des	cristaux	purs	à	faible	température	est	due	à	l'effet	de	taille.	A	basse	température	les	processus	umklapp	ne	limitent	plus	la	conductivité
thermique	et	l'effet	de	taille	devient	dominant,	comme	le	montre	la	figure	18.	On	peut	s'attendre	à	ce	que	le	libre	parcours	moyen	des	phonons	soit	constant,	et	de	l'ordre	du	diamètre	D	de	l'échantillon,	d'où	K	«	CvD.	[48]	Le	seul	terme	du	membre	de	droite	dépendant	de	la	température	est	C,	la	capacité	calorifique,	qui	varie	en	T3	à	basse
température.	Nous	pouvons	donc	nous	attendre	à	ce	que	Phonons	II	-	Propriétés	thermiques	127	la	conductivité	thermique	varie	en	7"3	à	basse	température.	L'effet	de	taille	intervient	chaque	fois	que	le	libre	parcours	moyen	des	phonons	devient	comparable	au	diamètre	de	l'échantillon.	Dans	un	cristal	parfaii	par	ailleurs,	la	distribution	des	isotopes
des	éléments	chimiques	est	souvent	à	l'origine	d'un	important	mécanisme	de	diffusion	des	phonons	(la	distribution	aléatoire	des	isotopes	perturbe	la	périodicité	du	réseau	parcouru	par	l'onde	élastique).	Dans	certains	corps,	l'importance	de	la	diffusion	des	phonons	par	les	isotopes	est	comparable	à	la	diffusion	par	d'autres	phonons.	Les	résultats	pour
le	germanium	sont	données	par	la	figure	19.	On	a	également	observé	des	conductivités	thermiques	plus	importantes	dans	le	silicium	isotopiquemeni	pur	et	dans	le	diamant	;	ce	dernier	joue	un	rôle	important	comme	dispositif	d'évacuation	de	la	chaleur	des	sources	laser.	Les	cristaux	diélectriques	peuvent	avoir	une	conductivité	thermique	aussi	élevée
que	les	métaux.	Le	saphir	synthétique	(A1203)	possède	une	des	plus	hautes	conductivités	:	environ	200	W.cm_1.K_1	à	30	K.	La	conductivité	thermique	maximale	du	saphir	est	supérieure	à	celle	du	cuivre	égale	à	100	W.cm~'.K-1.	Le	gallium	métallique,	toutefois,	a	une	conductivité	de	845	W.cni_1.K_1	à	1,8	K.	La	contribution	électronique	à	la
conductivité	thermique	sera	traitée	au	chapitre	6.	Figure	18	Conductivité	thermique	d'un	cristal	de	fluorure	de	sodium	de	haute	pureté	[d'après	HE.	Jackson,	C.T.	Walker	etT.F.	McNelly].	2	5	10	20	50	Température	(K)	100	Figure	19	Effet	isotopique	sur	la	conduction	thermique	dans	le	germanium	;	il	conduit	à	une	multiplication	par	trois	de	la
conductivité	maximale.	L'échantillon	enrichi	contient	96	%	de	Ge74	;	le	germanium	naturel	contient	20	%	de	Ge70,	27	%	de	Ge72.	8	%	de	Ge73,	37	%	de	Ge74	et	8	%	de	Ge76.	En	dessous	de	5	K	pour	l'échantillon	enrichi,	K	—	0.0607"3,	ce	qui	s'accorde	bien	avec	la	théorie	de	Casimir	de	la	résistance	thermique	due	aux	collisions	avec	les	joints	de
grain	[d'après	T.H.	Geballe	et	G.W.	Hull].	T	E	u	«	s.	o	U	50	20	10	5	2	0,5	0,2	n	i	K	=	0,0	/	5	T3/	1	1	A	i	jr	t	A	^Ge74	fi	/*Ge	normal	\	/	P	M	If	7	enricr	i	10	20	50	Température	(K)	100	200	500	128	Physique	de	l'état	solide	PROBLÈMES	1.	Singularité	dans	la	densité	de	modes	a)	De	la	relation	de	dispersion	établie	au	chapitre	4	pour	un	réseau	linéaire
monoatomique	de	N	atomes,	les	interactions	étant	limitées	aux	plus	proches	voisins,	montrer	que	la	densité	de	modes	est	:	où	com	est	la	fréquence	maximale.	b)	Supposons	qu'une	branche	de	phonon	optique	ait	pour	équation	co(K)	=	coq	—	AK2,	au	voisinage	de	K	=	0	en	trois	dimensions.	
Montrer	que	V{co)	=	(L/2jr)*(2jT/Ai/2)(con	—	co)l/2	pour	co	<	coo	et	T>(eo)	=	0	pour	co	>	coq.	La	densité	de	modes	est	ici	discontinue.	
2.	Dilatation	thermique	d'une	maille	cristalline	a)	Estimer	à	300	K	la	valeur	quadratique	moyenne	A	V/	V	de	la	dilatation	thermique	pour	la	maille	élémentaire	du	sodium.	On	prendra	le	module	de	compression	B	égal	à	7	x	|010	erg/cm3.	
Noter	que	la	température	de	Debye,	158	K,	est	inférieure	à	300	K,	de	sorte	que	l'énergie	thermique	est	de	l'ordre	de	kgT.	b)	Utiliser	ce	résultat	pour	estimer	la	valeur	quadratique	moyenne	Aa/a	de	la	fluctuation	thermique	du	paramètre	du	réseau.	3.	Déplacement	de	point	zéro	du	réseau	et	déformation	a)	Dans	l'approximation	de	Debye,	montrer	que
la	valeur	moyenne	du	carré	du	déplacement	d'un	atome	au	zéro	absolu	est	<	R2	>	=	Ifuo^/S^pv*,	où	u	est	la	vitesse	du	son.	Partir	du	résultat	[4.29]	sommé	sur	tous	les	modes	indépendants	du	réseau	:	<	R2	>	=	(h,/2pV)^co~'.	Nous	avons	inclus	un	facteur	^	pour	passer	du	carré	de	l'amplitude	au	carré	du	déplacement.	b)	Montrer	que	£,co~[	et	<
R2	>	divergent	pour	un	réseau	unidimensionnel,	mais	que	la	valeur	moyenne	du	carré	de	la	déformation	est	finie.	Considérer	<	(!)R/dx)2	>	=	|	£	^2"o	comme	étant	la	valeur	moyenne	du	carré	de	la	déformation	et	montrer	qu'elle	est	égale	à	tUo2DL/AiTMN\?	pour	une	file	de	N	atomes	ayant	chacun	la	masse	M,	en	comptant	seulement	les	modes
longitudinaux.	La	divergence	de	R2	n'est	pas	significative	pour	les	mesures	physiques.	4.	Capacité	calorifique	d'un	réseau	plan	a)	Considérer	un	cristal	diélectrique	formé	de	couches	d'atomes	;	le	couplage	entre	les	couches	est	rigide	de	sorte	que	le	mouvement	des	atomes	est	limité	au	plan	de	la	couche.	Montrer	que	la	capacité	calorifique	des
phonons	dans	l'approximation	de	Debye	dans	la	limite	des	basses	températures	est	proportionnelle	à	T2.	b)	Supposer	au	contraire	que	deux	couches	adjacentes	sont	très	faiblement	liées	l'une	à	l'autre,	comme	c'est	le	cas	pour	de	nombreuses	structures	en	couches.	Quelle	forme	peut-on	s'attendre	à	trouver	pour	la	capacité	calorifique	lorsque	l'on	tend
vers	les	très	hasses	températures	?	5.	
Constante	de	Grûneisen	a)	Montrer	que	l'énergie	d'un	mode	de	phonon	de	fréquence	co	est	kgT	In	2sh(/toj/2&g7")	I.	Il	esl	nécessaire	de	conserver	l'énergie	de	point	zéro	\	fuo	pour	obtenir	ce	résultat.	b)	Si	A	est	la	variation	relative	de	volume,	alors	l'énergie	libre	du	cristal	peut	s'écrire	:	F(A,n	=	j	BA2	+	kBTj2^[2MàojK/2kBT)^,	où	B	est	le	module	de
compression.	Supposer	que	la	dépendance	en	volume	de	ft>K	est	de	la	forme	Seo/eo	=	—	y	A,	où	y	est	appelée	constante	de	Grlineisen.	Si	l'on	suppose	y	indépendante	du	mode	K,	montrer	que	F	est	minimal	par	rapport	à	A	quand	BA	=	y	JT	±Hco	coth(Hco/2kgT),	et	montrer	que	cette	expression	peut	être	écrite	en	fonction	de	la	densité	d'énergie
thermique	sous	la	forme	:	A	=	yU(T)/B.	c)	Montrer	que,	dans	le	modèle	de	Debye,	y	=	—	9	lne/3	In	V.	Remarque	:	cette	théorie	nécessite	de	nombreuses	approximations	:	le	résultat	a)	n'est	valable	que	si	co	est	indépendant	de	la	température	;	y	peut	être	très	différent	d'un	mode	à	l'autre.	Phonons	II	-	Propriétés	thermiques	129	BIBLIOGRAPHIE	R.A.
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à	température	ambiante	(sauf	pour	Na,	K,	Rb,	Cs	à	5	K	et	U	:	valeurs	à	78	K)	Valence	rfétal	Li	Na	K	Rb	Cs	Cu	Ag	Au	Be	Mg	Ca	Sr	Ba	Zn	Cd	Al	Ga	In	Pb	Sn	(w)	Concentration	en	électrons	(cm3)	4,70	x	1022	2,65	1,40	1,15	0,91	8,45	5,85	5,90	24,2	8,60	4,60	3,56	3,20	13,10	9,28	18,06	15,30	11,49	13,20	14,48	Paramètre*	de	rayon	rs	3,25	3,93	4,86	5,20
5,63	2,67	3,02	3,01	1,88	2,65	3,27	3,56	3,69	2,31	2,59	2,07	2,19	2,41	2,30	2,23	Vecteur	d'onde	de	Fermi	(cm"1)	,,	1,11	x	108	0,92	0,75	0,70	0,64	1,36	1,20	1,20	1,93	1,37	1,11	1,02	0,98	1,57	1,40	1,75	1,65	1,50	1,57	1,62	Vitesse	de	Fermi	(cm.s'1)	1,29	x	108	1,07	0,86	0,81	0,75	1,57	1.39	1,39	2,23	1,58	1,28	1,18	1,13	1,82	1,62	2,02	1,91	1,74	1,82	1,88
■	Énergie	de	Fermi	(eV)	4,72	3,23	2,12	1,85	1,58	7,00	5,48	5,51	14,14	7,13	4.68	3,95	3,65	9,39	7,46	11,63	10,35	8,60	9,37	10,03	Température	de	Fermi	7>	s	eF/kH	(K)	5,48	x	104	3,75	2,46	2,15	1,83	8,12	6,36	6,39	16,41	8,27	5,43	4,58	4,24	10,90	8,66	13,49	12,01	9,98	10,87	11,64	Le	paramètre	sans	dimension	r.,	est	défini	par	r,	=	ro/f'tf,	où	an	est	le
rayon	de	la	première	orbite	de	Bohr	et	ru	le	rayon	d'une	sphère	contenant	un	électron.	Une	théorie	qui	a	donné	de	tels	résultats	doit,	contenir	une.	grande	part,	de	vérité.	H.	A.	LORF.NTZ.	Nous	pouvons	expliquer	un	grand	nombre	d'importantes	propriétés	physiques	des	métaux,	et	pas	seulement	des	métaux	simples,	par	le	modèle	des	électrons
libres.	Dans	ce	modèle,	les	électrons	de	valence	des	atomes	deviennent	les	électrons	de	conduction	et	se	déplacent	librement	dans	tout	le	volume	du	métal.	Même	dans	les	métaux	où	le	modèle	des	électrons	libres	marche	bien,	on	sait	que	la	distribution	réelle	des	électrons	de	conduction	reflète	l'important	potentiel	électrostatique	des	cations.	L'utilité
du	modèle	des	électrons	libres	est	maximale	pour	les	expériences	essentiellement	liées	aux	propriétés	cinétiques	des	électrons	do	conduction.	
Le	chapitre	7	de	ce	livre	est	consacré	à	l'interaction	des	électrons	de	conduction	avec	le	réseau.	Les	métaux	les	plus	simples	sont	les	alcalins	(lithium,	sodium,	potassium,	césium	et	rubidium).	Dans	l'atome	de	sodium,	l'électron	de	valence	est	dans	l'état	3	s	;	dans	le	métal,	cet	électron	devient	un	électron	de	conduction	qui	se	déplace	dans	tout	le
cristal.	Un	cristal	monovalent	contenant	N	atomes	aura	N	électrons	de	conduction	et	N	cations.	Les	dix	électrons	d'un	cation	Na+	remplissent	les	niveaux	\s,2s	et	1p	;	la	distribution	de	ces	électrons	est	sensiblement	la	même	dans	le	métal	et	dans	l'ion	libre.	Les	cations	ne	remplissent	que	15	%	du	volume	d'un	cristal	de	sodium	(fig.	1).	Le	rayon
ionique	de	Na+	libre	est	0,9K	A,	alors	que	la	demi-distance	interatomique	dans	le	métal	est	1,83	À.	Figure	1	Modèle	schématique	d'un	cristal	de	sodium.	
Les	cations	sont	des	ions	Na+	;	ils	sont	baignés	dans	un	nuage	d'électrons	de	conduction.	Les	électrons	de	conduction	proviennent	des	électrons	de	valence	3s	des	atomes	libres.	Les	cations	contiennent	dix	électrons	dans	la	configuration	li22.ç22/j6.	Dans	un	métal	alcalin	les	cations	n'occupent	qu'une	faible	part	(environ	15	%)	du	volume	total	du
cristal,	mais	dans	un	métal	noble	(Cu,	Ag,	Au)	les	cations	sont	plus	grands	et	peuvent	être	en	contact	entre	eux.	La	structure	cristalline	usuelle,	à	température	ambiante,	est	ce	pour	les	métaux	alcalins	et	cfc	pour	les	métaux	nobles.	
L'interprétation	par	les	électrons	libres	des	propriétés	métalliques	a	été	développée	bien	avant	l'invention	de	la	mécanique	quantique.	La	théorie	classique	compte	des	succès	remarquables,	en	particulier	la	démonstration	de	la	loi	d'Ohm	et	la	relation	entre	les	conductivités	électrique	et	thermique.	Cette	théorie	classique	ne	peut	pas	expliquer	la
capacité	calorifique	et	la	susceptibilité	magnétique	des	électrons	de	conduction.	(Le	problème	vient	de	la	fonction	de	distribution	de	Maxwell	et	non	du	modèle	de	l'électron	libre).	o	o	o	o	o	o	134	Physique	de	l'état	solide	Il	y	a	une	antre	difficulté	:	de	nombreuses	expériences	ont	prouvé	qu'un	électron	de	conduction	d'un	métal	peut	se	déplacer
librement	en	ligne	droite	sur	un	grand	nombre	de	distances	interatomiques,	sans	être	dévié	par	des	collisions	avec	d'autres	électrons	de	conduction	on	avec	les	noyaux.	Dans	un	échantillon	très	pur	à	basse	température,	le	libre	parcours	moyen	peut	atteindre	10R	distances	mieraiomiques	(plus	d'un	centimètre).	
Nous	devons	nous	demander	pourquoi	une	phase	condensée	est	si	transparente	aux	électrons	de	conduction.	La	réponse	à	notre	question	comprend	deux	volets	:	«)	Un	électron	de	conduction	n'est	pas	dévié	par	les	cations	assemblés	en	un	réseau	périodique	car	les	ondes	se	propagent	librement	dans	une	structure	périodique.	b)	Un	électron	de
conduction	n'est	que	rareniem	diffusé	par	d'antres	électrons	de	conduction.	Cette	propriété	est	une	conséquence	du	principe	d'exclusion	de	Pauli.	Par	gaz	d'électrons	libres	de	Fermi,	nous	entendrons	un	gaz	d'électrons	libres	soumis	an	principe	de	Pauli.	NIVEAUX	D'ÉNERGIE	À	UNE	DIMENSION	Considérons	un	gaz	unidimensionnel	d'électrons
libres,	obéissant	à	la	théorie	quantique	et	au	principe	de	Pauli.	Un	électron	de	niasse	m	est	enfermé	dans	un	segment	de	longueur	L	par	des	barrières	infiniment	haines	(fig.	2).	La	fonction	d'onde	ipn(x)	de	l'électron	est	solution	de	l'équation	de	Schrodinger	Ti.il-	=	£il'	',	en	négligeant	l'énergie	potentielle,	nous	avons	Ti	=	p2/2m,	où	p	est	la	quantité	de
mouvement.	
En	théorie	quantique,	p	peut	être	représenté	par	—itï.	d/dx,	d'où	:	h2	d2ip„	*•—s;	d?=*■*■•	'"	on	£„	est	l'énergie	de	l'électron	dans	l'orbitale.	Nous	utilisons	le	terme	d'orbitale	pour	représenter	une	solution	de	l'équation	d'onde	d'un	système	à	un	seul	électron.	
Ce	terme	nous	permet	de	faire	la	distinction	entre	un	état	quantique	exact	d'un	système	de	N	électrons	et	un	état	quantique	approché	construit	en	affectant	les	N	électrons	à	N	orbitales	différentes,	où	chacune	d'elles	est	une	solution	d'une	équation	d'onde	pour	un	électron.	Ce	modèle	d'orbitales	n'est	exact	que	s'il	n'y	a	aucune	interaction	entre	les
électrons.	—	Niveaux	d'énergie	—	Fonctions	d'onde,	échelle	relative	Figure	2	Trois	premiers	niveaux	d'énergie	et	fonctions	d'onde	d'un	électron	libre	de	masse	m	emprisonné	dans	un	segment	de	longueur	L.	Les	niveaux	d'énergie	sont	numérotés	d'après	les	nombres	quan-	tiques	n	qui	donnent	le	nombre	de	demi-périodes	de	la	fonction	d'onde.	Les
longueurs	d'onde	sont	indiT	quées	sur	les	fonctions	d'onde.	L'énergie	e„	du	niveau	de	nombre	quantique	n	est	égale	à	(h2/2m)(n/2L)2.	Les	conditions	aux	limites	sont	^„(0)	=	0	;	i]>„(^)	—	0,	"îiposées	par	les	barrières	d'énergie	infinie	;	elles	sont	satisfaites	si	la	fonction	d'onde	est	sinusoïdale	avec	un	nombre	entier	n	de	demi-périodes	entre	0	et	L	:	±
(2n	\	1	A	sin	I	—	x	I	;	-nk„	=	L	,	[2]	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi	135	où	A	est	une	constante.	Nous	voyons	que	[2]	est	solution	de	[	1	],	car	d&	dx	(nii\	(nii	\	d20„	I'mt\	.	('nn	\	A\	—	Icosl	—x	I	;	=	—AI	—	I	sml	—x	I,	d'où	la	valeur	de	l'énergie	e„	est	donnée	par	:	2m	\	L	)	[3]	Nous	voulons	placer	N	électrons	sur	le	segment.	D'après	le	principe	d'exclusion
de	Pauli,	deux	électrons	ne	peuvent	avoir	tous	leurs	nombres	quantiques	identiques.	C'est-à-	dire	que	chaque	orbitale	peut	être	occupée	par	un	électron	au	maximum.	Ceci	s'applique	aux	électrons	des	atomes,	des	molécules	ou	des	solides.	Dans	un	solide	linéaire,	les	nombres	quantiques	d'un	électron	de	conduction	sont	n	et	m,,	où	n	est	un	entier
quelconque	positif	et	m,	=	±^	,	suivant	l'orientation	du	spin.	Une	paire	d'orbitales	associée	au	nombre	quantique	n	peut	recevoir	deux	électrons,	un	de	spin	positif,	un	de	spin	négatif.	S'il	y	a	six	électrons,	dans	un	état	non	excité,	les	orbitales	remplies	sont	données	par	le	tableau	:	n	1	1	2	2	ms	t	1	t	1	Remplissage	'	en	électrons	1	1	1	1	n	3	3	4	'	4	m	t	1	t
1	Remplissage	en	électrons	-t.	1	1	0	0	Plusieurs	orbitales	peuvent	avoir	la	même	énergie.	Le	nombre	d'orbitales	de	même	énergie	est	appelé	dégénérescence.	Soit	nf	le	niveau	rempli	d'énergie	la	plus	élevée	;	nous	commençons	le	remplissage	par	le	niveau	le	plus	bas	(n	=	1)	et	nous	continuons	à	remplir	les	niveaux	supérieurs	jusqu'à	ce	que	les	/V
électrons	aient	été	placés.	Par	commodité,	nous	prendrons	/V	pair,	La	condition	1nF	=	N	détermine	nf,	râleur	de	n	pour	le	niveau	rempli	le	plus	élevé.	L'énergie	de	Fermi	EF	est	définie	comme	l'énergie	du	niveau	rempli	le	plus	élevé	pour	un	état	non	excité.	
D'après	[3],	avec	n	=	nf	nous	avons	dans	le	modèle	unidimension-	nel	:	h2	(nFTi\2	h2	/Nn\2	£'	=	^hr]	=2^Ur]-	[4]	EFFET	DE	LA	TEMPÉRATURE	SUR	LA	FONCTION	DE	DISTRIBUTION	DE	FERMI-DIRAC	L'état	fondamental	est	l'état	du	système	à	/V	électrons	au	zéro	absolu.	Qu'advient-il	si	la	température	augmente	?	C'est	un	problème	classique	en
mécanique	statistique	élémentaire	et	sa	solution	est	donnée	par	la	fonction	de	distribution	de	Fermi-Dirac.	(Appendice	D	et	TP	chapitre	7),	L'énergie	cinétique	du	gaz	d'électrons	augmente	quand	la	température	augmente	:	certains	niveaux	d'énergie,	vides	au	zéro	absolu,	sont	occupés	tandis	que	d'autres,	remplis	au	zéro	absolu,	sont	maintenant	libres
(fïg,	3),	La	fonction	de	distribution	de	Fermi-	136	Physique	de	l'état	solide	Dirac	donne	la	probabilité	qu'une	orbitale	d'énergie	£	soit	occupée,	dans	le	cas	d'un	gaz	électronique	idéal	en	équilibre	thermique	:	f(£)	1	e(S-li)/kBT	_|_	1	[5]	La	quantité	£i	est	fonction	de	la	température	;	pour	un	problème	donné,	^	doit	être	choisi	de	telle	façon	que	le	nombre
total	de	particules	dans	le	système	soit	correct,	c'est-	à-dire	égal	à	N.	Au	zéro	absolu,	[i	=	£F	car	lorsque	T	—*■	0	la	fonction	/(£)	passe	de	façon	discontinue	de	la	valeur	1	(rempli)	à	la	valeur	0	(vide)	pour	£	=	£F	=	[i.	1,2	4	5	£/*fl(104	K)	Figure	3	Fonction	de	distribution	de	Fermi-Dirac	a	différentes	températures,	pour	7>	=	ef/kB	=	50	00OK.	Ces
résultats	s'appliquent	à	un	gaz	tridimensionnel.	Le	nombre	total	de	particules	est	constant	et	indépendant	de	la	température.	Le	potentiel	chimique	à	chaque	température	peut	être	relevé	sur	le	graphe	:	c'est	l'énergie	pour	laquelle	/vaut	0.5.	À	toutes	les	températures,	/(£)	est	égal	à	-	quand	£	=	^,	car	le	dénominateur	de	[5]	a	dans	ce	cas	la	valeur	2.
La	quantité	^	est	appelée	potentiel	chimique	(TP,	chapitre	5),	et	nous	voyons	qu'au	zéro	absolu	le	potentiel	chimique	est	égal	à	l'énergie	de	Fermi.	
L'énergie	de	Fermi	a	été	définie	précédemment	comme	l'énergie	de	l'orbitale	remplie	la	plus	élevée	au	zéro	absolu.	Pour	les	énergies	supérieures	au	niveau	de	Fermi,	nous	avons	£	—	^	ÏS>	kBT	:	dans	ce	cas	l'exponentielle	est	le	ternie	prépondérant	dans	le	dénominateur	de	[5]	donc	/(£)	~	e<"~E)/*Br.	C'est	la	distribution	de	Maxwell-Boltzmann.	GAZ
D'ELECTRONS	LIBRES	A	TROIS	DIMENSIONS	L'équation	de	Schrôdinger	pour	une	particule	libre	dans	l'espace	à	trois	dimensions	est	:	h2	(	a2	a2	a2	\	H^+^+^r(r)=£^(r)-	t6]	2m	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi	137	Si	les	électrons	sont	emprisonnés	dans	un	cube	de	côté	L,	la	fonction	d'onde	est	celle	de	l'onde	stationnaire	:	ipn(r)	=	A	sin(nnxx/L)
sm(nnry/L)	sin(nn-z/L),	[7]	où	n„	ny,	n.	sont	des	entiers	positifs.	Il	est	pratique	d'introduire	des	fonctions	d'onde	qui	satisfont	aux	conditions	aux	limites	de	périodicité,	comme	nous	l'avons	fait	pour	les	phonons	au	chapitre	5.	Nous	imposons	donc	que	les	fonctions	d'onde	soient	périodiques	en	x,	y,	z	avec	une	période	L.	Donc	:	ip(x	+	L,y,z)=ij'(x.y.z),	[8]
et	de	même	pour	les	coordonnées	y	et	z.-	Les	fonctions	d'onde	satisfaisani	à	l'équation	de	Schrôdinger	pour	une	particule	libre	et	à	la	condition	de	périodicité	ont	la	forme	d'une	onde	progressive	:	[9]	ipk(r)	=	exp(ik	■	r)	à	condition	que	les	composantes	de	k	vérifieni	:	*x=0	;	±—	;	±—	;	...,	[10]	et	de	même	pour	ky	et	kz.	C'est-à-dire	tiue	les
composantes	de	k	sont	de	la	forme	2nn/	L	où	n	est	un	entier	positif	ou	négatif.	Les	composantes	de	k	sont	les	nombres	quantiques	du	problème,	au	même	titre	que	le	nombre	quantique	;«,	pour	la	direction	du	spin.	Nous	vérifions	que	ces	valeurs	de	kx	satisfont	à	[8],	car	:	exp[i&,(jr	+	L)]	=	exp[i	2	nn(x	+	L)/L]	=	exp(i	2	nnx/L)	exp(i	2	nn)	[11]	=	exp(i	2
nnx/L)	=	exp(ikxx).	
En	substituant	[9]	dans	[6]	nous	obtenons	la	valeur	de	l'énergie	£k	de	l'orbitale	correspondant	au	vecteur	d'onde	k	:	h~	,	ïv	_	_	£k	=	—	k2	=	—	(k2t+k	l+k1:).	[12]	2m	2m	L'amplitude	du	vecteur	d'onde	est	reliée	à	la	longueur	d'onde	par	k	=	2n/X.	La	quantité	de	mouvement	p	peut	être	représentée	en	mécanique	quantique	par	l'opérateur	p	=	—t'fiV.
d'où	pour	l'orbitale	[9]	P0A	(r)	=	-ih	V^A.	(r)	=	tùiabk	(r).	
Il	3]	Par	conséquent,	l'onde	plane	ipk	est	une	fonction	propre	de	la	quantité	de	mouvement	avec	la	valeur	propre	fik.	La	vitesse	de	la	particule	dans	l'orbitale	k	est	donnée	par	v	=	hk/in.	Dans	l'état	fondamental	d'un	système	de	/V	électrons	libres,	les	orbitales	occupées	peuvent	être	représentées	par	des	points	intérieurs	à	une	sphère	de	l'espace	k.
L'énergie	à	la	surface	de	la	sphère	est	l'énergie	de	Fermi	;	les	vecteurs	d'onde	à	la	surface	de	Fermi	ont	l'amplitude	kF	telle	que	(fig.	4)	:	,	eF	=	^-k2F.	[14]	lin	De	[10]	nous	déduisons	qu'il	y	a	un	seul	vecteur	d'onde	possible	-	c'est-à-dire	un	seul	tri-	plet	de	nombres	quantiques	kx,	ky,	kz	-	pour	l'élément	de	volume	(27T/L)3	de	l'espace	k.	
Par	conséquent	dans	la	sphère	de	volume	4	nkF/3	le	nombre	total	d'orbitales	est	:	4,ikF/3	_	V	(2tt/L)3	~	3^2'VF	2-	m	,,'	=—k\	=	N,	[15]	138	Physique	de	l'état	solide	Surface	de	Fermi	d'énergie	eF	Figure	4	Dans	l'état	fondamental	d'un	système	de	N	électrons	libres,	les	états	occupés	du	système	remplissent	une	sphère	de	rayon	kF,	où	eF	=	firkF/2m	est
l'énergie	d'un	électron	ayant	un	vecteur	d'onde	kF	où	le	facteur	2	apparaissant	à	gauche	provient	des	deux	valeui"»	possibles	de	m,,	nombre	quantique	de	spin,	pour	chaque	valeur	de	k.	Alors	:	1/3	kp	=	I	^-77-	)	[16]	m	qui	ne	dépend	que	de	la	concentration	en	particules	et	non	de	la	masse.	En	utilisant	[14],	nous	avons	:	£f	=	1m	m'"	[17]	Ceci	relie
l'énergie	de	Fermi	à	la	concentration	en	électrons	N	/	V.	La	vitesse	vF	d'un	électron	à	la	surface	de	Fermi	est	:	V	in	)	m	\	V	)	1/3	[18]	Des	valeurs	de	kF,	vF	et	EF,	calculées	ns	métaux,	sont	données	dans	le	tableau	1	;	on	y	trouvera	aussi	la	valeur	de	TF,	égale	à	EF/kB.	(La	quantité	TF	n'a	rien	à	voir	avec	la	température	du	gaz	d'électrons	!).	
Donnons	maintenant	une	expression	du	nombre	d'orbitales	par	unité	d'énergie,	T>(e),	souvent	appelé	densité	d'états1.	Nous	utilisons	[17]	pour	exprimer	le	nombre	total	d'orbitales	d'énergie	^	E	:	V	(2mE\vl	N	=	—-	(	)	[19]	)	d'où	pour	la	densité	d'orbitales	(fig.	5)	^,	UN	V	(2m\	3/2	,1/2	[20]	Ce	résultat	peut	être	obtenu	et	exprimé	plus	simplement	en
écrivant	[	19]	sous	la	forme	:	ln/V	d'où	3	diV	3	d£	-	In	e+	Cte	;	-	-	•	—,	2	N	2	e	V{s)	d/V	3	N	de	2e	[21]	1	T>(e)	est	rigoureusement	la	densité	des	états	d'une	particule	ou	densité	d'orbitales.	Dans	l'expression	de	7?(e),	on	prend	souvent	le	volume	V	égale	à	I.	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi	139	Figure	5	Densité	des	états	d'une	particule	unique	en
fonction	de	l'énergie,	pour	un	gaz	d'électrons	libres	à	trois	dimensions.	La	courbe	en	tirets	représente	la	densité	f(e.T)V(F)	des	états	remplis	à	une	température	donnée	telle	que	kBT	soit	petit	par	rapport	à	bf-	L'aire	ombrée	représente	les	états	remplis	au	zéro	absolu.	L'énergie	moyenne	augmente	lorsque	la	température	passe	de	0	à	T,	car	les
électrons	passent	par	agitation	thermique	de	la	région	1	à	la	région	2.	À	un	facteur	près	de	l'ordre	de	l'unité,	le	nombre	total	d'orbitales	par	unité	d'énergie,	pour	l'énergie	de	Fermi,	est	juste	égal	au	nombre	total	des	électrons	de	conduction	divisé	par	l'énergie	de	Fermi.	CAPACITÉ	CALORIFIQUE	DU	GAZ	D'ÉLECTRONS	La	question	qui	souleva	les
plus	grandes	difficultés	lors	des	premiers	développements	de	la	théorie	électronique	tles	métaux	est	celle	de	la	capacité	calorifique	des	électrons	de	ctmductitm.	
La	mécanique	statistique	classique	prédit	qu'une	particule	libre	aura	une	capacité	calorifique	de	^kB,	où	kB	est	la	constante	de	Boltzmann.	Si	N	atomes	fournissent	chacun	un	électron	de	valence	au	ga/,	et	si	les	électrons	sont	libres	de	se	déplacer,	alors	la	contribution	électronique	à	la	rapacité	calorifique	devrait	être	\NkB.	Mais	l'expérience	montre
que	cette	contribution,	à	la	température	ambiante,	ne	dépasse	généralement	pas	un	pour	cent	de	cette	valeur.	Cette	différence	étonna	les	chercheurs	de	l'époque,	comme	Lorentz	:	comment	les	électrons	pouvaient-ils	participer	au	processus	de	conductivité	électrique,	alors	qu'ils	ne	contribuaient	pas	à	la	capacité	calorifique	?	Cette	question	ne	trouva
de	réponse	qu'après	la	découverte	du	principe	d'exclusion	de	Pauli	et	de	la	fonction	de	distribution	de	Fermi.	
Fermi	trouva	l'équation	correcte	et	put	alors	écrire,	«On	constate	que	la	chaleur	spécifique	tend	vers	zéro	au	zéro	absolu	et	qu'à	basse	température	elle	est	proportionnelle	à	la	température	absolue».	Quand	on	chauffe	un	échantillon	depuis	le	zéro	absolu,	tous	les	électrons	ne	gagnent	pas	une	énergie	~	kuT	comme	le	prévoit	la	théorie	classique	;
seuls	les	électrons	dont	les	orbitales	sont	situées	dans	un	domaine	d'énergie	ktiT	à	partir	du	niveau	de	Fermi	sont	excités	thermiquement	;	ces	électrons	augmentent	leur	énergie	d'environ	kBT,	comme	le	montre	la	figure	5.	Ceci	donne	immédiatement	une	solution	qualitative	au	pioblème	de	la	capacité	calorifique	du	gaz	des	électrons	de	conduction.	Si
/V	est	le	nombre	total	d'électrons,	seule	une	fraction	de	l'ordre	de	T/Tt	petit	être	thermiquement	excitée	à	la	température	T.	
car	seuls	ces	électrons	sont	à	moins	de	kBT	du	haut	de	la	distribution	d'énergie.	Chacun	de	ces	NT/Tf.	électrons	a	une	énergie	thermique	de	l'ordre	de	kBT,	et,	par	conséquent,	l'énergie	thermique	totale	des	électrons	U	est	de	l'ordre	de	:	U	^(NT/TF)kBT.	[22]	T>(e)	-o	kBT	Énergie,	e	■	140	Physique	de	l'état	solide	La	capacité	thermique	électronique
est	donnée	par	:	Cél	=	8U/dT^NkB(T/TF)	[23]	et	est	directement	proportionnelle	à	T,	en	accord	avec	les	résultats	expérimentaux	discutés	au	paragraphe	suivant.	À	température	ambiante,	C&	est	plus	petit	que	la	valeur	classique	\Nk„	dans	un	rapport	inférieur	ou	égal	à	0.01,	pour	TF	~	5.104K.	Calculons	maintenant	une	expression	quantitative	de	la
capacité	calorifique	des	électrons,	valable	à	basse	température,	kBT	<(e)	est	le	nombre	d'orbitales	par	unité	d'énergie.	Multiplions	le	nombre	de	particules	/V	/°	./o	d£	V	(£)	/(£)	./0	d£	V	(£).	[25]	par	£f	pour	obtenir	:	Jo	[26]	[27]	/	d£	EF	/(£)	£>(£)	+	/	d£	£f	/(£)	V(e)	=	I	ÙS	SF	V(S)	.	
JO	Jef	Jo	Nous	utilisons	[26]	pour	réécrire	[24]	:	/»00	/»£*■	AU	=	d£(£	-£,)/(£)	V(S)	+	/	d£(£f-£)[l	-/(£)]!?(£).	Je.,	Jo	La	première	intégrale	du	second	membre	de	l'égalité	[27]	représente	l'énergie	nécessaire	pour	faire	passer	les	électrons	du	niveau	de	Fermi	sF	à	une	orbitale	d'énergie	£	>	£F	;	la	seconde	intégrale	représente	l'énergie	nécessaire	à
apporter	aux	électrons	d'énergie	inférieurs	à	EF	pour	les	faire	passer	au	niveau	de	Fermi.	Ces	deux	contributions	énergétiques	sont	positives.	Dans	la	première	intégrale,	le	produit	/(£)	T>(s)	d£	est	le	nombre	d'électrons	élevés	dans	les	orbitales	situées	dans	une	gamme	d'énergie	d£	autour	de	l'énergie	£.	Le	facteur	[1	—	/(£)]	de	la	seconde	intégrale
est	la	probabilité	qu'un	électron	provienne	d'une	orbitale	d'énergie	£.	La	fonction	AU	est	tracée	figure	6.	Sur	la	figure	3	(p.	136),	nous	avons	représenté	la	fonction	de	distribution	de	Ferini-Dirac	en	fonction	de	£	pour	six	1,0	Figure	6	Dépendance	thermique	de	l'énergie	d'un	gaz	de	fermions	à	trois	dimensions	sans	interaction.	L'énergie	est	représentée
sous	une	forme	normalisée	AU/NeF,	où	West	le	nombre	d'électrons.	La	température	est	exprimée	en	kBT/eF.	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi	141	valeurs	de	la	température.	La	concentration	électronique	du	gaz	de	Fermi	est	prise	telle	que	EF/kB	=	50	000	K,	valeur	caractéristique	des	électrons	de	conduction	dans	un	métal.	
On	obtient	la	capacité	calorifique	d'un	gaz	d'électrons	en	dérivant	AU	par	rapport	à	T.	Le	seul	terme	dépendant	de	la	température	dans	[27]	est	/(£),	si	bien	que	l'on	peut	regrouper	les	termes	pour	obtenir	:	du	r^	df	Q	=	—	=	/	à£(s	~	eF)	-£=	Vis).	
[28]	dT	J0	dT	dj	Aux	basses	températures	(knT/e,.	<	0,01)	qui	nous	intéressent,	le	terme	(s	—	EF)	—	dT	n'est	grand	que	pour	les	énergies	voisines	de	£f-	(voir	figure	3),	de	sorte	que	nous	pouvons	évaluer	T>{s)	en	£F	et	sortir	ce	ternie	de	l'intégrale	:	C„	=	V(Eh)	[	d£(£	-	EF)	%.	[29]	Jo	àT	L'examen	de	la	variation	de	/u	en	fonction	de	T	sur	les	graphes
des	figures	7	cl	8	suggère	que	lorsque	ktjT	1,78	1.410	1,26	Pb	2,98	1,509	1,9/	N	P	As	0,19	Sb	0,11	Bi	0,008	~^M	144	Physique	de	l'état	solide	Les	valeurs	expérimentales	de	y	ont	l'ordre	de	grandeur	prévu,	mais	ne	correspondent	pas	souvent	de	très	près	aux	valeurs	calculées	pour	des	électrons	libres	de	masse	m	en	utilisant	la	relation	[34].	On	a
l'habitude	d'exprimer	le	rapport	des	valeurs	expérimentales	et	calculées	de	y	par	le	rapport	de	la	masse	apparente	thermique	m,h	à	la	masse	de	l'électron	m,	où	mlh	est	définie	par	la	relation	m,i,	y	(mesurée)	—-	=	—	-.	[38]	m	y	(libre)	Cette	relation	découle	naturellement	du	fait	que	EF	est	■inversement	proportionnelle	à	la	niasse	de	l'électron,	d'où	y
oc	m.	
Des	valeurs	de	ce	rapport	sont	données	par	le	tableau	2.	
Le	rapport	n'est	pas	égal	à	un,	pour	trois	raisons	différentes	:	-	L'interaction	des	électrons	de	conduction	avec	le	potentiel	périodique	du	réseau	cristallin.	La	masse	effective	d'un	électron	dans	ce	potentiel	est	appelée	masse	effective	de	bande	et	sera	étudiée	plus	loin.	-	L'interaction	des	électrons	de	conduction	avec	les	phonons.	Un	électron	tend	à
polariser	ou	à	déformer	le	réseau	en	son	voisinage	;	l'électron	tend	donc	à	entraîner	dans	son	déplacement	les	ions	qui	l'entourent,	ce	qui	a	pour	effet	d'augmenter	la	masse	effective	de	l'électron.	-	L'interaction	des	électrons	de	conduction	entre	eux.	Un	électron	mobile	crée	une	réaction	inertielle	dans	le	gaz	d'électrons	qui	l'entoure,	ce	qui	augmente
sa	masse	effective.	Fermions	lourds.	On	a	découvert	que	plusieurs	composés	métalliques	avaient	des	capacités	calorifiques	très	élevées,	de	deux	à	trois	ordres	de	grandeur	au-dessus	des	valeurs	usuelles.	Parmi	ces	composés	à	fermions	lourds,	on	trouve	UB13,	CeAl3	et	CeCu9Si2.	À	cause	du	faible	recouvrement	des	fonctions	d'ondes	des	électrons
/des	ions	voisins,	on	pense	que	dans	ces	composés	les	électrons	/pourraient	avoir	des	masses	d'inerties	aussi	grandes	que	1	000m	(voir	chapitre	9,	liaisons	fortes).	Z.	Flsk,	J.L.	Smith	et	H.R.	Ott	donnent	des	références	dans	Physics	Today,	38,	S-20	(Jannai'y,	1985).	
Les	composés	à	fermions	lourds	forment	une	classe	de	supraconducteurs	connus	sous	le	nom	de	«supraconducteurs	exotiques».	CONDUCTIVITE	ELECTRIQUE	ET	LOI	D'OHM	La	quantité	de	mouvement	d'un	électron	libre	est	reliée	au	vecteur	d'onde	par	m\	=	hk.	Dans	un	champ	magnétique	E	et	un	champ	magnétique	B	la	force	F	exercée	sur	un
électron	de	charge	—	e	est	—e[E+	(l/c)v	x	B],	de	sorte	que	la	seconde	loi	de	Newton	s'écrit	:	(CGS)	*	=	m—	=	h—	=-e	t+-vxB	.	[39]	En	l'absence	de	collision,	la	sphère	de	Fermi	(fig.	10)	de	l'espace	k	est	déplacée	à	vitesse	constante	sous	l'effet	d'un	champ	électrique	constant.	En	intégrant	avec	B	=	0,	nous	obtenons	:	k(0	-	k(0)	=	-eEt/h.	[40]	Si	le	champ
est	appliqué	à	l'instant	t	=	0	au	gaz	d'électrons	qui	remplit	la	sphère	de	Fermi	centrée	à	l'origine	de	l'espace	k,	à	l'instant	t,	la	sphère	est	déplacée	et	son	centre	est	en	:	&k=-eEt/h.	[41]	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi	145	Sphère	de	Fermi	^	en	/	=	0	-1	»	Sphère	de	Fermi	en	t	•	•	•	•	/	(a)	(b)	Figure	10	(a)	La	sphère	de	Fermi	englobe	les	états
occupés	dans	l'espace	k	dans	l'état	fondamental	du	gaz	électronique.	La	quantité	de	mouvement	résultante	est	nulle,	car	pour	chaque	état	occupé	k	il	y	a	un	état	occupé	en	-	k.	(b)	Sous	l'influence	d'une	force	constante	F	agissant	pendant	l'intervalle	de	temps	t	chaque	état	voit	son	vecteur	k	augmenté	de	Sk	=	Fi/h.	Ceci	est	équivalent	à	une	translation
de	Sk	de	toute	la	sphère	de	Fermi.	La	quantité	de	mouvement	totale	est	Nh	Sk	s'il	y	a	N	électrons	en	présence.	L'application	de	la	force	augmente	l'énergie	du	système	d'une	quantité	N(h	Sk)2/2	m	Notons	que	la	sphère	de	Fermi	est	déplacée	en	bloc.	À	cause	des	collisions	des	électrons	avec	les	impuretés,	les	défauts	du	réseau	et	les	pho-	nons,	la
sphère	déplacée	peut	être	maintenue	stationnaire	dans	un	champ	électrique.	Si	le	temps	entre	deux	collisions	est	r,	le	déplacement	de	la	sphère	de	Fermi	en	régime	continu	est	donné	par	[41].	L'incrément	de	vitesse	est	v	=	—	e¥,z/m.	S'il	y	a,	dans	un	champ	électrique	E	constant,	n	électrons	de	charge	q	=	—e	par	unité	de	volume,	la	densité	de
courant	électrique	est	:	j	=	nq\	=	ne2zE/m.	[42]	Ceci	est	la	loi	d'Ohm.	La	conductivité	électrique	a	est	définie	par	j	=	o"E,	d'où	a	=	ne'z/tn	[43]	La	résistivité	électrique	p	est.	par	définition,	l'inverse	de	la	conductivité,	d'où	:	/o	=	m/ne2r.	[44]	Le	tableau	3	donne	des	valeurs	de	la	conductivité	et	de	la	résistivité	électrique	des	éléments.	Il	est	utile	de	se
rappeler	que	dans	le	système	d'unités	de	GAUSS,	a	a	la	dimension	d'une	fréquence.	Il	est	facile	d'interpréter	le	résultat	[43]	pour	la	conductivité.	Nous	nous	attendons	à	ce	que	la	charge	transportée	soit	proportionnelle	à	la	densité	de	charge	ne	;	le	facteur	—e/m	intervient	car	l'accélération	dans	un	champ	électrique	donné	est	proportionnelle	à	e	et
inversement	proportionnelle	à	la	masse	m	;	et	r	décrit	le	temps	pendant	lequel	le	champ	agit	librement	sur	le	porteur.	Comme	on	s'en	est	aperçu	pour	plusieurs	semiconducteurs	à	faible	concentration	de	porteurs,	on	obtient	à	peu	près	le	même	résultat	pour	la	conductivité	électrique	en	urenant	un	gaz	classique	d'électrons	(distribution	de	Maxwell).
Le	paragraphe	sur	la	théorie	du	transport	au	chapitre	14	de	TP	y	expose	l'équivalence	mathématique.	Tableau	3	Conductivités	et	résistivités	électriques	des	métaux	à	295	K	(Les	résistivités	sont	tirées	de	l'ouvrage	de	G.T.	Meaden,	Electrical	résistance	ofmetals,	Plénum,	1965	;	les	résistivités	résiduelles	ont	été	soustraites).	Li	1,07	9,32	Na	2	11	4,75	K
1,39	C.19	Rb	nno	125	Cs	0,50	20,0	Fr	■	Be	3,08	3.25J	Mg	4,30	J	Ca	2,78	3,b	Se	0,21	4b	S	Sr	Y	nd7	n	17	21,5	|	58,5	Ba	0.26	39,	La	0.13	79	Ra	Ac	JH	Tl	0,23	43,1	Zr	0,24	42,4	Hf	0.33	30	6	\	Mg	-	Symbole	2,33	—Conductivitéx105(ohm-cm)~1	"4>30	J	—Résistivité	x	10-6	ohm-cm	V	0,50	19,9	Nb	0,69	14.5	Ta	0	76	13,1	Cr	0,78	12.9	Mo	1,89	53	W	1	89	5,3
Mn	0.072	139,	Te	-0,7	—	I4,	Re	0	54	18,6	Ce	0,12	■"■I	Th	n	R6	15,2	Pr	0,15	y	Pa	Nd	0,17	59,	U	n	3Q	25	7	Fe	1.02	9,8	Ru	1,35	74	Os	1	10	9	1	Co	1	72	5,8	Rh	2,08	4,0	lr	1	Q6	5,1	Ni	1	43	7,0	Pd	0,95	1U.5	Pt	n	qfi	104	Cu	5	88	1,70	Ag	6,21	l.bl	Au	4	RR	2.20	Pm	Np	n	n85	118,	Sm	0,10	99	Pu	n	n7o	143,	Eu	0,11	89,	Gd	0,070	134,	Am	Cm	Tb	Zn	i	rq	5,92	Cd
1,38	Hg	l.q	n	m	95,9	B	C	N	0	F	Ne	Al	Si	P	S	Cl	Ar	3,65	274	|	|	Ga	Ge	n	R7	14,85	In	1,14	S.Cb	Tl	n	si	16	4^	Sn	(w)	0,91	11,0	Pb	0	48	21,0	As	Sb	0,24	41	3	Bi	0,086	116,	0,090	111	Bk	Dy	0,11	90,0	Cf	Ho	0,13	77.7	Es	Er	0.12	81.	Fm	Tm	Se	Br	|	Te	Po	0,22	46,	1	At	Kr	Xe	Rn	Yb	Lu	0.16	0.38	0.1	62,	I	26,4	53	Md	No	Lr	9	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi
147	Il	est	possible	d'obtenir	des	cristaux	de	cuivre	tellement	purs	que	leur	conductivité	à	la	température	de	l'hélium	liquide	(4	K)	est	environ	105	fois	celle	à	température	ambiante	;	dans	ces	conditions	r	%	2	x	10~Q	s	à	4	K.	Le	libre	parcours	moyen	/	d'un	électron	de	conduction	est	défini	par	:	/	=	vFz,	[45]	où	vF	est	la	vitesse	à	la	surface	de	Fermi
puisque	les	collisions	ne	font	intervenir	que	les	électrons	près	de	la	surface	de	Fermi.	Du	tableau	1,	nous	tirons	vF	=	1.57	x	lCcm.s-1	pour	Cu	;	le	libre	parcours	moyen	est	:	/(300	K)	~3	x	l(T6cm;	/(4	K)	%	0,3	cm.	Dans	le	domaine	de	température	de	l'hélium	liquide,	des	libres	parcours	moyens	atteignant	10	cm	ont	été	observés	pour	des	métaux	très
purs.	
Pour	les	collisions	électron-électron,	voir	[10.63].	Résistivité	électrique	expérimentale	des	métaux	La	résistivité	électrique	de	la	plupart	des	métaux	est	due	principalement,	à	température	ambiante	(	300	K),	aux	collisions	des	électrons	de	conduction	avec	les	phonons,	et	à	température	de	l'hélium	liquide	(4K),	aux	collisions	avec	les	atomes	d'impuretés
et	les	défauts	du	réseau	(fig.	11).	On	considère,	en	faisant	ainsi	souvent	une	bonne	approximation,	que	les	fréquences	de	ces	collisions	sont	indépendantes,	c'est-à-dire	que	si	l'on	annulait	le	champ,	la	distribution	de	quantité	de	mouvement	relaxerait	vers	son	état	fondamental	avec	un	temps	de	relaxation	résultant	:	1	1	1	-	=	—	+	-,	[46]	r	rL	r,	où	xL	et



Tj	sont	les	temps	correspondant	respectivement	aux	collisions	avec	les	phonons	et	avec	les	défauts.	La	résistivité	totale	est	donnée	par	:	P	=	Pl+	Pi,	[47]	où	pL	est	la	résistivité	due	aux	phonons	thermiques	et	p,	la	résistivité	due	à	la	diffusion	des	ondes	d'électrons	par	les	défauts	statiques	qui	troublent	la	périodicité	du	réseau,	pi	est	souvent
indépendant	du	nombre	de	défauts	si	leur	concentration	est	faible,	et	p,	est	souvent	indépendant	de	la	température.	Cette	observation	empirique,	connue	sous	le	nom	de	loi	de	Matlhiessen.	est	commode	pour	analyser	les	résultats	expérimentaux	comme	ceux	de	la	figure	12.	oooo	oooo	oooo	oo#o	oooo	oooo	oooo	oooo	(a)	(b)	Figure	11	La	résistivité
électrique	de	la	plupart	des	métaux	provient	de	collisions	des	électrons	avec	les	irrégularités	du	réseau,	en	(a)	des	phonons	;	en	(b)	des	impuretés	et	des	lacunes.	148	Physique	de	l'état	solidt	Figure	12	Résistance	du	potassium,	au-dessous	de	20	K,	mesurée	sur	deux	échantillons	par	D.K.C.	MacDoNALD	et	K.	Mendelssohn,	Proc.	Roy.	Soc.	(Londres)	A
202,	103	(1950).	Les	différentes	ordonnées	à	l'origine	(7"	=	0	K)	sont	attribuées	aux	différentes	concentrations	en	impuretés	et	en	défauts	statiques	des	deux	échantillons.	Pour	les	mesures	réalisées	au-dessous	de	4.2	K,	voir	D.	Grignan,	Proc.	Roy.	
Soc.	(Londres)	A	325,	223	(1971).	Température,	K	La	résistivité	résiduelle	/0/(0)	est	la	résistivité	extrapolée	à	OK	car	pL	s'annule	quanc	T	—*■	0.	La	résistivité	du	réseau,	pL(T)	=	p	—	Pi(0),	est	la	même	pour	difféients	échan	tillons	d'un	même	métal,	même	si	/0,	(0)	peut,	quant	à	lui,	varier	largement.	Le	rapport	dt	résistivité	d'un	échantillon	est,	par
définition,	le	rapport	de	sa	résistivité	à	température	ambiante	à	sa	résistivité	résiduelle.	C'est	un	indicateur	approximatif,	mais	pratique,	de	1;	pureté	d'un	échantillon	:	pour	de	nombreux	matériaux,	une	impureté	dans	la	solutiot	solide	provoque	une	résistivité	résiduelle	de	l'ordie	de	10~6	ohm.cm	par	pourcentage	atomique.	Un	échantillon	de	cuivre
d'un	rapport	de	résistivité	1	000	aura	une	résistivit»	résiduelle	de	1,7	x	10~1'	ohm.cm	et	une	concentration	en	impuretés	de	l'ordre	de	2(	ppm.	Dans	certains	échantillons	exceptionnels,	le	rapport	de	résistivité	peut	atteindn	106,	alors	que	dans	certains	alliages	(comme	le	manganin),	ce	rapport	peut	descendn	jusqu'à	1,1.	La	partie	de	la	résistivité
électrique	dépendant	de	la	température	est	proportionnelle	à	1:	fréquence	avec	laquelle	les	électrons	entrent	en	collision	avec	les	phonons	thermiques	e	les	électrons	thermiques	(chapitre	10).	La	fréquence	de	collision	avec	les	phonons	es	proportionnelle	à	la	concentration	des	phonons	thermiques.	La	température	de	Debye	(	constitue	une	limite
élémentaire	:	au-delà	de	6,	la	concentration	des	phonons	est	pre	portionnelle	à	la	température	T,	de	sorte	que	p	a	T	pour	T	>	6.	La	théorie	est	exposé*	succinctement	dans	l'appendice	J.	Diffusion	umklapp.	La	diffusion	uinklapp	clés	électrons	par	les	phonons	(chapitre	5	est	la	cause	principale	de	la	résistivité	des	métaux	aux	basses	températures.	Ce
sont	de	processus	de	diffusion	phonon-électron	dans	lesquels	un	vecteur	G	du	réseau	réciproque	est	impliqué,	de	sorte	que,	à	basse	température	la	variation	de	la	quantité	de	mouvemen	électronique	peut	être	beaucoup	plus	importante	que	dans	un	processus	normal	de	dil	fusion	électron-phonon.	(Dans	un	processus	umklapp	le	vecteur	d'onde	de	la
particul-	peut	être	«retourné»).	Considérons	une	section	normale	à	la	direction	[	100]	entre	deux	zones	de	Brillouii	adjacentes	du	potassium	cfc	avec	des	sphères	de	Fermi	équivalentes	et	comprises	toute	entières	à	l'intérieur	des	deux	zones	(fig.	13).	La	partie	inférieure	de	la	figure	représent	u.u	5,0	o	-	4,0	«:	3,0	2,0	l.Oj-	10	15	20	Gaz	des	électrons
libres	de	Fermi	149	Figure	13	Deux	sphères	de	Fermi	à	l'intérieur	de	zones	contigués	:	la	construction	vectorielle	donne	une	représentation	du	rôle	de	processus	umklapp	dans	la	résistivité	électrique.	A	G	~n	q	k'	k	k	ç	k	i	i	i	q	1	A	Effet	Hall	L'effet	Hall	est	le	champ	électrique	se	manifestant	entre	deux	faces	d'un	conducteui	dans	la	direction	j	x	B,	j
étant	le	flux	de	courant	à	travers	un	champ	magnétique	B	Soit	un	échantillon,	ayant	la	forme	d'un	barreau,	placé	dans	un	champ	électrique	longitudinal	Ex	et	un	champ	magnétique	transversal	B	=	B,	(fig.	14).	Si	le	courant	ne	peui	pas	s'échapper	du	barreau	dans	la	direction	y,	nous	devons	avoir	8v}.	=	0.	D'après	[52]	ceci	n'est	possible	que	s'il	y	a	un
champ	électrique	transversal	:	eBz	(CGS)	Ef	=	-û)r	zEx	=	Ex	;	[53]	(SI)	La	quantité	Ey	=	£v	=	—CD,-	zEx	—	—	—o>c	zEx	=	—	LB	eBz	Ex;	me	eBz	*	Ex	m	[54]	est	appelée	constante	de	Hall.	Pour	l'évaluer	avec	notre	modèle	simple,	nous	utilisons	jx	=	ne2	zEx/m	et	obtenons	:	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi	151	Champ	magnétique	B.	I	I	II	I	z	(a)	Coupe
»	Ex	perpendiculaire	à	l'axe	~z;	"~~	"~~	vitesse	d'entraînement	au	démarrage	(b)	Coupe	perpendiculaire	à	l'axe	~z;	vitesse	d'entraînement	E	+	+	en	régime	continu	#	»	Figure	14	Géométrie	usuelle	de	l'effet	Hall	:	un	échantillon	prismatique	à	section	rectangulaire	est	placé	dans	un	champ	magnétique	Bz	comme	en	(a).	Un	champ	électrique	Ex
appliqué	entre	les	extrémités	crée	une	densité	de	courant	électrique	jx	le	long	du	barreau.	
La	vitesse	d'entraînement	des	électrons	juste	après	l'application	du	champ	électrique	est	montrée	en	(b).	La	déviation	dans	la	direction	-y	est	causée	par	le	champ	magnétique.	Des	électrons	s'accumulent	sur	une	face	du	barreau	et	un	excès	d'ions	positifs	s'établit	sur	l'autre	face	jusqu'à	ce	que.	comme	le	montre	(c),	le	champ	électrique	transversal
(champ	de	Hall)	compense	exactement	la	force	due	au	champ	magnétique.	eBzE./tnc	1	(CGS)	RH	=	"	=	;	[55]	nelzEx.B/m	nec	(SI)	RH=-—	.	ne	Elle	est	négative	pour	des	électrons	libres	car	e	est	positif	par	définition.	Plus	la	concentration	en	porteurs	est	faible,	plus	la	constante	de	Hall	est	grande.	La	mesure	de	RH	est	un	moyen	important	de	mesure
de	la	concentration	en	porteurs.	Le	symbole	RH	définit	le	coefficient	de	Hall	dans	l'équation	[54].	Ce	symbole	est	parfois	utilisé	dans	un	sens	différent	pour	désigner	la	résistance	de	Hall	dans	les	problèmes	à	deux	dimensions.	Lorsque	nous	traiterons	de	tels	problèmes	au	chapitre	19,	nous	utiliserons	plutôt	la	notation	„	„	„	,.	pH	=	BRH	=	E,/jx	pour
désigner	la	résistance	de	Hall	où	jx	est	la	densité	de	courant	surfacique.	Le	résultat	simple	[55]	découle	de	l'hypothèse	que	tous	les	temps	de	relaxation	sont	égaux,	quelle	que	soit	la	vitesse	de	l'électron.	
Il	faut	introduire	un	facteur	numérique	de	l'ordre	de	l'unité	si	le	temps	de	relaxation	est	fonction	de	la	vitesse.	L'expression	devient	un	peu	plus	compliquée	si	à	la	fois	les	électrons	et	les	trous	contribuent	à	la	conductivité.	La	théorie	de	l'effet	Hall	redevient	simple	pour	les	champs	magnétiques	élevés	(voir	QTS	pp.	241-	244)	tels	que	tocz	~S>	1,	où
toc	est	la	fréquence	cyclotron	et	r	le	temps	de	relaxation.	152	Physique	de	l'état	solid	Des	valeurs	expérimentales	de	la	constante	de	Hall	de	divers	métaux	sont	comparée	dans	le	tableau	4	aux	valeurs	calculées	directement	à	partir	de	la	concentration	en	poi	teurs.	Les	mesures	les	plus	précises	sont	faites	sur	des	échantillons	purs,	à	basse	tempéra
titre,	soumis	à	des	champs	magnétiques	intenses	par	la	méthode	de	résonance	hélicoi	qui	est	traitée	dans	un	problème	du	chapitre	10.	Dans	le	tableau	ci-dessous,	«conv.»	signi	fie	conventionnel.	Les	mesures	précises	pour	les	métaux	monovalents	de	sodium	et	di	potassium	sont	en	excellent	accord	avec	les	valeurs	calculées	avec	un	électron	de	valeno
par	atome,	en	utilisant	[55].	Tableau	4	Comparaison	des	constantes	de	Hall	expérimentales	avec	les	valeurs	calculées	par	la	théorie	des	électrons	libres	[Les	valeurs	expérimentales	de	Ru	obtenues	par	des	méthodes	conventionnelles	sont	extraites	des	tables	d	Landou-Bornstein,	vol.	Il,	p.	
161	(1959),	dont	les	valeurs	sont	mesurées	à	la	température	ambiante;	les	valeur	obtenues	par	la	méthode	des	ondes	hélicons	à	4	K,	sont	de	J.M.	Goodman,	Phys.	Rev	171,	641	(1968).	Les	valeur	des	concentrations	en	porteurs	«	sont	extraites	du	tableau	4	du	chap.	
1	sauf	pour	Na,	K,	Al,	In	pour	lesquelle	nous	avons	utilisé	les	valeurs	de	Goodman.	Pour	convertir	la	valeur	Ru.	donnée	en	unités	CGS,	en	une	valeur	ei	volt-cm/A-gauss,	multiplier	par	9	x	10"	;	pour	passer	des	unités	CGS	aux	m3/coulomb,	multiplier	par	9	x	10'	■*].	Métal	Li	Na	K	Rb	Cu	Ag	Au	Be	Mg	Al	In	As	Sb	Bi	Méthode	conv.	hélicon	conv.	hélicon
conv.	conv.	conv.	conv.	conv.	conv.	conv.	hélicon	hélicon	conv.	conv.	conv.	Ru	expérimentale	(ÎO"24	unité	CGS)	-1,89	-2,619	-2,3	-	4,946	-4,7	-5,6	-0,6	-1,0	-0,8	+	2,7	-0,92	+	1,136	+	1,774	+	50	-22	-6	000	Nombre	supposé	de	porteurs	par	atome	1	électron	1	électron	1	électron	1	électron	1	électron	1	électron	I	électron	—	—	1	trou	1	trou	—	—	—	—1/nec
calculé	(ÎO"24	unité	CGS)	-1,48	-2.603	-	4,944	-6,04	-0,82	-1,19	-1,18	—	—	+	1,135	+	1,780	—	—	—	Remarquons	aussi	les	valeurs	pour	les	éléments	trivalents	(-aluminium	et	indittni)	:	le	valeurs	expérimentales	concordent	de	très	près	;ivec	les	valeurs	calculées	pour	un	poi	teur	de	charge	positive	(ou	trou)	par	atonie	mais	seraient	en	total	désaccord,
aussi	biei	en	signe	qu'en	amplitude,	avec	les	valeurs	calculées	pour	trois	électrons	par	atome.	Le	problème	des	constantes	de	Hall	positives	apparaît	également	dans	le	tableau	pour	Be	e	As,	car	une	constante	positive	doit	être	associée	à	des	porteurs	de	charges	positives.	Le	problème	avait	été	décelé	dès	les	premiers	travaux	sur	l'effet	Hall	;	comme
Lorentz	l'écri	vait	:	«Il	semble	se	confirmer	que	nous	devons	imaginer	deux	types	d'électrons	libres	suivant	le	corps	c'est	le	mouvement	des	électrons	positifs	ou	négatifs	qui	domine».	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi	153	Nous	devons	aller	au-delà	de	la	théorie	du	ga/.	d'électrons	libres	de	Fermi	pour	expliquer	les	constantes	de	Hall	positives	ainsi	que
les	fortes	amplitudes	des	constantes	de	Hall	dans	As,	Sb	et	Bi.	Il	faudra	pour	cela	utiliser	la	théorie	des	bandes	d'énergie	des	chapitres	7-9.	CONDUCTIVITE	THERMIQUE	DES	METAUX	Au	chapitre	5	nous	avons	rencontré	une	expression	K	=	i	Cvl	pour	la	conductivité	thermique	par	des	particules	de	vitesse	v,	de	capacité	calorifique	C	par	unité	de
volume	et	de	libre	parcours	moyen	/.	Pour	un	gaz	de	Fermi	dont	la	capacité	calorifique	est	donnée	par	[36]	et	avec	EF	=	i	mv\	:	n2	nkïT	n2nklTz	Ka	=	—	■	—V	-vF-l=	"	.	[56]	J	m	vF	5m	avec	l	=	vFr;n	est	la	concentration	en	électrons	et	z	le	temps	de	collision.	La	plus	grande	part	du	flux	de	chaleur	dans	un	métal	est-elle	portée	par	les	électrons	ou	les
phonons	?	Dans	les	métaux	purs,	la	contribution	des	électrons	est	dominante	à	toutes	températures.	
Dans	les	métaux	impurs	ou	les	alliages	désordonnés,	la	contribution	des	phonons	peut	être	comparable	à	celle	des	électrons.	Rapport	des	conductivités	thermique	et	électrique	La	loi	de	Wiedemann-Franz	indique	que,	pour	les	métaux	à	des	températures	pas	trop	basses,	le	rapport	de	la	conductivité	thermique	à	la	conductivité	électrique	est
directement	proportionnel	à	la	température,	la	valeur	de	la	constante	de	proportionnalité	étant	indépendante	du	métal	considéré.	Ce	résultat	fut	très	important	dans	l'histoire	de	la	théorie	des	métaux,	car	il	fournit	l'une	des	preuves	du	modèle	du	gaz	d'électrons.	On	peut	l'expliquer	en	utilisant	[43]	pour	cet	[56]	pour	K	:	K	7T2k2KTnz/3m	n2	/	kH\~	~
=	2	,	=^-(-)	T-	[57]	a	ne2	z/m	3	\	e	J	Le	nombre	de	Lorentz	L	est	défini	par	:	L	=	K/oT.	[58]	et	d'après	[57]	doit	avoir	la	valeur	:	"T®"	2,72	x	10""	ues/deg2	=	2,45	x	1(T8	watt-ohm/deg2.	[59]	Ce	résultat	remarquable	ne	fait	intervenir	ni	n,	ni	m.	Il	ne	contient	pas	non	plus	z	si	les	temps	de	relaxation	sont	identiques	pour	la	conduction	thermique	et
électrique.	Des	valeurs	expérimentales	de	L	à	0	C	et	à	100°C	sont	données	par	le	tableau	5,	et	elles	sont	en	bon	accord	avec	[59],	A	basse	température	(7"	154	Physique	de	l'état	solidt	Tableau	5	Nombres	de	Lorentz	expérimentaux	L	x	108	watt-ohms/deg2	L	x	108	watt-ohms/deg2	Métal	0°C	100"C	Métal	0°C	100°C	Ag	Au	Cd	Cu	Mo	2,31	2,35	2,42	2,23
2,61	2,37	2,40	2,43	2,33	2,79	Pb	Pt	Sn	W	Zn	2,47	2,51	2,52	3,04	2,31	2,56	2,60	2,49	3,20	2,33	NANOSTRUCTURES	Le	terme	nanostrueiure	est	employé	pour	décrire	des	structures	de	lu	matière	condensée	dont	la	plus	petite	dimension	est	de	l'ordre	de	1	nm	(10	A)	à	10	nm	(100	A).	Ces	struc	tures	peuvent	être	des	petites	particules,	des	fils	très	fins
ou	des	films	minces	Typiquement,	ces	particules	contiennent	entre	10	et	1	000	atomes.	La	technologie	de	semi-conducteurs	(voir	paragraphe	sur	les	super-réseaux	au	chapitre	8)	a	rendu	possible	la	fabrication	de	structures	contenant	des	petits	amas	d'électrons.	Ces	structures	porten	différents	noms	:	transistors	à	un	électron,	boîtes	quantiques,
atomes	artificiels,	îlots	di	Coulomb	ou	encore	«corrals»	quantiques	(chapitre	19).	Les	propriétés	physiques	inhabi	tuelles	des	nanostructures,	par	rapport	à	celles	des	matériaux	massifs,	sont	attribuées	:	différents	facteurs	faisant	intervenir	des	propriétés	traitées	précédemment	et	dans	le	chapitres	à	venir	:	-	le	rapport	du	nombre	d'atomes	de	surface
au	nombre	d'atomes	de	volume	peut	êtn	de	l'ordre	de	l'unité	;	-	le	rapport	de	l'énergie	de	surface	à	l'énergie	totale	peut	être	de	l'ordre	de	l'unité	;	-	les	électrons	de	conduction	ou	de	valence	sont	confinés	suivant	une	longueur	ou	ui	volume	petit	;	en	conséquence,	la	longueur	d'onde	quantique	associée	à	l'état	électro	nique	le	plus	bas	est	réduite	et	la
longueur	d'onde	minimale	est	plus	faible	que	dans	k	solide	massif.	-	un	décalage	de	la	longueur	d'onde	ou	une	variation	des	conditions	aux	limites	von	modifier	le	spectre	d'absorption	optique	(chapitre	11)	;	-	des	assemblages	de	nanoagrégats	métalliques	peuvent	avoir	une	grande	dureté	et	uni	grande	résistance	mécanique,	car	il	est	très	difficile	de
créer	et	de	déplacer	des	disloca	tions	(chapitre	20)	dans	ces	régions	spatialement	confinées.	-	les	monocouches	magnétiques,	telles	que	celles	constituées	d'une	alternance	de	films	d'	fer	ferromagnétiques	et	de	chrome	paramagnétiqites,	peuvent	donner	lieu	à	un	couplagi	de	l'aimantation	des	couches	de	fer	par	effet	tunnel	à	travers	les	barrières	de
chrome.	Gaz	des	électrons	libres	de	Fer	mi	155	PROBLÈMES	1.	Énergie	cinétique	du	gaz	électronique	Montrer	que	l'énergie	cinétique	d'un	gaz	tridimensionnel	de	N	électrons	libres	à	0	K	est	:	U0	=	§Atef.	[60]	-	2.	Pression	et	module	de	compression	d'un	gaz	d'électrons	«)	Trouver	une	relation	reliant	la	pression	et	le	volume	d'un	gaz	d'électrons	à	0	K.	
Suggestion	:	utiliser	le	résultat	du	problème	1	et	la	relation	entre	£F	et	la	concentration	en	électrons.	Le	résultat	peut	être	écrit	sous	la	forme	p	=	|((/o/V).	b)	Montrer	que	le	module	de	compression	B	—	~V{Sp/SV)	d'un	gaz	d'électron	à	0	K	est	B	=	5p/3=	10(/0/9V.	c)	Estimer	pour	le	potassium,	en	utilisant	le	tableau	1,	la	valeur	de	la	contribution	à	B	du
gaz.	d'électrons.	3.	Potentiel	chimique	bidimensionnel	Montrer	que	le	potentiel	chimique	d'un	gaz.	de	Fei	mi	bidimensionnel	est	donné	par	:	lx{T)	=	kBT	lnlexp{7tnh2/mkB	T)	-	1],	[61]	pour	n	électrons	par	unité	de	surface.	Remarque	:	la	densité	d'orbitales	d'un	gaz	d'électrons	libres	à	deux	dimensions	est	indépendante	de	l'énergie	:	T>(e)	=	m/irfr	par
unité	de	surface	de	l'échantillon.	
4.	Gaz	de	Fermi	en	astrophysique	a)	Avec	Mj	=	2	x	103"1	g	comme	masse	du	soleil,	estimer	le	nombre	d'électrons	qu'il	contient.	Dans	une	étoile	naine	blanche	ces	électrons	peuvent	être	ionisés	et	contenus	dans	une	sphère	de	rayon	2x10*	cm	;	trouver	l'énergie	de	Fermi	des	électrons	en	électronvolts.	b)	L'énergie	d'un	électron	en	théorie	de	la
relativité	pour	e	ÎS>	me	est	reliée	au	vecteur	d'onde	par	e	=	pc	=	hkc.	Montrer	que	l'énergie	de	Fermi,	dans	cette	limite,	est	environ	e	~	hciN/V)1^.	c)	Si	le	nombre	d'électrons	cité	plus	haut	était	contenu	dans	un	pulsar	de	rayon	10	km,	montrer	que	l'énergie	de	Fermi	serait	alors	égale	à	environ	1()H	eV.	Cette	valeur	explique	pourquoi	on	pense	que
les	pulsars	sont	essentiellement	formés	de	neutrons	plutôt	que	de	protons	et	d'électrons,	car	l'énergie	libérée	par	la	réaction	n	—>	p	+	e~	n'est	que	de	0.8	x	106	eV,	insuffisante	pour	permettre	à	beaucoup	d'électrons	de	former	un	nuage	de	Fermi.	La	dissociation	des	neutrons	a	lieu	jusqu'à	ce	que	la	concentration	en	électrons	soit	suffisante	pour
créer	un	niveau	de	Fermi	de	0.8	x	106	eV.	pour	lequel	les	concentrations	en	neutrons,	protons	et	électrons	sont	en	équilibre.	5.	He3	liquide	L'atome	He3	a	un	spin	\	et	c'est	un	fennion.	La	densité	de	He3	liquide	est	0,081	g.	cm"3	au	voisinage	du	zéro	absolu.	Calculer	l'énergie	de	Fermi	£f	et	la	température	de	Fermi	7>.	6.	Dépendance	en	fréquence	de
la	conductivité	électrique	Utiliser	l'équation	m(dv/(it	+	v/r)	=	—	eE	pour	la	vitesse	d'ensemble	v	des	électrons	et	montrer	que	la	conductivité	à	la	fréquences	est	:	(1	+	IWT	\	,	,	,	,,	[62]	où	cr(0)	=	ne~T/m.	7.	Tenseur	de	magnétoconductivité	dynamique	pour	des	électrons	libres*	Un	métal	dont	les	électrons	ont	une	concentration	n	et	une	charge	—	e	est
placé	dans	un	champ	magnétique	statique	Bi.	La	densité	de	courant	électrique	dans	le	plan	xy	est	reliée	au	champ	électrique	par	:	jx	=	Oxx	Ex	+	oxyEf	;	/v	=	oyx	Ex	+	oyyEy.	*	Ces	problèmes	sont	plutôt	difficiles.	156	Physique	de	l'état	solid	Supposons	que	la	fréquence	o	»	^	el	w	»	1/r,	où	wt-	=	et/me	et	r	est	le	temps	entre	deux	collisions.	a)	Résoudre
l'équation	de	la	vitesse	d'entraînement	[40]	pour	trouver	les	composantes	du	tenseur	di	magnétotoiiductivité	:	oXx	=	0Sv	=	iojp/4jrw	;	a,,	=	-a„	=	w^/Atiu?,	où	w2	s	4jrne2//n.	
fc)	Remarquons	que,	d'après	une	équation	de	Maxwell,	le	tenseur	diélecu-ique	du	milieu	est	relié	au	ten	seur	de	conductivité	par	£	=	1	+	i(4jr/w)cr.	Soit	une	ontle	électromagnétique	de	vecteur	d'onde	k	=	kz	Montrer	que	la	relation	de	dispersion	de	cette	ontle	dans	le	milieu	est	:	c2k2	=	w2	-	w2	±	wLw2/w.	[63	Pour	une	fréquence	donnée,	il	existe
deux	modes	fie	propagation	différents	ayant	des	vecteurs	d'ondi	différents	et	des	vitesses	différentes.	Les	deux	modes	correspondent	à	des	ondes	polarisées	circulaire	ment.	Une	onde	polarisée	rectilignement	pouvant	être	décomposée	en	deux	ondes	polarisées	circulaire	ment,	il	en	résulte	que	le	plan	de	polarisation	d'une	onde	polarisée
rectilignement	subira,	dans	ui	champ	magnétique,	une	rotation.	8.	Énergie	de	cohésion	d'un	gaz	d'électrons	libres	de	Fermi*	Nous	définissons	la	grandeur	sans	dimension	rs	par	nj/«w.	où	rg	est	le	rayon	d'une	sphère	contenant	ui	électron	et	c/j	le	rayon	de	l'orbite	de	Bohr	h	/e	m.	a)	Montrer	que	l'énergie	cinétique	moyenne	par	électron	d'un	gaz
d'électrons	libres	de	Fermi	à	0	K	es	2,21	/r2,	où	l'énergie	est	exprimée	en	rydbergs,	avec	1	Ry	=	me4/2ti2.	b)	Montrer	que	l'énergie	coulombienne	d'une	charge	ponctuelle	e	en	interaction	avec	la	distrihutioi	électronique	uniforme	d'un	électron	dans	le	volume	de	rayon	m	est	—3	e2/2ro,	soit	3/rs	en	rydbergs.	r)	Montrer	que	l'énergie	coulombienne	de	la
distribution	volumique	uniforme	d'un	électron	dans	1;	sphère	est	3	e2/5ro	soit	6/5	rs	en	rydbergs.	d)	La	somme	de	b)	et	c)	et	d'une	énergie	supplémentaire	d'échange	donne	—1,80/r,,	pour	l'énergie	cou	lombienne	totale	par	électron.	Montrer	que	la	valeur	d'équilibre	de	rs	est	2,45.	Ln	tel	métal	sera-t-i	stable	par	rapport	à	un	ensemhle	d'atomes	H
séparés	?	9.	Tenseur	statique	de	magnétoconductivité	En	utilisant	la	théorie	de	la	vitesse	d'entraînement	de	[51],	montrer	que	la	densité	de	courant	statiqui	peut	s'écrire	sous	la	forme	matricielle	:	/.\	/	1	-oj,t	0	\{Ex\	*)	=	ït£ô*hr	'	°	JM-	[64	j-J	V	0	0	1+	(w,	r)2/	\EZ/	Dans	la	limite	du	champ	magnétique	irtr»	1,	montrer	que	a„	=	nec/B	=	-axy.	[65	Dans
cette	limite,	a,x	=	0	en	développant	jusqu'à	l'ordre	de	\/a>cT.	La	quantité	a,..t	est	appelée	1:	conductivité	de	Hall.	10.	Maximum	de	résistance	carrée	Considérons	une	plaque	carrée,	de	coté	L,	d'épaisseur	d,	et	de	lésistance	électrique	p.	La	résistance	mesurée	entre	les	deux	faces	opposées	de	la	plaque	est	appelée	résistance	surfacique	/?□	=	pL/Ld	=
p/c	et	est	indépendante	de	l'aire	L~	de	la	surface.	(	/?□	est	encore	appelée	résistance	carrée	et	s'exprime	er	£2	pour	une	surface	unité,	puisque	p/d	a	la	dimension	de	l'ohm).	Si	nous	utilisons	l'expression	[44]	de	p,	on	obtient	R\	\	=	5—.	nde-	t	Supposons	maintenant	que	la	valeur	minimale	du	temps	entre	deux	collisions	est	déterminée	par	la	diffu	d	sion
sur	les	surfaces	de	la	plaque.	On	a	donc	r	«*	—,	où	v?	représente	la	vitesse	de	Fermi.	En	conséquence	le	maximum	de	la	résistance	carrée	est	donné	par	/?□	=¾	mv/r/nd2e2.	Montrer	que	pour	un	métal	monoatomique	dont	l'épaisseur	ne	comporte	qu'un	seul	atome,	on	î	Rn	=	h/e2	=	4,1	kïl.	Gaz	des	électrons	libres	de	Fermi	157	11.	Petites	sphères	de
métal*	Considérons	un	électron	libre	dans	un	puits	de	potentiel	carré	sphérique	de	rayon	a	et	de	hauteur	infinie.	a)	Montrer	que	la	fonction	d'onde	d'une	orbitale	de	nombre	quantique	de	moment	cinétique	orbital	l	et	de	nombre	quantique	magnétique	m	a	la	forme	:	1p=	Rkl(r)	Yu„(e,4>),	[66]	où	la	fonction	d'onde	radiale	a	la	forme	Ru(r)	=
{klr)V2JMI2(kr),	et	Y	est	une	harmonique	sphérique.	J	est	une	fonction	de	Bessel	d'ordre	demi-entier	qui	satisfait	la	condition	aux	limites	Ji+\ft(ka)	=	0.	Les	racines	donnent	les	valeurs	propres	de	l'énergie	e	des	niveaux	/	h2k2	\	au-dessus	du	fond	du	puits,	(	e	=	).	b)	Montrer	que	l'ordre	des	niveaux	au-dessus	de	l'état	fondamental	est	is,	2p.	\d,	2s,	1/,
2p,	lg,	2d.	\h.	3s.	2/...,	où	s,	p,	d.	/,	g,	h	représentent	/	=	0,	1,	2,	3,	4,	5	respectivement.	BIBLIOGRAPHIE	H.M.	Rosenbf.rg,	Low	température	solid	state	physics,	Oxford,	1963,	chapitres	4	et	5.	D.N.	Langenberg,	«Resource	Letter	OEPM-1	on	the	ordinary	electronic	properties	of	metals»,	Amer.	J.	Phys.	36,	777	(1968).	Excellente	bibliographie	sur	les
effets	de	transport,	l'effet	de	peau,	la	résonance	cyclotron	d'Azbel-Kaner,	les	ondes	de	magnétoplasma,	les	effets	de	taille,	la	résonance	de	spin	des	électrons	de	conduction,	les	spectres	optiques	et	la	photoémission,	les	oscillations	quantiques,	les	effets	ultrasonores	et	l'effet	Kohn.	G.T.	Meaden,	Electrical	résistance	of	mêlais,	Plénum,	New	York,	1965.	
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Kronig-Penney	178	4.	Energie	potentielle	dans	la	structure	du	diamant	178	5.	Vecteurs	d'ondes	complexes	dans	la	bande	interdite	178	6.	Réseau	carré	178	Bibliographie	178	u	C	Isolant	Métal	Semi-métal	Semi-conducteûr	Semi-conducteur	Figure	1	Schéma	de	la	population	en	électrons	des	bandes	d'énergie	permises	dans	un	isolant,	un	métal,	un
semi-métal	et	deux	semi-conducteurs.	La	hauteur	des	cases,	représentées	ici,	indique	les	régions	autorisées	;	les	parties	tramées	évoquent	des	régions	remplies	d'électrons.	Dans	un	semi-métal	(tel	que	le	bismuth),	une	bande	est	presque	pleine	et	une	autre	bande	est	presque	vide	au	zéro	absolu,	par	contre	un	semiconducteur	pur	(tel	que	le	silicium)
devient	isolant	au	zéro	absolu.	Parmi	les	deux	semi-conducteurs	schématisés,	celui	de	gauche	se	trouve	à	une	température	finie,	avec	des	porteurs	excités	thermiquement,	celui	de	droite	manque	d'électrons	par	un	effet	d'impuretés.	
Lorsque	j'avais	commencé	à	y	réfléchir,	je	sentais	que	le	problème	essentiel	était	d'expliquer	comment	les	électrons	arrivent	à	se	faufiler	à	travers	tous	les	ions	du	métal...	
A	l'aide	de	l'analyse	de	Fourier,	je	trouvais	directement	et	à	ma	grande	surprise,	que	l'onde	ne	différait	de	l'onde	plane	des	électrons	libres,	que	par	une	modulation.	
F.	Bi.och	Le	modèle	des	électrons	libres	nous	donne	un	bon	aperçu	sur	la	capacité	calorifique,	la	conductivité	thermique,	la	conductivité	électrique,	la	susceptibilité	magnétique	et	sur	l'électrodynamique	des	métaux.	
Cependant,	ce	modèle	ne	permet	pas	d'approfondir	d'autres	questions	aussi	importantes	que	la	distinction	entre	métaux,	semi-métaux,	semiconducteurs	et	isolants	;	l'existence	de	valeurs	positives	pour	les	coefficients	de	Hall	;	le	rapport	entre	les	électrons	de	conduction	d'un	métal	et	les	électrons	de	valence	des	atomes	libres	;	ainsi	que	d'autres
propriétés	des	phénomènes	de	transport	particulièrement	dans	le	domaine	magnétique.	Il	nous	faut	une	théorie	moins	naïve	;	heureusement,	la	moindre	tentative	d'amélioration	du	modèle	des	électrons	libre	se	révèle	extrêmement	profitable.	La	différence	entre	un	bon	conducteur	et	un	bon	isolant	est	frappante.	
Hormis	la	possibilité	de	supraconductivité,	la	résistivité	électrique	d'un	métal	pur	peut	atteindre	10~1(>	ohm-cm	à	la	température	de	1	K.	
La	résistivité	d'un	bon	isolant	peut	atteindre	1022	ohm-cm.	Cette	gamme	de	1032	est	certainement	la	plus	étendue	parmi	les	propriétés	communes	à	tous	les	solides.	Tous	les	solides	contiennent	des	électrons.	La	question	importante	au	sujet	de	la	conductivité	électrique	est	de	savoir	comment	les	électrons	réagissent	face	à	un	champ	électrique
appliqué.	Nous	verrons	que	les	électrons	dans	les	cristaux	sont	localisés	dans	des	bandes	d'énergie	(fig.	1	)	séparées	par	des	domaines	d'énergie	où	l'on	ne	peut	trouver	aucune	orbitale	ondulatoire	d'électrons	;	de	telles	régions	sont	appelées	bandes	interdites	ou	trous	d'énergie	et	nous	verrons	qu'elles	résultent	de	l'interaction	des	ondes	associées	aux
électrons	de	conduction	avec	les	ions	du	cristal.	Si,	dans	un	cristal,	le	nombre	des	électrons	est	tel	que	les	bandes	d'énergie	permises	sont	entièrement	pleines	ou	entièrement	vides,	alors	aucun	électron	ne	peut	se	déplacer	dans	un	champ	électrique	et	le	cristal	se	comporte	en	isolant.	
Si	une	ou	plusieurs	bandes	sont	partiellement	remplies,	par	exemple	entre	10	et	90	%,	le	cristal	possède	les	propriétés	d'un	métal.	Si	toutes	les	bandes	sont	entièrement	remplies	à	l'exception	d'une	ou	deux	qui	sont	presque	pleines	ou	peu	remplies,	le	cristal	est	alors	un	semi-conducteur	ou	un	semi-métal.	Pour	comprendre	la	différence	entre	les
isolants	et	les	conducteurs,	nous	devons	généraliser	le	modèle	des	électrons	libres	de	manière	à	tenir	compte	de	la	périodicité	du	réseau	dans	le	solide.	L'existence	d'une	bande	interdite	sera	la	propriété	la	plus	remarquable	qui	en	découlera.	
162	Physique	de	l'état	solide	Nous	rencontrerons	d'autres	propriétés	remarquables	des	électrons	dans	les	cristaux	:	ils	réagissent	aux	champs	électriques	ou	magnétiques	comme	s'ils	avaient	une	masse	effective	m"	pouvant	être	supérieure	ou	inférieure	à	la	masse	de	l'électron	libre,	ou	même	négative.	Dans	les	cristaux,	les	électrons	soumis	à	un
champ	réagissent	comme	s'il	étaient	porteurs	de	charges	négatives	ou	positives,	—	e	ou	+e,	ceci	explique	que	le	coefficient	de	Hall	puisse	être	aussi	bien	négatif	que	positif.	MODÈLE	DES	ÉLECTRONS	QUASI	LIBRES	Dans	le	modèle	des	électrons	libres	les	valeurs	permises	pour	l'énergie	sont	distribuées	de	façon	continue	de	zéro	à	l'infini.	Nous
avons	vu	au	chapitre	6	que	ek	=	£-k(r)	=	exp(ik	•	r)	;	[3]	elles	représentent	des	ondes	non	stationnaires	de	quantité	de	mouvement	p	=	hk.	Dans	de	nombreux	cas,	la	structure	de	bandes	d'un	cristal	peut	être	décrite	par	le	modèle	des	électrons	quasi	libres	où	l'on	considère	que	les	électrons	appartenant	aux	bandes	sont	peu	perturbés	par	le	potentiel
périodique	des	ions.	Ce	modèle	permet	quand	même	d'expliquer	qualitativement	presque	toutes	les	caractéristiques	du	comportement	des	électrons	dans	les	métaux.	Nous	savons	que	la	réflexion	de	Bragg	est	une-	propriété	caractéristique	de	la	propagation	des	ondes	dans	les	cristaux.	
La	réflexion	de	Bragg	intervient	également	pour	les	ondes	associées	aux	électrons	et	conduit	à	l'apparition	de	bandes	interdites.	
Il	peut	exister	d'importants	domaines	d'énergie	où	il	n'y	a	pas	de	solution	ondulatoire	de	l'équation	de	Schrôdinger,	connue	le	montie	la	figure	2.	
Ces	bandes	interdites	ont	une	importance	décisive	dans	la	classification	des	solides	en	isolants	et	conducteurs.	L'origine	des	bandes	d'énergie	peut	être	expliquée	physiquement	à	l'aide	du	modèle	simple	d'un	réseau	linéaire	de	paramètre	a.	Le	domaine	des	faibles	énergies	de	la	structure	de	bandes	est	schématisé	sur	la	figure	2,	en	(a)	pour	des
électrons	complètement	libres	et	en	(b)	pour	des	électrons	quasi	libres,	mais	avec	une	bande	interdite	pour	k	=	±7r/û.	La	condition	de	Bragg	(k+	G)2	=	k2	pour	la	diffraction	d'une	onde	de	vecteur	k	s'écrit,	pour	ce	problème	unidimensionnel	1	k	=	±-	G	=	±nn/a,	\4]	où	G	=	2nn/a	est	un	vecteur	du	réseau	réciproque	et	n	un	entier.	Les	premières
réflexions	et	la	première	bande	interdite	apparaissent	pour	k	=	±n/a.	La	région	de	l'espace	k	comprise	entre	—n/a	et	n/a	est	appelée	première	zone	de	Brillouin	du	réseau.	D'autres	bandes	interdites	apparaissent	pour	les	autres	valeurs	de	l'entier	n.	Pour	k	=	±7r/û	les	fonctions	d'ondes	ne	sont	pas	les	ondes	de	propagation	e"™'"	et	e-mjr/o	cju	mocièie
des	électrons	libres.	Nous	-allons	montrer	que	les	solutions	correspondant	à	ces	valeurs	particulières	de	k	sont	les	résultantes	d'ondes	se	propageant	vers	la	droite	et	vei^s	la	gauche	:	ce	sont	des	ondes	stationnaires.	Donnons	d'abord	un	argument	Bandes	d'énergie	163	Deuxième	bande	permise	Bande	interdite	Première	bande	permise	:&	(a)	Figure	2
(a)	Représentation	de	l'énergie	e	en	fonction	du	vecteur	d'onde	k	pour	un	électron	libre.	(b)	Représentation	de	l'énergie	en	fonction	du	vecteur	d'onde	pour	un	électron	appartenant	à	un	réseau	linéaire	monoatomique	de	paramètre	n.	
La	bande	interdite	de	largeur	Eg	représentée	ici	est	associée	à	la	première	réflexion	de	Bragg,	c'est-à-dire	k	=	±n/o	;	on	trouve	des	bandes	analogues	pour	±rur/a,	n	étant	entier.	
de	plausibilité.	Quand	la	condition	de	Bragg	est	satisfaite,	une	onde	se	propageant	dans	une	direction	est	réfléchie	et	se	propage	dans	la	direction	opposée.	Chaque	réflexion	de	Bragg	successive	inverse	à	nouveau	la	direction	de	propagation.	La	seule	solution	en	régime	permanent	est	une	onde	stationnaire.	Nous	pouvons	former	deux	ondes
stationnaires	différentes	à	partir	des	ondes	emjr/°	et	e~'"v/0	:	¢(+)	ex	e*""*	+	e'™*"1	=	2	cos(nx/a)	■tp(-)	ex	e'n'/a	-	eTinxl"	=	2i	sin(jrjc/û).	[5]	Les	ondes	stationnaires	sont	formées	par	la	composition	d'ondes	de	propagation	égales	et	de	sens	opposés.	Ces	ondes	stationnaires	sont	indicées	(—)	ou	(+)	suivant	qu'elles	changent	ou	non	de	signe	quand	—
x	est	remplacé	par	x.	Origine	des	bandes	interdites	Les	deux	ondes	stationnaires	(p(+)	et	xp(—)	accumulent	des	électrons	dans	des	zones	placées	différemment	par	rapport	aux	ions.	Par	conséquent	ces	deux	ondes	ont	des	énergies	potentielles	différentes	;	c'est	l'origine	de	la	bande	interdite.	La	densité	de	probabilité	p	d'une	particule	est	|^|2-	Pour
une	onde	de	propagation	e1**,	nous	avons	p	=	g-'^e"*-1	=	1,	la	densité	de	charge	est	donc	constante.	Cette	densité	n'est	pas	constante	pour	des	combinaisons	linéaires	d'ondes	planes.	
Soit	l'onde	stationnaire	xp(+)	de	[5]	;	nous	avons	/o(+)	=	M+)|2	oc	cos2nx/a.	
qui	accumule	des	charges	négatives	au	voisinage	des	ions	positifs	situés	en	x	=	0,	a,	la,...	où	l'énergie	potentielle	est	minimale.	La	figure	3(a)	indique	schématiquement	les	variations	du	potentiel	électrostatique	d'un	électron	de	conduction	dans	le	champ	des	cations	d'un	réseau	linéaire	monoatomique.	Les	cations	portent	une	charge	positive,	car	dans
un	métal	chaque	atome	abandonne	un	ou	plusieurs	électrons	de	valence	pour	former	la	bande	de	conduction.	L'énergie	potentielle	d'un	électron	dans	le	champ	d'un	ion	positif	est	négative,	c'est-à-dire	attractive.	Pour	l'onde	stationnaire	ip(—)	nous	avons	la	densité	de	probabilité	P(—)	=	M-)|2	ex	sin2nx/a,	qui	répartit	les	électrons	préférentiellement	à
mi-chemin	entre	les	ions,	c'est-à-dire	loin	des	ions.	En	(b)	nous	représentons	la	distribution	des	densités	électroniques	correspondant	aux	ondes	stationnaires	xp{+)	et	xp(—)	ainsi	qu'à	une	onde	de	propagation.	164	Physique	de	l'état	solide	En	calculant	les	valeurs	moyennes	de	l'énergie	potentielle	pour	les	trois	distributions	mentionnées,	nous	nous
attendons	à	trouver	que	l'énergie	potentielle	de	/o(+)	est	plus	faible	que	celle	d'une	onde	de	propagation,	elle-même	plus	faible	que	l'énergie	de	p{—).	Si	les	potentiels	de	/o(—)	et	/o(+)	diffèrent	d'une	quantité	Eg,	nous	aurons	une	bande	interdite	de	largeur	Eg.	La	fonction	d'onde	qui	se	trouve	juste	en	dessous	de	la	bande	interdite,	c'est-à-dire	aux
points	A	de	la	figure	2,	sera	xp(+),	alors	que	la	fonction	d'onde	qui	se	trouve	juste	au-dessus	de	la	bande	interdite,	c'est-à-dire	aux	points	B	de	la	même	figure,	sera	?/»(—).	
Largeur	de	la	bande	interdite	Les	fonctions	d'onde	normalisées	sont	égales	à	\Jl	cosnx/a	et	\Jl	smnx/a	aux	limites,	de	zone.	L'énergie	potentielle	dans	le	cristal	est	U{x)	=	U	con2nx/a	Au	premier	ordre,	la	différence	d'énergie	entre	les	deux	états	est	:	Eg=	f	dxUlx)[\M+)\2	-M-)|2]	Jo	E*	l	L6]	2V	I	dx(cos2nx/a){cos2nx/a	—	sin	nx/à)	=	U.	La	largeur	de	la
bande	interdite	est	égale	au	module	de	la	composante	de	Fouiier	du	potentiel	cristallin.	U,	énergie	potentielle	^Centre	d'un	ion	yr^\r^r^r~^r	(a)	Densité	de	probabilité	P	|,m-)P	v-~\'/^sr~sr~^r	IV(+)P	Onde	de	propagation	(b)	Figure	3	(a)	Variation	de	l'énergie	potentielle	d'un	électron	de	conduction	dans	le	champ	des	cations	d'un	réseau	linéaire,
(b)	Distribution	de	la	densité	de	probabilité	p	dans	le	réseau	pour	\ip(—)|2	oc	sin	nx/a	;	1^(+)12	oc	cos2jrj(/a	et	pour	une	onde	de	propagation.	La	fonction	d'onde	ib(+)	accumule	des	charges	électroniques	autour	des	cations	ce	qui	abaisse	l'énergie	potentielle	par	rapport	à	sa	valeur	moyenne	pour	une	onde	de	propagation.	La	fonction	d'onde	ip{-)
accumule	des	charges	à	mi-chemin	entre	les	ions,	ce	qui	augmente	l'énergie	potentielle	par	rapport	à	celle	d'une	onde	de	propagation.	Cette	figure	est	la	base	de	la	compréhension	de	l'origine	de	la	bande	interdite.	Bandes	d'énergie	165	FONCTIONS	DE	BLOCH	Félix	Bloch	démontra	un	important	théorème	qui	établit	que	les	solutions	de	l'équation	de
Schrôdinger	pour	un	potentiel	périodique	ont	la	forme	:	ipk(r)	=	uk(r)	exp(ik	-	r)	[71	où	la	fonction	uk(r)	a	la	périodicité	du	réseau	cristallin,	avec:	uk(r)	=	uk(r	+	T).	Le	résultat	[7]	est	une	forme	du	théorème	de	Bloeh	qui	établit	que	les	fonctions	propres	de	l'équation	d'onde	pour	un	potentiel	périodique	ont	la	forme	d'un	produit	d'une	onde	plane	exp(ik
•	r)	par	une	fonction	uk(r)	qui	a	la	périodicité	du	réseau	cristallin.	
Les	orbitales	de	la	forme	[7]	sont	connues	sous	le	nom	de	fonctions	de	Bloch.	Comme	nous	le	verrons	plus	loin,	ces	solutions	sont	formées	d'ondes	de	propagation	et	peuvent	être	groupées	en	paquets	d'onde	afin	de	représenter	les	électrons	qui	se	propagent	librement	à	travers	le	potentiel	dû	aux	ions.	Nous	donnons	ici	une	démonstration	valable
lorsque	\|\	est	non	dégénérée,	c'est-à-dire	lorsqu'il	n'existe	pas	d'autre	fonction	d'onde	ayant	la	même	énergie	et	le	même	vecteur	d'onde	que	ijjk.	Le	cas	général	sera	considéré	ultérieurement	à	l'aide	d'une	autre	méthode.	Nous	considérons	N	points	identiques	appartenant	au	réseau	et	situés	sur	un	anneau	de	longueur	Na.	Le	potentiel	est	périodique,
avec	U(x)	=	U(x	+	sa)	où	s	est	un	entier.	
Etant	donné	la	symétrie	de	l'anneau,	nous	cherchons	des	solutions	telles	que	:	tP(x	+	a)	=	Ctflx),	[8]	où	C	est	une	constante.	Si	nous	considérons	maintenant	un	tour	complet	de	l'anneau,	il	vient	ijj(x	+	Na)	=	i!j(x)	=	C"xP(x),	étant	donné	que	xp(x)	est	non	dégénérée.	
C	est	donc	une	racine	énième	de	l'unité,	c'est-à-dire	:	C	=	exp[i	2ns/N]	;	s	=	0,1,2,...;	N-\.	
[9]	On	voit	donc	que	:	ip(x)	=	uk{x)	exp[i	2nsx/Na],	[10]	vérifie	la	relation	[8],	à	condition	que	uk{x)	=	uk(x	+	a).	Avec	k	=	2ns/Na,	nous	avons	le	résultat	[7]	du	théorème	de	Bloch.	Pour	une	autre	démonstration	se	reporter	à	l'équation	[29].	MODÈLE	DE	KRONIG-PENNEY	Un	problème	de	potentiel	périodique	pour	lequel	l'équation	d'onde	peut	être
représentée	à	l'aide	de	fonctions	analytiques	simples,	est	celui	des	puits	carrés	symbolisés	sur	la	figure	4.	L'équation	d'onde	est	:	h2	d2rh	-^-~Ti	+	U(x)xp	=	Exp.	[11]	2m	ax	où	U{x)	exprime	l'énergie	potentielle	et	£	est	une	valeur	propre	de	l'énergie.	Dans	l'intervalle	0	<	x	<	a,	pour	lequel	U	=	0,	la	fonction	propre	est	une	combinaison	linéaire,	166
Physique	de	l'état	solide	iU(x)	Figure	4	Puits	de	potentiel	carré	périodique	introduit	par	R.	de	L.	Kronig	et	W.G.	Penney.	Proc.	Roy.	Soc.	(London)	A130,	499	(1931).	il)=AëKx	+	Bé-iKx,	[12]	d'ondes	planes	qui	se	déplacent	simultanément	vers	la	droite	et	vers	la	gauche,	avec	une	énergie	e	=	h2K2/2m.	[13]	Dans	l'intervalle	—b	<	x	<	0,	correspondant	à
l'intérieur	de	la	barrière,	la	solution	aura	la	forme	:	tP	=	CeQv+	De~Qx,	[14]	avec	:	U0-e	=	h2Q2/2m.	[15]	Nous	recherchons	la	solution	complète	sous	la	forme	d'une	fonction	de	Bloch	[7].	La	solution	dans	la	région	a	<	x	<	a	+	b	doit	être	reliée	à	la	solution	[14]	de	la	région	—b	<	x	<	0	d'après	le	théorème	de	Bloch	:	ijj(a	<	x	<	a	+	b)	=	M-b	<	x	<
0)eiH"+M	[16]	qui	permet	de	définir	le	vecteur	d'onde	k	servant	à	indexer	les	solutions.	Les	constantes	A,B,C,D	sont	choisies	de	telle	façon	que	tp	et	Aip/âx	soient	continues	aux	points	x	=	0	et	x	=	a.	Ce	sont	les	conditions	aux	limites	usuelles	pour	un	problème	de	mécanique	quantique	avec	un	puits	de	potentiel	carré.	En	x	=	0	:	A	+	B	=	C	+	D;	[17]
\K(A-B)	=	Q(C-D).	
[18]	En	jc	=	û	et	en	utilisant	l'équation	[16]	où	xp(a)	et	xp(—b)	exprimées	du	coté	des	barrières	ne	diffèrent	que	d'un	facteur	de	phase	exp[\k(a	+	b)],	on	a	:	A	èKtt	+	B	e-,K"	=	{CeTQb+D	eeh)é':l"+b)	[19]	\K(A	êKa	-	B	e-'*")	=	Q(C	eTQb	-	D	eQb)e*la+b)	[20]	Les	quatre	équations	[17]	à	[20]	ont	une	solution	si	et	seulement	si	le	déterminant	des
coefficients	A,B,C.D	est	nul.	c'est-à-dire	si	[(Q2	-	K2)/2QK]	sh	Qb	sin	Ka	+	ch	Qb	cos	Ka	=	cos	k(a	+	b)	[21a]	Les	calculs	qui	conduisent	à	ce	dernier	résultat	sont	fastidieux.	Le	résultat	est	simplifié	si	l'on	représente	le	potentiel	pour	une	«fonction»	périodique	delta	que	l'on	obtient	en	faisant	tendre	b	vers	zéro	et	U0	vers	l'infini	de	façon	que	la	grandeur
P	=	Q2ba/2	soit	finie.	Dans	cette	limite,	Q	^>	K	et	Qb	<$C	1.	L'expression	[21a]	se	simplifie,	{P/Ka)s,mKa	+cos	Ka	=	coska.	[21b]	"Un	-(a	+	b)	-b	0	a	a	+	b	Bandes	d'énergie	167	Les	valeurs	de	K,	pour	lesquelles	il	existe	des	solutions	de	cette	équation,	sont	représentées	sur	la	figure	5	pour	le	cas	P	=	3n/2.	Les	valeurs	correspondantes	de	l'énergie
sont	symbolisées	dans	la	figure	6.	
On	peut	noter	les	bandes	interdites	aux	limites	de	zone.	
C'est	le	vecteur	d'onde	k	de	la	fonction	de	Bloch	qui	est	l'indice	pertinent,	et	non	pas	le	vecteur	d'onde	K	de	l'équation	[12]	qui	est	relié	à	l'énergie	par	[13].	Un	traitement	de	ce	problème	dans	l'espace	des	vecteurs	d'onde	est	proposé	plus	loin	dans	ce	chapitre.	
1	(PIKa)	sin	Ka	+	co&Ka	Figure	5	Représentation	de	la	fonction	(P/Ka)xmKa	+co&Ka,	pour	P	=	3jt/2.	Les	valeurs	permises	de	l'énergie	e	correspondent	aux	domaines	où	la	fonction	K	=	(2me/h2),/2	est	comprise	entre	les	limites	+	1	et	-	1.	Pour	les	autres	valeurs	de	l'énergie,	il	n'existe	pas	d'onde	propagative	ou	de	type	Bloch,	solutions	de	l'équation
d'onde,	si	bien	que	des	bandes	d'énergies	interdites	apparaissent	dans	le	spectre.	
Figure	6	Variation	de	l'énergie	en	fonction	du	nombre	d'onde	dans	le	cas	du	potentiel	de	Kronig-Penney,	avec	P	=	3jt/2.	Noter	les	bandes	d'énergies	interdites	aux	valeurs	ka	=	jr,	2jr,	3jr...	EQUATION	D'ONDE	D'UN	ELECTRON	DANS	UN	POTENTIEL	PERIODIQUE	Nous	avons	considéré	sur	la	figure	3	la	forme	approchée	de	la	solution	de	l'équation
de	Schrôdinger	dans	le	cas	où	le	vecteur	d'onde	est	à	une	limite	de	zone	dans	l'espace	des	vecteurs	d'onde,	par	exemple	k	=	n/a.	Etudions	maintenant	en	détail	l'équation	d'onde	et	sa	solution	pour	des	valeurs	quelconques	de	k.	Soit	V	(x)	l'énergie	potentielle	d'un	électron	dans	un	réseau	linéaire	de	paramètre	a.	Nous	savons	que	cette	énergie	est	inva-
168	Physique	de	l'état	solide	riante	dans	une	translation	d'un	vecteur	fondamental	:	U(x)	=	U(x	+	a).	Une	fonction	invariante	dans	une	translation	du	réseau	cristallin	peut	être	développée	en	série	de	Fourier	sommée	sur	tous	les	vecteurs	G	du	réseau	réciproque.	Nous	pouvons	écrire	la	série	de	Fourier	de	l'énergie	potentielle	sous	la	Forme,	£/(*)	=
X^ceiCt.	[22]	c	Les	valeurs	des	coefficients	Uc	pour	des	potentiels	cristallins	réels	tendent	à	décroître	rapidement	quand	l'amplitude	de	G	augmente.	Pour	un	potentiel	de	Coulomb	Uc	décroît	en	1/G2.	Nous	voulons	que	l'énergie	potentielle	U(x)	soit	une	fonction	réelle	U(x)	=	Y^Uc(eiCx	+	e"iCï)	=	2j2uc	cosGx.	[23]	c>o	c>o	Pour	simplifier	nous	avons
pris	£/()	=	0.	L'équation	d'onde	d'un	électron	dans	le	cristal	est	TïiJj	=	exJj,	où	7ï	est	l'hamiltonien	et	s	une	valeur	propre	de	l'énergie.	Les	solutions	tp	sont	appelées	fonctions	propres	ou	orbitales.	L'équation	d'onde	s'écrit	:	(i	pl	+	U(X))	^(X)	=	(i	pl	+	^	^e*™	W)	=	etlKx).	[24]	L'équation	[24]	est	écrite	dans	l'approximation	à	un	électron	dans	laquelle
l'orbitale	tp(x)	décrit	le	mouvement	d'un	seul	électron	dans	le	potentiel	des	ions	et	dans	le	potentiel	moyen	créé	par	les	autres	électrons	de	conduction.	
La	fonction	d'onde	ip(x)	peut	être	développée	en	série	de	Fourier	sommée	sur	toutes	les	valeurs	du	vecteur	d'onde	compatibles	avec	les	conditions	aux	limites,	soit	:	où	k	est	réel.	(Nous	aurions	tout	aussi	bien	pu	écrire	k	en	indice	de	C	sous	la	forme	C*).	Les	valeurs	de	k	ont	la	forme	2nn/L,	car	elles	satisfont	aux	conditions	aux	limites	périodiques	sur
la	longueur	L	;	n	est	un	entier	quelconque,	positif	ou	négatif.	Nous	ne	supposons	pas	que	-0(jc)	a	la	période	«	a»	du	réseau	;	les	propriétés	de	translation	de	xp(x)	sont	déterminées	par	le	théorème	de	Bloch	[7].	Tous	les	vecteurs	d'onde	2nn/L	n'entrent	pas	dans	le	développement	de	Fourier	d'une	fonction	de	Bloch	particulière.	Si	un	vecteur	d'onde	k
est	autorisé	-	c'est-à-dire	si	k	est	contenu	dans	une	solution	ift	-	on	montrera	que	les	autres	vecteurs	d'onde	du	développement	de	ijj	ont	la	forme	k	+	G	où	G	est	un	vecteur	quelconque	du	réseau	réciproque.	Nous	pouvons	écrire	une	fonction	d'onde	xjj	qui	contient	un	coefficient	de	-Fourier	k	sous	la	forme	xp(k)	aussi	bien	que	sous	la	forme	«/;(&	+	G)
car	si	k	apparaît	dans	la	série	de	Fourier,	k	+	G	intervient	également.	Les	vecteurs	d'onde	k	+	G,	pour	les	différentes	valeurs	de	G,	forment	un	sous-	ensemble	très	réduit	des	vecteurs	d'onde	2nn/L,	comme	le	montre	la	figure	7.	Nous	choisirons	généralement	les	valeurs	de	k	dans	la	première	zone	de	Brillouin.	
Lorsque	d'autres	conventions	seront	utilisées,	nous	le	préciserons.	Ce	problème	ressemble	à	celui	de	la	diffraction	des	rayons	X	plutôt	qu'à	celui	des	phonons	où	il	n'existe	pas	de	composantes	du	mouvement	des	ions	en	dehors	de	la	première	zone.	Pour	résoudre	l'équation	d'onde,	nous	substituons	le	développement	[25]	dans	l'équation	[24]	de	façon	à
obtenir	un	ensemble	d'équations	algébriques	linéaires	ayant	les	coefficients	de	Fourier	comme	inconnues.	Bandes	d'énergie	169	.k	-2^L	.b	.k	+-2^.	.b	+M.	■\	I	i	I	I	I	)-	-30	-20	-10	0	10	20	30	k,	en	unités	de	2nlL	Figure	7	Les	points	du	bas	représentent	les	valeurs	du	vecteur	d'onde	k	—	Inn/L	autorisées	par	les	conditions	aux	limites	périodiques	pour	la
fonction	d'onde	sur	un	anneau	de	périmètre	L	composé	de	20	mailles	primitives.	Les	valeurs	permises	vont	jusqu'à	±oo.	Les	points	du	haut	représentent	les	premiers	vecteurs	d'onde,	peu	nombreux,	qui	peuvent	entrer	dans	le	développement	de	Fourier	d'une	fonction	d'onde	V-'(f),	en	partant	d'un	vecteur	d'onde	particulier	k	=	ko	=	-8(2jr/L)	;	par
conséquent,	le	paramétre	du	réseau	a	est	Z./20	et	le	plus	petit	vecteur	du	réseau	réciproque	a	pour	longueur	2jr/n	=	20	•	(2jr/L).	Le	ternie	d'énergie	cinétique	est	1	,	1	/	d	V	te	d2xp	te	v-^	,	2m	2m	\	ax	J	2m	ax1	2m	^j-1	et	le	terme	d'énergie	potentielle	est	:	(	J2	UcèCx)t(x)	=	J2J1	UcëCxC(k)ék\	V	C	'	C	k	L'équation	d'onde	est	la	somme	des	deux	termes	:
fi1	J2	y~	k2C(k)€kx	+	J2	X!	VcC(k)élk+C)x	=	e	^	C(k)e'kx.	[26]	k	lm	C	k	k	Chaque	composante	de	Fourier	doit	avoir	le	même	coefficient	dans	les	deux	membres	de	l'équation.	Nous	avons	donc	[27]	(h-	-	s)C(k)	+	Y^	UcC(k	-	G)	=	0	c	avec	la	notation	kk	=	h2k2/2m.	
[28]	L'équation	[27]	est	une	forme	très	utile	de	l'équation	d'onde	dans	un	réseau	périodique.	Elle	est	inhabituelle	car	l'équation	différentielle	habituelle	est	remplacée	par	un	ensemble	d'équations	algébriques.	Cet	ensemble	paraît	difficile	à	traiter	car	il	existe	en	principe	un	nombre	infini	de	paramètres	C{k	—	G)	à	déterminer.	Dans	la	pratique,	un
petit	nombre	suffira,	par	exemple	deux	ou	quatre	dans	la	plupart	des	cas.	L'expérience	permet	d'apprécier	les	avantages	pratiques	de	cette	approche	algébrique.	Nouvel	énoncé	du	théorème	de	Bloch	Après	avoir	déterminé	les	coefficients	«	C»	de	l'équation	[27],	la	fonction	d'onde	a	pour	expression	:	^(jc)	=	J2	C(k	-	G)ei(*-cu	[29]	.	,.	■	c	qui	peut
également	s	écrire	:	x)	=	(j2c(k-	G)e-'Cx\ékx	=	e*xuk(x)	■VfcC	G	170	Physique	de	l'état	solide	avec	:	uk(x)	=	J2C(k	~	G)e'CX	c	uk(x)	représente	un	développement	de	Fourier	sur	les	vecteurs	du	réseau	réciproque,	il	est	invariant	dans	une	translation	T	du	réseau	cristallin,	par	conséquent	uk(x)	=	uk{x	+	T).	On	peut	vérifier	directement	ce	résultat	en
calculant	uk(x	+	7")	:	uk(x	+T)	=	J2C{k-	C)e-iCot+"	=	e"iC7	[]£C(k	-	Oe""*]	=	^iCTuk{x)	Etant	donné	que	exp(—iGT)	=	1,	il	en	résulte	uk(x	+	T)	=	uk(x),	ce	qui	établit	la	périodicité	de	uk.	Voici	une	deuxième	démonstration	du	théorème	de	Bloch	qui	reste	valable	lorsque	les	xpk	sont	dégénérées.	Quantité	de	mouvement	d'un	électron	dans	un	cristal
Quelle	est	la	signification	du	vecteur	d'onde	k	utilisé	comme	indice	dans	la	fonction	de	Bloch	?	Il	a	plusieurs	pi	opriétés.	a)	Après	translation	d'un	vecteur	du	réseau	qui	fait	passer	de	r	à	r	+	T,	nous	avons	^(r	+	T)	=	eikT	•	e,krHk,r	+	T)	=	eikT-0A(r)	[30]	car	wk(r	+	T)	=	wk(r).	Donc	e,kT	est	le	facteur	de	phase1	par	lequel	est	multipliée	une	fonction	de
Bloch	quand	nous	effectuons	une	translation	T.	b)	Si	le	potentiel	du	réseau	s'annule,	l'équation	[27]	devient	(kk	—	e)C(k)	=	0,	donc	tous	les	coefficients	C(k	—	G)	sont	nuls	sauf	C(k)	et	par	conséquent	uk(r)	est	constant.	
Nous	avons	:	^ik(r)	=	e'kr,	comme	pour	un	électron	libre.	(Ceci	suppose	que	nous	ayons	eu	l'idée	de	choisir	l'indice	k	approprié	;	dans	beaucoup	d'applications	nous	verrons	que	d'autres	choix	pour	l'indice	k	sont	plus	pratiques).	c)	La	valeur	de	k	entre	dans	les	lois	de	conservation	pour	les	collisions	d'électrons	dans	les	cristaux.	Pour	cette	raison	hU.
est	appelé	moment	cristallin	ou	quantité	de	mouvement	de	l'électron	dan.s	le	cristal.	Quand	un	électron	k	rencontre	un	phonon	de	vecteur	d'onde	q,	la	règle	de	sélection	est	k	+	q	=	k'	+	G,	si	le	phonon	est	absorbé	dans	la	collision.	L'électron	a	diffusé	d'un	état	k	à	un	état	k',	et	G	esi	un	vecteur	quelconque	du	réseau	réciproque.	La	façon	arbitraire
d'indexer	les	fonctions	de	Bloch	peut	être	incorporée	dans	G	sans	que	la	physique	du	processus	ne	soit	changée.	Solution	de	l'équation	centrale	L'équation	centrale	(Xk	-	e)C(k)	+	J2	UcC(k	-	G)	=	0	[31]	c	représente	un	ensemble	d'équations	linéaires	qui	relient	les	valeurs	de	C(k	—	G)	pour	1	Nous	pouvons	également	dire	que	expOk	■	T)	esi	la	valeur
propre	de	l'opération	de	translation	cristalline	T,	et	que	lllk	est	le	vecteur	propre.	On	peut	alors	écrire	Tlpk(x)	=	tpk(x	+T)	=	exp(ik	■	T)lpk(x),	par	conséquent,	k	est	un	indice	valable	pour	la	valeur	propre.	Nous	avons	utilisé	ici	le	théorème	de	Bloch.	
Bandes	d'énergie	171	2x	—	£	u	0	0	0	u	*•*-*	~~	u	0	0	£	0	u	h	-£	t/	0	0	0	u	^■k+g	—	£	u	0	0	0	u	^k+2g	—	£.	l'ensemble	des	vecteurs	G	du	réseau	réciproque.	Ces	équations	ont	une	solution	si	le	déterminant,	formé	par	tous	les	coefficients,	est	nul.	Nous	transcrivons	les	équations	pour	un	problème	déterminé.	Soit	g	le	plus	petit	des	vecteurs	G	et
supposons	que	l'énergie	potentielle	ne	contient	qu'une	seule	composante	de	Fourier	Us	=	b'_g,	que	l'on	notera	U.	Une	partie	du	déterminant	peut	alors	être	représentée	par	:	[32]	Pour	cela	on	écrit	cinq	équations	successives	de	l'ensemble	[31].	Le	déterminant	possède,	en	principe,	un	nombre	infini	de	termes	mais	il	suffit,	dans	la	plupart	des	cas,
d'annuler	le	bloc	écrit	ci-dessus.	
Pour	une	valeur	de	k	donné,	chaque	racine	£	ou	ek	se	situe	dans	une	bande	d'énergie	différente,	sauf	dans	le	cas	où	il	v	a	coïncidence.	La	solution	du	déterminant	[32]	fournit	un	ensemble	de	valeurs	propres	de	l'énergie	e„k,	où	n	est	un	indice	qui	permet	d'ordonner	les	énergies	et	k	est	un	vecteur	d'onde	qui	repère	les	différents	Ck.	Le	plus	souvent,	k
sera	choisi	dans	la	première	zone	pour	éviter	toute	confusion	dans	le	mode	de	repérage.	Si	l'on	choisit	un	k	qui	diffère	du	vecteur	initial	par	un	vecteur	du	réseau	réciproque,	nous	obtiendrons	le	même	ensemble	d'équations	dans	un	ordre	différent	mais	avec	le	mênie	spectre	d'énergies.	Modèle	de	Kronig-Penney	dans	l'espace	réciproque2	Afin	de
montrer	l'utilité	de	l'équation	centrale	[31]	dans	un	problème	exactement	soluble,	nous	utilisons	le	modèle	de	Kronig-Penney	avec	un	potentiel	périodique	sous	la	forme	de	«fonctions»	delta	:	t/(jt)	=	2^t/ccosGjc	=	Aa^8{x-sà),	[33]	CM)	s	où	A	est	une	constante,	et	a	le	pas	du	réseau.	La	sommation	est	faite	sur	tous	les	entière	s	compris	entre	0	et	\/a.	
Les	conditions	aux	limites	sont	périodiques	sur	un	anneau	de	longueur	unitaire,	c'est-à-dire	sur	\/a	atomes.	Les	coefficients	de	Fourier	du	potentiel	sont	alors	:	Uc	=	!	dx	U(x)	cos	Gx	=	Aa	Vj	/	àx	S(x	—	sa)cos	Gx	=	Aa	/_"cos	G	sa	=	A	[34]	Jo	j	Jo	L'équation	centrale,	avec	k	comme	indice	de	Bloch,	s'écrit	alors	:	(X*	-	e)Cm	+	A	J2	C{k	-	2nn/a)	=	0	[35]	n	où
Xk	=	tek2/2m	et	où	la	somme	porte	sur	tous	les	entière	n.	Nous	cherchons	à	résoudre	[35]	pour£(*).	Définissons	f(k)	=	Y/C(k-2nn/a),	[36]	2	Ce	traitement	a	été	suggéré	par	Surjit	Singh.	
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51,	179	(1983).	172	Physique	de	l'état	solide	de	sorte	que	[35]	devient	:	k2	—	(2m£/n2)	Puisque	la	sommation	[36]	porte	sur	tous	les	coefficients	C,	nous	avons	pour	toui	n	f(k)	=	f{k	-	2nn/a)	[38]	Cette	relation	nous	permet	d'écrire	:	C{k	-	2nn/a)	=	-(2mA/h2)f(k)[(k	-	2nn/a)2	-	(2me/h2)]''	[39]	En	sommant	sur	n	les	deux	membres	de	l'égalité,	en	utilisant
[36]	et	en	simplifiant	par	f(k)	on	obtient	:	(h2/2mA)	=	-	Yl	[(*	-	2nn/a)2	-	(2mE/h2)]'	[40]	Et	avec	l'aide	de	la	relation	usuelle	:	El	[41]	nn	+	x	et	de	quelques	manipulations	trigonométriques	dans	lesquelles	on	utilise	notamment	la	différence	de	deux	cotangentes	et	le	produit	de	deux	sinus,	la	somme	[40]	devient	:	a2	sinKa	,	[42]	4Ka(coska	—	cos	Ka)	où
K2	=	2me/h2	de	même	que	dans	l'équation	[13].	Le	résultat	final	[40]	s'écrit	:	(mAa2/2r,2)(Ka)-'	-sin	Ka	+	cos	Ka	=	cos	ka	[43]	et	est	en	accord	avec	l'équation	[21b]	de	Kionig-Penney	en	éciïvani	P	sous	la	forme	:	mAa2/2h2.	Approximation	du	réseau	vide	Les	-structures	de	bandes	sont	souvent	représentées	comme	des	graphes	de	l'énergie	en	fonction
du	vecteur	d'onde	dans	la	première	zone	de	Brillouin.	Lorsqu'un	vecteur	d'onde	vient	à	se	trouver	à	l'extérieur	de	la	première	zone,	on	peut	l'y	ramener	en	lui	soustrayant	un	vecteur	approprié	du	réseau	réciproque.	On	peut	toujours	trouver	une	telle	translation.	Cette	opération	facilite	la	visualisation	des	structures	de	bande	tout	en	réduisant	la	taille
du	schéma.	Étant	donné	que	les	bandes	d'énergie	sont	souvent	assez	bien	représentées	par	les	énergies	de	l'électron	libre,	il	est	utile	de	représenter	également	les	énergies	de	l'électron	libre	dans	la	première	zone.	L'énergie	de	l'électron	libre	est	£K	=	frK2/2m.	Il	n'y	a	pas	de	restriction,	à	ce	niveau,	sur	le	vecteur	d'onde	K	mais	nous	pouvons	toujours
écrire	ceci	en	fonction	d'un	vecteur	d'onde	k	contenu	dans	la	première	zone.	Étant	donné	un	vecteur	K,	on	peut	toujours	trouver	un	vecteur	du	réseau	réciproque	G	tel	que	K	=	k+	G,	k	appartenant	à	la	première	zone.	L'énergie	peut	alors	s'écrire	:	s(kx,k,,kz)	=	(h2/2m)(k	+	G)2	=	(h2/2m)[(kx	+	G')2	+	(*,	+	G,.)2	+	(L	+	G,)2]...	Bandes	d'énergie	173
Considérons	les	premières	bandes	d'énergie	d'un	électron	libre	dans	un	réseau	cubique	simple.	Supposons	que	l'on	souhaite	exprimer	l'énergie	en	fonction	de	k	dans	la	direction	[100].	Par	simplicité,	on	choisit	les	unités	de	telle	façon	que	h2/2m	=	1.	On	trouvera	ci-dessous,	les	premières	bandes	dans	cette	approximation	du	réseau	vide	avec	les
énergies	à	k	=	0	et	le	long	de	l'axe	kx	clans	la	première	zone	:	Bande	1	2,3	4,	5,	6,	7	8,9,	10,	11	12,	13,	14,	16,	17,	18,	15	19	Ga/2n	000	100.	100	010,010.	110,	101,	TlO,	Toi,	OU,	Oïl,	001.	110.	110,	OU,	001	101	101	ou	£(000)	0	(2n/a)2	{2n/a)-	2(2n/a)2	2(2n/a)2	2(2n/a)2	£(*v00)	(*x	±	2n/a)2	k\	+	(2n/a)2	(kx	+	2n/a)2	+	(2tt/û)2	(*,	-	2n/a)2	+	(In/a)2	k;	+
2(2n/a)2	Ces	bandes	sont	représentées	à	la	figure	8.	Il	est	bon	comme	exercice	de	représenter	les	mêmes	bandes	pour	k	parallèle	à	la	direction	[111]	dans	l'espace	des	vecteurs	d'onde.	Figure	8	Énergie	de	l'électron	dans	le	réseau	vide.	Les	premières	bandes	d'énergie	de	l'électron	libre	dans	le	cas	d'un	réseau	cubique	simple	sont	reportées	dans	la
première	zone	de	Brillouin	et	représentées	suivant	la	direction	(Jt,00).	L'énergie	de	l'électron	libre	est	h2{k	+	G)2/2m,	où	les	valeurs	des	G	sont	données	par	la	deuxième	colonne	du	tableau	précédent.	Les	courbes	en	traits	pleins	sont	dans	la	première	zone	de	Brillouin,	avec	-n/a	<	k,	<	jr/o.	
Les	bandes	d'énergie	représentées	dans	cette	zone	constituent	le	schéma	des	zones	réduites	Solution	approchée	près	d'une	limite	de	zone	Plaçons-nous	dans	le	cas	où	les	valeurs	des	coefficients	de	Fourier	Uc	de	l'énergie	potentielle	soni	faibles	par	rapport	à	l'énergie	cinétique	d'un	électron	libre	à	la	limite	de	/one.	Considérons	d'abord	la	fonction
d'onde	ayant	un	vecteur	d'onde	exactement	à	la	limite	de	zone	en	^	G,	c'est-à-dire	en	n/a.	Alors	k2	=	(\G)2-	(k-G)2	=	([G	G)2	=	(\	G)2,	ainsi,	à	la	limite	de	zone,	l'énergie	cinétique	des	deux	composantes	de	l'onde	±^	G,	est	la	même.	Si	C(\	G)	est	un	coeff"-ient	important	de	l'orbitale	[29]	à	la	limite	de	zone,	alors	il	en	est	de	même	de	C(—	^	G).	Ce
résultat	découle	également	de	la	discussion	de	[5].	174	Physique	de	l'état	solide	Nous	ne	retenons	que	les	équations	contenant	les	coefficients	C(^G)	et	C(—	\	G),	en	négligeant	tous	les	autres	coefficients.	Alors	une	équation	de	[31]	devient,	avec	K	=	\	G	et	k	=	h2({	G)2■/2m.	(X	-	£)C(-	G)	+	UC(--	G)	=	0.	Une	autre	équation	de	[31]	est	:	(X-e)C(-^C)	+
t/C(^C)=0.	[44]	[45]	Ces	deux	équations	ont	des	solutions	non	triviales	pour	les	deux	coefficients	si	l'énergie	£	satisfait	à	:	U	-E	U	U	X	d'où:	=	0	[46]	(\-e)2	=	U2;	e	=	X±U	=	—(-	G)2±U.	
2m	2	[47]	L'énergie	a	deux	racines,	l'une	est	intérieure	de	il	à	l'énergie	cinétique	de	l'électron	libre,	l'autre	lui	est	supérieure	de	il.	Par	conséquent	l'énergie	potentielle	2U	co&Gx	a	créé	une	bande	interdite	d'amplitude	2V	à	la	limite	de	zone.	Le	rapport	entre	les	coefficients	«	C»	peut	se	déduire	aussi	bien	de	[44]	ou	de	[45]	:	C(-i	G)	CtiG)	£-X	U	±1	[48]
[49]	la	dernière	égalité	découle	de	[47].	Le	développement	de	Fourier	de	ip(x)3.	donc	les	deux	solutions	xjAx)	=	exp(ÎGjt/2)	±	exp(-iGjc/2).	Ces	deux	orbitales	sont	identiques	à	[5].	Lne	solution	donne	la	fonction	d'onde	du	bas	de	la	bande	interdite,	l'autre	donne	celle	du	haut	de	cette	bande.	Ce	sera	l'une	ou	l'autre	suivant	le	signe	de	U	dans	l'énergie
potentielle.	Cherchons	maintenant	les	orbitales	pour	un	vecteur	d'onde	k	proche	de	la	limite	de	zone	^	G.	Nous	utilisons	la	même	approximation	à	deux	composantes	avec	maintenant	une	fonction	d'onde	de	la	forme	i]*x)	=	C(k)ékx	+	C(k	-	G)é"-C)\	D'après	l'équation	centrale,	nous	résolvons	le	système	de	deux	équations	(kk	-	e)C(k)	+	UC(k	-	G)	=	0
(X,_c	-	E)C(k	-	G)	+	UC(k)	=	0,	avec	Xk	défini	par	h2k2/2m.	Ces	équations	ont	une	solution	si	l'énergie	E	satisfait	à	h-E	U	U	XA_C	-	E	c'est-à-dire	:	e2	—	£(XA_C	+	Xk)	+	Xk_cXk	—	U2	=	0.	L'énergie	a	deux	racines	:	£	=	\(K-c	+	h)	±	[^(Xt-c	-	h)2	+	U2]"2,	[50]	et	chacune	d'elles	décrit	une	bande	d'énergie.	Ces	deux	racines	sont	représentées	dans	la
figure	9.	=	0,	Bandes	d'énergie	175	Il	est	commode	de	représenter	l'énergie	en	fonction	de	la	quantité	K	(le	signe	représenté	sur	la	lettre	K	est	appelé	tilde),	qui	mesure	la	différence	K	=	k	—	^G	en	vecteurs	d'onde	entre	k	et	la	limite	de	zone	:	1	2l'/2	e~	=	(h2/2m)(-	G2	+	K2)	±	[4\(h2K2/2m)	+	U2]	~	(h2/2m)(-	G2	+	K2)	±	U[\	+	2{k/U2){h2K2/2mj\,
[51]	ceci	pour	h2GK/2m	11	faut	noter	la	variation	quadratique	de	l'énergie	en	fonction	du	vecteur	d'onde	K.	Pour	il	négatif,	la	solution	£(—)	correspond	à	la	bande	du	haut	et	£(+)	à	celle	du	bas.	Les	deux	«	C»	sont	représentées	sur	la	figure	10.	Limite	de	zone	Figure	9	Solutions	de	[50]	dans	le	schéma	périodique	dans	le	voisinage	de	la	limite	de	la
première	zone	de	Brillouin.	Les	unités	sont	telles	que	U	=	-0,45	;	G	=	2	;	et	h2/m	=	1.	La	courbe	d'un	électron	libre	est	tracée	à	titre	de	comparaison.	La	bande	interdite	à	la	limite	de	zone	a	une	largeur	de	0,90.	La	valeur	de	11	a	volontairement	été	prise	élevée	pour	cet	exemple	;	cette	valeur	est	trop	grande	pour	que	l'approximation	des	deux
composantes	puisse	s'appliquer.	Figure	10	Rapport	des	coefficients	de	:	ipU)	=	C(k)êkx	+	C(k	-	G)éik-C)x.	calculés	au	voisinage	de	la	limite	de	la	première	zone	de	Brillouin.	Une	des	deux	composantes	devient	prédominante	lorsqu'on	s'éloigne	de	la	limite	de	zone.	Première	bande	0,5	k-	(H	Deuxième	bande	1,5	176	Physique	de	l'état	solide	NOMBRE
D'ORBITALES	DANS	UNE	BANDE	Considérons	un	cristal	linéaire	formé	de	mailles	élémentaires	de	paramètre	a.	Pour	compter	les	états	nous	appliquons	des	conditions	aux	limites	périodiques	aux	fonctions	d'ondes	sur	la	longueur	du	cristal.	
Les	valeurs	permises	du	vecteur	d'onde	k	d'un	électron	clans	la	première	zone	de	Brillouin	sont	données	par	[2]	:	Nn	2n	An	*	=	0;±T:±T;.	
Nous	avons	coupé	la	série	à	k	=	Nn/L	=	n/a,	car	cela	correspond	à	la	limite	de	la	zone.	Le	point	—Nn/L	=	—n/a	n'esi	pas	un	point	indépendant	car	il	est	relié	à	n/a	par	une	translation	d'un	vecteur	du	réseau	réciproque.	Le	nombre	total	de	points	est	exactement	N,	nombre	de	mailles	élémentaires.	Nous	voyons	que	chaque	maille	fournit	exactement	une
valeur	indépendante	de	k	à	chaque	bande	d'énergie.	Ce	résultat	reste	vrai	pour	un	cristal	tridimensionnel.	En	tenant	compte	des	deux	orientations	du	.spin	de	l'électron,	nous	avons	2/V	états	indépendants	dans	chaque	bande	d'énergie.	S'il	y	a	un	seul	atonie,	de	valence	un,	dans	chaque	maille	élémentaire,	la	bande	est	à	moitié	remplie	d'électrons.	Si
chaque	atome	fournit	deux	électmns	de	valence	à	la	bande,	celle-ci	est	entièrement	remplie.	S'il	y	a	deux	atomes,	de	valence	un,	dans	chaque	maille	élémentaire,	la	bande	peut	également	être	entièrement	remplie.	Métaux	et	isolants	Si	les	électrons	de	valence	remplissent	complètement	une	ou	plusieurs	bandes,	laissant	les	autres	vides,	le	cristal	est
un	isolant.	Un	champ	électrique	extérieur	ne	provoque	pas	de	flux	de	courant.	(Nous	supposons	que	le	champ	électrique	n'esi	pas	assez	fort	pour	perturber	la	structure	électronique).	Comme	une	bande	remplie	est	séparée	de	la	bande	supérieure	par	une	bande	interdite,	il	n'y	a	pas	de	possibilité	de	changer	la	quantité	de	mouvement	totale	des
électrons	si	tous	les	états	accessibles	sont	occupés.	Rien	ne	change	quand	on	applique	le	champ.	La	situation	est	différente	de	ce	qu'elle	était	pour	les	électrons	Mbits	pour	lesquels	k	augmentait	uniformément	avec	le	champ	(chapitre	6).	Un	cristal	ne	peut	être	un	isolant	que	si	le	nombre	d'électrons	de	valence	dans	la	maille	élémentaire	du	cristal	est
un	entier	pair.	(11	faut	parfois	faire	une	exception	pour	les	électrons	des	couches	internes	fortement	liées	que	l'on	ne	peut	traiter	par	la	théorie	des	'S?	c	a	(a)	a	(b)	a	(0	Figure	11	États	occupés	et	structure	de	bandes	correspondant	à	(a)	un	isolant,	(b)	un	métal	ou	un	semi-	métal	à	cause	du	chevauchement	des	bandes,	et	(c)	un	métal	à	cause	de	la
concentration	en	électrons.	En	(b)	le	chevauchement	ne	doit	pas	nécessairement	apparaître	dans	les	mêmes	directions	de	la	zone	de	Brillouin.	Si	ce	chevauchement	est	faible,	avec	peu	d'états	impliqués,	il	s'agira	d'un	semi-métal.	Bandes	d'énergie	177	bandes.)	Si	chaque	maille	élémentaire	possède	un	nombre	pair	d'électrons	de	valence,	il	est
nécessaire	de	voir	s'il	y	a	chevauche	ment	des	bandes	d'énergie.	Si	c'est	le	cas,	au	lieu	d'une	bande	remplie	donnant	un	isolant,	nous	pouvons	avoir	deux	bandes,	ou	plus,	partiellement	remplies,	ce	qui	donne	un	métal	(fig.	11).	Les	métaux	alcalins	et	les	métaux	nobles	ont	un	électron	de	valence	par	maille	élémentaires	;	ce	sont	donc	des	métaux.	
Les	métaux	alcali	no-terreux	ont	deux	électrons	de	valence	par	maille	élémentaire	;	ils	pourraient	être	isolants	mais	les	bandes	d'énergie	se	chevauchent	ce	qui,	sans	en	faire	de	très	bon	métaux,	les	rend	tout	de	même	métalliques.	Le	diamant,	le	silicium	et	le	germanium	ont	chacun	deux	atomes	de	valence	quatre	(ou	huit	électrons	de	valente)	par
maille	élémentaire	;	les	bandes	ne	se	chevauchent	pas	;	donc	les	cristaux	purs	de	ces	éléments	sont	des	isolants	au	zéro	absolu.	RESUME	1.	Les	solutions	de	l'équation	d'onde	dans	un	réseau	périodique	ont	la	forme	de	Bloch,	&(r)	'ut(r).	°ù	uk(T)	est	invariant	dans	une	translation	du	réseau.	2.	11	y	a	des	domaines	d'énergie	pour	lesquels	il	n'existe
aucune	fonction	de	Bloch	solution	de	l'équation	d'onde.	Ils	constituent	des	bandes	interdites	pour	lesquelles	les	fonctions	d'ondes	soni	amorties	dans	l'espace	et	les	valeurs	de	k	sont	complexes,	comme	le	montre	la	figure	12.	L'existence	des	isolants	est	due	à	l'existence	des	bandes	d'énergie	interdîtes.	S	0,27	0,26	S	0,25	0,24	T	Bande	interdite	1	a=dr	j
0,231—	0.48	0	0,005	0,01	Partie	imaginaire	de	kIG	i	i	0,49	0.50	Partie	réelle	de	kIG	0,51	0,52	Figure	12	Dans	la	bande	interdite,	il	y	a	des	solutions	de	l'équation	d'onde	pour	des	valeurs	complexes	du	vecteur	d'onde.	A	la	limite	de	la	première	zone	la	partie	réelle	du	vecteur	d'onde	est	\G.	La	partie	imaginaire	est	représentée	dans	l'hypothèse	des	deux
ondes	planes,	pour	11	=	0.0\h2G2/2m.	Dans	un	cristal	infini,	le	vecteur	d'onde	doit	être	réel,	autrement	l'amplitude	tendrait	vers	l'infini.	Dans	le	cas	d'une	surface	ou	d'une	jonction,	il	peut	exister	des	solutions	où	le	vecteur	d'onde	est	complexe.	3.	Les	bandes	d'énergie	peuvent	souvent	être	représentées	par	une	ou	deux	ondes	planes	:	par	exemple,	%
(x)	=	C(k)e,l:*	+	C(k	—	G)e'lkGU	au	voisinage	de	la	limite	de	zone	en	^	G.	4.	Le	nombre	d'orbitales	dans	une	bande	est	2/V,	si	N	est	le	nombre	de	mailles	élémentaires	dans	l'échantillon.	178	Physique	de	l'état	solide	PROBLÈMES	1.	
Réseau	carré,	énergie	d'un	électron	libre	a)	Montrez	pour	un	réseau	carré	simple	(bidimensionnel)	que	l'énergie	cinétique	d'un	électron	libre	en	un	coin	de	la	première	«me	est	deux	fois	plus	élevée	que	celle	d'un	électron	situé	au	milieu	d'un	côté	de	la	zone.	b)	Quel	est	le	rapport	correspondant	pour	un	réseau	cubique	simple	(à	trois	dimensions)	?	
c)	Quelle	est	l'incidence	du	résultat	de	b)	sur	la	conductivité	des	métaux	divalents	?	2.	Énergie	de	l'électron	libre	dans	la	zone	réduite	Considérez	les	bandes	d'énergie	de	l'élection	libre	dans	le	cas	d'un	réseau	cfc,	dans	l'approximation	du	réseau	vide,	mais	dans	le	schéma	des	zones	réduites	dans	lequel	tous	les	k	sont	transformés	pour	Figurer	dans	la
première	zone	de	Brillouin.	Représentez,	de	façon	approchée,	dans	la	direction	[111]	toutes	les	bandes	jusqu'à	une	énergie	six	foix	supérieure	à	celle	de	la	première	bande	dans	la	limite	de	zone	pour	k	=	(2jr/o)(^,4,^).	Celle-ci	sera	considérée	comme	l'unité	d'énergie.	
Ce	problème	montre	pourquoi	l'extrémité	des	bandes	ne	doii	pas	nécessairement	se	trouver	au	milieu	de	la	zone.	Plusieurs	dégénérescences	(chevauchement	des	bandes)	seront	levées	lorsqu'on	considère	le	potentiel	cristallin.	3.	Modèle	de	Kronig	Penney	a)	Pour	le	potentiel	en	fonction	delta,	et	pour	/3	<3C	1,	trouvez	pour	k	=	0,	l'énergie	de	la
première	bande	d'énergies.	b)	Pour	ce	même	problème,	trouvez	la	largeur	de	bande	interdite	pour	k	=	jr/a.	4.	Énergie	potentielle	dans	la	structure	du	diamant	a)	Montrez	que	pour	la	structure	du	diamant	la	composante	de	Fonder	(/c	du	potentiel	cristallin	subi	par	un	électron	est	égale	à	zéro	pour	G	=	2A,	où	A	est	le	vecteur	de	base	du	réseau
réciproque	avec	la	maille	cubique	conventionnelle.	b)	Montrer	que,	dans	l'approximation	habituelle	du	premier	ordre	des	solutions	de	l'équation	d'onde	dans	un	réseau	périodique,	la	bande	interdite	disparaît	sur	le	plan	limite	de	zone	perpendiculaire	à	l'extrémité	du	vecteur	A.	
5.	Vecteurs	d'ondes	complexes	dans	la	bande	interdite*	Trouvez	une	expression	de	la	partie	imaginaire	du	vecteur	d'onde	dans	la	bande	interdite	à	la	limite	de	la	première	zone	de	Brillouin,	dans	l'approximation	qui	conduit	à	l'équation	[46].	Donnez	le	résultat	pour	lm(k)	an	centre	de	la	bande	interdite.	Le	résultat	pour	lm(k)	petit,	est	:	(h2/2m)[\m(k)\2
^	2mU2/h2G2.	Cette	forme,	qui	esi	représentée	figure	12,	est	importante	dans	la	théorie	de	Zener	de	l'effet	tunnel	d'une	bande	à	l'autre	en	présence	d'un	champ	électrique	intense.	[Une	vérification	expérimentale	de	la	forme	prévue	pour	lm(k)	est	donnée	par	G.H.	Parker	et	C.A.	Mead,	«Energy-monientum	rela-	tionship	in	InAs»,	Phys.	Rev.	iMltrs	21,
605	(1968)	;	voir	également	S.	Kl'rtin,	T.C.	Mc.Giil,	et	C.A.	Mead,	Phys.	Rev.	Letters25,	756	(1970)].	6.	Réseau	carré	Considérons	nu	réseau	carré	bidimensionnel	avec	un	potentiel	cristallin	U(x,y)	=	-4(/	cos(2jrx/a)cos(2ny/a).	Utilisez	l'équation	centrale	pour	obtenir	une	valeur	approchée	de	la	largeur	de	bande	interdite	au	coin	(jr/o.	jr/o)	de	la	zone	de
Brillouin.	Il	suffira	de	résoudre	un	déterminani	d'ordre	deux.	BIBLIOGRAPHIE	Z.M.	Ziman,	Principes	of	the	theory	ofsolids,	Cambridge,	2e	édition,	1972.	N.F.	Mott	et	H.	Jones,	Theory	of	the	properlies	of	mêlais	and	alloys,	Oxford,	1936.	(Réédité	en	livre	de	poche	par	Dover),	(d'autres	références	sur	la	théorie	des	bandes	sont	données	à	la	fin	du
chapitre	9).	*	Ce	problème	est	assez	difficile.	Chapitre	8	Cristaux	semi-conducteurs	Bande	interdite	182	Équations	du	mouvement	185	Déduction	complète	de	/ik	=	F	186	Trous	187	Masse	effective	190	Base	physique	de	la	masse	effective	191	Masses	effectives	dans	les	semi-conducteurs	192	Le	silicium	et	le	germanium	193	Concentration	en	porteurs
intrinsèques	197	Mobilité	de	la	région	intrinsèque	199	CONDUCTIVITÉ	DUE	AUX	IMPURETÉS	201	Niveaux	donneurs	201	Niveaux	accepteurs	203	Ionisation	thermique	des	donneurs	et	des	accepteurs	205	Effets	thermoélectriques	206	Semi-métaux	207	Super-réseaux	207	Oscillateur	de	Bloch	208	Échelle	de	Wannier	208	Effet	tunnel	Zener	209
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9.	Les	semi-conducteurs	amorphes	sont	traités	au	chapitre	17	et	les	jonctions	et	les	barrières	au	chapitre	19.	Cu	10»	Métaux	Na	K	1022	As	Sb	Semi-métaux	Graphite	Bi	-102'	-1020	10'9	1011	10'	■S3	c	Figure	1	Concentrations	en	porteurs	pour	des	métaux,	des	semi-métaux	et	des	semiconducteurs.	Le	domaine	semi-conducteur	peut	être	élargi	vers	le
haut	en	augmentant	la	concentration	en	atomes	d'impuretés,	et	vers	le	bas	jusqu'à	rejoindre	finalement	le	domaine	des	isolants.	Semi-conducteurs	(à	la	température	ambiante)	'Ge	(pur)	-I0l;	101'	101:	o	Figure	2	Schéma	de	bandes	pour	la	conductivité	intrinsèque	dans	un	semi-conducteur.	A	0	K	la	conductivité	est	nulle	car	tous	les	états	de	la	bande	de
valence	sont	remplis	et	tous	les	états	de	la	bande	de	conduction	sont	libres.	Quand	la	température	augmente,	les	électrons	sont	thermi-	quement	excités	de	la	bande	de	valence	à	la	bande	de	conduction,	où	ils	deviennent	mobiles.	■ffl	Bande	de	conduction	vide	Bande	interdite	v""V"/////////y////////	/Bande	de	valence	rempliex//	y////////////////////////,	■	Les
concentrations	en	porteurs	pour	des	métaux,	des	semi-métaux	et	des	semi-conducteurs	sont	représentées	sur	la	figure	1.	On	classe	généralement	les	semi-conducteurs	en	fonction	de	leur	résistivité	électrique	à	température	ambiante	qui	varie	entre	1CT2	et	109	ohm-cm	et	dépend	fortement	de	la	température.	Au	zéro	absolu,	les	cristaux	purs	et
parfaits	de	la	plupart	des	semi-conducteurs	seraient	des	isolants	si	nous	définissions	arbitrairement	les	isolants	comme	des	matériaux	ayant	une	résistivité	supérieure	à	1014	ohm-cm.	Les	dispositifs	basés	sur	les	propriétés	des	semi-conducteurs	comprennent	les	transistors,	les	redresseurs,	les	inoduleurs,	les	détecteurs,	les	thermistances	et	les
cellules	photo-électriques.	Ils	peuvent	être	utilisés	comme	unique	élément	dans	un	circuit	ou	comme	composants	de	circuits	intégrés.	
Nous	examinons	dans	ce	chapitre	les	propriétés	physiques	essentielles	des	cristaux	semi-conducteurs,	en	particulier	le	silicium,	le	germanium	et	l'arseniure	de	gallium.	Quelques	éléments	de	nomenclature	utiles	:	les	composées	semi-conducteurs	de	formule	chimique	AB,	où	A	est	un	élément	trivalent	et	B	un	élément	pentavalent,	sont	appelés
composés	HI-V	(trois-cinq).	L'antimoniure	d'indium	et	l'arseniure	de	gallium	en	sont	des	exemples.	Lorsque	A	est	divalent	et	que	B	est	hexavalent,	le	composé	est	appelé	composé	II-VI	;	le	sulfure	de	zinc	et	le	sulfure	de	cadmium	en	font	partie.	Le	silicium	et	le	germanium	sont	parfois	appelés	semi-conducteurs	du	type	diamant,	car	ils	en	ont	la
structure	cristalline.	Le	diamant	lui-même	est	plutôt	un	isolant	qu'un	semi-conducteur.	Le	carbure	de	silicium	SiC	est	un	composé	rV-IV.	Un	semi-conducteur	de	haute	pureté	possède	une	conductivite	intrinsèque,	à	distinguer	de	la	conductivite,	due	aux	impuretés,	des	échantillons	moins	purs.	Dans	le	domaine	de	température	intrinsèque,	les
propriétés	électriques	d'un	semi-conducteur	ne	sont	pas	notablement	modifiées	par	les	impuretés.	Un	schéma	de	bandes	d'énergie	conduisant	à	une	conductivite	intrinsèque	est	illustré	par	la	figure	2.	La	bande	de	conduction	est	vide	au	zéro	absolu,	elle	est	séparée	par	une	bande	interdite	Eg	de	la	bande	de	valence	remplie.	
La	bande	interdite	est	la	différence	d'énergie	entre	le	point	le	plus	bas	de	la	bande	de	conduction	et	le	point	le	plus	haut	de	la	bande	de	valence.	Le	point	le	plus	bas	de	la	tonde	de	conduction	est	appelé	bord	de	la	bande	de	conduction	;	le	point	le	plus	haut	de	la	bande	de	valence	est	appelé	bord	de	la	bande	valence.	Lorsque	la	température	augmente,
les	électrons	sont	excités	thermiquement	de	la	bande	de	valence	à	la	bande	de	conduction	comme	représenté	à	la	figure	3.	Les	électrons	de	la	bande	de	conduction	et	les	sites	vacants	ou	trous	créés	dans	la	bande	de	valence	contribueront	à	la	conductivite	électrique.	182	Physique	de	l'état	solidt	10'	ë	10"	10'	S	10"	109	-	-	-	y	Ge,	-	-	-	-	200	2I5	230	245
260	275	290	3œ	101	Ë	1011	10'	e	m1	s	io10	109	-	-	-	■/	'	s>	y	-	-	-	-	275	30°	325	35°	375	40°	425	45«	Température	(K)	Température	(K)	(a)	(b)	Figure	3	Concentration	électronique	intrinsèque	en	fonction	de	la	température	pour	(a)	le	germanium	e	(b)	le	silicium.	Dans	des	conditions	intrinsèques,	la	concentration	en	trous	est	égale	à	la	concentration	er
électrons.	La	concentration	intrinsèque,	pour	une	température	donnée,	est	plus	forte	pour	Ge	que	pour	S	car	la	bande	interdite	est	plus	étroite	pour	Ge	(0,66	eV)	que	pour	Si	(1,11	eV)	(d'après	W.C.	Dunlap).	BANDE	INTERDITE	La	conductivité	intrinsèque	et	les	concentrations	en	porteurs	intrinsèques	sont	essentiel	lement	contrôlées	par	Eg/kBT,
rapport	entre	la	largeur	de	bande	interdite	et	la	tempe	rature.	Quand	ce	rapport	est	grand,	la	concentration	en	porteurs	intrinsèques	est	faiblt	et	la	conductivité	est	faible.	Les	valeurs	des	bandes	interdites	de	semi-conducteur	typiques	sont	données	dans	le	tableau	1.	Les	meilleures	valeurs	de	Eg	sont	obtenues	par	absorption	optique.	Le	seuil	d'absorp
tion	optique	continue,	à	la	fréquence	cog,	détermine	la	largeur	de	bande	interditt	Eg	=	friOg	dans	les	figures	4a	et	5a.	Dans	le	processus	d'absorption	directe	un	photon	es	absorbé	par	le	cristal	avec	création	d'un	électron	et	d'un	trou.	Dans	le	processus	d'ab	sorption	indirecte	des	figures	4b	et	5b	la	largeur	minimale	de	la	bande	interdite	fai	intervenir
des	électrons	et	des	trous	séparés	par	un	vecteur	d'onde	k,-	non	négligeable	Dans	ce	cas	une	transition	directe	correspondant	à	la	largeur	minimale	de	la	bandt	interdite	ne	peut	satisfaire	à	la	condition	de	conservation	du	vecteur	d'onde,	car	les	vec	teurs	d'ondes	des	photons	sont	négligeables	par	rapport	à	k,	dans	le	domaine	d'énergit	qui	nous
intéresse.	Si	toutefois	un	phonon	de	vecteur	d'onde	K	et	de	fréquence	Q	es	créé	par	ce	processus,	alors	nous	avons	:	k(photon)	=	k,.	+	K	~	0	;	hco	=	Eg	+	h.Q	.	ce	qui	était	requis	par	les	lois	de	conservation.	
L'énergie	du	phonon	hÇl	sera,	en	général	bien	inférieure	à	Eg	:	un	phonon,	même	de	vecteur	d'onde	important	est	une	sourct	peu	coûteuse	de	quantité	de	mouvement	dans	le	cristal	car	les	énergies	des	phonon	sont	très	petites	(~	0,01	-	0,03	eV)	par	rapport	à	la	bande	interdite.	Si	la	température	es	suffisamment	élevée	pour	que	le	phonon	nécessaire
soit	déjà	disponible,	il	est	possiblt	d'avoir	un	processus	d'absorption	d'un	photon	dans	lequel	un	phonon	est	absorbé.	La	largeur	de	la	bande	interdite	peut	aussi	être	évaluée	à	partir	de	l'influence	de	la	tem	pérature	sur	la	conductivité	ou	sur	la	concentration	en	porteurs	dans	la	région	intrin	Cristaux	semi-conducteurs	183	Tableau	1	Largeur	de	la
bande	interdite	entre	les	bandes	de	valence	et	de	conduction	(/	=	transition	indirecte	;	d	=	transition	directe)	E,	(eV)	MeV)	Cristal	Diamani	Si	Ce	Sna	InSb	InAs	InP	GaP	GaAs	GaSb	AlSb	SiC	(hex)	Te	ZnSb	Transition	i	i	i	d	d	d	d	i	d	d	i	i	d	OK	5,4	1,17	0,744	0,00	0,23	0,43	1,42	2,32	1,52	0,81	1,65	3,0	0,33	0,56	300	K	1,11	0,67	0,00	0,17	0,36	1,27	2,25
1,43	0,68	1,6	-	-	0,56	Cristal	HgTe	(*)	PbS	PbSe	PbTe	CdS	CdSe	CdTe	ZnO	ZnS	SnTe	AgCl	Agi	Cu20	TiO„	Transition	d	d	d	d	d	d	d	d	0K	-0,30	0,286	0,165	0,190	2,582	1,840	1,607	3,436	3,91	0,3	-	-	2,172	3,03	300	K	0,34-0,37	0,27	0,29	2,42	1,74	1,44	3,2	3,6	0,18	3,2	2,8	-	-	*	HgTe	est	un	semi-métal	:	les	bandes	se	chevauchent.	sèque.	La	concentration
en	porteurs	peut	être	obtenue	à	partir	de	la	mesure	de	la	tension	de	Hall	(chap.	6),	avec	quelquefois	en	plus	quelques	mesures	de	conductivité.	Seules	des	mesures	optiques	déterminent	si	la	transition	est	directe	ou	non.	Les	bords	des	bandes	de	Ge	et	Si	sont	reliés	par	des	transitions	indirectes	;	les	bords	des	bandes	de	InSb	sont	reliés	par	une
transition	directe	(fig.	6).	La	bande	interdite	de	Sn	a	est	directe	et	elle	est	nulle	;	HgTe	et	HgSe	sont	des	seini-métaux	et	ont	des	bandes	interdites	négatives	—	c'est-à-dire	que	les	bandes	se	chevauchent.	Cristal	avec	transition	directe	Absorption	Région	de	transparence	Seuil	de	transition	directe	\,	fkog	Énergie	des	photons	fiw	(a)	Cristal	avec
transition	indirecte	Absorption	Seuil	de	transition	indirecte	\	E	+HQ	s	•*"	Seuil	de	transition	directe	Énergie	des	photons	fiw	-	(b)	Figure	4	Absorption	optique	en	fonction	de	l'énergie	des	phonons	dans	des	isolants	purs	au	zéro	absolu.	En	(a)	le	seuil	correspond	à	la	bande	interdite	de	largeur	ER	=	hu>g.	En	(b)	l'absorption	optique	est	plus	faible	au
voisinage	du	seuil	:	pour	l'énergie	hu>	=	ER	+	ft£l	un	photon	est	absorbé	avec	création	de	trois	particules	:	un	électron	libre,	un	trou	libre	et	un	phonon	d'énergie	hii.	En	(b)	l'énergie	Evcn	marque	le	seuil	de	création	d'un	électron	libre	et	d'un	trou	libre,	sans	créatrn	de	phonon.	Une	telle	transition	est	dite	verticale	;	elle	est	semblable	à	la	transition
directe	de	(a).	Ces	graphiques	ne	montrent	pas	de	raies	d'absorption	parfois	observées	juste	en	dessous	du	seuil.	Ces	raies	sont	dues	à	la	création	d'une	paire	électron-trou	liés,	appelée	un	exciton.	184	Physique	de	l'état	solidt	Maximum	de	la	bande	de	valence	Minimum	de	la	bande	de	conduction	Minimum	de	la	bande	de	conduction	vV\,	Q	-	Maximum
de	la	bande	de	valence	0	(a)	0	(b)	Figure	5	En	(a)	le	point	le	plus	bas	de	la	bande	de	conduction	est	à	la	même	valeur	de	k	que	le	plus	haL	point	de	la	bande	de	valence.	Une	transition	optique	directe	(verticale)	a	lieu	sans	changement	significatif	d	k,	car	le	photon	absorbé	a	un	très	petit	vecteur	d'onde.	Le	seuil	de	fréquence	wR	pour	l'absorption	par
trans	tion	directe	détermine	la	bande	interdite	Eg	=	Hcog.	
La	transition	indirecte	en	(b)	fait	intervenir	un	photon	é	un	phonon	car	les	extrema	des	bandes	de	valence	et	de	conduction	sont	extrêment	éloignés	dans	l'espace	l<	Le	seuil	d'énergie	pour	le	processus	indirect	de	(b)	est	plus	grand	que	le	vrai	trou	d'énergie.	Le	seuil	d'absorp	tion	pour	la	transition	indirecte	entre	les	extrema	des	bandes	est	à	hm=	Eg
+	hÇi.	
où	Q	est	la	fréquenc	d'un	phonon	émis	de	vecteur	d'onde	K	~	-k<	A	plus	haute	température,	des	phonons	sont	déjà	présents	si	un	phonon	est	absorbé	en	même	temps	qu'un	photon,	le	seuil	d'énergie	est	hu>	—	Eg	-	hÇi.	
Note	:	La	figi	re	ne	montre	que	les	transitions	minimales.	Mais	des	transitions	sont	également	possibles,	en	général,	entr	d'autres	points	des	deux	bandes	pour	lesquels	les	vecteurs	d'onde	et	l'énergie	sont	conservés.	
S	o	U	Figure	6	Absorption	optique	dans	l'antimoniure	d'indium	pur,	InSb.	La	transition	est	directe	car	les	extrema	des	bandes	de	conduction	et	de	valence	sont	au	centre	de	la	zone	de	BriJIouin,	k	=	0.	Notez	le	seuil	très	abrupt.	(D'après	G.W.	Gobeii	et	H.Y.	Fan).	Cristaux	semi-conducteurs	185	EQUATIONS	DU	MOUVEMENT	Déterminons	l'équation
du	mouvement	d'un	électron	dans	une	bande	d'énergie.	Considérons	le	mouvement	d'un	paquet	d'ondes	soumis	à	un	champ	électrique.	Nous	supposons	que	ce	paquet	d'ondes	est	constitué	d'un	ensemble	de	fonctions	d'onde	dont	le	vecteur	d'onde	est	peu	différent	de	k.	La	vitesse	de	groupe	est	vg	=	dco/dk.	La	fréquence	associée	à	une	fonction	d'onde
d'énergie	£	étant	égale	àd)	=	E/h,	nous	avons	donc	:	vK	=	h-,de/dk.	ou	v	=	/r'Vk£(k).	[1]	L'influence	du	cristal	sur	le	mouvement	de	l'électron	est	incluse	dans	la	relation	de	dispersion	E(k).	Le	travail	Se	effectué	sur	un	électron	par	le	champ	électrique	E	pendant	l'intervalle	de	temps	St	est	égal	à	:	Se	=	-eEvgSt.	[2]	On	remarque	par	ailleurs	que	:	Se	=
(dE/dk)Sk	=	hvKSk,	[31	d'après	la	relation	[1],	Si	on	compare	les	équations	[2]	ei	[3],	on	obtient	:	Sk	=	-{eE/h)St	[4]	par	conséquent	h	dk/dt	=	—eE.	Cette	relation	est	la	même	que	dans	le	cas	des	électrons	libres.	On	peut	écrire	l'équation	[4]	en	fonction	de	la	force	extérieure	F	:	dk	h	—	=	F.	[5]	dt	Cette	relation	est	importante	:	dans	un	cristal,	la
quantité	h	dk/df	est	égale	à	la	force	extérieure	agissant	sur	l'électron.	
Dans	l'espace	libre,	d{m\)/dt	est	égal	à	la	force.	Nous	n'avons	pas	rejeté	la	seconde	loi	de	Newton	:	l'électron	situé	à	l'intérieur	d'un	cristal	est	soumis	à	des	forces	extérieures	mais	aussi	à	des	forces	provenant	du	cristal	lui-même.	Ce	résultat	est	valable	également	pour	le	cas	des	forces	de	Lorentz	qui	agissent	sur	un	électron	soumis	à	un	champ
magnétique.	Le	champ	magnétique	doit	être	suffisamment	faible	afin	de	ne	pas	détruire	la	structure	de	bandes.	L'équation	du	mouvement	d'un	électron	dont	la	vitesse	de	groupe	est	v	et	qui	est	soumis	à	un	champ	magnétique	constant	B,	peut	s'écrire	:	dk	e	dk	(CGS)	h	—	=	—	v	x	B	;	(SI)	h	—	=	-es	x	B	[6]	dt	c	dt	Le	second	membre	de	cette	équation
représente	la	force	de	Lorentz	agissant	sur	un	électron.	On	peut	exprimer	la	vitesse	de	groupe	à	l'aide	de	la	relation	h\	=	gradk£,	et	mettre	alors	en	évidence	une	modification	du	vecteur	d'onde	:	dk	€	dk	€	(CGS)	—	=	-—	Vk£xB;-	(SI)	X	=	-^%xB	.	[7]	dt	h2c	dt	h2	Sous	cette	forme,	les	deux	membres	de	l'équation	utilisent	des	coordonnées	de	l'espace	k.
Il	est	facile	de	voir,	d'après	le	produit	vectoriel	qui	figure	dans	l'équation	[7],	que	le	mouvement	d'un	électron	soumis	à	un	champ	magnétique,	est	perpendiculaire	à	la	direction	du	gradient	d'énergie	£	dans	l'espace	k.	186	Physique	de	l'état	solide	L'électron	se	déplace	sur	une	surface	d'énergie	constante.	La	valeur	de	la	projection	km	du	vecteur	k	sur
B	est	arbitraire	mais	constante	pendant	le	mouvement.	Le	mouvemen	dans	l'espace	k	se	situe	sur	un	plan	perpendiculaire	à	la	direction	de	B	et	l'orbite	es	définie	par	l'intersection	de	ce	plan	avec	une	surface	d'énergie	constante.	Déduction	complète	de	/ik	=	F	On	considère	la	fonction	propre	de	Bloch	qui	correspond	à	la	valeur	propre	de	l'énergit	£k
et	au	vecteur	d'onde	k	;	^k	=	^C(k	+	G)exp[/(k	+	G)r].	[8	G	La	valeur	moyenne	de	la	quantité	de	mouvement	d'un	électron	dans	l'espace	k	est	:	Pél	=	(k|	-ifiV|k)	=	^fi(k	+	G)|C(k+G)|2	=	/i(k+^G|C(k	+	G)|2Y...	
[9	G	V	G	/	avec	:	^Z	|C(k+	G)|2	=	1.	On	s'intéresse	à	l'échange	de	quantité	de	mouvement	entrt	le	réseau	et	un	électron	lorsqu'on	applique	une	force	extérieure	à	celui-ci	et	qu'il	passt	de	l'état	k	à	l'état	k+	Ak.	On	considère	un	cristal	isolant	et	neutre	du	point	de	vue	électrostatique,	à	l'exceptioi	d'un	seul	électron	qui	se	trouve	dans	l'état	k	d'une	bande
vide	autrement.	On	suppost	qu'une	petite	force	extérieure	est	appliquée	de	façon	à	transmettre	au	cristal,	une	impul	sion	égale	à	J	=	j	F	dt.	Si	l'électron	de	conduction	était	libre	(m*	=	m),	la	quantité	dt	mouvement	ainsi	communiquée	au	cristal	serait	égale	à	la	variation	de	quantité	de	mou	vement	de	l'électron	de	conduction	:	J	=	Aplola,e	=	Aprés;au
=	/iAk.	[10	Ce	cristal	qui	est	neutre,	n'est	soumis	à	aucune	interaction	avec	le	champ	électrique,	qut	ce	soit	directement	ou	indirectement	à	travers	l'électron	libre.	Si	l'électron	de	conduction	interagit	avec	le	potentiel	périodique	du	réseau,	nou	devrons	avoir	:	J	=	Ap,oul|e	=	Apréscau	+	Apfledng,.	[11	D'après	le	résultat	obtenu	pour	Pc|eciron.	nous
avons	maintenant	:	Apaecron	=	/iAk+	^/iG[(Vk|C(k	+	G)|2)	-	Ak].	[12	G	La	variation	Apréseau	de	la	quantité	de	mouvement	du	réseau	due	à	la	modification	dt	l'état	de	l'électron,	peut	être	déduite	par	des	considérations	physiques	élémentaires.	Ui	électron	réfléchi	par	le	réseau,	communique	à	celui-ci	une	certaine	quantité	de	mouve	ment.	Soit	un
électron	incident	dont	la	quantité	de	mouvement	est	égale	à	/ik.	Cet	électroi	possédera	après	réflexion	une	quantité	de	mouvement	égale	à	/i(k	+	G).	D'après	le	prin	cipe	de	conservation	de	la	quantité	de	mouvement,	le	réseau	aura	donc	reçu	une	quan	tité	de	mouvement	égale	à	—	hG.	
L'échange	de	quantité	de	mouvement	entre	un	état	tpy	et	un	état	ipk+Ak	est	égal	à	:	Ap^u	=	-ft^G[(Vk|C(k	+	G)|2)	-	Ak],	[13	lorsque	la	portion	Vk|C(k	+	G)|2-Ak	[14.	de	chaque	composante	dans	l'état	initial	est	réfléchie	pendant	le	changement	d'état	Ak.	Cristaux	semi-conducteurs	187	La	modification	totale	de	la	quantité	de	mouvement	est	alors
Apaedon	+	Apr6seau	=	J	=	fiAk	[15]	exactement	comme	dans	le	cas	des	électrons	libres,	équation	[10].	D'après	la	définition	de	J,	nous	avons	donc	fidk/dr	=	F.	[16]	Cette	équation	a	été	déjà	été	déduite	par	une	méthode	différente	[5].	Une	déduction	rigoureuse	de	[16]	par	une	méthode	entièrement	différente	est	donnée	dans	l'appendice	E.	Trous	Les
propriétés	des	états	vacants	dans	une	bande	presque	pleine	sont	très	importantes	dans	la	physique	des	semi-conducteurs	et	en	physique	électronique.	Les	états	vacants	dans	une	bande	presque	pleine	sont	appelées	trous.	Lorsqu'on	applique	un	champ	magnétique	ou	un	champ	électrique,	un	trou	réagit	comme	s'il	était	porteur	d'une	charge	+e.	
L'explication	en	est	donnée	dans	les	cinq	paragraphes	qui	suivent.	1.	k,	=	-K	[17]	Le	vecteur	d'onde	total	des	électrons	dans	une	bande	pleine	est	nul	:	^2	k	=	0.	Ce	résultat	provient	de	la	définition	géométrique	d'une	zone	de	Brillouin	:	tous	les	réseaux	fondamentaux	sont	invariants	dans	la	symétrie	r	—>■	—r	autour	d'un	nœud	quelconque	;	il	s'ensuit
que	la	zone	de	Brillouin	possède	la	même	symétrie.	
Par	conséquent	si	la	bande	est	pleine,	tous	les	couples	d'états	k	et	—k	sont	occupés	et	le	vecteur	d'onde	total	est	nul.	
S'il	manque	un	électron	à	l'état	k,,,	le	vecteur	d'onde	total	du	système	est	—kf,	que	l'on	attribue	au	trou.	Ce	résultat	peut	surprendre	:	il	manque	un	électron	au	point	k,,	et	la	position	du	trou	est	indiquée	graphiquement	comme	s'il	était	précisément	situé	au	même	point	kf	(fig.	7).	Cependant	le	véritable	vecteur	d'onde	du	trou	est	—k,,	c'est-à-	Figure	7
L'absorption	d'un	photon	d'énergie	Hco	et	de	vecteur	d'onde	négligeable	porte	un	électron	de	E	dans	la	bande	de	valence	remplie	en	Q	dans	la	bande	de	conduction.	
Si	k,.	était	le	vecteur	d'onde	de	l'électron	en	E,	il	devient	le	vecteur	d'onde	de	l'électron	en	Q.	
Le	vecteur	d'onde	total	de	la	bande	de	valence	après	l'absorption	est	-k,.	et	c'est	le	vecteur	d'onde	qu'il	faut	assigner	au	trou	si	nous	disons	que	la	bande	de	valence	est	occupée	par	un	trou.	
Donc	k,	=	-K	'.	le	vecteur	d'onde	du	trou	est	le	même	que	celui	de	l'électron	situé	en	G.	Pour	le	système	tout	entier	le	vecteur	d'onde	total	après	l'absorption	du	photon	est	k,.	
+	k,	=	0,	le	vecteur	d'onde	total	est	inchangé	lors	de	l'absorption	d'un	photon	et	de	la	création	d'un	électron	libre	et	d'un	trou	libre.	Bande	de	conduction	188	Physique	de	l'état	solide	dire	le	vecteur	d'onde	au	point	G	si	le	trou	est	en	E.	Le	vecteur	d'onde	—	k<.	est	celui	qui	intervient	dans	les	règles	de	sélection	pour	l'absorption	des	photons.	Le	trou
est	une	alternative	pour	décrire	une	bande	dans	laquelle	il	manque	un	électron	et	nous	pourrons	aussi	bien	dire	qu'un	trou	possède	un	vecteur	d'onde	—k,,	ou	qu'une	bande	dans	laquelle	il	manque	un	électron	possède	un	vecteur	d'onde	—k,,.	2.	£,(k,)	=	£e(K).	[18]	Pour	simplifier,	nous	pouvons	prendre	l'origine	des	énergies	au	sommet	de	la	bande	de
valence.	Dans	cette	bande,	l'énergie	du	système	est	d'autant	plus	élevée	que	l'emplacement	de	l'état	vacant	est	bas.	L'énergie	d'un	trou	est	opposée	en	signe	à	celle	de	l'électron	manquant	car	il	faut	plus	d'énergie	pour	déplacer	un	électron	situé	sur	des	couches	internes	que	pour	déplacer	un	électron	situé	sur	des	couches	plus	élevées.	Par
conséquent,	si	la	bande	est	symétrique	l,	£,(k,)	=	Ee(—k,,)	=	—£,(—k,,)	=	—	£,(k,).	Nous	avons	représenté	sur	la	figure	8	un	schéma	de	bandes	qui	traduit	les	propriétés	d'un	trou.	Cette	bande	constitue	une	représentation	pratique	car	elle	apparaît	redressée.	3.	v,	=	v,.	[19]	La	vitesse	d'un	trou	est	égale	à	la	vitesse	de	l'électron	manquant.	
D'après	la	figure	8	nous	voyons	que	V£,(k,)	=	S7ee(ke),	par	conséquent	v,(k,)	=	vr(k,,).	4.	m,	=	—me	[20]	Nous	montrerons	plus	tard	que	la	masse	effective	est	inversement	proportionnelle	à	la	courbure	d2e/dk2	;	dans	le	cas	d'un	trou,	elle	est	de	signe	opposé	à	celle	d'un	électron	de	la	bande	de	valence.	Près	du	bord	de	la	bande	de	valence,	m,	est
négative	et	m,	est	donc	positive.	Figure	8	La	partie	supérieure	de	la	figure	représente	la	bande	d'énergie	qui	permet	de	simuler	la	dynamique	d'un	trou.	
Cette	bande	est	construite	à	partir	de	la	bande	de	valence,	par	symétrie	par	rapport	à	l'origine.	Le	vecteur	d'onde	et	l'énergie	d'un	trou	ont	même	valeur	absolue	que	ceux	d'un	état	vide	dans	la	bande	de	valence,	mais	des	signes	opposés.	Nous	ne	représenterons	pas	la	disposition	de	l'électron	déplacé	depuis	la	bande	de	valence	en	k,,.	1	Les	bandes
sont	toujours	symétriques	k	—>	—k	si	l'on	néglige	l'interaction	de	spin-orbite.	Même	en	tenant	compte	de	cette	interaction,	les	bandes	sont	symétriques	si	la	structure	du	cristal	admet	la	symétrie.	Sans	centre	de	symétrie,	mais	avec	interaction	de	spin-orbite,	les	bandes	sont	symétriques	si	l'on	compare	des	sous-	bandes	pour	lesquelles	les	directions
de	spin	sont	opposées	:	£(k,f)	=	e(—k,	4-)	■	Voir	QTS,	chapitre	9.	Bande	de	valence	construite	avec	pour	représenter	la	dynamique	du	trou	Bande	de	valence	avec	un	électron	manquant	Cristaux	semi-conducteurs	189	[21]	[22]	5-	dk,	/	1	\	^=e(E+cV'XBj	Ce	résultat	provient	de	l'équation	de	mouvement	(CGS)	h	—	=	e	(	E	+	-	v,	x	B	)	dt	\	c	)	que	l'on	écrit
pour	un	électron	manquant	en	remplaçant	—k,	par	k,,	et	v,	par	v,,.	L'équation	de	mouvement	d'un	trou	est	celle	d'une	particule	chargée	positivement.	Le	courant	électrique	transporté	par	la	bande	de	valence	de	la	figure	9	s'explique	si	l'on	attribue	une	charge	positive	aux	trous	:	le	courant	est	transporté	par	l'électron	non	apparié	dans	l'état	G	:	j	-	(-
e)v(G)	=	(_e)[_v(£)]	=	ev(E).	[23]	qui	est	précisément	le	courant	provenant	d'une	charge	positive	qui	se	déplace	à	la	vitesse	de	l'électron	manquant	en	E.	Le	courant	est	représenté	sur	la	figure	10.	Figure	9	(a)	En	/	=	0	les	états	sont	tous	remplis	sauf	F	au	sommet	de	la	bande	;	la	vitesse	vx	est	nulle	en	F	car	de/d&x	=	0.	(b)	Un	champ	électrique	Ex	est
appliqué	dans	la	direction	+x.	Les	électrons	subissent	une	force	dirigée	suivant	—k„	et	ils	subissent	donc	des	transitions	dans	la	direction	—kx,	ce	qui	déplace	le	trou	en	E.	(c)	Les	électrons	continuent	à	se	déplacer	et	le	trou	vient	en	D.	—h	e	t—	"e	~	J.	Figure	10	Mouvement	des	électrons	~*	des	trous	dans	le	champ	électrique	E.	Les	vitesses	des	trous
et	des	électrons	sont	opposées	mais	leurs	courants	électriques	ont	le	même	sens,	celui	du	champ	électrique.	J,	190	Physique	de	l'état	solide	Masse	effective	Si	l'on	examine	la	relation	£	=	(h2/2tn)k2	qui	est	valable	dans	le	cas	des	électrons	libres,	on	remarque	que	le	coefficient	de	k2	détermine	la	courbure	de	l'énergie	£	en	fonction	de	k.	Autrement	dit,
l'inverse	de	la	masse	\/m	détermine	la	courbure.	Dans	le	cas	des	électrons	situés	dans	une	bande	d'énergie,	il	peut	exister	des	régions	en	bordure	de	bande	près	de	la	limite	de	zone	où	la	courbure	est	très	élevée.	Ceci	peut	être	déduit	de	la	forme	des	solutions	de	l'équation	d'onde.	Si	la	largeur	de	la	bande	interdite	est	faible	vis-	à-vis	de	l'énergie	X	de
l'électron	libre	à	la	limite	de	zone,	la	courbure	est	alors	multipliée	par	un	facteur	X/Eg	et	il	en	est	de	même	pour	l'inverse	de	la	masse.	Dans	le	cas	des	semiconducteurs,	la	largeur	de	la	bande	d'énergie	qui	est	environ	égale	à	l'énergie	d'un	électron	libre,	est	de	l'ordre	de	20	eV	alors	que	la	largeur	de	la	bande	interdite	est	comprise	entre	0,2	et	2	eV.
L'inverse	de	la	masse	est	donc	multiplié	par	un	facteur	compris	entre	10	et	100	et	la	masse	effective	est	alors	réduite	du	même	facteur	par	rapport	à	la	masse	d'un	électron	libre.	Ces	valeurs	correspondent	à	des	niveaux	d'énergie	proches	de	la	bande	interdite.	
Au	fur	et	à	mesure	que	l'on	s'éloigne	de	la	bande	interdite,	la	courbure	tend	vers	celle	d'un	électron	libre.	Nous	voyons	qu'un	électron	dans	un	état	voisin	du	bas	de	la	seconde	bande	a	une	énergie	de	la	forme	:	b{K)	=ec	+	(h2/2me)K2;	avec	me/m	=	-——-	-.	[24]	(ZA/	U)	—	I	Ceci	résume	les	résultats	précédents	du	chapitre	7	pour	U	positif,	K	est	le
vecteur	d'onde	mesuré	à	partir	de	la	limite	de	zone	et	mr	représente	la	masse	effective	d'un	électron	voisin	du	bas	de	la	seconde	bande.	Un	électron	voisin	du	haut	de	la	première	bande	a	une	énergie	de	la	forme	:	e{K)	=	s.	-	(h1	/2m,)K2	:	avec	m,/m=	',„■■■	[25]	1	+	\ZK/	U	)	La	courbure	et	par	conséquent	la	masse	seront	négatives	près	du	bord
supérieur	de	la	première	bande.	Nous	avons,	pour	cela,	introduit	un	signe	moins	dans	l'équation	[25]	de	telle	sorte	que	le	symbole	«m,»	représentant	la	niasse	du	trou	soit	positif	(voir	l'éq.	[20]	ci-dessns).	Le	cristal	ne	pèse	pas	moins	si	la	masse	effective	du	porteur	est	inférieure	à	la	masse	de	l'électron	libre,	la	deuxième	loi	de	Newton	n'est	pas	violée
non	plus	pour	le	cristal	dans	son	ensemble.	Le	point	important	est	qu'un	électron	placé	dans	un	potentiel	périodique	est	accéléré	par	rapport	au	réseau,	sous	l'effet	d'un	champ	électrique	ou	magnétique,	comme	si	sa	masse	était	égale	à	une	masse	effective	que	nous	allons	maintenant	définir.	
Nous	dérivons	le	résultat	[1]	donnant	la	vitesse	de	groupe	pour	obtenir	dvK	,	d2£	,	/d2e	dk\	=	T'	-ttt-	=	T'	(	-^r	-r	-	[26]	dt	dkdt	\dk2	dt	J	Mais	nous	savons,	d'après	[5],	que	dk/dt	=	F/h,	d'où	du.	/1	d2£\	h2	dve	—-	=	I	-r	\F\	ou	F	=	—	^-.	[27	dt	\h2	dk2J	d2s/dk2	dt	Si	nous	identifions	h2/(d2E/dk2)	à	une	masse,	alors	[27]	prend	la	forme	de	la	deuxième	loi	de
Newton.	Nous	définissons	la	masse	effective	m*	comme	m*	=	—^—	■	E28]	d2£/dJt2	Cristaux	semi-conducteurs	191	Il	est	facile	de	généraliser	ceci	pour	tenir	compte	d'une	surface	d'énergie	anisotrope.	Nous	introduisons	les	composantes	du	tenseur	des	inverses	des	masses	effectives	(±)	=IJ^L.	<*L	=	(-L)	F	m	W)^	r?	dk„dkv'	dt	W)^	"'	où	fi,	v	sont
des	coordonnées	cartésiennes.	Base	physique	de	la	masse	effective	Comment	se	fait-il	qu'un	électron	de	niasse	m	placé	dans	un	cristal	réagisse	à	un	champ	électrique	comme	s'il	avait	une	masse	m*	?	
Il	est	utile	de	penser	au	phénomène	de	réflexion	de	Bragg	des	ondes	électroniques	dans	un	réseau.	Considérons	l'approximation	habituelle	d'une	liaison	faible.	Près	du	bas	de	la	bande	inférieure,	l'état	est	assez	bien	représenté	par	une	onde	plane	exp(ikx)	de	quantité	de	mouvement	hk	;	la	composante	exp[i(&	—	G)x\	dont	la	quantité	de	mouvement	est
h(k	—	G),	est	petite	et	n'augmente	que	lentement	lorsque	k	augmente,	et	dans	cette	région	m*	—m.	Une	augmentation	de	la	composante	réfléchie	exp[i(&	—	G)x\	lorsque	k	augmente,	représente	un	transfert	de	quantité	de	mouvement	entre	le	réseau	et	l'électron.	Près	de	la	limite	de	zone,	la	composante	réfléchie	est	assez	grande	;	à	la	limite	elle
atteint	la	même	amplitude	que	exp(i^jc)	;	les	fonctions	propres	deviennent	alors	des	ondes	stationnaires.	Alors	la	composante	de	quantité	de	mouvement	h(—y-	G)	annule	la	composante	de	quantité	de	mouvement	h(^	G).	Il	n'est	pas	surprenant	de	trouver	pour	m*	des	valeurs	négatives	juste	en	dessous	de	la	limite	de	zone.	Un	électron	clans	une	bande
d'énergie	peut	avoir	une	masse	effective	positive	ou	négative	:	les	états	correspondant	à	une	masse	effective	positive	se	trouvent	au	voisinage	de	la	limite	inférieure	de	la	bande	puisque	la	courbure	y	est	dirigée	vers	le	haut	(d2s/dk2	est	positif).	Les	états	correspondant	à	une	masse	effective	négative	se	trouvent	au	voisinage	de	la	limite	supérieure	de
la	bande.	Une	masse	effective	négative	signifie	que,	lors	du	passage	d'un	état	k	à	un	état	k	+	Ak,	le	transfert	de	quantité	de	mouvement	du	réseau	à	l'électron	est	supérieur	au	transfert	de	quantité	de	mouvement	de	la	force	appliquée	à	l'électron.	Bien	que	k	soit	augmenté	de	Ak	par	le	champ	électrique	appliqué,	la	réflexion	de	Bragg	qui	en	découle	a
pour	effet	de	diminuer	la	quantité	de	mouvement	de	l'électron	dans	cette	direction,	de	sorte	que	la	masse	effective	doit	être	négative	(Figill).	Cristal	\	^Grille	-fa^ceau	'"cicfem	(a)	V=0	Figure	11	Explication	des	masses	effectives	négatives	au	voisinage	d'une	limite	de	zone	de	Brillouin.	En	(a)	l'énergie	du	faisceau	électronique	incident	sur	un	cristal
mince	est	légèrement	trop	faible	pour	satisfaire	la	condition	de	réflexion	de	Bragg	etlo	faisceau	est	transmis	à	travers	le	cristal.	L'application	d'un	faible	voltage	sur	la	grille	peut,	comme	en	(b),	permettre	de	satisfaire	la	loi	de	Bragg	et	le	faisceau	d'électrons	est	alors	réfléchi	par	la	famille	convenable	de	plans	réticulaires.	192	Physique	de	l'état	solide
Quand	nous	pénétrons	dans	la	deuxième	bande,	l'amplitude	de	exp[i(&	—	G)x\	décroît	rapidement	et	m*	prend	une	petite	valeur	positive.	Dans	ce	cas	l'augmentation	de	vitesse	d'un	électron	provoquée	par	une	impulsion	donnée	est	supérieure	à	celle	qui	en	résulterait	pour	un	électron	libre.	Le	réseau	fournit	la	différence	par	le	recul	qu'il	subit	quand
l'amplitude	de	exp[i(&	—	G)x\	diminue.	Si	l'énergie	dans	une	bande	ne	dépend	que	faiblement	de	k,	la	masse	effective	sera	très	importante.	C'est-à-dire	m*/m	^>	l	car	d2E/dk2	est	très	faible.	L'approximation	des	liaisons	fortes	traitée	au	chapitre	9	donne	un	rapide	aperçu	sur	la	formation	des	bandes	étroites.	Si	les	fonctions	d'ondes	centrées	sur	des
atomes	voisins	se	recouvrent	très	peu,	alors	l'intégrale	de	recouvrement	sera	petite	;	la	largeur	de	la	bande	sera	faible	;	et	la	masse	effective	sera	grande.	L'interpénétration	des	fonctions	d'onde	d'atomes	voisins	est	faible	pour	les	électrons	internes.	
Les	électrons	4/	des	métaux	de	terres	rares,	par	exemple,	se	recouvrent	très	peu.	L'intégrale	de	recouvrement	détermine	la	vitesse	de	passage	d'un	électron	d'un	ion	à	l'autre	par	effet	tunnel	quantique.	Quand	la	masse	effective	est	élevée,	ce	passage	se	fait	lentement.	Masses	effectives	dans	les	semi-conducteurs	Dans	un	certain	nombre	de	semi-
conducteurs,	il	a	été	possible	de	déterminer,	par	résonance	cyclotron,	la	forme	des	surfaces	d'énergie	des	bandes	de	conduction	et	de	valence	près	de	limites	des	bandes.	La	détermination	de	la	surface	d'énergie	est	équivalente	à	la	détermination	du	tenseur	de	masse	effective	[291.	La	résonance	cyclotron	peut	être	réalisée	à	l'aide	d'ondes
centimétriques	ou	millimétriques	pour	de	faibles	concentrations	de	porteurs.	Les	porteurs	sont	accélérés	sur	des	orbites	hélicoïdales	autour	de	l'axe	d'un	champ	magnétique	statique.	La	fréquence	angulaire	de	rotation	cor	est	égale	à	:	(CGS)	coc	=	eB/m'c,	(SI)	to,	=	eB/m*,	[30]	où	m*	est	la	masse	effective.	L'absorption	résonante	de	l'énergie	d'un
champ	électrique	rf	perpendiculaire	au	champ	magnétique	statique	(fig.	12)	a	lieu	quand	la	fréquence	du	champ	rf	est	égale	à	la	fréquence	cyclotron.	Les	trous	et	les	électrons	tourneront	en	sens	opposés	dans	un	champ	magnétique.	Considérons	l'ordre	de	grandeur	de	plusieurs	des	quantités	physiques	se	rapportant	à	cette	expérience,	pour	m*/m	«
0,1.	Pour	/c	=	24	GHz,	ou	ù>c	=	1,5	x	10"	rd	s-',	nous	avons	B	~	860	G	à	la	résonance.	La	largeur	de	raie	est	déterminée	par	le	temps	de	relaxation	de	collision	t,	et	pour	obtenir	une	résonance	décelable	il	faut	que	u>cz	^	1.	En	d'autres	termes,	le	libre	parcours	moyen	doit	être	assez	long	pour	permettre	au	porteur	moyen	de	parcourir	l/2n	sur	un
cercle	entre	deux	collisions	successives.	A	température	ambiante,	les	temps	de	relaxation	des	porteurs	dans	les	cristaux	sont	de	l'ordre	de	10-'3	à	10-'5	s.	Il	faut	en	général	travailler	sur	des	cristaux	de	haute	pureté	à	la	température	de	l'hélium	liquide	pour	obtenir	des	temps	de	relaxation	suffisamment	longs.	Ces	conditions	sont	moins	sévères	avec	un
rayonnement	à	haute	fréquence,	mais	il	faut	alors	des	champs	magnétiques	plus	élevés.	Les	semi-conducteurs	possédant	une	transition	directe,	avec	des	extrema	de	bandes	situés	au	centre	de	la	zone	de	Brillouin,	présentent	une	structure	de	bande	comme	celle	de	la	figure	13.	L'extrémité	de	la	bande	de	conduction	est	sphérique,	la	masse	effective
est	notée	tne	:	ec	=	Eg	+	tfk1/2me.	[31]	Cristaux	semi-conducteurs	193	Figure	12	Disposition	des	champs	dans	une	expérience	de	résonance	cyclotron	dans	un	semi-conducteur.	
Le	sens	de	parcours	de	l'orbite	est	opposé	pour	les	électrons	et	pour	les	trous.	B	(statique)	■	»	î	Orbite	de	l'électron	Figure	13	Représentation	simplifiée	des	limites	de	bandes	pour	un	semi-conducteur	à	transition	directe.	Électrons	Trous	lourds	>	Trous	légers	Trous	«	split	off	»	La	bande	de	valence	est	typiquement	triple,	deux	bandes	sont	dégénérées
au	centre	et	correspondent	aux	trous	légers	(//?)	et	aux	trous	lourds	(hh).	Une	troisième	bande	(soh),	est	décalée	de	A,	par	le	couplage	spin-orbite	:	Ev(hh)	=	-h2k2/2mhh	;	ev(lh)	=	-h2k2/2mlh	;	[32]	ev(soh)	=	—A	—	f?k2/2mxnh	;	(notations	:	d'après	la	terminologie	anglaise	:	«heavy	hole»	(hh)	«light	hole»	(Ih)	et	«split	off	hole»	(soh)).	
Le	tableau	2	fournit	quelques	valeurs	de	masses	effectives.	Les	résultats	des	équations	[32]	sont	approchés	car	an	voisinage	de	k	=	0	les	bandes	correspondant	aux	trous	légers	et	aux	trous	lourds	ne	sont	pas	vraiment	sphériques.	Ce	point	sera	discuté	ci-dessous	dans	le	cas	du	germanium	et	du	silicium.	La	théorie	des	perturbations	appliquées	aux
extrémités	des	bandes	d'énergie	nous	dit	qu'en	première	approximation	la	masse	effective	des	électrons	doit	être	inversement	proportionnelle	à	la	largeur	de	bande	interdite	pour	les	cristaux	qui	ont	une	transition	directe.	D'après	les	résultats	des	tableaux	1	et	2,	on	trouve	me/(jnEg)	=	0,063	;	0,060	;	et	0,051	(eV)_I	respectivement	pour	les	composés
InSb,	InAs,	et	InP	ce	qui	est	en	accord	avec	cette	théorie.	Le	silicium	et	le	germanium	Les	bandes	de	conduction	et	de	valence	du	germanium	sont	représentées	sur	la	figure	14,	basée	sur	une	combinaison	de	résultats	théoriques	et	expérimentaux.	194	Physique	de	l'état	solide	Tableau	2	Masses	effectives	des	électrons	et	des	trous	pour	des	semi-
conducteurs	ayant	une	transition	directe	Cristal	InSb	InAs	InP	GaSb	GaAs	Cu20	Électron	me/m	0,015	0,026	0,073	0,047	0,066	0,99	Trous	lourds	mhh/m	0,39	0,41	0,4	0,3	0,5	-	Trous	légers	m,h/m	0,021	0,025	(0,078)	0,06	0,082	0,58	Trous	«split	off»	(0,11)	0,08	(0,15)	(0,14)	0,17	0,69	Déplacement	A	spin-orbite	(eV)	0,82	0,43	0,11	0,80	0,34	0,13	Pour
ces	deux	cristaux,	le	maximum	de	la	bande	de	valence	se	trouve	à	k	=	0,	il	correspond	aux	états	py2	et	pt/2	des	atomes	libres.	Ceci	est	claii	d'après	l'approximation	des	liaisons	fortes	pour	les	fonctions	d'ondes.	Le	niveau	p3/2	est	dégénéré	quatre	fois,	comme	dans	l'atome	;	ces	quatre	états	correspondent	aux	valeurs	de	rrij	:	±-	et	±^.	Le	niveau	P1/2	a
une	dégénérescence	du	deuxième	ordre,	avec	mj	=	±|.	
Les	états	p3/2	ont	une	énergie	plus	élevée	que	les	états	pt/2	;	la	différence	en	énergie	est	une	mesure	de	l'interaction	spin-orbite.	Les	extrémités	des	bandes	de	valence	du	germanium	et	du	silicium	sont	compliquées.	Les	trous	qui	sont	proches	de	l'extrémité	de	la	bande	sont	caractérisés	par	deux	masses	effectives,	différentes.	Celles-ci	proviennent
des	deux	bandes	formées	à	partir	des	niveaux	p3/2	de	l'atome.	Il	y	a	également	une	bande	déplacée	qui	est	formée	à	partir	du	niveau	pl/2.	Les	surfaces	d'énergie	sont	déformées	(QTS,	p.	271)	s(k)	=	Ak2±	[B2k4	+	C2(k]kl	+	k2k2z	+	k2k2)]	"2.	[33]	Le	choix	du	signe	distingue	les	deux	masses.	La	bande	déplacée	correspond	à	e(k)	=	—A	+	Ak2.	Les
résultats	expérimentaux	sont	les	suivants	en	unités	h1/2m	:	Si	:	A	=	-4,29;	|B|	=	0.68;	|C|	=4.87:	A=0.044eV.	Ge	:	A	=	-13,38;	|B|	=	8,48;	\C\	=	13,15;	A	=	0.29eV.	Les	trous	légers	et	lourds	ont	une	masse	respectivement	égale	à	0,043«;	et	0,34m	dans	le	germanium	;	à	0,16m	et	0,52m	dans	le	silicium	et	à	0,7m	et	2,12m	dans	le	diamant.	Les	limites	des
bandes	de	conduction	dans	le	germanium	se	trouvent	à	des	points	L	équivalents	dans	la	zone	de	Brillouin	(fig.	15a).	Chaque	limite	de	bande	a	une	surface	d'énergie	ellipsoïdale	orientée	selon	l'axe	<	11	1	>	du	cristal	avec	une	masse	longitudinale	m,	égale	à	1,59m	et	une	masse	transversale	m,r	égale	à	0,082m.	Pour	un	champ	magnétique	statique
faisant	un	angle	6	avec	l'axe	longitudinal	de	l'ellipsoïde,	la	masse	effective	cyclotron	m,	est	égale	à	:	1	cos20	sin20	—	=	—r	+	■	[34]	mlc	mfr	mlrm,	La	figure	16	représente	les	résultats	obtenus	pour	le	germanium.	
Dans	le	silicium,	les	extrémités	des	bandes	correspondent	à	des	ellipsoïdes	orientés	suivant	des	directions	<	100	>	dans	la	zone	de	Brillouin,	avec	des	masses	m,	=	0,92m	et	m,r	=	0,19/«.	Ceci	est	indiqué	sur	la	figure	17a.	Cristaux	semiconducteurs	195	Dans	la	figure	15a,	les	extrémités	des	bandes	se	trouvent	sur	les	lignes	A,	un	peu	avant	les	points
X.	Pour	GaAs,	nous	avons	A	=	-6.98,	B	=	-4.5,	\C\	=	6,2,	A	=	0,341	eV.	La	structure	de	bande	est	présentée	figure	17b.	Figure	14	Structure	de	bande	du	germanium	calculée	par	C,Y,	Fong,	Les	principales	caractéristiques	sont	en	bon	accord	avec	l'expérience.	Les	quatre	bandes	de	valence	sont	représentées	en	gris,	La	structure	fine	du	sommet	de	la
bande	de	valence	est	causée	par	l'interaction	spin-orbite,	La	transition	est	indirecte.	L'extrémité	de	la	bande	de	conduction	se	trouve	au	point	(2n/a)(^^),	Les	surfaces	d'énergie	constante	autour	de	ce	point	sont	ellipsoïdales.	196	Physique	de	l'état	solide	(a)	Figure	15	Représentation	standard	des	points	et	axes	de	symétrie	pour	les	zones	de	Brillouin
des	réseaux	cfc	et	ce.	Les	centres	de	zones	sont	notés	r.	En	(a)	le	point	limite	noté	X	se	trouve	à	(2jr/o)(l00),	Le	point	limite	suivant	la	direction	(2jr/o)(|	11)	est	noté	L.	La	ligne	A	se	trouve	entre	r	et	X,	En	(b),	les	symboles	correspondants	sont	notés	H.	P	et	A,	0,40	0,36	0,32	0,28	0.24	'5	0,20|	0,16	Figure	16	Masse	effective	cyclotron	dans	le	germanium
à	4	K	pour	des	directions	de	champ	magnétique	situées	dans	un	plan	(110).	Il	existe	quatre	ellipsoïdes	de	masse	indépendantes	dans	le	germanium,	une	suivant	chaque	axe	111,	mais	suivant	un	plan	110,	il	existe	toujours	deux	ellipsoïdes	qui	apparaissent	équivalents.	(D'après	Dresselhaus,	Kip	et	Kittel).	0,12	0,08	0,04	■	~(w	r	a\	~^~\T"	"tfffrrifr	"	"	o
O	i—	i—	O	;—j	;—j	l	l	0	-10	0	10	20	30	40	50	60	70	80	90	100	Angle	en	degrés	dans	le	plan	(110)	à	partir	de	l'axe	[001]	Cristaux	semi-conducteurs	197	(a)	Figure	17a	Ellipsoïdes	d'énergie	constante	des	électrons	dans	le	silicium,	pour	mi/m,r	=	5.	Figure	17b	Structure	de	bande	de	GaAs	(d'après	S.G.	Loue).	
CONCENTRATION	EN	PORTEURS	INTRINSÈQUES	Nous	voulons	calculer	la	concentration	en	porteurs	intrinsèques	en	fonction	de	la	largeur	de	bande	interdite.	
Nous	présentons	le	calcul	effectué	pour	des	extrémités	de	bandes	paraboliques.	Calculons	d'abord,	en	fonction	du	potentiel	chimique	ou	du	niveau	de	Fermi	fi,	le	nombre	d'électrons	élevés	à	la	bande	de	conduction	à	température	T.	En	physique	des	semi-conducteurs,	fj,	est	appelé	niveau	de	Fermi.	Aux	températures	qui	nous	intéressent,	nous	pouvons
supposer	pour	la	bande	de	conduction	que	£	—	n	3>	kBT,	la	fonction	de	distribution	de	Fermi-Dirac	se	réduit	alors	à	fe	~	exp[(n	-	e)/kBT].	[35]	C'est	la	probabilité	d'occupation	d'un	état	de	la	bande	de	conduction	dans	une	approximation	valable	pour/,	<$C	l.	Nous	supposons	que,	dans	la	bande	de	conduction,	£k	=	Ec	+	h2kl/2m,	[36]	où	Ev	est
l'énergie	au	bas	de	la	bande	de	conduction	comme	sur	la	figure	18	et	où	me	est	la	masse	effective	d'un	électron.	Donc,	d'après	[6.20]	la	densité	d'états	pour	une	énergie	£	est	:	Ve(£)	=	1	2^	m"'	(s	-	Ee)	1/2	[37]	La	concentration	d'électrons	dans	la	bande	de	conduction	est	égale	à	:	11=	/	Ve(E)fe(E)	d£	1	/2mA	exp(v/kBT)	/	(£	-	£,)l/2exp(-£/A:Br)d£,	[38]
198	Physique	de	l'état	solide	Figure	18	Échelle	d'énergie	pour	les	calculs	statistiques.	La	fonction	de	distribution	de	Fermi	est	montrée	à	la	même	échelle,	pour	une	température	kBT	«.	Eg	;	le	niveau	de	Fermi	n	est	pris	à	l'intérieur	de	la	bande	interdite,	comme	pour	un	semi-conducteur	intrinsèque.	Si	e	=	ix	,	alors	/	=	\.	
Bande	de	conduction	Niveau	de	Fermi	Bande	de	valence	qui	donne,	par	intégration	n	=	2(tnekBT/2nhy/2exp[(v	-	Er)/kBT].	[39]	Nous	n'aurons	résolu	le	problème	que	lorsque	p	sera	connu.	Il	est	utile	de	calculer	la	concentration	d'équilibre	en	trous	p.	La	fonction	de	distribution	/,	pour	les	trous	est	relice	à	la	fonction	de	distribution	des	électrons	/,.	par
/,	=	l	—	fe,	car	un	trou	est	défini	comme	l'absence	d'un	électron.	Nous	avons	f,=	\	l	l	^e-n1/kBT	e(c-v)/knT	-\-	1	ew-'i/ijr	-\-	1	[40]	à	condition	que	(p	—	s)	^>	kBT.	Si	les	trous	voisins	du	haut	de	la	bande	de	valence	se	comportent	comme	des	particules	de	masse	effective	m,,	pour	ces	trous	la	densité	d'états	est	donnée	par	3/2	T>,(£)	=	1	2n:	m	(Ev	-	s)	-
pï'/2	[41]	où	Er	est	l'énergie	du	sommet	de	la	bande	de	valence.	Procédant	comme	plus	haut	[38],	nous	trouvons	:	p	=	f	V,(E)ft(e)de	=	2(m,kBT/27Th2f'2exp[(Ev	-	p,)/kBT]	[42]	J	—	oo	pour	la	concentration	p	en	trous	dans	la	bande	de	valence.	
En	multipliant	membre	à	membre	les	expressions	de	n	et	p	nous	trouvons	la	relation	très	utile	dans	laquelle	£,,	=	Ec	—	Ev	:	np	=	4(A:B^/27r/^2):,(wfm,)3/2exp(-£>,/A:B7,)	[43]	qui	a	la	forme	d'une	loi	d'action	de	masse.	Ce	résultat	ne	fait	pas	intervenir	le	niveau	de	Fermi	p.	Nous	n'avons	supposé	nulle	part	que	le	matériau	était	intrinsèque	:	le	résultat
est	aussi	valable	en	présence	d'impuretés.	La	seule	hypothèse	faite	est	que	la	distance	du	niveau	de	Fermi	aux	limites	de	chaque	bande	doit	être	grande	par	rapport	à	kBT.	
À	300	K	la	valeur	de	np	est	2,10	109	cm"*	pour	Si,	2,89	1026	cm4	pour	Ge	et	6,55	1012	errf*	pour	GaAs.	Cristaux	semi-conducteurs	199	Un	simple	argument	cinétique	montre	que	le	produit	np	est	constant	à	température	donnée.	Supposons	que	la	population	d'équilibre	en	électrons	et	en	trous	soit	maintenue	par	le	rayonnement	en	photons	d'un	corps
noir.	Les	photons	engendrent	des	paires	électrons-trous	à	la	vitesse	A(T),	tandis	que	B(T)np	est	la	vitesse	de	la	réaction	de	recombinaison	e	+	t	=	photon.	Donc	dn/dt	=	A(T)	-	B(T)np	=	dp/dt.	[44]	À	l'équilibre	dn/dt	=	0	;	dp/dt	=	0	d'où	:	A(T)	np	=	.	B(T)	Comme	le	produit	des	concentrations	en	trous	et	en	électrons	est	une	constante	indépendante	de	la
concentration	en	impuretés	à	une	température	donnée,	l'introduction	d'une	petite	quantité	d'une	impureté	destinée	à	augmenter	n,	aura	pour	effet	de	diminuer	p.	Ce	résultat	est	important	en	pratique	—	nous	pouvons	réduire	la	concentration	totale	en	porteurs	n	+	p,	parfois	dans	des	proportions	considérables,	par	introduction	contrôlée	d'impuretés
convenables.	Cette	réduction	s'appelle	compensation	d'un	type	d'impureté	par	addition	d'un	autre.	Pour	un	semi-conducteur	intrinsèque,	le	nombre	d'électrons	est	égal	au	nombre	de	trous,	car	l'excitation	thermique	d'un	électron	laisse	un	trou	dans	la	bande	de	valence.	Donc,	d'après	[43],	nous	avons	avec	Eg	=	Er	—	Ev	et	i	pour	intrinsèque	;	nt	=	Pi	=
2(kBT/2nti2)3'2(mt,ml)y4exp(-Eg/2kBT).	[45]	L'excitation	intrinsèque	d'un	porteur	dépend	exponentiellement	deEg/2kBT,	où	Eg	est	la	largeur	de	la	bande	interdite.	En	posant	[39]	et	[42]	égaux,	nous	avons	exp(2p/kBT)	=	(m,/?ne)V2exp(Eg/kBT)	[46]	soit,	en	résolvant	pour	le	potentiel	chimique,	mesuré	depuis	le	sommet	de	la	bande	de	valence	:	H	=
±EK	+	lkBT	(m,/me).	[47]	Si	m,	=	me,	alors	M	—	5	Eg,	et	le	niveau	de	Fermi	est	au	milieu	de	la	bande	interdite.	Un	développement	plus	approfondi	de	physique	statistique	des	semi-conducteurs	est	proposé	au	chapitre	13	de	TP.	
Mobilité	de	la	région	intrinsèque	La	mobilité	est,	par	définition,	la	mesure	de	la	vitesse	d'entraînement	par	unité	de	champ	électrique	M	=	M/E.	[48]	La	mobilité	est	positive,	par	définition,	aussi	bien	pour	les	électrons	que	pour	les	trous,	bien	que	leurs	vitesses	de	déplacement	soient	opposées.	Nous	écrirons	toujours	pe	ou	p,	pour	représenter	la
mobilité	des	électrons	et	des	trous.	De	cette	façon,	on	évitera	toute	confusion	avec	le	potentiel	chimique	fi.	La	conductivité	électrique	est	la	somme	de	deux	termes	correspondant	à	la	contribution	des	électrons	et	des	trous	:	a	=	(nep.e	+	pep.,)	[49]	200	Physique	de	l'état	solide	où	n	et	p	représentent	les	concentrations	en	électrons	et	trous.	Nous	avons
vu	dans	le	chapitre	6	que	la	vitesse	de	déplacement	d'une	charge	q	était	v	=	qzE/m,	par	conséquent	lie	=	eze/me	;	fi,	=	ez,/m,.	[50]	Les	mobilités	dépendent	de	la	température	suivant	une	simple	loi	en	puissance.	La	dépendance	de	la	conductivité	par	rapport	à	la	température	dans	le	domaine	intrinsèque	sera	dominée	par	la	dépendance	exponentielle
exp(—EK/2knT)	de	la	concentration	en	porteurs,	équation	[45].	Le	tableau	3	donne	des	valeurs	expérimentales	de	la	mobilité	à	température	ambiante.	Tableau	3	Mobilité	des	porteurs	à	la	température	ambiante,	en	cm2/V.s	Cristal	Électrons	Trous	Cristal	Electrons	Trous	Diamant	Si	Ge	InSb	InAs	InP	AlAs	AlSb	1800	1	350	3	600	800	30	000	4	500	280
900	1	200	480	1800	450	450	100	-	400	GaAs	GaSb	PbS	PbSe	PbTe	AgCl	KBe(100K)	SiC	8	000	5	000	550	1	020	2	500	50	100	100	300	1	000	600	930	1	000	-	-	10-20	Dans	le	système	d'unité	SI,	la	mobilité	est	exprimée	en	m2/V.s	(il	y	a	un	facteur	10-4	par	rapport	aux	unités	usuelles	en	cm2/V.s).	Pour	la	plupart	des	substances,	les	valeurs	mentionnées
sont	limitées	à	température	ambiante	par	la	diffusion	des	porteurs	par	les	pho-	nons	thermiques.	La	mobilité	des	trous	est	typiquement	inférieure	à	celle	des	électrons	à	cause	de	la	décomposition	de	la	bande	de	valence	en	deux	sous-bandes	tangentes	au	centre	de	zone	(voir	par	exemple	fig.	17b).	Ceci	rend	possible	des	processus	de	diffusion
interbandes,	ce	qui	réduit	considérablement	la	mobilité	des	trous.	Dans	certains	cristaux,	en	particulier	dans	les	cristaux	ioniques,	les	trous	sont	immobiles	;	seule	l'activation	thermique	leur	permet	de	sauter	d'un	ion	à	l'autre.	La	principale	cause	de	cet	effet	dit	d'«auto-piègeage»	est	la	distorsion	du	réseau	provoquée	par	l'effet	Jahn-Teller	sur	des
niveaux	dégénérés	(chapitre	14).	La	dégénérescence	orbita-	laire	nécessaire	pour	que	cet	effet	ait	lieu	se	produit-beaucoup	plus	fréquemment	dans	le	cas	des	trous	que	des	électrons.	Les	cristaux	à	bande	interdite	directe	et	étroite	ont	tendance	à	avoir	des	mobilités	électroniques	élevées.	D'après	l'équation	[9-41]	les	petites	largeurs	de	bande	interdite
conduisent	à	des	masses	effectives	légères,	ce	qui	d'après	[50]	favorise	de	fortes	mobilités.	La	plus	grande	mobilité	observée	dans	un	semi-conducteur	est	5	x	106	cm2/V.s	dans	le	PbTe	à	4	K	pour	une	largeur	de	bande	interdite	de	0,19	eV.	Cristaux	semi-conducteurs	201	CONDUCTIVITÉ	DUE	AUX	IMPURETÉS	Certains	types	d'impuretés	et	de	défauts
affectent	considérablement	les	propriétés	électriques	des	semi-conducteurs.	L'addition	de	bore	au	silicium,	dans	la	proportion	d'un	atome	de	bore	pour	105	atomes	de	silicium,	augmente	la	conductivité	du	silicium	pur	par	un	facteur	103	à	température	ambiante.	Dans	un	semi-conducteur	composé,	une	déficience	stcechiométrique	en	l'un	des
constituants	agira	comme	une	impureté	;	de	tels	semi-conducteurs	sont	appelés	déficitaires.	L'addition	délibérée	d'impuretés	à	un	semiconducteur	est	appelée-	dopage.	Considérons	en	particulier	l'effet	d'impuretés	dans	le	silicium	et	le	germanium.	Ces	éléments	cristallisent	dans	la	structure	du	diamant.	Chaque	atome	est	relié	par	quatre	liaisons
covalentes	à	ses	quatre	plus	proches	voisins,	en	accord	avec	la	valence	chimique	quatre.	Si	un	atome	d'impureté	de	valence	cinq,	comme	le	phosphore,	l'arsenic	ou	l'antimoine,	est	substitué	dans	le	réseau	à	un	atome	normal,	il	y	aura	un	électron	de	valence	en	excès	après	que	les	quatre	liaisons	covalentes	se	sont	établies	avec	les	plus	pioches	voisins,
c'est-à-dire	après	que	l'atome	d'impuretés	a	été	accommodé	par	la	structure	avec	aussi	peu	de	perturbation	que	possible.	Niveaux	donneurs	La	structure	de	la	figure	19	a	une	charge	positive	sur	l'atome	d'impureté	(qui	a	perdu	un	électron).	Le	fait	que	les	impuretés	pentavalentes	entrent	dans	le	réseau	par	substitution	aux	atomes	normaux,	plutôt
qu'en	se	plaçant	en	position	d'insertion	a	été	vérifié	par	des	études	des	constantes	du	réseau.	Les	atomes	d'impuretés	qui	peuvent	s'ioniser	en	fournissant	un	électron	sont	appelés	donneurs.	Le	cristal	reste	globalement	neutre,	car	l'électron	reste	dans	le	cristal.	
L'électron	se	déplace	dans	le	potentiel	de	Coulomb	e/er	de	l'ion	d'impureté	où	s	est	la	constante	diélectrique	statique	du	cristal	covalent.	Le	facteur	1/e	tient	compte	de	la	réduction	de	la	force	de	Coulomb	qui	s'exerce	entre	des	charges,	due	à	la	polarisation	électronique	du	milieu.	Ce	traitement	est	valable	pour	les	orbites	grandes	par	rapport	à	la
distance	entre	atomes,	et	pour	des	déplacements	lents	de	l'électron	de	telle	façon	que	la	fréquence	orbitale	soit	faible	par	rapport	à	&>K	correspondant	à	la	bande	interdite.	
Ces	conditions	sont	bien	satisfaites	dans	Ge	et	Si	par	les	électrons	fournis	par	P,	As	ou	Sb.	£	@)	Si	Si	/	+	E*	\.Ed	Q>	%	Charge	+	Niveau	hé	en	excès	au	donneur	Figure	19	Charges	associées	à	un	atome	d'impureté	dans	le	silicium.	L'arsenic	a	cinq	électrons	de	valence,	mais	le	silicium	n'en	a	que	quatre.	Par	conséquent,	quatre	des	électrons	de
l'arsenic	forment	des	liaisons	tétraédriques	covalentes	semblables	à	:3lles	du	silicium	et	le	cinquième	électron	est	disponible	pour	la	conduction.	
L'atome	d'arsenic	est	donneur	parce	qu'en	s'ionisant	il	fournit	un	électron	à	la	bande	de	conduction.	202	Physique	de	l'état	solide	Évaluons	maintenant	l'énergie	de	liaison	de	l'atome	donneur.	La	théorie	de	Bohr	de	l'atome	d'hydrogène	peut	facilement	être	modifiée	pour	tenir	compte	de	la	constante	diélectrique	du	milieu	et	de	la	masse	effective	d'un
électron	dans	le	potentiel	périodique	du	cristal.	
L'énergie	de	liaison	de	l'hydrogène	atomique	est	—e4m/2h2en	CGS	et	—e4m/2(47TE0h)2	en	SI.	Dans	le	semi-conducteur	nous	remplaçons	e2	par	e2/s	et	m	par	la	masse	effective	me	pour	obtenir	/13,6	m,\	\	e2	m	)	„4	(CGS)	Ed	=	—1	=	l-L-	-î	eV	(SI)	E	=	—	—,	[51]	2s2h2	\	e2	m	)	2(4n££0h)2	comme	énergie	d'ionisation	du	donneur	dans	le	semi-
conducteur.	Le	rayon	de	Bohr	de	l'état	fondamental	de	l'hydrogène	est	fi2/me2	en	CGS	ou	4nE0h2/me2	en	SI.	Donc	le	rayon	de	Bohr	du	donneur	est	(CGS)	ad=sh2/mee2	=	(——-)Â	(SI)	ad	=	4nss0ti2	/mee2.	
\me/mj	[52]	L'application	de	ces	résultats	au	germanium	et	au	silicium	est	compliquée	par	Panisotro-	pie	de	la	masse	effective	des	électrons	de	conduction.	Mais	la	constante	diélectrique	a	une	influence	dominante	sur	l'énergie	du	donneur	car	elle	entre	au	carré	dans	l'énergie	alors	que	la	masse	effective	n'entre	qu'à	la	puissance	un.	Nous	pouvons
obtenir	une	impression	générale	des	niveaux	d'impuretés	en	prenant	me	*0,lm	pour	les	électrons	dans	le	gernranium	et	mr	~	0,2m	dans	le	silicium.	Le	tableau	4	fournit	les	valeurs	de	la	constante	diélectrique	statique	de	certains	semi-conducteurs.	Tableau	4	Constante	diélectrique	statique	de	certains	semi-conducteurs	Cristal	e	Cristal	e	Diamant	5,5
GaSb	15,69	Si	11,7	GaAs	13,13	Ge	15,8	AlAs	10,1	InSb	17,88	AlSb	10,3	InAs	14,55	SiC	10,2	InP	12,37	Cu20	7,1	L'énergie	d'ionisation	d'un	atome	d'hydrogène	libre	est	13.6	eV.	Pour	le	germanium	l'énergie	d'ionisation	du	donneur	Ed	est	0,005	eV	dans	notre	modèle,	soit	me/me2	=	4	x	10~4	fois	celle	de	l'hydrogène.	
Le	résultat	correspondant	pour	le	silicium	est	0,02	eV.	Des	calculs	utilisant	le	tenseur	de	masse	effective	correct	donnent	9,05	meV	pour	le	germanium	et	29,8	pour	le	silicium.	Les	valeurs	obtenues	pour	les	énergies	d'ionisation	des	donneurs	figurent	sur	le	tableau	5.	On	rappelle	que	1	meV	=	10~3	eV.	Pour	le	GaAs,	Ed	—	6	meV.	Tableau	5	Énergies
Ed	d'ionisation	des	donneurs	pour	des	impuretés	pentavalentes	dans	le	germanium	et	le	silicium	(en	meV)	P	As	Sb	Si	45	49	39	Ge	12,0	12,7	9,6	Cristaux	semi-conducteurs	203	Le	rayon	de	la	première	orbite	de	Bohr	est	augmentée	de	£m/ine	par	rapport	à	la	valeur	0,53	A	pour	l'atome	libre	d'hydrogène.	Le	rayon	correspondant	est	(160)(0,53)	»	80	Â
dans	le	germanium	et	(60)(0,53)	%	30	Â	dans	le	silicium.	Ce	sont	de	grands	rayons	qui	font	que	les	orbites	d'impuretés	se	chevauchent	pour	un	nombre	d'impuretés	relativement	faible	par	rapport	au	nombre	d'atomes	hôtes.	Si	le	recouvrement	est	important,	une	«bande	d'impuretés»	se	forme	à	partir	des	niveaux	donneurs.	Se	reporter	à	la	discussion
sur	la	transition	métal-isolant	(chapitre	10).	La	conduction	dans	la	bande	d'impuretés	d'un	semi-conducteur	peut	être	assurée	par	le	saut	des	électrons	d'un	donneur	vers	un	autre	donneur.	Ce	processus	de	conduction	dans	la	bande	d'impuretés	s'amorce	pour	des	concentrations	en	donneurs	plus	faibles	si	des	atomes	accepteurs	sont	également
présents,	de	sorte	que	certains	donneurs	sont	ionisés	en	permanence.	Comme	deux	électrons	ne	peuvent	occuper	le	même	site,	il	est	évidemment	plus	facile	qu'un	électron	d'un	donneur	saute	sur	un	site	d'un	donneur	ionisé	que	sur	un	site	d'un	atome	donneur	occupé.	Niveaux	accepteurs	De	même	qu'un	électron	peut	être	lié	à	une	impureté
pentavalente,	un	trou	peut	être	lié	à	une	impureté	trivalente	dans	le	germanium	ou	le	silicium	(fïg.	20).	Des	impuretés	triva-	lentes	telles	que	B,	Al,	Ga	et	In	sont	appelées	des	accepteurs,	car	ils	peuvent	prendre	des	électrons	à	la	bande	de	valence	afin	de	compléter	les	liaisons	covalentes	avec	les	atomes	voisins,	laissant	ainsi	des	trous	clans	cette
bande.	Quand	on	ionise	un	accepteur,	on	libère	un	trou,	ce	qui	demande	un	apport	d'énergie.	Dans	le	diagramme	de	bandes	usuel,	un	électron	descend	quand	il	perd	de	l'énergie,	tandis	qu'un	trou	monte	quand	il	perd	de	l'énergie.	Les	valeurs	expérimentales	obtenues	pour	l'énergie	d'ionisation	dans	le	germanium	et	dans	le	silicium	sont	fournies	dans
le	tableau	6.	Le	modèle	de	Bohr	peut	être	aussi	appliqué	qualitativement	aux	trous	comme	il	a	été	appliqué	aux	électrons	mais	la	dégénérescence	qui	existe	à	l'extrémité	de	la	bande	de	valence	complique	le	problème	des	masses	effectives.	Un	coup	d'œil	aux	tableaux	montre	que	les	énergies	d'ionisation	des	donneurs	et	accepteurs	peuvent	se
comparer	à	kBT	à	la	température	ambiante	(0,026	eV).	Nous	nous	£	Q>	Si	Si	Q>	B	Charge	-	en	excès	+	Si	Q>	Si	Trou	positif	créé	par	le	départ	d'un	électron	de	la	liaison	afin	de	compléter	les	liaisons	tétraédriques	de	l'atome	de	bore	Silici	typep	Figure	20	Le	bore	n'a	que	trois	électrons	de	valence	;	il	ne	peut	compléter	ses	liaisons	tétraédriques	qu'en
prenant	un	électron	à	une	liaison	Si-Si,	laissant	ainsi	un	trou	dans	la	bande	de	valence	du	silicium.	Ce	trou	positif	peut	alors	servir	à	la	conducî^n.	L'atome	de	bore	est	appelé	un	atome	accepteur	car	il	reçoit	un	électron	de	la	bande	de	valence.	A	0	K	le	trou	est	lié.	Il	faut	toujours	penser	que	les	trous	ont	tendance	à	remonter	dans	le	diagramme	de
bandes	usuel.	Niveau	lié	à	l'accepteur	204	Physique	de	l'état	solide	Tableau	6	Énergies	Ed	d'ionisation	des	accepteurs	pour	des	impuretés	trivalentes	dans	le	germanium	et	le	silicium	(en	meV)	Si	Ge	B	45	10,4	Al	57	10,2	Ga	65	10,8	In	16	11,2	attendons	donc	à	ce	que	les	ionisations	thermiques	des	donneurs	et	des	accepteurs	soient	importantes	pour	la
conductivité	électrique	dans	le	silicium	à	température	ambiante.	S'il	y	a	bien	plus	de	donneurs	que	d'accepteurs,	l'ionisation	thermique	des	donneurs	libérera	des	électrons	dans	la	bande	de	conduction.	La	conductivité	de	l'échantillon	sera	déterminée	par	les	électrons	(charges	négatives)	;	et	on	dit	que	le	matériau	est	du	type	n.	Si	les	accepteurs
dominent,	des	trous	seront	produits	dans	la	bande	de	valence	et	la	conductivité	sera	contrôlée	par	les	trous	(charges	positives)	:	le	matériau	est	du	type	p.	Le	signe	du	voltage	de	Hall	est	un	test	approximatif	du	type	du	matériau	(n	ou	p).	Un	autre	test	pratique	est	le	signe	du	potentiel	thermoélectrique	que	l'on	discutera	ci-dessous.	Rappelons	que	le
nombre	de	trous	est	égal	au	nombre	d'électrons	en	l'absence	d'impuretés	:	un	tel	matériau	est	dit	intrinsèque.	La	concentration	intrinsèque	en	électrons	n,	à	300	K	est	1,7	x	1013	cm-3	pour	le	germanium	et	4.6	x	109	cm-3	pour	le	silicium;	la	résistivité	électrique	du	matériau	intrinsèque	est	43	fi.cm	pour	le	germanium	et	2,6	x	105	£2	.cm	pour	le
silicium.	o	a.	■o	c	o	o	U	20	30	1	000/T	Figure	21	Concentration	de	porteurs	libres	en	fonction	de	la	température	dans	le	germanium	ultrapur,	d'après	R.N.	Hall.	La	concentration	d'impuretés	électriquement	actives	est	égale	à	2	•	1010	cm-3.	Ce	résultat	a	été	obtenu	par	des	mesures	du	coefficient	de	Hall.	
L'excitation	intrinsèque	varie	brusquement	pour	les	faibles	valeurs	de	1/7".	La	concentration	de	porteurs	est	pratiquement	constante	entre	20	K	et	200	K.	Cristaux	semi-conducteurs	205	Le	germanium	possède	4,42	x	1022	atomes	par	cm3.	Il	est	possible	de	purifier	le	germanium	bien	mieux	que	n'importe	quel	autre	élément2.	La	concentration	globale
en	impuretés	usuelles	électriquement	actives	(donneurs	ou	accepteurs	peu	profonds)	a	été	limitée	à	moins	de	une	impureté	pour	10"	atomes	de	Ge	(fig.	21).	Par	exemple,	la	concentration	de	P	dans	Ge,	peut	être	inférieure	à	4	x	10'"	cm-3.	La	spectroscopie	par	ionisation	photothermique3	donne	accès	à	ries	sensibilités	expérimentales	de	107	cm-3	et
permet	donc	de	détecter	ces	impuretés.	Il	reste	dans	le	germanium	des	impuretés	telles	que	(H,	O,	Si,	C)	dont	la	concentration	n'a	pu	être	réduite	en	dessous	de	1012	à	V*	,.„,-3	ciles	à	détecter.	10'	cm	,	niais	elles	n'affectent	pas	les	mesures	électriques	et	par	conséquent	sont	diffi-	lonisation	thermique	des	donneurs	et	des	accepteurs	Le	calcul	de	la
concentration	d'équilibre	des	électrons	de	conduction	dans	le	cas	de	donneurs	ionisés	est	identique	au	calcul	habituel	en	mécanique	statistique	de	l'ionisation	thermique	des	atomes	d'hydrogène	(TP	p.	369).	S'il	n'y	a	pas	d'accepteurs,	le	résultat	aux	basses	températures	pour	kgT	<$C	Ed	est	n	~	(n0NdY/2exp(-Ed/2kBT)	[53]	avec	«o	—
2(mekBT/2ntr)i/2	;	ici	N,t	est	la	concentration	en	donneurs.	Pour	obtenir	[53],	nous	écrivons	qu'il	y	a	équilibre	chimique,	la	loi	sur	les	concentrations	s'écrit:	[e][Nd]/[Nd]	=	fonction	rie	la	température,	puis	nous	posons	[Nd]	=	[e]	=	n.	Des	résultats	identiques	s'appliquent	aux	accepteurs,	avec	évidemment	quelques	indispensables	modifications,	avec
l'hypothèse	qu'il	n'y	a	pas	de	donneurs.	Si	les	concentrations	en	donneurs	et	accepteurs	sont	comparables,	les	choses	se	compliquent	et	les	équations	doivent	être	résolues	numériquement.	Opendant,	la	loi	d'action	de	masse	[53]	oblige	le	produit	np	à	être	constant	pour	une	température	déterminée.	Un	excès	de	donneurs	augmentera	la	concentration
d'électrons	et	diminuera	la	concentration	de	trous,	la	somme	n	+	P	augmentera.	Si	les	mobilités	sont	égales,	la	conductivité	varie	dans	le	même	sens	que	(n	+	p)	(fig.	22).	îo'-V	—^^	io10	Figure	22	Conductivité	électrique	et	concentration	de	trous	p,	calculées	en	fonction	de	la	concentration	d'électrons	«	pour	un	semi-conducteur	dans	lequel	«	•	p	=
1020	cm-6	à	une	température	déterminée.	La	conductivité	est	symétrique	autour	de	n	=	1010	cm-3.	Pour	«	>	1010,	l'échantillon	est	du	type	n	;	pour	«	<	10'"	il	sera	du	type	p.	
Nous	avons	choisi	M<-	=	M/.	o	U	10"	1	I	I	I	I	llll	I	I	I	I	I	llll	I	I	I	I	11	I	I	I	I	IM	I	I	I	I	I	lll.	10	II	10	12	10	13	IO7	Concentration	d'électrons	(cm"3)	-	E.E.	Hmier,	YV.L.	Hwsen	and	F.S.	C	l:l	DING,	«Physics	of	ultra-pure	germanium.»	Adv.	Fhys.	30,	93-138	(1981).	3	S.M.	Kogan	aud	T.M.	LiFSHITS,	Pliys.	
Status	Soliili	(a)	39.	11	(	1977).	206	Physique	de	l'état	solide	EFFETS	THERMOÉLECTRIQUES	Considérons	un	semi-conducteur	maintenu	à	température	constante	et	soumis	à	un	champ	électrique	qui	entraîne	l'apparition	d'un	courant	de	densité	jg.	Si	le	courant	est	essentiellement	constitué	d'électrons,	alors	le	flux	de	charges	est	égal	à	:	jv	=	n(-e)(-
iie)E	=	neiieE.	[54]	où	pe	est	la	mobilité	des	électrons.	Si	l'on	prend	le	niveau	de	Fermi	p,	comme	référence,	l'énergie	moyenne	transportée	par	un	électron	a	pour	expression	:	{Ec-ii)	+	\kBT,	où	Ec	représente	l'énergie	au	bord	de	la	bande	de	conduction.	
Nous	utilisons	l'énergie	de	Fermi	comme	référence	car	deux	conducteurs	différents	mis	en	contact	ont	le	même	niveau	de	Fermi	et	à	l'aide	de	ces	résultats	on	peut	résoudre	les	problèmes	de	contact.	Le	flux	d'énergie	qui	accompagne	le	flux	de	charges	est	égal	à	:	ju	=	n{Ec-	p	+	\kBT)(-peE).	[55]	Le	coefficient	de	Peltier	n	est	défini	par	la	relation	ju	=
Tlj^	;	il	représente	l'énergie	transportée	par	unité	de	charge.	Pour	les	électrons,	on	a	:	ne	=	-(Ec-n	+	lkBT)/e.	[56]	Dans	ce	cas	il	est	négatif	étant	donné	que	le	flux	d'énergie	est	de	signe	opposé	au	flux	des	charges.	Pour	les	trous	on	a:	jv	=	pep.E;	j„	=	p(p	—	Ev	+	\	kHT)p,E	[57]	où	Ev	représente	l'énergie	au	bord	de	la	bande	de	valence.	On	a	dans	ce
cas	:	n,	=	Ou	-	Ev	+	§	kBT)/e	[58]	qui	est	positif.	Les	équations	[56]	et	[58]	sont	le	résultat	d'une	théorie	simple	qui	considère	essentiellement	la	vitesse	de	déplacement	;	les	calculs	faits	à	partir	de	l'équation	de	transport	de	Boltzmann	aboutissent	à	des	résultats	peu	différents	4.	Le	pouvoir	thermoélectrique	absolu	Q	est	défini	comme	étant	le	champ
électrique	produit	par	un	gradient	de	température	à	circuit	ouvert	:	E	=	Q	grad	T.	[59]	Le	coefficient	de	Peltier	est	fonction	du	pouvoir	thermoélectrique,	on	a	:	n	=	QT.	[60]	Ce	résultat	est	important,	il	constitue	la	relation	de	Kelvin	de	la	thermodynamique	irréversible	5.	
Si	l'on	chauffe	l'extrémité	d'un	échantillon	semi-conducteur,	il	apparaît	aux	bornes	de	celui-ci	une	différence	de	potentiel	dont	le	signe	permet	de	déterminer	si	le	matériau	est	de	type	n	ou	p	(fig.	23).	4	R.A.	Smith,	Semi-conductor,	Cambridge,	1978	;	H.	Fritzschl,	Snlid	State	Comm.	9,	1813	(1971).	On	présente	une	discussion	simplifiée	sur	la	théorie
du	transport	de	Bolczmann	dans	l'appendice	F.	
5	H.B.	CA1J.EN,	'Diennodynamics,	2e	éd.	
Wiley,	1985.	Cristaux	semi-conducteurs	207	Figure	23	Pouvoir	thermoélectrique	en	fonction	de	la	température	dans	le	silicium	n	et	p.	Au-dessus	de	600	K,	les	échantillons	deviennent	intrinsèques.	Les	courbes	ont	été	calculées	et	les	points	représentent	les	mesures	expérimentales,	d'après	T.H.	Geballe	et	G.W.	Hull,	Phys.	Rev.	98,	940(1955).	-0,4	-0,6
200	300	400	500	600	700	Température,	en	K	800	900	SEMI-METAUX	Dans	les	semi-métaux	le	bord	de	la	bande	de	conduction	a	une	énergie	très	légèrement	inférieure	à	celle	du	bord	de	la	bande	de	valence.	Un	léger	chevauchement	des	bandes	de	conduction	et	de	valence	conduit	à	de	faibles	concentrations	en	trous	dans	la	bande	de	valence	et	en
électrons	dans	la	bande	de	conduction	(tableau	7).	Trois	des	semi-	métaux,	l'arsenic,	l'antimoine	et	le	bismuth,	appartiennent	au	groupe	V	de	la	classification	périodique.	Leurs	atonies	sont	associés	par	paires	dans	le	réseau,	la	maille	élémentaire	contient	ainsi	deux	ions	et	dix	électrons	de	valence.	
Le	nombre	pair	d'électrons	de	valence	doit	permettre	à	ces	éléments	d'être	des	isolants.	Comme	les	semiconducteurs,	les	semi-métaux	peuvent	être	dopés	avec	des	impuretés	convenables	pour	modifier	la	concentration	relative	des	trous	et	des	électrons.	Les	concentrations	absolues	peuvent	également	être	modifiées	par	application	d'une	pression,	car
le	chevauchement	des	bandes	varie	avec	la	pression.	Tableau	7	Concentrations	en	électrons	et	en	trous	dans	les	semi-métaux	Semi-métal	Arsenic	Antimoine	Bismuth	Graphite	nr	(cm-3)	(2,12	±0,01)	x	1020	(5,54	±0,05)	xlO19	2,88	x	IO17	2,72	x	IO18	n	(cm-3)	(2,12	±0,01)	x	IO20	(5.49	±0,03)	x	10"	3.00	x	IO17	2,04	x	IO18	SUPER-RESEAUX
Considérons	un	cristal	niulticonches	constitué	de	l'empilement	alterné	de	fines	couches	de	compositions	différentes.	
Des	couches	cohérentes	sur	une	échelle	de	l'ordre	du	nano-	mètre	en	épaisseur	peuvent	être	déposées	par	épitaxie	par	jet	moléculaire	ou	par	dépôt	d'organo-métalliques	en	phase	vapeur.	Ces	techniques	permettent	de	construire	une	structure	super-périodique	à	grande	échelle.	Des	systèmes	constitués	d'une	alternance	208	Physique	de	l'état	solide
de	couches	GaAs	et	GaAIAs	de	pas	de	réseau	superpériodique	A	=	50	Â	environ	et	comportant	plus	de	50	périodes	ont	été	étudiés.	Un	potentiel	cristallin	superpériodique	découle	de	la	structure	superpériodique	et	agit	sur	les	élections	de	conduction	et	les	trous	en	donnant	de	nouvelles	(plus	petites)	zones	de	Brillouin	et	en	créant	des	mini-	bandes
d'énergie	dans	l'intervalle	d'énergie	défini	par	les	structures	de	bande	des	couches	constitutives.	Nous	traitons	ici	le	mouvement	d'un	électron	dans	un	super-réseau	en	présence	d'un	champ	électrique	appliqué.	Le	cas	d'un	champ	magnétique	est	traité	au	chapitre	19.	Oscillateur	de	Bloch	Considérons	un	électron	sans	collision,	dans	un	réseau
périodique	à	une	dimension,	se	déplaçant	dans	une	direction	perpendiculaire	aux	plans	du	super-réseau.	L'équation	du	mouvement	dans	un	champ	électrique	constant,	parallèle	à	k,	est	h	—	=	—	eE,	soit	pour	traverser	la	zone	de	Brillouin	dont	le	vecteur	du	réseau	réciproque	est	G	=	2n/A,	nous	avons	:	hG	=	fîln/A	=	eET.	La	fréquence	de	Bloch	du
mouvement	est	toH	=	2n/T	=	eEA/h.	L'électron	accélère	depuis	k	=	0	en	direction	de	la	limite	de	la	zone	de	Brillouin	;	quand	il	atteint	k	=	n/A,	il	réapparaît	(comme	par	un	processus	Umklapp)	au	point	identique	—n/A	de	la	zone	de	Brillouin,	d'après	l'argument	du	chapitre	2.	Considérons	maintenant	le	mouvement	dans	un	système	modèle	dans
l'espace	réel.	Nous	supposons	que	l'électron	appartient	à	une	bande	d'énergie	simple,	de	largeur	£0	•	e	=	Eu(l	—coskA)	[61]	La	vitesse	dans	l'espace	des	k	(espace	des	moments)	est	:	v	=	hr'—	=	(AEU/h)sinkA	[62]	dk	et	la	position	de	l'électron	dans	l'espace	réel,	avec	comme	condition	initiale	z	=	0	à	t	=	0,	est	donnée	par	:	z	=	I	v	àt	=	j	àk	v(k){àt/àk)	=
(Ae0/h)	ï	dk(-h/eE)sinkA	=	(-E0/eE)(coskA	-	1)	=	(-£0/eE)(cos(-eEAt/h)	-	l)	Cette	expression	confirme	que	la	fréquence	d'oscillation	dans	l'espace	réel	est	bien	coB	=	eEA/h.	Le	mouvement	d'un	électron	soumis	à	un	potentiel	périodique	est	très	différent	du	mouvement	d'un	électron	libre	pour	lequel	l'accélération	est	constante.	Échelle	de	Wannier
L'énergie	électrostatique	du	système	augmente	de	eEA	si	l'élection	se	déplace	de	sa	position	initiale	z	=	0	en	z	=	A,	correspondant	à	un	pas	du	réseau	superpériodique.	Pour	un	déplacement	de	n	pas	de	réseau	depuis	la	position	initiale,	les	valeurs	propres	de	l'énergie	s'écrivent	:	s„	—	neE	A+s0(l—cos	kA)	[64]	Cet	ensemble	de	solutions	définit
l'échelle	de	Wannier	des	niveaux	d'énergie	dans	laquelle	chaque	niveau	est	séparé	du	suivant	d'une	valeur	Ae	=	eEA	=	hcoB.	La	solution	exacte	de	l'équation	d'onde	donne	un	continuum	d'états,	avec	des	pics	de	densité	très	étroits	pour	les	valeurs	propres	données	par	[64].	On	observe	expérimentalement	ces	niveaux	en	optique.	Mais	jusqu'ici,
l'oscillateur	de	Bloch	n'a	pu	être	mis	en	évidence.	
Cristaux	semi-conducteurs	209	Estimation.	À	partir	de	E	=	3	•	104	Vcin-1,	£0	=	0.1	eV	et	A	=	10~6	cm,	on	obtienf	(x)B	=	4.6	•	10"	s-1	et	la	longueur	de	localisation	(que	l'on	peut	définir	classiquement	à	partir	de	l'amplitude	du	mouvement	[(i3]	de	l'électron)	vaut	En/eE	=	3	nui.	Si	la	largeur	de	bande	£0	diminue	ou	si	le	champ	E	augmente,	on	peut
imaginer	que	l'électron	est	localisé	sur	un	atonie.	Changer	l'indice	n	dans	£„	revient	alors	à	changer	le	site	où	l'électron	est	localisé.	Effet	tunnel	Zener	Nous	avons	jusqu'ici	considéré	l'effet	du	potentiel	électrostatique	—eEz	(ou	—eEnA)	sur	une	seule	bande	d'énergie	;	le	potentiel	incline	la	bande	dans	sa	totalité.	Les	bandes	supérieures	s'inclinent
également	de	façon	similaire,	ce	qui	rend	possible	le	croisement	des	niveaux	(de	l'échelle)	issus	de	bandes	différentes.	L'interaction	entre	les	niveaux	de	différentes	bandes	situés	à	la	même	énergie	ouvre	la	possibilité	pour	un	électron	en	n	de	sauter	sur	une	autre	bande	en	n'.	Cet	effet	tunnel	interbande	induit	par	le	champ	est	un	exemple	de	claquage



Zener	que	l'on	rencontre	le	plus	souvent	dans	une	simple	jonction	telle	que	la	diode	Zener.	r-	RÉSUMÉ	1	1.	Le	mouvement	d'un	paquet	d'ondes	centrés	sur	le	vecteur	d'onde	k	est	déciit	par	F	=	h	dk/df,	F	est	la	force	appliquée.	
Le	mouvement	dans	l'espace	réel	est	obtenu	à	partir	de	la	vitesse	de	groupe	v„	=	/»"'	Vk£(k),	2.	La	masse	effective	m*	d'un	électron	est	d'autant	plus	faible	près	de	la	bande	interdite	que	celle-ci	est	étroite.	3.	Un	cristal	avec	un	trou	a	un	état	électronique	vide	dans	une	bande	complètement	remplie.	Les	propriétés	du	trou	sont	celles	des	N	—	1
électrons	:	a)	Si	le	vecteur	d'onde	de	l'état	de	l'électron	manquant	est	kf	le	vecteur	d'onde	du	trou	est	k,	=	—	k,.	b)	La	vitesse	de	variation	de	k,	dans	un	champ	demande	que	l'on	assigne	une	charge	positive	à	ce	trou	:	e,	=	e	=	—ee,	c)	Si	v,	est	la	vitesse	qu'aurait	un	électron	d'état	k,,,	la	vitesse	du	trou	de	vecteur	d'onde	k,	=	—	k,.	est	v,	=	v,.	d)
L'énergie	du	trou	en	prenant	comme	origine	celle	d'une	bande	remplie	est	positive	et	vérifie	£,(k,)	=	-£(kf).	e)	La	masse	effective	d'un	trou	est	opposée	à	la	masse	effective	d'un	électron	au	même	point	d'une	bande	d'énergie	:	m,	=	—mr.	PROBLÈMES	1.	
Orbites	d'impuretés	L'antinioninre	tl'indiwn	a	£„=0,23	eV	;	pour	une	constante	diélectrique	e	=	18	et	pour	une	niasse	effective	de	l'électron	m,-	=	0.015«i,	calcule/	:	a)	L'énergie	d'ionisation	dans	l'état	des	donneurs.	fcjLe	rayon	de	l'orbite	dans	l'état	fondamental.	210	Physique	de	l'état	solide	c)	À	partir	de	quelle	concentration	minimale	en	donneurs	y
aura-t-il	des	effets	d'interpénétration	des	orbites	d'atomes	d'impuretés	adjacents?	Cette	interpénétration	tend	à	produire	une	bande	d'impureté	-	bande	de	niveaux	d'énergie	qui	permet	la	conductivité	par	un	mécanisme	de	sauts	pour	lequel	les	électrons	passent	d'un	site	d'impuretés	à	un	site	voisin	d'impureté	ionisée.	2.	Ionisation	des	donneurs	Dans
un	certain	semiconducteur	il	y	a	I013	donneurs/cm3,	ayant	une	énergie	d'ionisation	Ej	de	I	x	10~3	eV	et	une	masse	effective	de	I	x	I0~2m,	a)	Quelle	est	la	concentration	en	élections	de	conduction	à	4	K	?	b)	Quelle	est	la	valeur	de	la	constante	de	Hall	?	N.B.	Supposez	qu'il	n'y	a	pas	d'atomes	accepteurs	et	que	Eg	»	ksT,	3.	Effet	Hall	avec	deux	types	de
porteurs	Dans	l'hypothèse	de	concentrations	n.	p	;	de	temps	de	relaxation	re,	r,	;	de	masses	me,	m„	montrez	que	la	constante	de	Hall	est	1	p	-	nb2	(CGS)	/?«	=	-■	j-	ttj,	ec	(p	—	nby	où	b	=	/if/Mi	est	le	rapport	des	mobilités.	Dans	le	calcul,	négligez	les	termes	d'ordre	B2,	En	SI	nous	supprimons	le	c.	Suggestion,	En	présence	d'un	champ	électrique
longitudinal,	trouve/.	le	champ	électrique	transversal	tel	que	le	courant	transversal	s'annule.	
Le	calcul	peut	sembler	pénible,	mais	le	résultat	en	vaut	la	peine.	Utilisez	[6-64]	mais	pour	deux	types	de	porteurs	;	négligez	(cocr)2	par	rapport	à	cocr.	4.	Résonance	cyclotron	pour	une	surface	d'énergie	ellipsoïdale	-./fcj	+	fc2.	kl	\	\	2m,,	2mi	)	Considérons	la	surface	d'énergie	où	m„	représente	la	masse	transversale	et	m/	la	masse	longitudinale.	La
surface	d'énergie	e(k)	constante	est	un	ellipsoïde.	
Utilisez	l'équation	du	mouvement	[6],	avec	v	=	/i~'V|(£,	pour	démontrer	que	coc	=	eB/(mim„)^c	lorsque	le	champ	magnétique	statique	est	parallèle	au	plan	xy.	Ce	résultat	est	en	accord	avec	la	formule	[34]	lorsque	6	=	jr/2.	Le	résultat	est	exprimé	en	CGS	;	si	l'on	considère	le	système	SI	il	faut	supprimer	c,	5.	Magnétorésistance	avec	deux	types	de
porteurs	Le	problème	6.9	montre	que	l'approximation	de	la	vitesse	de	dérive	pour	le	mouvement	des	porteurs	de	charge	soumis	à	un	champ	magnétique	ou	électrique	ne	conduit	pas	à	l'obtention	d'une	magnétorésistance	transversale.	Le	résultat	est	différent	dans	le	cas	où	l'on	considère	deux	types	de	porteurs.	Considérons	un	conducteur	caractérisé
par	une	concentration	n	d'électrons	dont	la	masse	effective	est	me	et	dont	le	temps	de	relaxarion	est	r,.	et	par	une	concentration	p	de	trous	dont	la	masse	effective	est	m,	et	le	temps	tie	relaxation	est	r,.	Etudiez	le	cas	limite	des	champs	magnétiques	très	intenses,	co^z	»	I.	a)	Montrez	que	dans	cette	limite	;	oyx	=	(«	-	P)ec/B	b)	Montrez	que	le	champ	de
Hall	est	donné	par	:	iît+iïl	Ey	=	—	(n	-	p)[	—	+	—	)	£,	(avec	Q	=	mr)	et	qu'il	s'annule	pour	n	—	p,	c)	Montrez	que	la	conductivité	effective	dans	la	direction	x	est	égale	à	:	Si	n	=	p,	a	tx	B	2,	Si	n	/	p,	a	tend	vers	une	limite	indépendante	de	B	lorsque	B	Cristaux	semi-conducteurs	211	BIBLIOGRAPHIE	K,,	Seegf.r,	Semiconductor	Physics	:	an	introduction,	4e
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