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Equilibrio del agente representativo:

€3 o Wy w3 ]
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¢Como vamos a aprender DP?
Namero de Deterministico/  Método de solucién
periodos de Estocastico
tiempo ]
% () Tres Deterministico Lagrange
3 (2) Tres Deterministico Funcion de politica’
¢ [t:\“}> (3) Tres Deterministico Programacion Dindmica \__h,J
P (4) Infinito Deterministico Programacion Dinadmica
i (5) Tres Estocastico Programacion Dinadmica
- (6) Infinito Estocastico Programacion Dinadmica
: 4
1. Realmente no es un método, sino una forma alternativa de expresar las soluciones 6ptimas, qze ayuda a ilustrar la idea conceptual sobre la que descansa la 8
programacion dinamica.
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Richard E.
Bellman

(1920-1984)
Matematico
Principal aportacion:
Programacion Dinamica
= Lic. en Mateméticas
Brooklyn College (1941)
=  Maestria
University of Wisconsin (1943)
o = Doctorado
& Princeton University (1946)

A = Profesor
» Princeton, Stanford, USC

-
Fuente: https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Richard_E._Bellman#/media/File:Richard_Ernest_Bellman.jpg

9

‘Principio de Optimalidad’ de Bellman (1957)

“Una politica 6ptima tiene la propiedad de que cualquiera que
haya sido el estado inicial y las decisiones que se hayan
tomado, las decisiones hacia delante deben de constituir una

~ politica 6ptima, con respecto al estado que resulte de la

-  primera decisién”

-- Richard Bellman (1957), p. 83

10
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Problema de optimizacidn deterministico de
tres periodos (funcidén logaritmica)

_.- Variable de control
4:Zﬁfnnc
(ot 1{At}

Variable de estado | sujeto a.

4
; At+1 = (1 aF Tt) At aF W — Ct B para t = 1,2,3
A ()

11

YA

em'é.'opé

| 0
|
= | owrenceM. s ’
| Benveniste Teorema (.je,la anolvente Scheinkman
Dinémico (1948 - )

)

Fuente: Benveniste (https:/ / goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/ perdemos-tres-anos-de

12

crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El "Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacion de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion

Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32.

13

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El "Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacion de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion
= El Teorema muestra que, en ciertos casos, cambios en los parémetros
% causan cierta variacién de la funcién objetivo, independientemente si
- la(s) variable(s) de decisibn cambian, como consecuencia del cambio de
% los parédmetros

4

Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32.
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El "Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacion de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion
= El Teorema muestra que, en ciertos casos, cambios en los pardmetros
2 causan cierta variacién de la funcién objetivo, independientemente si
- la(s) variable(s) de decisibn cambian, como consecuencia del cambio de

los parémetros
= = Larry Benveniste y Jose Scheinkman demostraron que hay una aplicacion

N del ‘Teorema de la Envolvente’ para los modelos de optimizacion
: dindmica

Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32. 15

15

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funcién valoren t = 2:

Vo(a) = U[Cy(a)] + BV3|43(a)]

16
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funciénvalorent = 2:

Vo(a) = U[C(a)] + BV3[45(a)]

Recordemos que 4;(a) = (1 + rp)a + w, — C,(a)...

17
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Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funcién valoren t = 2:

V,(a) = U[G(a)] + BV3|A3(a)]
Recordemos que 45 (a) = (1 +rp)a + w, — C,(a)...
Entonces:

Vo(a) = U[G(a)] + BV3[(1 + r)a + w, — Cy(a)]

18
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

V,(a) = U[Z’;(a)] = .3V3[(1 +1r)a+w, — Z’;(a)]
Entonces si obtenemos la derivada de V, (a) con respecto a a, queda:

aV,(a) ik GU[Z’;(a)] a@(a) Vs [21\3(‘1)] a@(a)
G da da L da W= da

19

19

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
Va(a) = U[G ()] + BVs[(1 + )a + w, — Gr(a)]
Entonces si obtenemos la derivada de 1, (a) con respecto a a, queda:
V(@) UG @)]aC;(a) | Vs[A3(a)] 0C; (a)
Gug A da da i da Ubspipr= da

3G, - oy :
Vamos a factorizar % y a utilizar la condicidn de primer orden

U'(c) = BV5'[(1 + r,)a + w, — c], para probar que:
. V(@) =0 +n) UG

20

20
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Digresion: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico
a@m)]
da

Vz(a) _ 9U[Cy(a)] 9C,(a) V3[4 (a)] --
PV R U T T da +p da [(1+TZ)

21

Digresidén: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico
a@m)]
da

V2 (a) _ 9U[Cz(a)] 9Cz(a) 9V3[43(a)] =
Ve i i p da [(1 +73)

Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:

oV, _ dU dC, oV [ aC,
aa_6a6a+’86a (1+7‘2) da

22

22
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

0V, (a) _ 0U[Cz(a)] 3C;(a) 0Vs[45(a)] G (@
da da da T ﬁ da [(1 ) TZ) da

]

Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:

oV, _ U dC; ac2 av3 - a&
‘ da  da 6a [(1 s )
W _oudG oW _ g 3V50C,
%_6a6a+'8(1+r2) da da
1 23
23
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
V(@) _ 9U[Cz(a)] 8C2(a) 9V3[A3(a)] _ 0G@
e da da v 'B da [(1 & TZ) da ]
Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:
oV, _ UG, av3 - a&
da  0da aa [(1 T )
o, _ 0V 3G Vs _ gV 9G
¥ £_6a6a+’8(1+7ﬂ2) da da
~ an,_ (oU YAV av3
e E_(aa aa) ik S
1 24
24

12
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

vy, (aU 6V3) 0C, oV
da  \da da 6a+'8(1+r2)6a

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, (aU 6V3) 0C, oV
da  \da da 6a+’8(1+r2)6a
ou _ ,0dV3 .

Utilizamos la condicién de primer orden: U’ = BV;' o = =
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, _ (au avg) aC; av3
da  \da da -|-,3(1+7‘2)

- —r , ; = vy
Utilizamos la condicién de primer orden: U’ = BV3' o Eod it =

aﬁ B (GU 6V3) a6 6V3
da  \da da -|-,3(1+7‘2)

27

27
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
v, _ (dU avs\ 9C, av3
E_(aa aa) +ﬁ(1+r2)
U Vs
Utilizamos la condicién de prlmer orden: U’ = ﬁV3 Eed
v, _ (3U [ aVs G { av3 """"
9a (aa “B aa) +ﬁ(1 +r2)
1 28
28

14
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

avy _ (au avg) oc, + B0l +r2) av3

da da da
au Vs
Utilizamos la condicion de prlmer orden: U' = ,8V3 et
& aﬁ _ a_U_[ aV3 __aCZ _________ 0V3 ‘I ———————
- da _(aa ’Baa) +,3(1+1‘2)
ol aVZ _ a_U_ a_U aCZ oU
ey WP (aa aa) +(1+ rZ)
L 29
29
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
v, _ (U vy 0, av3
E_(aa aa) B+ o
ou Vs
Utilizamos la condicion de prlmer orden: U’ = ﬁV3 ]
s v, _ (90U v, ac2 ________ aV3 \ """"
sl ‘3 aa) +ﬁ(1+rz?
oV, _ (v 2Y ac2 oU
w4 BRI (aa “aa) +(@+ rZ)
1 30
30

15
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Digresion:

Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico

av, _ (dU avs\ aC; av3
da _(aa aa) +,8(1+r2)
Utilizamos la condicion de prlmer orden: U’ = ,8V3 Z%— %
A PR av3 il =

%_(aa [’8 aa) +,3(1+1‘2)

v, _ (du._ov E U

da (E 6@) +(1+ rZ)

2= (1 +m) o

1 31
31

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

vy _ (au av3) aC; av3

da  \da da +,3(1+T2)

Utilizamos la condicién de prlmer orden: U’ = ﬁV3 ‘;%= %:

oV, _ (93U A A aV3 \ ————

=5 ‘3 aa) +ﬁ(1 ”2)

o, _ (a_v S ,a_a) a5, U

da ~ \da oa) o +(1+r2)

aV2 = (1 == } Aqui se muestra la relacion que existe entre la

da 2) da funcién valor y la funcién de utilidad

1 32
32
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Digresion: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico
Otra forma de ver la relacién entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcion de utilidad es la siguiente:

: au v, U
Despejemos —— de e (1 +n) T

33

33

Digresidén: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico
Otra forma de ver la relacion entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcion de utilidad es la siguiente:

. au v, _ U
Despejemos — de T~ (1+1nr) et

av,
6U_ Ja
da 1+,

34

34
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Digresion: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico

Otra forma de ver la relacién entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcion de utilidad es la siguiente:

: au v, U
Despejemos —= de —== (1+1,) o=
oV | La utilidad marginal es igual al
U 372 | valor presente de la derivada de
= i la funcién valor (o utilidad
Jas =151 marginal ‘indirecta’) en el
mismo momento en el tiempo

35

35
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
Otra forma de ver la relacion entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcion de utilidad es la siguiente:
. ou v, au,
Despe;emosa de o (1+1nr) et
o ) oV | La utilidad marginal es igual al
A : : Este resultado va a ser muy ouU 6_2 valor presente de la derivada de
atil en el modelo en el que = g la funcion valor (o utilidad
el agente representativo gas =15k marginal ‘indirecta’) en el
vive de manera infinita ' mismo momento en el tiempo
1 36
36

18
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Formula Benveniste-Scheinkman

Otra forma de ver la relacién entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcion de utilidad es la siguiente:

. au Fhr U
Despejemos —— de e (1+1n) o

\ ’,

< - Este resultado va a ser muy
= (til en el modelo en el que
el agente representativo
vive de manera infinita

37
Nuestra agenda de hoy }
\ Programacion
: Inflacién /‘, Dindmica "\‘ |
! 38
38
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(1) Leer el paper “Richard
Bellman on the Birth of Dynamic
Programming” de Stuart Dreyfus
(2002)

4 paginas
https://pubsonline.inform

s.org/doi/pdf/10.1287/opr

250 it 5y A S0

(2) Leer breve articulo de
Deepali Pal “Dynamic
economics: Concept, importance
and limitations” (2009):

2 paginas
https://www.economicsdis
cussion.net/economics—
2/dynamic—
economics/dynamic—
economics—-concept—
importance-and-
limitations/14309

39

(3) Estar atentos y revisar los
datos y eventos econdmicos que
se van a publicar en la semana
(en “Global: Flashes recientes”)
1 pagina
ﬁgzpsz//www.banorte.com/
wps/portal /ixe—
xima/Home/inicio/!ut/p/z
1/hY7LDoIWEEW hQVbOkJBJN
dqwﬁPiIObsxngqimUFITfo
8bEx—
zu3PPmOviKEGOTvuSpV0p6pS
P_
UCto6btPbMOwIIwXoQHEX5u7D
V650AK0 wfQOsYYvQ-4-
£SCOSzw810Bi 70pATGWAL ~
ZMBO99S6ATOuUBRIgyLrLnu6TODJ
shKvNzLnOpXeW4dLrguaecggD

40
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https://pubsonline.informs.org/doi/pdf/10.1287/opre.50.1.48.17791
https://www.economicsdiscussion.net/economics-2/dynamic-economics/dynamic-economics-concept-importance-and-limitations/14309
https://www.banorte.com/wps/portal/ixe-xima/Home/inicio/!ut/p/z1/hY7LDoIwEEW_hQVbOkJBdNdgwjPiI0bsxoDBgimUFITfFx8bEx-zu3PPmQyiKEG0TvuSpV0p6pSP-UCto6tPbM9wIIwXoQHEX5u7DV65OAK0_wfQsYYvQ-4-fSCOSzw8jQBi7OpA7GWAt-ZMB996AT9uBIgyLrLnu6TODJshKvNzLnOpXeW4LrquaecqqDAMg8aEYDzXTqJS4ZNSiLZDyTuJmiqBi8n7iCjKDe-6vvE!/?uri=nm:oid:analisis-economico
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