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CLASE 8
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Hoy habré dos recesos de 10
minutos:
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Nuestra agenda de hoy

Programa-
Inflacion de cién
septiembre ’ Dindmica

¢Como vamos a aprender DP?

NGmero de Deterministico/  Método de solucién
periodos de Estocastico
tiempo
() Tres Deterministico Lagrange
(2) Tres Deterministico Funcién de politica’
B:ﬂ>(3) Tres Deterministico Programacion Dinadmica
(4) Infinito Deterministico Programacion Dindmica
(5) Tres Estocéstico Programacion Dindmica
6) Infinito Estocéstico Programacion Dindmica

1. Realmente no es un método, sino una forma alternativa de expresar las soluciones 6ptimas, que ayuda a ilustrar la idea conceptual sobre la que descansa la
programacién dinamica.
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Richard E.
Bellman

(1920-1984)

Matematico

Principal aportacion:

Programacion Dinamica

= Lic. en Mateméticas
Brooklyn College (1941)

=  Maestria

University of Wisconsin (1943)
=  Doctorado

Princeton University (1946)
=  Profesor

Princeton, Stanford, USC

Fuente: https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Richard_E._Bellman#/media/File:Richard_Ernest_Bellman.jpg 7

7

‘Principio de Optimalidad’ de Bellman (1957)

“Una politica 6ptima tiene la propiedad de que cualquiera que
haya sido el estado inicial y las decisiones que se hayan
tomado, las decisiones hacia delante deben de constituir una
politica 6ptima, con respecto al estado que resulte de la
primera decision”

-- Richard Bellman (1957), p. 83
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Problema de optimizacidn deterministico de
tres periodos (funcidén logaritmica)

3 _.- Variable de control
t-1 =
Jmax Z B InC;
Ctir=11Atit=
(Ceslatte, &
Variable de estado | sujeto a:

4
At+1 = (1 + Tt) At + W — Ct B para t = 1,2,3
A, 20

YA

envelope

| 0

= -losE A
Lawrence M. S€ A.

\‘ = Benveniste Teorema de la Envolvente Scheinkman E

| (?--) Dindmico (1948 - )

Fuente: Benveniste (https://goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/perdemos-tres-anos-de-
crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El "Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacién de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion

Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32.

11
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Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El 'Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacién de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion

= El Teorema muestra que, en ciertos casos, cambios en los pardmetros
causan cierta variacidn de la funcién objetivo, independientemente si
la(s) variable(s) de decisibn cambian, como consecuencia del cambio de
los parémetros

Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32.

12
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Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32. 13

Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El "Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacién de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion

= El Teorema muestra que, en ciertos casos, cambios en los pardmetros
causan cierta variacién de la funcién objetivo, independientemente si
la(s) variable(s) de decisibnh cambian, como consecuencia del cambio de
los parémetros

= Larry Benveniste y Jose Scheinkman demostraron que hay una aplicacién
del ‘Teorema de la Envolvente’ para los modelos de optimizacion
dindmica

13
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funciénvalorent = 2:
V2(a) = U[C(a)] + B3] A3 ()]
14
14
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funcibnvalorent = 2:

Vo(a) = U[Cy(a)] + BV5[A3(a)]

Recordemos que 4;(a) = (1 + rp)a +w, — C,(a)...

15

15

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funcién valoren t = 2:

V2(a) = U[G(a)] + BV3|As(a)]
Recordemos que 45 (a) = (1 +rp)a + w, — C,(a)...
Entonces:

Vo(a) = U[Z";(a)] + .3V3[(1 +r)a+w, — Z';(a)]

16

16
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vy(a) = U[Cy(a)] + ﬁVg[(l +r)a+w, — Z‘;(a)]
Entonces si obtenemos la derivada de V, (a) ,coﬁjrespec‘co a a, queda:

0V(@) _ 0U[G(@)] 05, (a) ﬁavg[iiiff&'}] iy 0@

da da da da 2) da

17
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Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
V,(a) = U[C;(a)] + ,8V3[§1 +1)a +=w2 - @(a)_]

Entonces si obtenemos la derivada de V, (a)_,edﬁxrespecto a a, queda:

0V, (@) U[G(@]aC;(a) aVs[A3(a)] 0C,(a)
da da da +B da A +m) - da

. aé\ e . .7 .
Vamos a factorizar % y a utilizar la condicidn de primer orden

U'(c) = BV5'[(1 + r,)a + w, — c], para probar que:
V3(@) =1 +1) U[G@)]

18
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

0V, (a) _ 0U[Cz(a)] 3C;(a) 0V5[45(a)] G (@)
da da da T ﬁ da [(1 t TZ) da ]

19

19

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

0V,(a) _ 0U[C3(a)] 3C;(a) 0Vs[45(a)] G (@
da da da T 'B da [(1 T TZ) da ]

Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:

v, _ dU dC, G [ aC,
aa_6a6a+’86a (1+T2) da

20

20
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

0V, (a) _ 0U[Cz(a)] 3C;(a) 0V5[45(a)] G (@)
da da da T ﬁ da [(1 t TZ) da ]

Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:

aﬁ_a_uac2 av3 [(1+ ) — ac2

da  da da
ov, _ dU 0C, v, oV3 0C,
aa_6a6a+ﬁ(1+r2) da 0da

21

21
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
dVz(a) _ 9U[Cz(a)] 8C3(a) 9V3[A3(a)] _ 0G@
da da da t 'B da [(1 t TZ) da
Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:
oV, _ UG, av3 _ a&
da ~ da aa [(1 T )
o, _ 0V 35 s _ gV 9G
£_6a6a+’8(1+T2) da da
av, _ (U YAV av3
E_(aa aa) +ﬁ(1+r2)
22
22
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, (aU _ 6V3) 0C, oV
da  \da da 6a+'8(1+r2)6a

23

23

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, (au 6V3) 0C, oV
da  \da da 6a+’8(1+r2)6a

Utilizamos la condicién de primer orden: U’ = BV’ o

ou _
da

Vs

da '

24

24

12



20/10/21

Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dindmico
v, _ (dU AV av3
%_(aa E)a) +,8(1+r2)
Utilizamos la condicién de primer orden: U’ = BV’ o Z%z aa%:
v, _ (oU avs\ 0C, av3
%_(aa E)a) +,3(1+1‘2)
25
25
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
v, _ (dU AN av3
E_(aa aa) +ﬁ(1+r2)
U Vs
Utilizamos la condicién de prlmer orden: U’ = ﬁV3 o= B 5
v, _ (OU _ v, ac2 _________ 6V3 """"""
7= (5 'ﬂ aa) +ﬁ(1 +T23’
26
26
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, _ (3U Vs 0C; av3
%_(aa E)a) +BA+1) 5
U _ 0V
Utilizamos la condicibn de primer orden: U’ = ,8V3 5= B 5
N A av3\, """"""
%_(aa "8 E)a) +,3(1+1‘2)
v, _ (3U _ U\ G oU
da (aa aa) +(1+ rZ)
27
27
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
oV, _ (3U Vs C; av3
E_(aa aa) HEA+n) o
U _ ,0Vs
Utilizamos la condicién de prlmer orden: U’ = ﬁV3 =B 5=
v, _ (U /5 aVs\OG [ bir | - av3 -
9a (aa ' aa) +ﬁ(1 +r2)
ov, _ (30 _,a_ ac2 oU
28
28
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, _ (dU Vs G, av3

%_(aa E)a) +,8(1+r2)

auU av;

Utilizamos la condicién de primer orden: U’ = ,8V3 s =B o
oV, _ (0U _/,0V5 acz __________ aV3 \, """"""""

%_(E "Baa) +,3(1+1‘2)

W, _ (0. ov G oU

da (E 6&) +(1+ rZ)

i)ﬁ =1+ rz) Fy.

29
29

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

av, _ (U A av3

E_(aa aa) +ﬁ(1+r2)

auU avs

Utilizamos la condicién de prlmer orden: U’ = ﬁV3 o= B 5

v, _ (OU _ v, ac2 _________ 6V3 -

0= (a1 aa) +ﬁ(1+r23

ov, _ (du._ ov ac2 oU

Pa (ﬁ_a 3&) + (1 + 7"2)

aV2 —(1+7 ) } Aqui se muestra la relacion que existe entre la

da "2) 54 funcién valor y la funcién de utilidad

30
30
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Digresion: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico

Otra forma de ver la relacién entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcidon de utilidad es la siguiente:

: au v, U
Despejemos —— de == (1+1n) 5

31

31

Digresidén: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico

Otra forma de ver la relacion entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcién de utilidad es la siguiente:

: au v, U,
Despe;emosa de = 1+n) 5
av,
O
da 1+,

32

32
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Digresion: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico

Otra forma de ver la relacién entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcidon de utilidad es la siguiente:

: U v, U
Despejemos —= de —== (1+1;,) o=
v | La utilidad marginal es igual al
U ?HZ . valor presente de la derivada de
= i la funcién valor (o utilidad
da 1+, marginal ‘indirecta’) en el
mismo momento en el tiempo

33

33
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
Otra forma de ver la relacion entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcién de utilidad es la siguiente:
. ou v, au,
Despe;emosa de = 1+n) 5
. oV | La utilidad marginal es igual al
> N Este resultado va a ser muy ou 6_2 | valor presente de la derivada de
til en el modelo en el que = a i la funcion valor (o utilidad
el agente representativo da 1+ r2 marginal ‘indirecta’) en el
vive de manera infinita | mismo momento en el tiempo
34
34
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.~ EE  LawrenceM.

| Benveniste
@?-.)

35

v, ou
Fri (1+71) 9a
) Jose A.
Formula Scheinkman
Benveniste-Scheinkman (1948 - )

Fuente: Benveniste (https:// goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/perdemos-tres-anos-de-
crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)

v, U
% = (1 + TZ) %

Generalizando para toda t

v, U
E = (1 + Tt) E

.~ EE=  LawrenceM. : Jose A. ‘::
. = Benveniste Formula Scheinkman
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948 - )

36

Fuente: Benveniste (https:/ /goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/ perdemos-tres-anos-de-
crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)

E——

36
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v, au
% = (1 + Tz) %

Generalizando para toda t

av, au
% = (1 + Tt) %

Cabe sefnalar que debido a que la restriccion
esdi =1 +1r)A +w,—C,,Vt

|

BE= |Lawrence M. : Jose A.
Benveniste Formula. Scheinkman |
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948- ..)
Fuenj(e: Betnvgpiste (?ttps: / c{ goizlueti.'emzci%gg;;) faculty/ profiles /lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/ perdemos-tres-anos-de- 37
crescimento-diz-professor-de-columbia-
37
v, U
% = (1 + TZ) %
Generalizando para toda t
v, U
30~ g
Cabe senalar que debido a que la restriccion
esd; ., =14+n)A +w,—C, Ve,
entonces la ‘funcién de transformacion’ 1
| delosactivoses f(4,) = (1 + 1) A, 1’
‘ !
| |
|
|
. EE=  |awrence M. - Jose A. E
Benveniste Formula. Scheinkman |
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948 - )
Fuen.te: Betnv;piste (?ttps: /A c{ goizluetet\).'enlzil;ys.gsd;;) faculty / profiles /lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/perdemos-tres-anos-de- 38
crescimento-diz-professor-de-columbia-.
38

19
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v, au
% = (1 + 7'2) %

Generalizando para toda t

av, U
% = (1 + T't) %
Cabe sefnalar que debido a que la restriccion
eshAiy =1 +1r)A +w, —C,, Ve,

entonces la ‘funcion de transformacion’

delosactivoses f(4,) = (1 +1.) A;, por
lo que la férmula queda:

V(@) = f(@U'(a)

- EE  LawrenceM. : Jose A. E
= Benveniste Formula. Scheinkman
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948- ..)
Fuente: Benveniste (https:// goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/perdemos-tres-anos-de- 39
crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)
39
En este caso en particular f(a) = (1 + 1p)a
Resumen: Férmula Benveniste-Scheinkman
! g !
Vi'(a) = f(@U'(a)
Ejemplo:

. }3m?j<}4 2 Bt InCisa. Ay =0 +1)Ar+w,—Cp ,VEYA, =0
tit=1 tit=2

40

40
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Resumen:

Ejemplo:

max
{Cei (At

En este caso en particular f(a) = (1 + rp)a

Formula Benveniste-Scheinkman
Ve'(@) = f'(@)U'(a)

3 Pt lInCisa. App = (A +1) A +w,—Cp ,VEYA, =0

(1) Proponer ecuacién de Bellman para t

Vi(a) = rcnaa+x{U(c) + [)’Vt+1(a+)|(1 +ra+w,=c+at}

41
41
En este caso en particular f(a) = (1 + 1p)a
Resumen: Formula Benveniste-Scheinkman
Vi'(a) = f'(@)U'(a)
Ejemplo:
3maX 4 ?=1 Bt_l ln CL' S.a. At+1 = (1 + Tt) At + Wy — Ct , Vvt yA4 > 0
{Ct}tzl{At}tzz o T T T m——
(1) Proponer ecuacion de Bellman para t Ve(a) = Icnaa+X{U(C) + ﬁVt+1(a’+)|(1 fr)at+w,=c +at }
(2) Sustitutir restriccion en la funcién objetivo Vi(a) = max{U(c) + ,L?Vt+1[a+ roa+w; —cl}
42
42
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En este caso en particular f(a) = (1 + rp)a

Resumen: Formula Benveniste-Scheinkman
Ve'(@) = f'(@)U'(a)

Ejemplo:

” }3m?j(}4 3 Pt lInCisa. App = (A +1) A +w,—Cp ,VEYA, =0
tit=1 tit=2

(1) Proponer ecuacién de Bellman para t

Vi(a) = rcnaa+x{U(c) + [)’Vt+1(a+)|(1 +ra+w,=c+at}

(2) Sustitutir restriccion en la funcién objetivo Ve(a) = max{U(c) + Vi1 [ +r)a +we —c] }
c

(3) Obtener las Condiciones de Primer Orden

Vi@ =0 = U'(c) = BV'(ah)
(FOC)

43
43
En este caso en particular f(a) = (1 + 1p)a
Resumen: Formula Benveniste-Scheinkman
Vi'(a) = f'(@)U'(a)
Ejemplo:
max 2 Bt InCisa. Ay =0 +1)Ar+w,—Cp ,VEYA, =0
(1) Proponer ecuacion de Bellman para t Ve(a) = Icnaa+X{U(C) + ﬁVt+1(a+)|(1 +r)a+w,=c+at }
(2) Sustitutir restriccion en la funcién objetivo Vi(a) = max{U(c) + Vi1 [(A + 1)a + we — ] }
(3) Obtener las Condiciones de Primer Orden Vi(a) =0 & U'(c) = BViyq'(@™)
(FOC)
(4) Utilizar la formula de Benveniste-Scheinkman Vi'(a) = (1 +r)U'(c)
(BS) y encontrar V,,,'(a™) Entonces V. (a?) = (1 + 102U (c™)
44
44
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En este caso en particular f(a) = (1 + rp)a

Resumen: Formula Benveniste-Scheinkman
Ve'(@) = f'(@)U'(a)

Ejemplo:

max 3 Pt lInCisa. App = (A +1) A +w,—Cp ,VEYA, =0

{Cei (At

(1) Proponer ecuacién de Bellman para t
(2) Sustitutir restriccién en la funcion objetivo

(3) Obtener las Condiciones de Primer Orden
(FOC)

(4) Utilizar la formula de Benveniste-Scheinkman
(BS) y encontrar V,,,'(a™)

(5) Sustituir BS en las FOC para obtener la
Ecuacion de Euler

Vi(a) = rcnaa+x{U(c) + PV @A +r)a+w,=c+at}
Vi(a) = mCaX{U(C) + BV [A+rda+wy—c]}

Vi@ =0 = U'(c) = BV'(ah)

~

/’ \\\
Phe S
Vi'(a) = £+ 1r)U’'(c) AN
Entonces V., (a%) = (1 + 11U (c™) ‘|
/
U'(c) = B + 14U (c™) A’/

45
45
En este caso en particular f(a) = (1 + 1p)a
Resumen: Formula Benveniste-Scheinkman
! _ g !
Vi'(a) = f(@U'(a)
Ejemplo:
3maX 4 ?=1 Bt_l ln CL' S.a. At+1 = (1 + Tt) At + Wy — Ct , Vvt yA4 > 0
(1) Proponer ecuacion de Bellman para t Ve(a) = Icnaa+X{U(C) + ﬁVt+1(a+)|(1 +r)a+w,=c+at }
(2) Sustitutir restriccion en la funcién objetivo Vi(a) = max{U(c) + Vi1 [(A + 1)a + we — ] }
(3) Obtener las Condiciones de Primer Orden Vi(a) =0 o U'(c) = BViyq' (@)
(FOC)
(4) Utilizar la formula de Benveniste-Scheinkman Vi'(a) = (1 +r)U'(c)
(BS) y encontrar V,,,'(a™) Entonces Vi, ,'(a®) = (1 + rep DU (c)
(5) Sustituir BS en las FOC para obtener la e / '
Ecuacion de Euler U'(c) = B+ )U'(c™) o e B +14q)
46
46
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Macroeconomia
Dindmica
EC30241
Modelo de

Ramsey-Cass-Koopmans
(en tiempo discreto)

47

7= Frank P. Ramsey
(1903 - 1930)

NV
I8

1alli e
David Cass Tja”'(?g% OK?ggmans F—
(1937 - 2008) 5)

B

Fuente: Imédgenes de Ramsey, Cass y Koopmans y de las banderas (Wikipedia);

48
48
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
max Z Btu(cy)
Coket1
t=0
Sujeto a:

kepr = f(ke) + (1= 8)ke — ¢

49

49

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

max Z Btu(cs)
t=0

Coket1
Sujeto a:

kepr = f(ke) + (1= 8)ke — ¢

En donde c; es el consumo en el tiempo t, k es el capital en el tiempo
t, B es un factor de descuento y § es el factor de depreciacion del
capital.

50

50
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Podemos resolverlo en el contexto de Programacion Pindmica,
obteniendo las condiciones de primer orden de la £cuacion de Bellmany
utilizando la Férmula de Benveniste-Scheinkman.

rcrtllf;lcfZ?":o{ﬁtu(ct)lkm =f(k) + (1 =8k —c, }

51

51

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Podemos resolverlo en el contexto de Programacion Dindmicsa,
obteniendo las condiciones de primer orden de la Ecuacion de Bellmany

utilizando la Formula de Benveniste-Scheinkman:
rcrtl?{fZ?":o{Btu(ct)lkm =flky) + (1 =8k, —c; }
Proponemos la ecuacion de Bellman:

Vi(ke) = max {U(Ct) + .BVt+1(kt+1)|kt+1 = f(k) + (1 —08)k, — Ct}

tt+1

52

52
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Podemos resolverlo en el contexto de Programacion Pindmica,
obteniendo las condiciones de primer orden de la £cuacion de Bellmany

utilizando la Formula de Benveniste-Scheinkman:
rcrtlf;\(?tizgio{ﬁtu(ctﬂktﬂ =f(ke) + (A =8ky —c; }

Proponemos la ecuacion de Bellman:
Ve(ke) = Jnax {u(ct) + ﬁVt+1(kt+1)|kt+1 = f(ky) + (1 —6)k, — Ct}

tt+1

Cambiamos la notacion:
Ve(k) = max{u(c) + BV (KD = () + (1 = )k =}

53

53

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Vi(k) = rcr},gg{u(C) + BV (KD)NkT = f(k) + (1 = 8)k — ¢}

54

54
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Ve(k) = max{u(c) + fVesr (k)Ik™ = f(k) + (1 = 8)k — c}

Como ‘ya es tradicidén’, sustituimos la restriccibnen v, ;:

Ve (k) = max{u(c) + BVeyalf (k) + (1 = )k — ¢}

55

55

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Vi(k) = rcr},gg{u(C) + BV (KD)NkT = f(k) + (1 = 8)k — ¢}

Como 'ya es tradicion’, sustituimos la restricciobnen V. ;:
Ve(k) = max{u(c) + BVesalf (k) + (1 = )k — ¢}
Las condiciones de primer orden (FOC) son:

u'(c) = BV [f (k) + (1 = &)k — c]

56

56
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Ve(k) = max{u(c) + fVesr (k)Ik™ = f(k) + (1 = 8)k — c}

Como ‘ya es tradicidén’, sustituimos la restriccibnen v, ;:
Ve (k) = max{u(c) + BVeyalf (k) + (1 = )k — ¢}
Las condiciones de primer orden (FOC) son:

W(e) = BVent[FUO) + (1 = 8k — c],

La formula de Benveniste-S man:
Férmula: V/ (k) = o u'(c) & Vik) =[f"(k) +1—6Ju'(c)

57

57

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Debido a que V/ (k) = [f'(k) + 1 — &]u’(c), podemos inducir que:
Vi (k) = [f'(k™) + 1= 6]u'(c™)

58

58
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Debido a que V/ (k) = [f'(k) + 1 — &]u’(c), podemos inducir que:
Vig (k7)) = [f'(k™) + 1= 6Ju'(c™)

Asi, sustituimos V., (k™) en las condiciones de primer orden:

u'(c) = Ve [f (k) + (1 = &)k — ]

59

59

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Debido a que V/ (k) = [f'(k) + 1 — &]u’(c), podemos inducir que:
Viea (k™) = [f'(k*) +1 = 6]u'(c™)

Asi, sustituimos V., (k™) en las condiciones de primer orden:

u'(c) = BV [f () + (1 — 8k — ]
Por lo que nos queda:

w'(e) =BIf' (k%) +1—=6Ju'(c)

60

60
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Debido a que V/ (k) = [f'(k) + 1 — &]u’(c), podemos inducir que:

Vig (k7)) = [f'(k™) + 1= 6Ju'(c™)
Asi, sustituimos V., (k™) en las condiciones de primer orden:

u'(c) = BVt [f ) + (1 — 8)k — ]
Por lo que nos queda:

u'(c) = BIf' (k") +1—6Ju'(c™)

Que es la Ecuacion de Euler

61

61

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Regresando a la notacién original:

uw'(ce) = BIf (keyr) +1 = 8]u'(cpyq)

62
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3 4
¢Como vamos a aprender DP?
Nuamero de Deterministico/  Método de solucién
periodos de Estocastico
tiempo
(M Tres Deterministico Lagrange
(2) Tres Deterministico Funcion de politica’
(3) Tres Deterministico Programacion Dindmica
IZ=(4) Infinito Deterministico Programacion Dindmica
(5) Tres Estocastico Programacion Dindmica
(6) Infinito Estocastico Programacion Dindmica
1. Realmente no es un método, sino una forma alternativa de expresar las soluciones 6ptimas, que ayuda a ilustrar la idea conceptual sobre la que descansa la 63
programacién dinamica.

63
Modelo dindmico deterministico con un
agente representativo inmortal
0 En donde:
max__ Z BE1U(C,) U(C,) es una funcion de utilidad a
{CezalAdez, £ partir del consumoen to C;,
U'(C)>0yU"(C) <0
Sujeto a: B es un factor de descuento, tal
Apy1= A+ 1) A +w—C,,paratodat que0<pf <1
A; son los activos que tieneen t,
A, =0
w; es el salario que recibeen t
64
64
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Modelo dinamico deterministico con un
agente representativo inmortal

max Z,Bt tu(cy

{Ce32 {42,

Sujeto a:

At+1 = (1 + T‘t) At + We — Ct , para tOda t

I Ar
im ————=
T=e [T{23(1 + 1)

En donde:

U(C,) es una funcién de utilidad a
partir del consumoent o C;,
U'(C)>0yU"(C) <O

B es un factor de descuento, tal
queld<p<1

A; son los activos que tieneen t,
A1 =0

w; es el salario que recibeen t

65

65
Modelo dinamico deterministico con un
agente representativo inmortal
0 En donde:
ma Z BE1U(C,) U(C,) es una funciéon de utilidad a
{Ce)e2 1{At}t 2 4 partir del consumoen t o C,
u'(C)>0yu"(C) <0
Sujeto a: B es un factor de descuento, tal
Apy1= A+ 1) A +w—C,,paratodat que0<pf <1
y Ar A; son los activos que tieneen t,
im ————=
T [TI23 (1 + 1) Ay 20
‘Condicion de Solvencia’. El valor presente del nivel de activos w es el salario que recibe en ¢
conforme el tiempo se acerca al infinito es cero. En pocas
palabras, el agente representativo no se puede endeudar
66
66
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Problema dinamico deterministico de un
agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:

oo t—1 — _ . AT _
(COB A, 2iz1BU(C) 82 Apyy = (L4 70) Apwe = G, VY lim, Mo+

67

67

Problema dinamico deterministico de un

agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:

o t—1 _ _ . Ar _
{Ct}gg:{ai}gozz thlﬁ U(Ct) S.a. At+1 = (1 + T't) At + We Ct , vVt y 711_)1’{)10 H—%:Zl(1+rt) =

La naturaleza de FProgramacion Dinémicaes es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras

68

68
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Problema dinamico deterministico de un
agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:

oo t—1 — _ . AT _
(COB A, 2iz1BU(C) 82 Apyy = (L4 70) Apwe = G, VY lim, Mo+

= Lanaturaleza de Programacion Dindmicaes es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras

= Sin embargo, en este caso no hay periodo terminal

69

69
Problema dinamico deterministico de un
agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:
[e) t—1 — — i —AT e
{Ct}‘t{rll?f)l(t}‘t’iz 2tz BTU(C) 8. Apyr = (1 +10) Ap +we — G, VEY Tll_r){)lo =2 (1)
= Lanaturaleza de Programacion Dindmica es es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras
= Sin embargo, en este caso no hay periodo terminal
= Asi, existen dos diferencias importantes para resolver este problema:
70
70
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Problema dinamico deterministico de un

agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:

oo t—1 — _ . AT _
(COB A, 2iz1BU(C) 82 Apyy = (L4 70) Apwe = G, VY lim, Mo+

La naturaleza de Frogramacion Dindmica es es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras

= Sin embargo, en este caso no hay periodo terminal

= Asi, existen dos diferencias importantes para resolver este problema:

() Proponer una Ecuacion de Bellman para t -en lugar de para T-, obtener las FOC y
utilizar BS, para obtener la Ecuacion de Euler; y

71

71
Problema dindmico deterministico de un
agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:
o nt-1 — _ : Ar —
{Ct}‘t{rll?f)l(t}ff;z 2tz BTU(C) 8. Apyr = (1 +10) Ap +we — G, VEY Tll_r){)lo Tk ()
= Lanaturaleza de Programacion Dindmica es es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras
= Sin embargo, en este caso no hay periodo terminal
= Asi, existen dos diferencias importantes para resolver este problema:
() Proponer una Ecuacion de Bellman para t -en lugar de para T-, obtener las FOC y
utilizar BS, para obtener la Ecuacion de Euler; y
(2) Sustituir la Ecuacion de Euler en la restriccion ‘para toda la vida del individuo’
(utilizando la ‘Condicion de Solvencia”)
72
72
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:

73

73

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:

Ve(@) = max(U(e) + fVesr(aVlat =(1+ 1) a+w, - c}

74

74
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:
V(@) = max{U(e) + Vs (@Hla* =(1+7) a+w, — ¢}

(2) Substituir la restriccion en la funcién objetivo:

75

75

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:
Vi(a) = max{U(c) + BViy1(aP)la® =(1 + 1) a + w, — ¢}
c,a
(2) Substituir la restriccién en la funcién objetivo:

%@O=n§ﬂU@)+E%HK1+n)a+Wr—d}

76

76
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:
Ve(a) = rcr’lgg{U(c) + pVir1(@Hla* =1 + 1) a+w, — ¢}
(2) Substituir la restriccion en la funcién objetivo:
Vi(a) = rg'lcz;lz({U(c) + BV A+ 1) a+wy —cl}

(3) Obtener FOC:

77

77

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:
Vi(a) = rcnff({U(C) + fVis1(@)la™ =1 +nr)a+w, —c}
(2) Substituir la restriccién en la funcién objetivo:
Vi(a) = mcax{U(c) + Vi [(A+1)a+w—cl}
(3) Obtener FOC:

U'(c) =pV e [(A+1)a+w, —c]

78

78
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmarn...

79

79

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmarn...

Vie(a) = 1 +r)U'(c)

80

80
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmarn...
Vii(@a) = 1+ 1)U (c)
..yobtener pV', .-

81

81

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmarn...
V'i(a) =1 +r)U'(c)
..yobtener gV’ ;-
Viip(@®) = (1 + 1)U (c™)

82

82
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la férmula Benveniste-Scheinkmarn...
Vii(a) =1+ 1)U (c)
..yobtener pV', .-
Viiri(@®) = (1 + 1)U (c™)

(5) Sustituir el resultado de BS en FOC y obtenemos la Ecuacién de Euler:

83

83

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmarn...
V'i(a) =1 +r)U'(c)
..yobtener gV’ ;-
Viip(@®) = (1 + 1)U (c™)
(5) Sustituir el resultado de BS en FOC y obtenemos la Ecuacion de Euler:

U'(c) =1+ 14U (cT)

84

84
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(6) Como utilizamos la funcién de utilidad In ¢, entonces la Ecuacién de
Euler en este caso es:

85

85

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(6) Como utilizamos la funcion de utilidad In ¢, entonces la Ecuacion de
Euler en este caso es:

U'(c) =B +14U'(c™)

86

86
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(6) Como utilizamos la funcién de utilidad In ¢, entonces la Ecuacién de
Euler en este caso es:

U'(c) =B+ 14U (c™)

1 1
p B+ 1e4q) o

87

87

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(6) Como utilizamos la funcion de utilidad In ¢, entonces la Ecuacion de
Euler en este caso es:

U'(c) =B+ 14U (c™)
1 1
Z: (1 +rt+1)CT

ct =B +rp1)c

88

88
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La importancia de la Ecuacidén de Euler

La Ecuacion de Euler es muy relevante en este
caso, debido a que nos permite conocer las
soluciones 6ptimas para el consumo presente y
futuro sin tener que obtener las funciones
valor o las funciones de politica 6ptima

Leonhard Euler
(1707 -1783)

Fuente: Imagen de Leonhard Euler (https:/ /jjovel. wordpress.com/2015/12/26/leonhard-euler/)

89

89

La importancia de la Ecuacidén de Euler

La Ecuacién de Euler es muy relevante en este
caso, debido a que nos permite conocer las
soluciones 6ptimas para el consumo presente y
futuro sin tener que obtener las funciones
valor o las funciones de politica 6ptima

ct =B +141)c

Leonhard Euler
(1707 -1783)

Fuente: Imagen de Leonhard Euler (https://jjovel. wordpress.com/2015/12/26/leonhard-euler/)

90

90
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La importancia de la Ecuacidén de Euler

La Ecuacion de Euler es muy relevante en este
caso, debido a que nos permite conocer las
soluciones 6ptimas para el consumo presente y
futuro sin tener que obtener las funciones
valor o las funciones de politica 6ptima

ct =B +141)c
o

Cev1 =B +1141)C thard Eul

(1707 -1783)

Fuente: Imagen de Leonhard Euler (https:/ /jjovel. wordpress.com/2015/12/26/leonhard-euler/)

91

91

Restriccion para ‘toda la vida’ del agente
representativo inmortal

Para obtener las soluciones de consumo 6ptimo —y por lo tanto del
nhivel de activos-, necesitamos sustituir la Ecuacién de Euler
Ciy1 = B(1 + 1,41)C; enlarestriccion ‘para toda la vida' del agente

representativo

92

92
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Restriccion para ‘toda la vida’ del agente
representativo inmortal

Para obtener las soluciones de consumo 6ptimo —y por lo tanto del

hivel de activos-, necesitamos sustituir la Ecuacién de Euler
Ciy1 = B(1 + 1.41)C; enlarestriccion ‘para toda la vida' del agente
representativo

Pero ;Como vamos a obtener esta restriccion si el agente
representativo es 'inmortal’?

93

93

Restriccion para ‘toda la vida’ del agente
representativo inmortal

Empecemos con escribir la ecuacion de acumulacion de activos hasta T

94

94
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Restriccion para ‘toda la vida’ del agente
representativo inmortal

Empecemos con escribir la ecuacion de acumulacion de activos hasta T

App1 = 1+ 1) A +we — G,
Atyz = (L +1e42) Apyr + Wepr — Crin
Arrr = (L1 A+ we = G, VE - Apyz = (1 + 1p43) Apyz + Weao — Ceyz

Ar = A +rr_) Ar_g +wrog — Cry

95

95
Ecuacion de acumulacion de activos
La ecuacion de acumulacion de activos hasta T se puede expresar asi:
f— W2 W3 ce e
Valor presentede A = (1 +1)A; +w; + T T Ty + -+
Wr—1 _ G C3 i Cr—1
(1+T2)(1+T3)"'(1+r’1"_1) 1 1+T2 (1+T‘2)(1+T‘3) (1+T2)(1+T3)(1+TT_1)
96
96
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Ecuacién de acumulacidén de activos
La ecuacién de acumulacion de activos hasta T se puede expresar asi:

W> W3

Valor presentede A; = (1 +1)A; +w; + T e + -+

T—1 _ G Cs i Cr—1
(A+r)(+r3) - (1+rT—1) 1 1+7ry (14+7r)(14713) (14r)(@A+r3)-(1+7r7-1)
o)

AT —_ Wz W3 cee
\(1+r2)(1+r3)---(1+rT_1) =1 +r)A +wy + o T @ipary Tt

—1 —C - C; Cs L Cr—1

(1475) (1+73)(1+7r7—1) 1 14n, (1475)(1+73) (1475)(1+73)(1+77_1)

97

97
Ecuacion de acumulacion de activos
Claramente al aplicar la condicion de solvencia Tlim | = 0, nos
TteTepreseniativo:
W2 W3 4 ...
(1 + Tl)Al + W1 + 17 + (At (1473) T +
Wr—1 —C. — C; C3 o Cr—1
(1+T‘2)(1+T‘3)~-~(1+T‘T_1) 1 1+T‘2 (1+T‘2)(1+T‘3) (1+T2)(1+T'3)(1+TT_1)
98
98
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Ecuacidon de acumulacidén de activos

Claramente al aplicar la condicion de solvencia lim ———

T—oo Ht:z (1+rt)

queda la restriccidn para toda la vida del agente representativo:
0

-

AT 4”’ —_ W2 e
(L+7)a375)~(L+r7—1) (1 +m)A; +wy + T T @iy T

Wr_q —C - C; Cs L Cr-1
(1475)(1+73)(1+77_1) L 1+r,  (1+1y)(1+73) (1475)(1+73)(1+77_1)

= (0, nos

W3

99

99

Ecuacidon de acumulacidn de activos

. Y . . A
Claramente al aplicar la condicion de solvencia lim ———~——= 0, nos
T—oo [[i=5 (1+7¢)
queda la restriccion para toda la vida del agente representativo:
0

v
~
Ar _--~

(14712063 73)(1+77-1)
- Wr_1 —C. — C; C3 o Cr-1
(1+T‘2)(1+T‘3)~-~(1+TT_1) 1 1+T‘2 (1+T‘2)(1+T‘3) (1+T‘2)(1+T‘3)(1+TT_1)

B w, W3 1 ...
= +7r)A tw + 147, + (1+1)(1+73) "

W W3 wr_q
A +r)A + W+ -+ s R C T TewT R ey —
C2 C3 .t Cr—1
1+T2 (1+T2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)---(1+TT_1)

=C1+

100
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Ecuacidon de acumulacidén de activos

Claramente al aplicar la condicion de solvencia lim ———

T—oo Ht:z (1+rt)

queda la restriccidn para toda la vida del agente representativo:
0

-

AT 4”’ —_ W2 e
(L+7)a375)~(L+r7—1) (1 +m)A; +wy + T T @iy T

Wr_q —C - C; Cs L Cr-1
(1475)(1+73)(1+77_1) L 1+r,  (1+1y)(1+73) (1475)(1+73)(1+77_1)

= (0, nos

W3

W2 W3 e Wr-1
1+7"2 (1+T2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)"'(1+TT_1)

(1+T‘1)A1+W1+ =C1+
C2 3 s Cr—1 Esta es la versién hasta T de la
14r;  (1+712)(1+4713) (1472)(1+73)--(1+77-1) restriccién para “toda la vida' que
utilizamos cuando resolvimos el
problema utilizando el Lagrangiano.

10

101
Sustituyendo la Ecuaciodon de Euler en la
restriccién de ‘toda la vida’
Sustituimos la Ecuacion de Euler C,.; = (1 + 1:1)C, en:
W2 W3 WT-1 —
A +r)A +wi + -+ Sttt ey O T
C2 C3 Cr-1
1+T2 + (1+T2)(1+T3) + + (1+T‘2)(1+T3)‘“(1+T'T_1)
10
2
102

51



20/10/21

Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la

restriccion de ‘toda la vida'
Sustituimos la Ecuacién de Euler C;,; = B(1 + 1141)C; en:

w2 W3 Wr-1 =
(1 +7)A; +w, + 1+7, + (1+75)(1+73) Tt (1+75)(1+73)(1+77—1) €+
Cz + Cs v Cr-1
1+T2 (1+7'2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)"'(1+TT_1)

Recordemosque C, = f(1+1,)C;,que C; = B(1+13)C, yasi
sucesivamente,...

103

Sustituyendo la Ecuaciodon de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida'’
Sustituimos la Ecuacion de Euler C,.; = (1 + 1:1)C, en:

W W3 Wr—1

A+m)d+wi+ o+ oSG T T @ ar-ar

=C1+

CZ C3 CT—l
1+T2 + (1+T2)(1+T3) + + (1+T‘2)(1+T3)‘“(1+T'T_1)

Recordemosque C, = f(1+1,)C;,que C; = B(1+13)C, yasi
sucesivamente, ...

...en donde de manera recursiva podemos sustituir ¢, = (1 + r,)C,enla
expresiobnde C;, ie. C; = (1 +1r3)[B(1 + 1) (4]

104
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la
restriccion de ‘toda la vida'

Sustituimos la Ecuaciéon de Euler C,.;, = (1 + 1:41)C; en:

W

A+rDA +w, + + ks -+ et + .=

+ - } -
1+T2)(1+T3) 1+T2)(1+T3)"'(1+TT_1)
C. + + COJIBAREPT FANDEANRIBEANIGT |
RS U+Qf§m) ahgsw@&ﬂ@

105
Sustituyendo la Ecuaciodon de Euler en la
: : L ¢ . 1 Habiamos estado usando la
restriccion de ‘toda la vida' [ iicenhester pore
entenderla. Hagdmosla hasta oo
Sustituimos la Ecuacién de Euler C,,; = B(1 + 1,41)C; en: :\\
Wy W3 Wr-1 'IJ_\‘ —
A+rdd+twi+ -+ syt Y oaee et S
B(1+412)Cq B+73)[B(1+12)C1] | B+ ){B(A+73)[B(1+12)C1]} ;
C]_ + + b
1+T2 (1+T2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)(1+T4)
10
6
106
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la
restriccion de ‘toda la vida' eblmosestadousandola

restriccién hasta T para

entenderla. Hagdmosla hasta oo
A

Sustituimos la Ecuacién de Euler C,,.; = B(1 + 1,41)C; en: A
Wy W3 Wr_1 : \‘ _
A+rDA +w, + Tira + RETRICETN + + .=

(1+1)(A+75) (14T i
C. + B(1+%)Cy + LAF#0)[B(1+7)Cq] + BA*eI{P(1+13)[B(A+7)C1]} ;
1 g - (A4 (14157 Q) A #rd (A7)

107
Sustituyendo la Ecuaciodon de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida' |aicemmceriom
entenderla. Hagdmosla hasta oo
Sustituimos la Ecuacién de Euler C,,; = B(1 + 1,41)C; en: :\\
W» W3 Wr_1 :J_\_. _
A +r)d +w + -4 s o t A el T T
C. 4 BAERYC | BAr(BOrmIC] | BA+PIBLATIIB+mIC] | v,
DU duag- (L+mI(Lbrsy _Q#r) (147 (1ED"
W2 W3 Wr-1 4 —
(1 +7)A; +wy + 1+, (1+12)(1+73) + (1+7)(1+73) (1 +77_1)
Cl + ,BCl + [)’ZCl + ,83C1 +
10
8
108

54



20/10/21

Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la

restriccién de ‘toda la vida’
Utilizando las propiedades de las series:

Recordarque: x+ax+a?x+--+a*x+a*x+-= :—a silal <1

109

Sustituyendo la Ecuaciodon de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida’'
Utilizando las propiedades de las series:

Recordarque: x+ax+a?x+--+a" x+a*x+--= 1’_C—a, silal <1

Entonces, el lado derecho de la restriccién de “toda la vida' queda:

11

110
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la
restriccién de ‘toda la vida'
Utilizando las propiedades de las series:

Recordarque: x+ax+a?x+--+a*x+a*x+-= :—a silal <1

Entonces, el lado derecho de la restriccién de “toda la vida' queda:

2 3 (1

11

111

Sustituyendo la Ecuaciodon de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida'’
Asi, la restriccion de “toda la vida' queda:

112
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la
restriccion de ‘toda la vida'’
Asi, la restriccion de “toda la vida' queda:

W W3

A+r)A; +w, +

i TG T T s

113

Sustituyendo la Ecuaciodon de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida'’
Asi, la restriccion de “toda la vida' queda:

W w3 = Cl
At+rodtwi+ o+ syt = o

Por lo que si despejamos C;, vamos a obtener la solucion de C;

114
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la
restriccion de ‘toda la vida'’
Asi, la restriccion de “toda la vida' queda:

wo W3 _ G
(1+7r)A +w; + T T ey T 1

Por lo que si despejamos C,, vamos a obtener la solucién de C;

Cl=—B) [ +r)Ay +wy + 22 2]

1+r2 (1+T2)(1+T3)

115

Sustituyendo la solucidn optima de C; en la
restriccion A,

Y si sustituimos C; en la expresion de acumulacion de activos
A, = (1+4+1r)A; +w; — C,, obtenemos A3:

116
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Sustituyendo la solucidén éptima de C; en la
restriccion A,

Y si sustituimos C; en la expresion de acumulacion de activos
A, = (1+1r)A; +w; — C;, obtenemos A3:

w» W3 i

1+, + (1475 (14713)

y = (A +wy — (1= ) [T +m)4; +wy +

“1

11

117
Solucion optima para el agente
representativo ‘inmortal’
: * = — W2 W3 eee :
: Cl - (1 '8) [(1 + rl)Al twyt 141, T (1+ry)(1+713) T ] E
| ;=(1+n)%+ww—{1—ﬁ)k1+rQAy+wf+£;+XHAQHQ)ﬂ
11
8
118
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Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
Si ‘'acotamos’ la solucibn de t = o, parat = 3, queda:
Cl=—B) A+ +wy + 2 2]

1+T2 (1+T2)(1+T3)

. . . Wj W3 €
2 = (1 + 7"1)141 + w4 (1 :8) [(1 + 7"1)‘41 + Wi + 1+7, + (147)(1+73) '

119
Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
Si ‘'acotamos’ la solucibn de t = o, parat = 3, queda:
* _ Wo W3 ..
C:=1-p) [(1 F)AL Wy et ]
3= (U 4mA +wy = (=B [T DA +wy + S S
12
]
120
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Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
Si ‘'acotamos’ la solucibn de t = o, parat = 3, queda:

~

CGi=>0-p) [(1 + 1A +wy + lud SR s -F*"\]

1+, (1+T2)(1+T3) N

w» W3 Sy

+ <
1+r,  (1+1rp)(1+713) N

y = (W +r)A +wy — (1= B) [T+ 74 +wy +

“1

Ci == |A+m)A +w + Sy

1+,  (1+1y)(14713)]

Wy + w3 -l
1+, (14715)(1+73)]

y = (L+7)A +wi — (1= B) [(1+7)A; +wy +

12

121
Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
* _ W2 W3 |
= B)klﬁ—n)Al+4M1+1+Q—FG+QXLHQJ
* _ _ W2 W3 |
3= (L+mA +wy = (L= ) [+ 1A +wy + St ]
iSon iguales a las que obtuvimos con el método de Lagrangiano?
12
2
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Ejemplo con individuo que vive 3 periodos

— (1 — W2 W3 ]
=(1-p) [(1 o)A +wn + 147, + (1+1) (1473)]

- L v, _w ]
2 = (1 + rl)Al + W1 (1 ﬁ) [(1 + 7"1)‘41 + Wl + 1471, + (1+T2)(1+T'3)J

iSon iguales a las que obtuvimos con el método de Lagrangiano?

Wo

w; ]
1+1, + (14715) (1+73)]

Ci = 1+ﬁ+ﬁ2 [(1 +7r)A +w +

W» w3

5=A+r)A +w —

]

{1+[>’+ﬁ2 [(1 +1r)A; +w; +

1+7, + (1+75)(1+73)]

)

123
Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
. _ 1) W3 |
Ci= =B |[A+ A+ w2t ]
. _ . W W3 |
2 =1 +m)A +w —(1-F) [(1 )AL+ wy 147, T (1+7) (1 +713)]
iSon iguales a las que obtuvimos con el método de Lagrangiano?
" Wy W3 |
(1 = 1+ﬁ+ﬁ2 [(1 +r) Ayt w 1+7, T (1+15) (1+73)]
5=0Q4+r)A +w —{1—[(1+r)A +wy + A 13 ]}
2 1) 41 1 1+8+2 17471 TV 14r,  (4m)(A+13)]
12
4
124
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Beta

¢ Qué valores puede tomar 3?7

125

Beta

¢ Qué valores puede tomar 57

Definimos que [ puede tomar valores entre O y 1, excluyendo O y 1

126

63



20/10/21

Beta

¢ Qué valores puede tomar 3?7
Definimos que [ puede tomar valores entre O y 1, excluyendo O y 1
ed<p<1

..0B € (0,1)

127
Comportamiento del factor de descuento en
las diferentes soluciones para t =3
1.0 e e | agrangiano 3 periodos e Beliman infinito
0.9 1 T p
0.8 PP
0.7
0.6 4 !
«Q 0.5 )
0.4 !
0.3 ’
0.2
0.1
0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Factor de descuento en la solucion
12
8
128
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Comportamiento del factor de descuento en
las diferentes soluciones para t =3

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
o 05
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

e | agrangiano 3 periodos

1

o Bellman infinito

4 3 0 4 N2
=55

L = = = o

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Factor de descuento en la solucion

12
9
129
Comportamiento del factor de descuento en
las diferentes soluciones para t =3
1.0 re oL aran.glann;i_per_b_dns__ﬂgltnz[n_mﬁnMjO infini
0.9 1 /)\
o =r——((9) 0)
06 4 ! \ R
« 05 - \ *
0.4 :
0.3 ! ’
0.2 "
0.1
0.0 -
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 \0'?9‘ ---10
Factor de descuento en la solucién
13
Q
130
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{Qué hacemos con estas diferencias?

13
1
131
. , . .
¢Qué hacemos con estas diferencias?
This leaves B and ¢ still to be determined.
Hansen (1985b) has found that growing economies—
that is, those with z, having a multiplicative, geometrical-
ly growing factor (1+A)" with A > O—fluctuate in
Theory Ahead of Business Cycle Measurement*  essentially the same way as economies for which A = 0.
This justifies considering only the case A = 0. If A =0,
then the average interest rate approximately equals the
. . . . 3 .
ot & Preset subjective time discount rate.” Therefore, we set 8 equal
Adver to 0.96 per year or 0.99 per quarter.
Fuente: Prescott, Edward C. “Theory ahead of business cycle measurement”. Federal Reserve Bank of Minneapolis Quarterly Review 10, Fall 1986, pp- 9-22 13
(httgs:((www4mirmeagolisfed.org research quarterlv-review{theorz-aheacl-of-business-czcle-measurement) 2
132
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1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
o 05
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

Comportamiento del factor de descuento en
las diferentes soluciones para t =3

o Bellman infinito

" :ﬂ o | agrangiano 3 periodos
1 1 0
=X I P
==
d
4
>

i 4
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Factor de descuento en la solucion

13
3
133
. ,
¢Como vamos a aprender DP?
Namero de Deterministico/  Método de solucion
periodos de Estocastico
tiempo
() Tres Deterministico  Lagrange
(2) Tres Deterministico Funcion de politica’
(3) Tres Deterministico Programacion Dinadmica
(4) Infinito Deterministico ~ Programacién Dinamica
E[ﬂ> (5) Tres Estocéstico Programacion Dindmica
(6) Infinito Estocéstico Programacion Dindmica
1. Realmente no es un método, sino una forma alternativa de expresar las soluciones 6ptimas, que ayuda a ilustrar la idea conceptual sobre la que descansa la 13
programacién dinamica. 4

134
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El problema del agente representativo

o En donde:
max E Z Bt-tu(c,) U(C.) es una funcién de utilidad a
(Cizaladi=. | partir del consumoento C,,

U'(C)>0yU"(C) <0
Sujeto a: B es un factor de descuento, tal
Apy1 = (A + 1) A + newe — Cp ,paratodat qued<f <1
A; son los activos que tieneen t,
lim ————= A1 =0
oo [[[ (1 + 1) wlt es el salario que recibe en t,
con un choque estocastico 7,

Ar

135
Regresamos a al agente representativo que
solo vive tres periodos
3
max E =1y(c
(i (A, ; pUc
Sujeto a:
At+1 = (1+T‘t)At+T[tWt—Ct,pal'at = 1,2y3
A, 20
13
6
136
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Definamos el choque estocastico 7n;

En la realidad, el ingreso futuro siempre enfrenta riesgos. Asi, se incorpora
un choque n; a la productividad laboral que sigue un Proceso de Markov.

137

Definamos el choque estocastico n;

« La mayoria de los modelos
macroecondmicos dindmicosy
estocasticos, utiliza dos herramientas clave:
(1) Programacion Dinamica; y (2) choques
estocasticos tipo ‘Cadena de Markov’

« Cadena de Mérkov. Es una secuencia de
valores de una variable aleatoria en las que el
valor de la variable en el futuro depende del
valor de la variable en el presente, pero es
independiente de la historia de dicha variable

A A Mapeoa (1826).

Andréi Markov ==
(1856 —1922)

Fuente: Imagen de Andréi Markov (https:/ /es.wikipedia.org/wiki/ Andréi_Markov) 8

138
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Definamos el choque estocastico 7n;

En la realidad, el ingreso futuro siempre enfrenta riesgos. Asi, se incorpora
un choque n; a la productividad laboral que sigue un Proceso de Markov.

m Los valores realizados u observados de la variable estocéstica n, se
denotan con la variable e;, definida por tres estados (i = 1, 2, 3):
e; — estado ‘malo’

N: € { e, — estado ‘promedio’
e; -  estado ‘bueno’

139

Definamos el choque estocastico n;

En la realidad, el ingreso futuro siempre enfrenta riesgos. Asi, se incorpora
un choque 7, a la productividad laboral que sigue un FProceso de Markov.

o Los valores realizados u observados de la variable estocéstica n, se
denotan con la variable ¢;, definida por tres estados (i = 1, 2, 3):
e; — estado ‘malo’

N¢ € { e, — estado ‘promedio’
e; —»  estado ‘bueno’

@ El agente representativo tiene un nive/ de productividad ‘promedio’ a/
nacer, es decir, n; = e, y de hecho,tomaelvalorde 1, ie. e, = 1;

140
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Definamos el choque estocastico 7n;

3 p;; esla probabilidad de “transicion’. Es decir, la probabilidad de que el
estado de la productividad sea e; en el siguiente periodo t + 1, dado
queent el estado fue e; , ie. p; ; = Prob(n.41 = €j|n. = ¢;)en
donde 0 <p;; < 1;

14

141

Definamos el choque estocastico n;

3 i esla probabilidad de “transicion’. Es decir, la probabilidad de que el
estado de la productividad sea e; en el siguiente periodo t + 1, dado
queent el estado fue e; , ie p; ; = Prob(n.41 = €j|n: = ;) en
donde 0 <p;; < 1;

@ Entonces, la matriz de probabilidades de transicion P entre los tres
estados es:

P =|P21 P22 P23

P31 P32 P33

P11 P12 p1,3]

142
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Definamos el choque estocastico 7n;

3 p;; esla probabilidad de “transicion’. Es decir, la probabilidad de que el
estado de la productividad sea e; en el siguiente periodo t + 1, dado
queent el estado fue e; , ie. p; ; = Prob(n.41 = €j|n. = ¢;)en
donde 0 <p;; < 1;

@ Entonces, la matriz de probabilidades de transicion P entre los tres
estados es:

P11 P12 P13

P21 P22 D23

P31 P32 P33

.endonde Y7 p;; =1,89.p11 +piz+pi3=1

P =

143
Definamos el choque estocastico n;
D33 N3 = €3 ‘
N, = e3 3 N3 =€ ‘
P2,3 Pa1 3 = €1 ‘
p2,3 N3 = €3 ‘
n = e 22 Ny = € é’z N3 = € ‘
P21 Mz = € ‘
P21 P13 N3 = €3 ‘
N, = €, 42 N3 =€ ‘
P11 N3 =€ ‘
14
4
144
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Definamos el choque estocastico 7n;

5 Ademas de las probabilidades de transicién para los diferentes
estados, necesitamos las probabilidades de ocurrencia de los estados
en cada momento en el tiempo, es decir, las probabilidades no
condicionales, denotadas por los vectores ;.

145

Definamos el choque estocastico n;

5 Ademas de las probabilidades de transicion para los diferentes
estados, necesitamos las probabilidades de ocurrencia de los estados
en cada momento en el tiempo, es decir, las probabilidades no
condiclonales, denotadas por los vectores m;:

M1,
My = [m;], en donde m, ,, por ejemplo, es la probabilidad de que el

m1,3
estado que se observe sea el 2 (0 ‘promedio’) en el tiempo t = 1

146
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Definamos el choque estocastico 7n;

5 Ademas de las probabilidades de transicién para los diferentes
estados, necesitamos las probabilidades de ocurrencia de los estados
en cada momento en el tiempo, es decir, las probabilidades no
condicionales, denotadas por los vectores ;.

1,1

T = [ﬂl,z], en donde r, ,, por ejemplo, es la probabilidad de que el
1,3

estado que se observe sea el 2 (0 ‘promedio’) en el tiempo t = 1

Cabe recordarquem;  + my, +my3 =1

147

Definamos el choque estocastico n;

© Ahora hay que relacionar las matrices de probabilidad de transicion,
con las de probabilidad no condicional:

148
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Definamos el choque estocastico 7n;

© Ahora hay que relacionar las matrices de probabilidad de transicion,
con las de probabilidad no condicional:

La matriz de probabilidad no condicional en t = 1 es muy sencilla:

149

Definamos el choque estocastico n;

© Ahora hay que relacionar las matrices de probabilidad de transicion,
con las de probabilidad no condicional:

La matriz de probabilidad no condicional en t = 1 es muy sencilla:

Debido a que al nacer, el agente representativo tiene un nivel de
productividad dado, ie.n, = e, = 1, la matriz de probabilidad no

condicional 1, es:
T1,1 0
my = 7-[1,2 = |1
m1,3 0

150
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Definamos el choque estocastico 7n;

©® ..
No obstante lo anterior, hay que obtener m, y m5:

my =myP y i = myP

15

151

Definamos el choque estocastico n;

® ..
No obstante lo anterior, hay que obtener m, y m5:

my =my Py ny = myP

Asi, m, = m; P:

152

76



20/10/21

Definamos el choque estocastico 7n;

©® ..
No obstante lo anterior, hay que obtener m, y m5:

my =myP y i = myP
Asi, ), = m; P:

[M21 T22 T23]143 =[T1,1 T12 T13]143 [P2,1 P22 D23

P11 P12 P1,3]
P31 P32 P33l3.4

153
Definamos el choque estocastico n;
® ..M, =1 P
P11 P12 P13
[M21 T22 T3] =[M11 W12 T™T13]|P21 P22 P23
P31 P32 P33
15
4
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Definamos el choque estocastico 7n;
©® .My =T P
P11 P12 P13
[MT21 T22 T3] =([M11 T2 Tq3] [p2,1 P2,2 Pz,s‘
P31 P32 P33

[TT21 T22 T23]=[0 1 0] Ip2,1 P22 P23

P11 P12 P1,3]
P31 P32 P33

155
Definamos el choque estocastico n;
® ..M, =1 P
P11 P12 P13
[M21 T22 T3] =[M11 W12 T™T13]|P21 P22 P23
P31 P32 P33
Puy1 P12 P13
[T21 T22 T3] =[0--1-0 Pzi,l P22 D23
P31 P32 P33
\
15
6
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Definamos el choque estocastico 7n;

©® .My =T P
P11
[M21 T22 T3] =[M11 T12 T™T13]|P21
P31
P11 P12
[T21 T22 T23]=[0 1 O0]|P21 P22
P31 P32
[T21 T22 T3] =[P21 P22 P23]

P1,2
P22
P32

P1,3
P23
P33

|

P1,3
P23
P33

|

157
Definamos el choque estocastico n;
® ..M, =1 P
P11 P12 P13
[MT21 T22 T3] =[T11 T12 T3] [P2,1 P2,2 P2,3]
P31 P32 P33
P11 P12 P13
[T21 T22 T23]=[0 1 O0]|P21 D22 P23
P31 P32 P33
[T21 T22 T3] =[P21 D22 P23]
DebidoaqueYi  p;; = 1,
15
8
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Definamos el choque estocastico 7n;
©® .My =T P

P11 P12 P13
[M21 T22 T23]=[M11 T12 T13]|P21 P22 P23
P31 P32 P33

[TT21 T22 T23]=[0 1 0] Ip2,1 P22 P23
P31 P32 P33

[T21 T22 T3] =[P21 P22 P23]

P11 P12 P1,3]

Debido a que Z}?":1 pi;j = 1,entonces p, 1 +py, + P23 =1

159
Definamos el choque estocastico n;
® ..M, =1 P
P11 P12 P13
[MT21 T22 T3] =[T11 T12 T3] [P2,1 P2,2 P2,3]
P31 P32 P33
P11 P12 P13
[T21 T22 T23]=[0 1 O0]|P21 D22 P23
P31 P32 P33
[T21 T22 T3] =[P21 D22 P23]
Debidoaque Y3 ;p;; = 1,entonces p,, +p,, +py3 =1
[MT21 T22 T23]=[p21 P22 1—DP21—P22]
16
]
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Definamos el choque estocastico 7n;
©® ..M5 =T,P
P11 P12 P13
[M31 T32 TM33]=[P21 P22 D23]||P21 D22 D23
P31 P32 P33

Para visualizar mejor la multiplicacién, mejor vemos de manera
transpuesta:

3,2 DP2,1P12 T D2,2D02,2 t D2,3P3,2

[7T3,1]' [P2,1P1,1 + P22021 t+ P2,3P3,1]’
33 P2,1P1,3 T D2,2P2,3 + D2,3P3,3

161
Definamos el choque estocastico n;
©® ..M =T,P
T3] [P21P11 T D22P21 t P2,3P317
32| = |P2,1P1,2 T P2,2P2,2 + D2,3P3,2
3,3 P2,1P1,3 + P2,2P23 + P2,3P3,3
Simplificando (y ordenando):
m317 P2,1(P1,1 + Pz,z) + D2,3P3,1
[”3,2] = | P12P21 + P52 + P23D32
s
33 P1,3P21 + D23 (Pz,z + P3,3)
16
2
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81



20/10/21

Definamos el choque estocastico 7n;
©)

La interpretacion de m5 ; es la probabilidad que le asigna el agente
representativoen t = 1 a estar en el estado j en el periodo t = 3

163

Asi, regresamos al problema de
optimizacidén del agente representativo

= |niciemos con el método ‘tradicional’ y luego procedemos a resolverlo con
Programacién Dindmica

3
Z BErU(Cy) |At+1 =@ +r)Ar+nwe —Cr, Ay 20
t=1
= Método “tradicional’: Debido a que es un problema que ya conocemosy en
el que podemos sustituir la restriccién —despejando C;-, en la funcién
objetivo, no es necesario resolverlo con el método de Lagrange

max E
{Ct}§=1{At}?=2

164
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Método ‘tradicional’

3

Z Brru(cy) |At+1 =@ +r)Ar+nwe —Cr, Ay 20
t=1

max E
{Ct}§=1{At}‘t}=z

165
Método ‘tradicional’
3
max E Z ﬁt_lU(Ct) |At+1 = (1 + Tt) At + NeWe — Ct, A4 = 0
{Ct}§=1{At}?=2 =1
Concentrémonos en la utilidad esperada...
16
6
166
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Método ‘tradicional’

3

max E
{Ct}§=1{At}‘t}=z

t=1

Concentrémonos en la utilidad esperada...

t=1 BOU(Cy) Ci=0+1r) A +nw; — A4,

D BTN [sr = (L4 10) Ag + new, —

Ce Ay =0

167

Método ‘tradicional’

max E
{Ct}§=1{At}?=2

Concentrémonos en la utilidad esperada...

1
t=1 _Bg%(c) C,=0+1r)A +nw; — A4,

3
Z ptu(cy) |At+1 =1+ 1) A +newe —
t=1

Ce, Ay =0

168
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Método ‘tradicional’
3

max E
{Ct}§=1{At}‘t}=z

t=1
Concentrémonos en la utilidad esperada...

t=1 ,ﬁ%ﬂQ)
t=2  BrU(Cy)

Ci=0+1r) A +nw; — A4,
Co =1 +1)A; +nywy — As

Z Brru(cy) |At+1 =@ +r)Ar+nwe —Cr, Ay 20

169
Método ‘tradicional’
3
max E Z ﬁt_lU(Ct) |At+1 = (1 + Tt) At + NeWe — Ct, A4 = 0
{Ct}§=1{At}?=2 =1
Concentrémonos en la utilidad esperada...
1
t=1 ,ﬁoz](cﬂ C;=Q0+mr)A +nwy — A,
t=2 BEU(Cy) Cy =1 +1r) Ay +nywp — A
17
0
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Método ‘tradicional’

3

Z Brru(cy) |At+1 =@ +r)Ar+nwe —Cr, Ay 20
t=1

max E
{Ct}§=1{At}‘t}=z

Concentrémonos en la utilidad esperada...

1
t=1 B C1 =1 +1r) A + 11wy — 4,
t=2 ﬁfl(U(CZ) Co =1 +1)A; +nywy — As
t=3 B2U(C3) C3 = (1+13) A3 +n3w3 — A4

17

171
Método ‘tradicional’
3
max B[ FU(CO [Aers = (1+ 1) Ap + mewe = €, Ay 2 0
{Ct}gzl{At}?zz =1
Concentrémonos en la utilidad esperada...
1
t=1 ,ﬁoz](cﬂ C1 =1 +1) A+ 0wy — 4
t=2 BTU(Cy) Co =1+ 1) Ay +mawy — Az
t=3 B*U(C3) C3=(1+13) Az +1n3w3 — Ay
En donde el agente representativo tiene 'vision perfecta’ (perfect foresight
en cuanto a las tasas de interés y al salario (/e. no hay agregacion de
incertidumbre) y conoce las caracteristicas del proceso estocastico
17
2
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Utilidad esperada Y;_,p;U(")

Incorporemos las restricciones de cada t en la funcion de utilidad de dicho
momento en el tiempo y propongamos la utilidad esperada para cada ¢ :

173
e - 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Incorporemos las restricciones de cada t en la funcion de utilidad de dicho
momento en el tiempo y propongamos la utilidad esperada para cada ¢ :
t=1 U(Cl):U[(1+T1)A1+82W1— Az]
17
4
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Utilidad esperada Y;_,p;U(")

Incorporemos las restricciones de cada t en la funcion de utilidad de dicho
momento en el tiempo y propongamos la utilidad esperada para cada ¢ :

t=1 U(Cl):U[(1+r1)A1+€2W1— Az]

21
t=2 B {22
T3

U(C) = U[(1+ 1) Ay + eqw, — Aj]
U(Cy) = U[(1 +13) Ay + eaw, — Az
U(Cy) = U[(1 +13) Az + e3wy — Aj]

175
Utilidad esperada Y:_,p;U(+)
Incorporemos las restricciones de cada t en la funcion de utilidad de dicho
momento en el tiempo y propongamos la utilidad esperada para cada ¢ :
t=1 U(Cl):U[(1+T1)A1+82W1— Az]
T2 U(Cy) = U[(1+13,) Ay + eqw, — Az
t=2 B {T22 U(Cy) = U[(1 + 1) Ay + e;w, — As]
T23 U(Cy) = U[(1 + 1) Ay + esw, — As]
T3, U(C3) = U[(1 +13) A3 + eqws — A4l
t=3 B* T3 U(C3) = U[(1 +13) A3 + e;wz — Ayl
3,3 U(C3) = U[(1 +13) A3 + eswz — Ayl
17
6
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Utilidad esperada Y;_,p;U(")

Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:

177
Utilidad esperada Y:_,p;U(+)
Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:
Eq[A] = U[(1 + 1) Ay + eqwy — Ap] + -
17
8
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Utilidad esperada Y;_,p;U(")

Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:
E1[Aq]
= U[(l + Tl) A1 + e,wqp — Az]

+ B{ma UL + 1) Ay + eqwy — Al + U1 + 13) Ay + eaw, — Ag]
+ 7T2’3U[(1 + Tz) AZ + ezw, — A3]} + .-

179
eq . 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:
Eq1[A4]
= U[(1+ 1) Ay + eawy — Ay
+ B{mo U1 + 1) Ay + eywy — Azl + 5, U[(1 + 1) Ay + eyw, — As]
+ T[2’3U[(1 + Tz) AZ + ezw, — A3]}
+ BHm3 1 UL(L + 13) Az + egws — Ayl + m33U[(1 +13) A3 + eawz — Ayl
+ m33U[(1 +13) A3 + e3ws — A4]}
18
0
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Utilidad esperada L-3=1 p;U(+)

Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:
Eq[A4]
= U[(1+ 1) Ay + eawy — 4]
+ Bl UL + 1) Ay + eqwy — Azl + o, U[(1 4 12) Ay + ew, — A3
+ o 3U[(1 4+ 13) Ay + e3wy, — As]}
+ BHm3 UL(L + 13) A3 + eqwz — Ayl + 33U (1 +13) Az + eaws — Ayl
+ 3 3U[(1 4+ 13) Ag + ezwg — A4l}

iAhora qué hacemos?

18

181
. q . 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:
E1[A4]
= U[(1 + 1) A1 + eawy — 4]
+ Bl UL +13) Ay + eqwy — Azl + mo,U[(1 4 13) Ay + eawy — Az
+ T[2’3U[(1 + Tz) AZ + ezw, — A3]}
+ B2{m3 U1 + 13) A3 + eqwz — Ayl + m33U[(1 +13) A3 + eawz — Ayl
+ m33U[(1 +13) A3 + e3ws — A4]}
iAhora qué hacemos?
Las variables de decision ahora son A,, A3 y A,
18
2
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e - 3
Utilidad esperada };—; p;U(:)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A3 y A, ,igualaraceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A5y Ay
E1[A4]
=U[(1+71) AL+ eawy — Ay]

+ 3{”2,1”[(1 +13) Ay + eqwy — Azl + 1o, U[(1 + 1) Ay + eawy — Azl + mp3U[(1 + 1) Ay + e3wy — A3]}
+ 32{”3,1U[(1 +713) Az + eqws — Ayl + 3 3U[(1 +73) As + eaws — Ayl + m33U[(1 +13) Az + esws — A4]}

18
3
183
o 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A; y A, ,igualar a ceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A3 Y Ay:
Ey[Aq]
= U[(l + T1) A1 + e,w; — Az]
+ ﬁ{”z,lu[(l +12) Ay + eqwy — Azl + 1o, U[(1 + 1) Ay + eqwy — Azl + mp3U[(1 + 1) Ay + esw, — Aa]}
+ ﬁz{n&lU[(l +713) Az + eqwg — Ayl + 3 3U[(1 +73) A3 + eaws — Ay + 3 3U[(1 +13) A3 + esws — A4]}
OE;[Aq] _
94, 0
18
4
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e - 3
Utilidad esperada };—; p;U(:)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A3 y A, ,igualaraceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A5y Ay

Ey[Aq]

=U[(1 + 1) Ay + eawy — Aj]

+ 3{”2,1”[(1 +13) Ay + eqwy — Azl + 1o, U[(1 + 1) Ay + eawy — Azl + mp3U[(1 + 1) Ay + e3wy — A3]}
+ 32{”3,1U[(1 +713) Az + eqws — Ayl + 3 3U[(1 +73) As + eaws — Ayl + m33U[(1 +13) Az + esws — A4]}

M) o —U'[(1 4 1y) Ay + eawy — Ag] + B(L+ 1) {1 U'[(L +73)
2

Az + ewy — A3] + 7T2’2U,[(1 + Tz) AZ + e, Wy — A3] + 7T2’3U,[(1 + 7"2)
Az + e3Wy, — A3]} =0

185
o 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A; y A, ,igualar a ceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A3 Y Ay:
E1[Aq]
= U[(l + Tl) Al + e,wy — Az]
+ B{ﬂ2,1U[(1 +13) Ay + eqwy — Azl + o U[(1 +13) Ap + eawy — As] + mp3U[(1 +13) Ay + egwy — As]}
+ Bz{n&lU[(l +13) Az + egwg — Ayl + m33U[(1 +13) A3 + eawg — Ay] + m33U[(1 +13) A5 + egws — A4]}
OE;[Aq] _
945 0
18
6
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e - 3
Utilidad esperada };—; p;U(:)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A3 y A, ,igualaraceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A5y Ay

Ey[Aq]

=U[(1 + 1) Ay + eawy — Ay]

+ [)’{Tfmu[(l +13) Ay + egwy — Azl + o U[(1 +13) Ap + eawy — As] + mo3U[(1 + 13) Ap + e3wy — A3]}
+ [)’2{773,111[(1 +13) Az + egwz — Ayl + m33U[(1 +13) A3 + eawz — Ay + m33U[(1 +13) A3 + e3wz — A4]}

6531513\1] —_ 0 = —ﬁ{nz’lU’[(l + Tz) AZ + 91W2 — A3] + 7.[2'2(]/[(1 + Tz)

Az + e, wy — A3] + 7T2'3U,[(1 + Tz) AZ + ezwyp — Ag]} + ﬁz(l +
r3){m3 U [(1 + 13) A3 + eqws — Ay] + w3, U'[(1 4+ 13) Az + eaws — Ayl +
7‘[3'3(]’[(1 + Tg) A3 + e€3W3 — A4]} =0

187
Condiciones de primer orden:
0E;[Aq] _ / /
6_Az =0 -U [(1 + T'l) Al + e, wq; — Az] + ,8(1 + 7'2){77:2'1(] [(1 + Tz)
Ay +eqwy — Azl + o U'[(1 + 1) Ay + eawy — Az] + o 3U ' [(1 + 13)
Az + e3W2 - A3]} = 0
O0E([Aq] ' '
—on, 0 —B{mo 1 U'[(1 +13) Ay + eywy — Azl + 75U [(1+73)
Ay + eawy — Agl + o U'[(1+ 1) Ay + esw, — As]}+ B2(1 +
) {3 U (L +13) Az + eqwz — Ag] + w3, U'[(1 4+ 13) As + eaws — Ayl +
7‘[3‘3[]’[(1 + 7'3) A3 + e3W3 - A4]} = 0
18
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Condiciones de primer orden:

OE1[Aq]
a4,
A3] + T[Z,Zu,[(l + rz) Az + 82W2 - A3] + 7'[2’3U’[(1 + rz) A2 + e3W2 - A3]} = O

= 0 = _U,[(l + T‘1) A1 + €2W1 - Az] + ﬁ(l + rz){nz’lU,[(l + rz) A2 + 61W2 -

aEalTw =0 _ﬁ{ﬂlelU’[(l + rz) AZ + ewy — A3] + 7T2,2U,[(1 + Tz) AZ + e, Wy —
3

A3l + 13U (1 + 1) Ay + e3wy — Azl}+ B2(L+ 1) {3 U'[(1 +73) A + ews —

A4] + 7T3,2U’[(1 + T3) A3 + e, W3 — A4] + 7T3,3U’[(1 + 1‘3) A3 + eézWsz — A4]} =0

Debido a que ya sabemos que A, = 0, entonces tenemos un sistema de dos ecuaciones,
con dos incégnitas (A, y A3) ... Tal vez solo utilizando la funcién de utilidad explicita, In C;,

podriamos obtener las soluciones 6ptimas explicitas para A% y A% y sustituyéndolas,
obtener C;,C; y C3

189

Condiciones de primer orden:

= No obstante lo anterior, no hay solucién explicita

190
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Condiciones de primer orden:
= No obstante lo anterior, no hay solucion explicita

= Entonces, para esto es muy relevante utilizar Programacion Dindmica

19

191

Condiciones de primer orden:

= No obstante lo anterior, no hay solucién explicita

= Entonces, para esto es muy relevante utilizar Programacion Dindmica

= De manera similar como lo hicimos en el problema de optimizacién de tres periodos, en

esta caso vamos a empezarent = 3,luegoent = 2y por dltimoent = 1
19
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Muchas
gracias!
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3
193
Carnival
)
Free templates for all your presentation needs
For PowerPoint and 100% free for personal Ready to use, Blow your audience
Google Slides or commercial use professional and away with attractive
customizable visuals
194

97



