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Teorema de la Envolvente
Dindmico

Jose A.

Scheinkman
(1948 - )

S

Fuente: Benveniste (https:/ / goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/ perdemos-tres-anos-de-
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El "Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacion de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion

Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32. 7

7

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El'Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacion de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion

= El Teorema muestra que, en ciertos casos, cambios en los parémetros
causan cierta variacidn de la funcién objetivo, independientemente si
la(s) variable(s) de decisiébn cambian, como consecuencia del cambio de

los parémetros

—

Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32. 8
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema de la Envolvente dinamico

= El "Teorema de la Envolvente’ es un resultado muy importante en
matemaéticas y economia sobre las propiedades de diferenciacion de una
‘funcién valor’ de un problema parametrizado de optimizacion
= El Teorema muestra que, en ciertos casos, cambios en los pardmetros
2 causan cierta variacién de la funcién objetivo, independientemente si
- la(s) variable(s) de decisibn cambian, como consecuencia del cambio de

los parémetros
- = Larry Benveniste y Jose Scheinkman demostraron que hay una aplicaciéon

N del ‘Teorema de la Envolvente’ para los modelos de optimizacion
: dindmica

e

Benveniste, Lawrence M. y Jose A. Scheinkman (1979). On the Differentiability of Value Functions in Dynamic Models of Economics”. Econometrica, 47: pp. 727-32.

9

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funcién valoren t = 2:

Vo(a) = U[Cy(a)] + BV3|43(a)]

10
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funciénvalorent = 2:

Vo(a) = U[C(a)] + BV3[45(a)]

Recordemos que 4;(a) = (1 + rp)a + w, — C,(a)...

11
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Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vamos a ilustrar el Teorema Benveniste-Scheinkman (1979) con la
funcién valoren t = 2:

V,(a) = U[G(a)] + BV3|A3(a)]
Recordemos que 45 (a) = (1 +rp)a + w, — C,(a)...
Entonces:

Vo(a) = U[G(a)] + BV5[(1 + r)a + w, — Cy(a)]

12
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

Vo(a) = U[Z’;(a)] e .3V3[(1 +r)a+w, — Z’;(a)]
Entonces si obtenemos la derivada de V, (a) con respecto a a, queda:

aV,(a) ik GU[@(a)] a@(a) Vs [21\3(‘1)] a@(a)
O da da L da S = da

13

13

4

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
Vy(a) = U[Z’;(a)] SR .3V3[(1 +r)a+w, — Z';(a)]

Entonces si obtenemos la derivada de V, (a) con respecto a a, queda:

W@ _G@]06@  E@)[,, ) 6@
= 2 da

da da da da

3G, = oy :
Vamos a factorizar % y a utilizar la condicidn de primer orden

U'(c) = BV5'[(1 + r,)a + w, — c], para probar que:

V3@ =1 +1) U[G@)]

14
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Digresion: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico
a@m)]
da

Vz(a) _ dU[Cy(a)] 9C,(a) V3[4 (a)] --
FY, R T da +p da [(1+TZ)

15

15

Digresidén: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico
a@m)]
da

V2 (a) _ 9U[Cz(a)] 9Cz(a) 9V3[43(a)] =
Aot a ke el p da [(1 +73)

Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:

oV, _ dU dC, oV [ aC,
aa_6a6a+’86a (1+7‘2) da

16

16
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

0V, (a) _ 0U[Cz(a)] 3C;(a) 0V5[45(a)] G (@
da da da T ﬁ da [(1 & TZ) da

]

Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:

v, _ U dC; ac2 av3 - a&
‘ da  da 6a [(1 et )
W _0udG oW _ g 3V5 00,
%_6a6a+'8(1+r2) da da
1 17
17
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
V(@) _ 9U[Cz(a)] 8C2(a) 9V3[A3(a)] _ 0G@
e da da v 'B da [(1 2k TZ) da ]
Por simplicidad, quitemos los paréntesis de las funciones:
oV, _ UG, av3 - a&
da  da aa [(1 Lt )
oV, _ 0V 95, oW _ gV 0G,
L £_6a6a+’8(1+7ﬂ2) da da
| o reu YAV av3
e E_(aa aa) i S
g 18
18
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, (aU 6V3) 0C, oV
da  \da da 6a+'8(1+r2)6a

19

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, (aU 6V3) 0C, oV
da  \da da 6a+’8(1+r2)6a
ou _ ,0dV3 .

Utilizamos la condicién de primer orden: U’ = BV;' o = =

20
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, _ (au avg) aC, av3
da  \da da -|-,3(1+7‘2)

- —r , - === vy
Utilizamos la condicién de primer orden: U’ = BV5' o el

6& B (GU 6V3) a6 6V3
da  \da Jda -|-,3(1+7‘2)

21

21

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

v, _ (dU avs\ 9C, av3

E_(aa aa) +ﬁ(1+r2)

U Vs

Utilizamos la condicién de prlmer orden: U’ = ﬁV3 Eemyl
v, _ (30U ¢ v _562 ________ av3 """"

9a (aa “B aa) +ﬁ(1 +r2)

* 22
22
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

vy _ (au avg) oc, + B0 +r2) av3

da da da
au Vs
Utilizamos la condicion de prlmer orden: U' = ,8V3 ety
o aﬁ o a_U_[ aV3 __aCZ _________ 0V3 ‘I ———————
- da _(aa ’Baa) +,3(1+1‘2)
-l aVZ _ a_U_ a_U aCZ ou.
A (aa aa) +(1+ rZ)
1 23
23
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
v, _ (U vy 0C; av3
E_(aa aa) B+ o
ou Vs
Utilizamos la condicion de prlmer orden: U’ = ﬁV3 ey e
2 v, _ (9U oV, ac2 ________ aV3 \, """"
sl ‘3 aa) +ﬁ(1+rz)
oV, _ (V. 2Y ac2 oU
o B0 (aa “aa) +(@+ rZ)
‘o 24
24

12
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Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

vy _ (au avg) oc, + B0 +r2) av3

da da da
U avs

Utilizamos la condicion de prlmer orden: U’ = ,8V3 Feoery iy
3V, _ (0U (7 Va\NOTs [ rn L - av3 A -

%_(aa [’8 aa) +,3(1+1‘2)

vy _ (U o¥ E U

da (E 6@) +(1+ rZ)

2= (1+m) o

1 25
25

Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico

vy _ (au av3) ac; av3

da  \da da +,3(1+T2)

au v,

Utilizamos la condicién de prlmer orden: U’ = ﬁV3 Eoie e Uy =

oV, _ (93U _ oV, ) aV3 \, ————

=5 ‘3 aa) +ﬁ(1 ”2)

vz _ (a_v % ,a_a) 25, ou

da ~ \da~ oa) o +(1+r2)

aV2 =y (1 == } Aqui se muestra la relacion que existe entre la

da 2) da funcién valor y la funcién de utilidad

g 26
26

13
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Digresion: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico
Otra forma de ver la relacién entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcion de utilidad es la siguiente:

: au v, U
Despejemos —= de e 1 +n) s

27

27
Digresion: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
Otra forma de ver la relacion entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcion de utilidad es la siguiente:
: ou v, au,
Despe;emosa de o (1+nr) o
av,
v Ja
da 1+,
T 28
28

14
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Digresion: Benveniste-Scheinkman

Teorema del Envolvente dinamico

Otra forma de ver la relacién entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcion de utilidad es la siguiente:

: au v, U
Despejemos —= de —== (1+1;,) o=
oV | La utilidad marginal es igual al
U 372 | valor presente de la derivada de
= i la funcién valor (o utilidad
JoR =15 marginal ‘indirecta’) en el
mismo momento en el tiempo

29

29
Digresidén: Benveniste-Scheinkman
Teorema del Envolvente dinamico
Otra forma de ver la relacion entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcién de utilidad es la siguiente:
. ou v, au,
Despe;emosa de o (1+nr) o
st S, oV | La utilidad marginal es igual al
A : : Este resultado va a ser muy ouU 6_2 valor presente de la derivada de
atil en el modelo en el que = o la funcion valor (o utilidad
el agente representativo gar =15 marginal ‘indirecta’) en el
vive de manera infinita | mismo momento en el tiempo
LS 30
30

15
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Formula Benveniste-Scheinkman

Otra forma de ver la relacién entre la funcion valor (o ‘utilidad indirecta’,
en este caso) y la funcién de utilidad es la siguiente:

: ou av; au
Despejemos — de —2=(14+1,) —
Pe) da da ( 2) da
,' N’
B X - Este resultado va a ser muy
v = ~ (til en el modelo en el que
= el agente representativo
- vive de manera infinita
31
31
v, U
—=(1 —
da (A+7) da
i
|
|
I ,
|
Lawrence M. , Jose A. [
| Benveniste Formula. Scheinkman
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948 - )
Fuente: Benveni—ste—(https: / / goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ /epoca.globo.com/economia/perdemos-tres-anos-de- 32
crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)

32

16
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av, ou

% = (1 + TZ) %
Generalizando para toda t

LA ou

T (1 + Tt) %

Lawrence M.

Jose A.

| Benveniste Formula Scheinkman
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948- ..)
Fuente: Benveniste (https:// goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ / epoca.glo.b'o.com /economia/ perdemos-tres-anos-de- 38
crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)
33
v, U
—Z=(1+41)=—
da ( 2) da
Generalizando para toda t
av, U
—L=(+4r)—
da A+7) da
Cabe senalar que debido a que la restriccion ,
esdi 1 =A+nr)A +w,—C,,Vt
|
|
I ,
I
Lawrence M. , Jose A. [
| Benveniste Formula. Scheinkman
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948 - )
Fuente: Benveniste (https:/ / goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:// epoca.glob—o.com / economia/ perdemos-tres-anos-de- 34
crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)

34

17
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v, au
% = (1 + TZ) %

Generalizando para toda t

av, U
% = (1 + Tt) %

Cabe senalar que debido a que la restriccion
eshp =1 +1)A +w, —C,,Vt,

entonces la ‘funcién de transformacion’
delosactivoses f(4,) = (1 +1) A,

Lawrence M. Jose A.

l Benveniste Formula Scheinkman
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948- ..)
Fuente: Benveniste (https:// goizueta.emory.edu/faculty/ profiles/lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ / epoca.glo.b'o.com /economia/ perdemos-tres-anos-de- 515)
crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)
35
v, au
—=(1 —_
da (A+7) da
Generalizando para toda t
av, au
—=(1+4+ —
da A+7) da
Cabe senalar que debido a que la restriccion ,
esd; ;=1 4+n)A +w,—C,, Ve,
entonces la ‘funcion de transformacion’ '
delosactivoses f(A,) = (1 + 1) A, por |
| lo que la férmula queda:
| V(@ = f @U@ |
I
Lawrence M. 3 Jose A.
| Benveniste Formula. Scheinkman
@?-.) Benveniste-Scheinkman (1948 - )
Fuente: Benveni—ste—(https: / / goizueta.emory.edu/faculty/ profiles /lawrence-benveniste); Scheinkman (https:/ / epoca.glob—o.com / economia/ perdemos-tres-anos-de- 36

crescimento-diz-professor-de-columbia-24780527)

36
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En este caso en particular f(a) = (1 + r)a

Formula Benveniste-Scheinkman

Resumen:
Ve'(a) = f(a)U'(a)
Ejemplo:
max TP GGy S Ay = (L T ) Ar oWr— G5 Ve Az O

terli=rtAr s

37

37

En este caso en particular f(a) = (1 + rp)a
Formula Benveniste-Scheinkman
Vi (a) = f'(a)U'(a)

Resumen:

Ejemplo:

max

2 Bt InCisa. A=A +1)Ar+w,—Ce ,VEYyA, =0
teri=rtAr)s

(1) Proponer ecuacion de Bellman para ¢ Ve(a) = ma+x{U(c) + BV @D+ rda+w, = c +at }
c,a

38

38
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Resumen:

Ejemplo:

max
teri=gtAnt>

En este caso en particular f(a) = (1 + r)a
Formula Benveniste-Scheinkman
Vi'(a) = f'(@)U'(a)

TP GGy S Ay = (L T ) Ar oWr— G5 Ve Az O

—————
-
-

(1) Proponer ecuacién de Bellman para t

y'4
7 —
Vi(a) = ma+x{U(c) + [)’Vt+1(a+)|(1 +r)at+w,=c+a’}
c,a ~
~

(2) Sustitutir restriccion en la funcién objetivo Vi(a) = max{U(c) + Vi1 [(A +r)a + we —c] }
c

1 39
39
En este caso en particular f(a) = (1 + rp)a
Resumen: Formula Benveniste-Scheinkman
Vi'(a) = f'(@)U'(a)
Ejemplo:
3 (C==dt = -
max DB InCis8. A=A+ ) A +w—C,,VEyA, =0
(1) Proponer ecuacién de Bellman para t Ve(a) = T}X{U(C) + ﬁVt+1(a+)|(1 +r)a+w,=c+at }
(2) Sustitutir restriccion en la funcién objetivo Vi(a) = max{U(c) + Vi1 [(1 + 1)a + we —c] }
(3) Obtener las Condiciones de Primer Orden Vi(a) =0 < U'(c) = BViyq'(@™)
(FOC)
g 40
40

20
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ol 3 B AN

Resumen:

En este caso en particular f(a) = (1 + r)a

Formula Benveniste-Scheinkman

Vi'(a) = f'(@U'(a)

Ejemplo:

max
teri=gtAnt>

TP GGy S Ay = (L T ) Ar oWr— G5 Ve Az O

(1) Proponer ecuacién de Bellman para t
(2) Sustitutir restriccién en la funcion objetivo

(3) Obtener las Condiciones de Primer Orden
(FOC)

(4) Utilizar la férmula de Benveniste-Scheinkman
(BS) y encontrar V,,,'(a™)

Vi(a) = rcnaa+x{U(c) + PV @)@ +r)a+w,=c+at}
Vi(a) = mCaX{U(C) + BV [+ r)a+wp —c] }
Vi@ =0 o U'(c) = BVyq'(ah)

Vi'(a) = (1 +r)U'(c)
Entonces V,,,'(a™) = (1 + re DU (ch)

—
41
41
En este caso en particular f(a) = (1 + rp)a
Resumen: Formula Benveniste-Scheinkman
Vi'(a) = f'(@)U'(a)
Ejemplo:
3maX p ?=1 Bt_l ln Ct S.a. At+1 = (1 + Tt) At + Wy — Ct ; Vvt yA4 = 0
(1) Proponer ecuacién de Bellman para t Ve(a) = T}X{U(C) + ﬁVt+1(a+)|(1 +r)a+w=c+at }
(2) Sustitutir restriccion en la funcién objetivo Vi(a) = max{U(c) + Vi1 [(1 + 1)a + we —c] }
-_ (3) Obtener las Condiciones de Primer Orden Vi(@) =0 o U'(c) = Vesr'(@™)
i (FOC) > S~o
d (4) Utilizar la formula de Benveniste-Scheinkman Vi'(a) = 41’4—’ r)U'(c) AN
- (BS) y encontrar V,,,'(a*) Entonces V1 (a%) = (1 + 12U (c™) \1
.‘ /7
- (5) Sustituir BS en las FOC para obtener la U'(c) = B + 1)U (ch) P i
» Ecuacién de Euler
4
: g1
42
42

21
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En este caso en particular f(a) = (1 + 1p)a
Resumen: Formula Benveniste-Scheinkman
Ve'(a) = f(a)U'(a)
Ejemplo:

= }3m?j<}4 TP GGy S Ay = (L T ) Ar oWr— G5 Ve Az O
tit=1 tit=2

(1) Proponer ecuacién de Bellman para t Vi(a) = ma+X{U(c) + [)’Vt+1(a+)|(1 +r)a+w,=c+at }
c,a
(2) Sustitutir restriccion en la funcién objetivo Vi(a) = max{U(c) + Vi1 [(A +r)a + we —c] }
c

Ct (3) Obtener las Condiciones de Primer Orden Vi(a) =0 o U'(c) = BViyq (@)

= (FOC)

& (4) Utilizar la formula de Benveniste-Scheinkman Vi'(a) = (1 +1r)U'(c)

- (BS) y encontrar V,,,'(a™) Entonces V,,,'(a™) = (1 + re DU (ch)

- (5) Sustituir BS en las FOC para obtener la
Ecuacién de Euler

U/
9 _ B +14q)

U'(c) =BA +1.)U'(c™) o ur(c?)

43

43

Macroeconomia
Dindamica
EC30241
Modelo de

Ramsey-Cass-Koopmans
(en tiempo discreto)

A\-—-—'

44
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Tjalling Koopmans — [

o L
l ?‘+S Frank P. Ramsey David Cass 1
(1903 - 1930) (1937 - 2008) (1910 - 1985)
Fuente: Imagenes de Ramsey, Cass y Koopmans y':e las—lo—ai;lderas (Wikipedia); ¥ il 45
45
Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
max Z Btulcs)
Ct:Res1
t=0
Sujeto a:
ki1 = flke) + (1 — ke — ¢
g 46
46

23
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

max Z Btu(cy)
=0

CtKe+1
t_
Sujeto a:

o b G M G ey 615 e 5

- En donde c; es el consumo en el tiempo t, k es el capital en el tiempo
t, B es un factor de descuentoy & es el factor de depreciacién del
capital.

47

47

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Podemos resolverlo en el contexto de Programacion Dindmicsa,

utilizando la Formula de Benveniste-Scheinkman:

2’%§Zﬁo{ﬂtu(ct)|kt+1 =flk) + (1 -8k —c; }

obteniendo las condiciones de primer orden de la Ecuacion de Bellmany

48

48

24
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Podemos resolverlo en el contexto de Programacion Pindmica,
obteniendo las condiciones de primer orden de la Ecuacion de Bellmany
utilizando la Férmula de Benveniste-Scheinkman.

rcrtlf;lcfo‘?io{ﬂtu(Ct)lkt+1 =f(k) + (1 =8k, —c; }

Proponemos la ecuacion de Bellman:
Ve(ke) = b {u(ct) ol ﬁVt+1(kt+1)|kt+1 = f(ky) + (1 —6)k; — Ct}

tnt+1

49

49

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Podemos resolverlo en el contexto de Programacion Dindmicsa,
obteniendo las condiciones de primer orden de la Ecuacion de Bellmany
utilizando la Férmula de Benveniste-Scheinkman.

2’%§Z£o{ﬂtu(ct)|kt+1 =flk) + (1 -8k —c; }

Proponemos la ecuacion de Bellman:
Vi(ke) = L {U(Ct) iy .BVt+1(kt+1)|kt+1 = f(ke) + (1 —8)k, — Ct}

tt+1

Cambiamos la notacion:
Ve(e) = max{u(c) + BVeya (kD™ = f(k) + (1 — 8)k — ¢}
C,

—

50

50
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Ve(k) = max{u(c) + BVesr (kT)Ik™ = f(k) + (1 = 8)k — c}

51

51

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Ve(k) = rg},g+><{u(6) + BV (KM)IE™ = f(k) + (1 — 8)k — c}

Como 'ya es tradicion’, sustituimos la restricciobnen V. ;:

Ve(k) = max{u(c) + BV lf (k) + (1 = 8)k — ¢}

52

52
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Ve(k) = rcr},ggdu(C) + BVera (kDIET = f(k) + (1 — 8k — ¢}
Como ‘ya es tradicidén’, sustituimos la restriccibnen v, ;:
Ve(k) = max{u(e) + BVesa [f (k) + (1 = 8k — cT}
Las condiciones de primer orden (FOC) son:

u'(c) = BV [f (k) + (1 = 8)k — c]

53

53

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Ve(k) = max{u(c) + BVesr (KDIk™ = (k) + (1= 8)k — c}
Como 'ya es tradicion’, sustituimos la restricciobnen V. ;:
Ve(k) = max{u(c) + BV lf (k) + (1 = 8)k — ¢}
Las condiciones de primer orden (FOC) son:
u'(c) = BV [f ) + (1 — 8k — c]
La férmula de Benveniste-Scheinkman:
Formula: V/ (k) = 2u/(c) & V() = [f/() + 1 — 8T ()

—

54

54
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Ve (%) = [f'(k") + 1 = 8]u'(c™)

Debido a que V/ (k) = [f'(k) + 1 — &]u’(c), podemos inducir que:

55

55

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Vie (k™) = [f'(k") +1 - 6u'(c™)
Asi, sustituimos V., (k™) en las condiciones de primer orden:

u'(c) = Vi1 [f(B) + (1 = 8k — ]

Debido a que V/ (k) = [f'(k) + 1 — &]u’(c), podemos inducir que:

56

56
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Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Debido a que V/ (k) = [f'(k) + 1 — &]u’(c), podemos inducir que:
VeraBT) = [f k™) +1 = 8Ju'(c™)

Asi, sustituimos V., (k™) en las condiciones de primer orden:

u'(c) = Vet [f () + (1 — 8)k — ]
Por lo que nos queda:

u'(c) = BIf' (k™) + 1 —6Ju'(c™)

57

57

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans
Debido a que V/ (k) = [f'(k) + 1 — &]u’(c), podemos inducir que:
Vie (k™) = [f'(k") +1 - 6u'(c™)
Asi, sustituimos V., (k™) en las condiciones de primer orden:
u'(c) = BVes ' If (k) + (1 — )k — c]
Por lo que nos queda:
u'(c) =BIf (k™) +1—6lu'(c™)

Que es la Ecuacién de Euler

58

58

29



9/11/21

Modelo Ramsey-Cass-Koopmans

Regresando a la notacion original:
u'(ce) = Blf'(kesr) + 1 — 6Ju'(cesq)

59

59

¢Como vamos a aprender DP?

¥
1. Realmente no es un método, sino una forma alternativa de expresar las soluciones 6ptimas, que ayuda a ilustrar la idea conceptual sobre la que descansa la
programacion dinamica.

Ndmero de Deterministico/  Método de solucion
periodos de Estocastico
tiempo S
it () Tres Deterministico Lagrange
(2) Tres Deterministico Funcion de politica’
i.." (3 Tres Deterministico Programacion Dindmica \‘J
. 0=}=(4) Infinito Deterministico Programacion Dindmica
_./ (5) Tres Estocéstico Programacion Dinadmica
:~ (6) Infinito Estocastico Programacion Dinadmica
’

60
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Modelo dinamico deterministico con un
agente representativo inmortal

(0e]

max Z B UG

{Celi2 (A2
tit=1t4eit=2 £

Sujeto a:
At+1 = (1 + T‘t) At + W — Ct ” para tOda t

En donde:

U(C,) es una funcién de utilidad a
partir del consumoent o C;,
U'(C)>0yU"(C) <O

B es un factor de descuento, tal
queld<p<1

A; son los activos que tieneen t,
A1 =0

w; es el salario que recibeen t

61

61
Modelo dinamico deterministico con un
agente representativo inmortal
o En donde:
= Z BE1U(C,) U(C,) es una funciéon de utilidad a
=R partir del consumoen t o C;,
U'(C,) > 0yU"(C) <0
Sujeto a: B es un factor de descuento, tal
Apyr = 1+ 1) A +we—C,paratodat que0<pf <1
- ; At L A; son los activos que tieneen t,
e T A1 =0
- w; es el salario que recibeen t
i 62
62
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max Zﬁt tu(cy

{Ce}2 {42,

Sujeto a:
Apy1 = (1 + 1) Ap + Wy — C,, paratoda t
o I Ar
iIm —=———=
T [T{25(1 + 1)
‘Condicion de Solvencia'. El valor presente del nivel de activos

conforme el tiempo se acerca al infinito es cero. En pocas
palabras, el agente representativo no se puede endeudar

o ]

Modelo dinamico deterministico con un
agente representativo inmortal

En donde:

U(C,) es una funcién de utilidad a
partir del consumoent o C;,
U'(C)>0yU"(C) <O

B es un factor de descuento, tal
queld<p<1

A; son los activos que tieneen t,
A1 =0

w; es el salario que recibeen t

-

63

63

Problema dinamico deterministico de un

agente representativo inmortal

El problema del agente representativo es:

1 Ar N
AT 1{At}t ZZt 1BEU(C) s Apyr = (1 + 1) Ap +we — G, Yt Y llm T
T 64

64
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Problema dinamico deterministico de un
agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:

[} = . A
Y2 BTUC) 8. Apyr = (L + 1) Ap+wy — G, VY Jim -

max il
{Ce32 {4}, Soo [1123(141y)

= Lanaturaleza de Programacion Dindmica es es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras

65

65

Problema dinamico deterministico de un
agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:

[©9) t—1 e _ . Ar L.
{Ct}gg:?j(t}giz thlﬁ U(Ct) S.a. At+1 = (1 == Tt) At i Wy Ct i Vit y 711_)1’1(;10 H—%;_Zl(1+rt) o

= Lanaturaleza de Programacion Dindmicaes es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras
= Sin embargo, en este caso no hay periodo terminal

66

66
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Problema dinamico deterministico de un

agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:

(00) o i gy A
YR1BTIU(C) s8. Ay = (L4 10) Ap+we — G, VEY 711_{20 H?;;(T1+rt) =

Jnax.

{Ce3f2 1 {AL}2,

= Lanaturaleza de Programacion Dindmica es es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras

= Sin embargo, en este caso no hay periodo terminal

= Asi, existen dos diferencias importantes para resolver este problema:

67

67
Problema dinamico deterministico de un
agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:
o not-1 . Iy ; Ar %
{Ct}‘t{rll?}l(t}f@iz 2z BTUC) 88 Apyr = (L + 1) A+ we — G, VEY Tll_r}go i)
= Lanaturaleza de Programacion Dindmicaes es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras
= Sin embargo, en este caso no hay periodo terminal
= Asi, existen dos diferencias importantes para resolver este problema:
() Proponer una Ecuacion de Bellman para t -en lugar de para T-, obtener las FOC y
utilizar BS, para obtener la Ecuacion de Euler; y
T 68
68
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Problema dinamico deterministico de un

agente representativo inmortal
El problema del agente representativo es:

(00) o i gy A
Y2 BTUC) 8. Apyr = (L + 1) Ap+wy — G, VY 711_{1010 H?;;(T1+rt) =

max

{32 {AddE2,

= Lanaturaleza de Programacion Dindmica es es empezar a resolver el problema en el
periodo terminal y luego ir resolviendo hacia atras

= Sin embargo, en este caso no hay periodo terminal

= Asi, existen dos diferencias importantes para resolver este problema:

() Proponer una Ecuacion de Bellman para t -en lugar de para T-, obtener las FOC y
utilizar BS, para obtener la Ecuacion de Euler; y

(2) Sustituir la Ecuacion de Euler en la restriccion ‘para toda la vida del individuo’
(utilizando la ‘Condicion de Solvencia’)

69

69
Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS
(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:
* ¥ 70
70
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:

Ve(@) = max(U(e) + BVesr(a¥)lat =(1+1) a+w, - c}

71

71

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:
Ve(a) = max{U(c) + BViy1(aP)la® =(1 + 1) a + w, — ¢}
c,a

(2) Substituir la restriccién en la funcién objetivo:

72

72
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:

Ve(@) = max(U(e) + BVesr(a¥)lat =(1+1) a+w, - c}

(2) Substituir la restriccion en la funcién objetivo:

Vi(a) = mCaX{U(C) + Ve [+ 1) a+ wy — cl}

73

73

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:

Vi(a) = max{U(c) + BVis1(@M)la” =(1 + 1) a + w, — ¢}

(2) Substituir la restriccién en la funcién objetivo:

Vi(a) = rCn(?}{U(C) + Ve [+ 1) a+ w, —cl}

(3) Obtener FOC:

74

74

37



9/11/21

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(1) Proponer Ecuacion de Bellman para t:
Ve(a) = rcr‘lc?g{U(c) + BVir1(@Hla™ =1 + 1) a + we — ¢}
(2) Substituir la restriccion en la funcién objetivo:
Vi(a) = mCaX{U(c) + BV (A +1)a+w.—cl}
(3) Obtener FOC:
2 U)=pV i [(A+r)a+w,—c]

—

75

75

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmann...

76

76
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmarn...

Vie(a) = 1 +1)U'(c)

77

77

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmann...
Vii(a) = (1 +71)U'(c)
..yobtener gV’ ;-

78

78
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la férmula Benveniste-Scheinkmarn...
V'i(a) = +r)lU'(c)
..yobtener pV', . :
Vier(@®) = (1 + 1)U (c™)

79

79

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmann...
Vii(a) = (1 +71)U'(c)
..yobtener gV’ ;-

Vip(@®) = (1 + 140U (c™)

(5) Sustituir el resultado de BS en FOC y obtenemos la Ecuacion de Euler:

80

80

40



9/11/21

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(4) Utilizar la formula Benveniste-Scheinkmarn...
Viila)=1+r)U'(c)
..yobtener pV', . :
Viera(@®) = (1 + 14U (c™)
(5) Sustituir el resultado de BS en FOC y obtenemos la Ecuacién de Euler:

U'(c) = A+ 14U (ch)

81

81

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(6) Como utilizamos la funcién de utilidad In ¢, entonces la Ecuaciéon de
Euler en este caso es:

82

82
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(6) Como utilizamos la funcién de utilidad In ¢, entonces la Ecuacién de
Euler en este caso es:

U'(c) =B+ 14U (c™)

83

83

Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(6) Como utilizamos la funcién de utilidad In ¢, entonces la Ecuaciéon de
Euler en este caso es:

U'(c) =B + 14U (c™)

S 1 32
- =B+ 1)

84

84
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Ecuacion de Bellman para t, obtener FOC y
utilizar BS

(6) Como utilizamos la funcién de utilidad In ¢, entonces la Ecuacién de
Euler en este caso es:

U'(c) =B+ 14U (c™)

% | il
g —=R(1 =
- = B+ 1e4q) -

: ¢t = B+ 1)

85

85
La importancia de la Ecuacidén de Euler
La Ecuacién de Euler es muy relevante en este
caso, debido a que nos permite conocer las
soluciones 6ptimas para el consumo presente y
futuro sin tener que obtener las funciones
valor o las funciones de politica 6ptima
3 Leonhard Euler
, (1707 -1783)
Fuente: Imagen de Leonhard Euler (https:/ /jjovel.wordpress.com/2015/12/26/ leonhard-eule:/ ) 86
86
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La importancia de la Ecuacidén de Euler

La Ecuacion de Euler es muy relevante en este
caso, debido a que nos permite conocer las
soluciones 6ptimas para el consumo presente y
futuro sin tener que obtener las funciones
valor o las funciones de politica 6ptima

ct =P +11)c

Leonhard Euler
(1707 -1783)

—

Fuente: Imagen de Leonhard Euler (https://jjovel. wordpress.com/2015/12/26/leonhard-euler/)

87

87

La importancia de la Ecuacion de Euler

La Ecuacién de Euler es muy relevante en este
caso, debido a que nos permite conocer las
soluciones 6ptimas para el consumo presente y
futuro sin tener que obtener las funciones
valor o las funciones de politica 6ptima

ct =B +r41)c

(0]

i Cer1 =B+ 111G Leonhard Euler

(1707 —1783)

Fuente: Imagen de Leonhard Euler (https:/ /jjovel. wordpress.com/2015/12/26/leonhard-euler/)

88

88
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Restriccion para ‘toda la vida’ del agente
representativo inmortal

Para obtener las soluciones de consumo 6ptimo —y por lo tanto del

nivel de activos-, necesitamos sustituir la Ecuaciéon de Euler
Ciy1 = B(1 + 1., 1)C; enlarestriccion ‘para toda la vida' del agente

representativo

89

89

i representativo es ‘inmortal’?

Restriccion para ‘toda la vida’ del agente
representativo inmortal

Para obtener las soluciones de consumo 6ptimo —y por lo tanto del

nivel de activos-, hecesitamos sustituir Ia Ecuacion de Euler
Cry1 = B(1 + 1,,,1)C; enlarestriccion ‘para toda la vida' del agente

representativo

Pero ;Como vamos a obtener esta restriccion si el agente

90

90
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Restriccion para ‘toda la vida’ del agente
representativo inmortal

Empecemos con escribir la ecuacion de acumulacion de activos hasta T

91

91

Restriccion para ‘toda la vida’ del agente
representativo inmortal

Empecemos con escribir la ecuacion de acumulacion de activos hasta T

App1 = (A + 1) A +we — G,
Aryz = (L +71042) Appr + Weyg — Cen
Apg1 = A+ 1) Ap+ We = GVt 4 Az = (14 743) Aprz + Weaz — Cera

Ar=Q +rr_) Ay + wp_g — Cr_4

92

92
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Ecuacién de acumulacidén de activos
La ecuacién de acumulacion de activos hasta T se puede expresar asi:

R Wa W3
Valor presente de Ay = (1 +71)4; +wy + T+ c=Fmst oo +

Wr—1 C2 Cs =) Cr—1

(1+T2)(1+T3)~--(1+TT_1) Cl & 1+T‘2 (1+T‘2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)~--(1+TT_1)

93

93
Ecuacion de acumulacidon de activos
La ecuacion de acumulacion de activos hasta T se puede expresar asi:
- WZ W3 e e e
Valor presentede A; = (1 +r)A; +w; + e + ot - SR
Wr_1 S = C3 e Cr-1
(1+T2)(1+T3)"‘(1+r’1"_1) 1 1+T2 (1+T2)(1+T3) (1+T‘2)(1+T3)(1+TT_1)
o)
- At s We Lk ooo
(1+715) (1+73) (1 +77—1) (L+7)A4; +wy + 1+, | (1+15)(1+73) | T
¥ Wr_q S G C3 ¥ 5 Cr-1
2 (1+r)(A+73)-(1+rT_71) 1 1471, (A+r)(1+13) A+r)(A+13)--(A+r7_1)
r 94
94
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Ecuacion de acumulacidén de activos

Claramente al aplicar la condicién de solvencia lim ———~——= 0, nos
T—oo [[i=; (1+1¢)
queda la restriccién para toda la vida del agente representativo:
AT — Wz W3 cee

T TR TS M Ve e T e e

Wr—1 e C; C3 =L Cr—1
(1+r2)(1+r3)--~(1+7'7~_1) 1 1+T2 (1+T2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)"'(1+TT_1)

1 95
95
Ecuacién de acumulacidén de activos
Claramente al aplicar la condicion de solvencia lim #= 0, nos
T—oo [[g=5 (1+7¢)
queda la restriccién para toda la vida del agente representativo:
0
7 e e W W3 o
E e e =T e T B ey e e
i Wr—1 = C; C3 1= Cr—1
(1+T‘2)(1+T‘3)“-(1+T‘T_1) 1 1+T‘2 (1+T‘2)(1+T‘3) (1+7‘2)(1+T'3)(1+TT_1)
g 96
96
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Ecuacion de acumulacidén de activos

Claramente al aplicar la condicién de solvencia lim ———~——= 0, nos
T—oo [[i=; (1+1¢)
queda la restriccién para toda la vida del agente representativo:
0
A T T = Lo Wa V=
(1t7:2)(‘1q'7”3)"'(1+7”T—1) = (1 = 7"1)141 s vy 1471, 8 (1+7y)(1+713) I i
s Wr—1q e C; C3 =L Cr—1
(1+r2)(1+r3)--~(1+7'7~_1) 1 1+T2 (1+T2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)"'(1+TT_1)
Wa W3 Wr_1 —
(1 +7)A +wy + 1+1, b (1+72)(1+73) ¥ &5 (1+7)(1+73)(1+T7—1) €1+
(%) + C3 0L Cr—1
1+T2 (1+T2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)"‘(1+rT_1)
T 97
97
Ecuacion de acumulacién de activos
Claramente al aplicar la condicion de solvencia lim #= 0, nos
T—oo [[z=5 (1+7¢)
queda la restriccién para toda la vida del agente representativo:
0
AT,—"" pe We e iy
E e e =T e T B ey e e
. Wr—1 = C; C3 1= Cr—1
(1+T‘2)(1+T‘3)“~(1+T‘T_1) 1 1+T‘2 (1+T‘2)(1+T'3) (1+7‘2)(1+T'3)(1+TT_1)
Wo W3 wr_1 A
D W e s s E P A M R rer ¥t S ey GV
& LE & ¥ EL i Esta es la version hasta T de la
141, (1+72)(1+713) (1+72)(1+473)-(1+77-1) restriccién para “toda la vida' que
utilizamos cuando resolvimos el
problema utilizando el Lagrangiano.
gz 98
98
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la

restriccion de ‘toda la vida'
Sustituimos la Ecuacién de Euler C;,; = B(1 + 114.1)C; en:

wo w3 Wr-1 s
CEES AW ok + Tt (1+1) (A +73)(1+77—1) G

14, | (A4r)(+rs)
Cy + C3 e Cr—1
1+T2 (1+7"2)(1+7'3) (1+T2)(1+T3)"'(1+TT_1)

99

99

Sustituyendo la Ecuacion de Euler en la

restriccion de ‘toda la vida’'
Sustituimos la Ecuacién de Euler C;,; = B(1 + 1.41)C; en:

wo w3 Wr_1 ==
(L +7)A +wy + ramas Pt TSae o aame— -t

C2 C3 Cr—1
1+1, T (A+7)(1+13) T T (1+ry)(A+13)-(1+1rT_1)
Recordemos que C, = B(1 +1,)Cy,que C; = B(1 +13)C, y asi
sucesivamente,...

100
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la

restriccion de ‘toda la vida'
Sustituimos la Ecuacién de Euler C;,; = B(1 + 114.1)C; en:

Wo w3 Wr—_1 ==
(1 +7)A; +wy + 1+7, + (1+75)(1+73) Tk (1+7)(1+73)(L+r7—1) L+
C2 o8 i e Cr-1
1+T2 (1+7"2)(1+7'3) (1+T2)(1+T3)"'(1+TT_1)

Recordemosque C, = f(1+1,)C;,que C; = B(1+13)C, y asi
sucesivamente,...

...en donde de manera recursiva podemos sustituir C, = f(1 +r,)Cenla

expresidbnde Cs, ie.C; = B(1 +r3)[F(1 + 1) (4]

10

101

Sustituyendo la Ecuacion de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida’

Sustituimos la Ecuacién de Euler C,,; = (1 + 1r,,1)C; en:
W w3 Wr—1 I
(L +7)A; +wy + S ST W e
B(1+13)Cq B(1+13)[B(1+12)Cq] BA+r ){B(1+13)[B(1+12)C1]}
C]_ + + 000
1+T2 (1+T2)(1+T3) (1+T2)(1+T3)(1+T4)

102
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la
. 1y ¢ o 1 Habiamos estado usando la
restriccion de ‘toda la vida' | iionnestarpers

entenderla. Hagdmosla hasta oo

A
1\

Sustituimos la Ecuacion de Euler C;.;, = (1 + 1:.1)C; en: Y
W, ws wr_y T
(1 +7)A; +w, + 1+7, + (1+75)(1+73) + (1475) (1+73)(1+rp— )1 -
Cl + B(1+13)Cq BA+1r3)[B(1+13)C4] + BA+r ) {L(1+13)[B(1+12)C1]} o ;

1+T2 (1+T2)(1+T3) (1+T2)(1+r3)(1+r4,)

103
Sustituyendo la Ecuacion de Euler en la
¥ sl ¢ 5 1 Habiamos estado usando la
restriccion de ‘toda la vida' | csnhestsrpers
entenderla. Hagdmosla hasta oo
Sustituimos la Ecuacién de Euler C,,; = (1 + 1r,,1)C; en: :\\
Wy W3 Wr_1 :J_\_“ &
A+r)h +wi+ o=+ syt Sa
s B(1+%)Cy i BA+#D[B(1+1)Cq] + BAFrI{LA+73)[BA+r)C1]} i ;
Lo toag- (A7) (1) _ () Q#r) Qg
e o 10
4
104
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‘o o A

Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la

Habiamos estado usando la

- -y ¢ v ]
restriccion de ‘toda la vida restriccion hasta T para

entenderla. Hagdmosla hasta oo

Sustituimos la Ecuacion de Euler C;.;, = (1 + 1:.1)C; en: Y

W3 W3 Wr_1 : \‘ - -
(1 +7)A; +w, + 1+7, + (1+75)(1+73) NI (1+r2)(1+r3)---(1+rT_1):+

L Bty | BURIIBATICY | BA+PHBAATIIB+rIC | .

€ pEE 2 (1+m)(1tr5) _QFr) 1+ (A tED™
W3 W3 Wr_1 .
(L +7)A; +w, + 141, (1+13)(1+473) t (1+75)(1+73)(1+77—1) tzaZ

Cl +ﬁCl +ﬁZC1 +ﬁ3C1 +

105
Sustituyendo la Ecuacion de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida'’

Utilizando las propiedades de las series:
Recordarque: x+ax+a?x+--+a" x+a*x+--= :—a, silal <1
: e 10
6
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la
restriccién de ‘toda la vida'
Utilizando las propiedades de las series:

Recordarque: x+ax+a?x+--+a* " x+a*x+-= :—a silal <1

Entonces, el lado derecho de la restriccion de “toda la vida' queda:

107

Sustituyendo la Ecuacion de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida’'
Utilizando las propiedades de las series:

Recordarque: x+ax+a?x+--+a" x+a*x+--= :—a, silal <1
Entonces, el lado derecho de la restriccién de “toda la vida' queda:

Cy

1-p

C1 +BC1 +ﬁ2C1 +ﬁ3C1 + .o =

108
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la

restriccion de ‘toda la vida'
Asi, la restriccion de “toda la vida' queda:

109

Sustituyendo la Ecuacion de Euler en la

restriccién de ‘toda la vida’
Asi, la restriccion de “toda la vida' queda:

W2 Ws dornn=

(1 ar 7"1)141 + W1 + 147, + (1+7ry)(1+713) ox 1-p

110
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Sustituyendo la Ecuacidén de Euler en 1la

restriccion de ‘toda la vida'
Asi, la restriccion de “toda la vida' queda:

w3 Cq

Wy ot
S S e e

Por lo que si despejamos C,, vamos a obtener la solucién de C;

1L

111

Sustituyendo la Ecuacion de Euler en la
restriccion de ‘toda la vida'’
Asi, la restriccion de “toda la vida' queda:

W, w3 = Cl
R i e L e

Por lo que si despejamos C;, vamos a obtener la solucion de C;

W2 W3
1+T'2 + (1+T2)(1+T3) ]

C; = A =R) A +m)A; +w; +

112
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Sustituyendo la solucidén éptima de C; en la
restriccion A,

Y si sustituimos C; en la expresion de acumulacion de activos
A, = (1+r)A; +w; — C,, obtenemos A3:

113

Sustituyendo la solucion optima de C; en la
restriccion A,

Y si sustituimos C; en la expresion de acumulacion de activos
A, = (1+1r)A; +w; — C,, obtenemos A3:

W» W3

.J

2= +r)A +w —(1—F) [(1 +1)A;p +wy + 1415 = (1+7)(1+73) 3

114
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—————————————

Solucidén optima para el agente
representativo ‘inmortal’

Ci=A=B[A+r)A +w + 22— ]

1+71, (1+ry)(1+713)

W» 4

y = (A +m)A +wy — (1= ) [T +m)4 +wy +

147, = (14715)(1473) +E

115

Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
Si ‘acotamos’ la solucibn de t = «, parat = 3, queda:
Cf=ﬂf#”k1+ﬁﬂh+Wy+W2+ s +~]

1+T2 (1+T‘2)(1+T‘3)

W» W3
+ i
141 (1+7y)(1+13)

p= (L +m)A +wi— (1= B) [ +m)A; +wy +

"J

116
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Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
Si ‘acotamos’ la solucibn de t = «, parat = 3, queda:
Ci = 1-58) [(1 +1r)A +wy + Aot i \-F*"\]

1+, (1+T2)(1+T3) =

W W3 MR

b= A +m)A +w — (1= ) [ +m)4; +ws +

n]

ae &
141, (1+ry)(1+713) =

1L

117

Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
Si ‘acotamos’ la solucibn de t = «, parat = 3, queda:
G = A=A +ma +w + 22—t |

1+T2 (1+T‘2)(1+T‘3)

W W3 T

p= (L +m)A +wi— (1= B) [ +m)A; +wy +

.J

Ci == A +m)A; +w +

woy 2 W3 1
1+, | (14715)(1+73)]

Wy + w3 ]
1+r5  (1+4713)(1+73)]

3= A +m)A +w — (1= ) [ +m)A +wy +

+ S
1415 (1+75)(1+73) S

118
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Ejemplo con individuo que vive 3 periodos

Wy W3 ]

Ci=>0-p) [(1 +1)A +wy + 1+7, = (1+75)(1+73)]

wa W3 ]

3= A+ A+ w — (=) [ +r)A +wy + 2t

iSon iguales a las que obtuvimos con el método de Lagrangiano?

119
Ejemplo con individuo que vive 3 periodos
* oy Wz W3 1
¢ =(1 B)kl%—n)Al+4M1+1+Q—FG+QXLHQJ
* o N W W3 ]
3= A +mAr+w — (=B [A+m)A +wy + St ]
iSon iguales a las que obtuvimos con el método de Lagrangiano?
2 e 1 W W3 ]
2l = 1+ B+ B2 [(1 tr) A +wy 1+7, i (147,)(1+713)]
- Ay=04+r)A +w —{1—[(1+r)A +w, + 2+ i ]}'
. 2 1/ 41 1 1+ 5+ B2 1/ 41 1714 ' (+m)(a+ms)]
: d 1 e 12
Q
120
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Ejemplo con individuo que vive 3 periodos

Wy W3 ]

Cl = (1 = ﬁ) [(1 Fie rl)Al + W1 35 1+7, oy (1+T2)(1+T3)_|

wa W3 ]

3= A+ A+ w — (1= B) [ +r)A +wy + 2t

iSon iguales a las que obtuvimos con el método de Lagrangiano?

W W3 ]

T
(1 = 1+5+p2 [(1 +11) Ay +wy + 1+7, & (141,)(1+75)]

W» w3

]

x _ S (T
2008 (1 + rl) Al i W1 {1+B+ﬁ2 [(1 + rl) Al a L% i 1471, a» (1+7"2)(1+7"3)J

j

2

121

Beta

¢ Qué valores puede tomar 7

122
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Beta

¢ Qué valores puede tomar 37

Definimos que [ puede tomar valores entre O y 1, excluyendo O y 1

123

Beta

¢ Qué valores puede tomar 7
Definimos que 8 puede tomar valores entre Oy 1, excluyendo O y 1
e0<pB<1

.oB € (0,1)

124
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Comportamiento del factor de descuento en

las diferentes soluciones para t =3

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

Factor de descuento en la solucion

10 o

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

e Lagrangiano 3 perio dos

1
1+ + B2
1 i
[ ]
° °
[ ]
[ ]
0.5 0.6 0.7 0.8
B

o Bellman infinito

3

0.9 1.0

125

Comportamiento del factor de descuento en

las diferentes soluciones para t =3

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

Factor de descuento en la solucion

10 o

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

e Lagrangiano 3 perio dos

1
1+ + B2
[ ]
° °
[
° °
[ ]
J{
0.5 0.6 0.7 0.8
B

® Bellman infinito

r:_ B
(@ @)
(5 .
|l
o

126
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127

128

This leaves 8 and ¢ still to be determined.

Hansen (1985b) has found that growing economies—
that is, those with z, having a multiplicative, geometrical-
ly growing factor (1+A)" with A > O—fluctuate in
essentially the same way as economies for which A = 0.
This justifies considering only the case A = 0. 1fA = 0,
then the average interest rate appmxmmdy equals the

ive time discount rate.’ Therefore, we set § equal
to 0.96 per year or 0.99 per quarter,

64


https://www.minneapolisfed.org/research/quarterly-review/theory-ahead-of-business-cycle-measurement

9/11/21

Comportamiento del factor de descuento en
las diferentes soluciones para t =3

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
1 0.0

Factor de descuento en la solucion

0.0 0.1

0.2 0.3

0.4

e Lagrangiano 3 periodos @ Bellman infinito

1
1+5+p°
. X
[ ]
[ ]
[ ]
0.5 0.6 0.7
B

3

————

129

¢Como vamos a aprender DP?

Ndmero de Deterministico/  Método de solucion
periodos de Estocastico
tiempo
% () Tres Deterministico Lagrange
& (2) Tres Deterministico Funcién de politica’
| . (3) Tres Deterministico Programacion Dindmica
L (4) Infinito Deterministico Programacion Dinadmica
/ ﬁ;ﬂ>(5) Tres Estocéstico Programacion Dinadmica
- (6) Infinito Estocastico Programacion Dinadmica
’

programacién dinamica.

—

1. Realmente no es un método, sino una forma alternativa de expresar las soluciones 6ptimas, que ayuda a ilustrar la idea conceptual sobre la que descansa la

130
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El problema del agente representativo

max E z Sly(cy
{CR (AR, L=1 ﬁ !

Sujeto a:
Ay = (A +1) A + 1w, — C,, paratodat
I A
Ml ——— =
T [[{25(1 + 1)

En donde:
U(C;) es una funcion de utilidad a

partir del consumo ent o C;,
U'(C)>0yU"(C) <O
B es un factor de descuento, tal

queld<p <1

A; son los activos que tieneen t,
A1 =0

w; es el salario que recibe en ¢,
coh un choque estocastico 7,

13

131

Regresamos a al agente representativo que

solo vive tres periodos

5

max E
{Ct}§=1{At}§=2

t=1

Sujeto a:

> Btuceo

At+1=(1+T‘t)At+ntWt—Ct,parat=1,2y3

A==l

132
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Definamos el choque estocastico 7y

En la realidad, el ingreso futuro siempre enfrenta riesgos. Asi, se incorpora
un choque 7, a la productividad laboral que sigue un Froceso de Markov.

133

Definamos el choque estocastico n;

» La mayoria de los modelos
macroecondmicos dindmicos y
estocasticos, utiliza dos herramientas clave:
(1) Programacion Dinamica; y (2) choques
estocasticos tipo ‘Cadena de Markov’

« Cadena de Mérkov. Es una secuencia de
valores de una variable aleatoria en las que el
valor de la variable en el futuro depende del
valor de la variable en el presente, pero es
independiente de la historia de dicha variable

Andréi Markov P
(1856 —1922)

Fuente: Imagen de Andréi Markov (https:/ /es.wikipedia.org/wiki/ Andréi_Maérkov)
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Definamos el choque estocastico 7y

En la realidad, el ingreso futuro siempre enfrenta riesgos. Asi, se incorpora
un choque 7, a la productividad laboral que sigue un Froceso de Markov.

m Los valores realizados u observadosde la variable estocéstica n; se
denotan con la variable e;, definida por tres estados (i = 1, 2, 3):
e; — estado ‘malo’

Ns € { e, — estado ‘promedio’
e; -  estado ‘bueno’

135

Definamos el choque estocastico n;

En la realidad, el ingreso futuro siempre enfrenta riesgos. Asi, se incorpora
un choque 7, a la productividad laboral que sigue un FProceso de Markov.

m Los valores realizados u observadosde la variable estocéstica n; se
denotan con la variable e;, definida por tres estados (i = 1, 2, 3):
e; — estado ‘malo’

Nt € { e, — estado ‘promedio’
e; —»  estado ‘bueno’

@ El agente representativo tiene un nive/ de productividad ‘promedio’ a/
nacer, es decir, n; = e, y de hecho,tomaelvalorde 1, ie. e, = 1;

136
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Definamos el choque estocastico 7y

3 p;; esla probabilidad de “transicion’. Es decir, la probabilidad de que el
estado de la productividad sea e; en el siguiente periodo t + 1, dado
queen t el estado fue e; , ie. p; ; = Prob(n,41 = €j|n. = ¢;)en
donde 0 <p;; < 1;

137

Definamos el choque estocastico n;

3 p;; esla probabilidad de “transicion’. Es decir, la probabilidad de que el
estado de la productividad sea e; en el siguiente periodo t + 1, dado
queen t el estado fue e; , ie. p; ; = Prob(n,41 = €j|n, = ¢;)en
donde 0 <p;; < 1;

@ Entonces, la matriz de probabilidades de transicion P entre los tres

» estados es:
P11 P12 P13
L P =Pz =022 Pz,s]
P P31 P32 P33
: e 18
8
138
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Definamos el choque estocastico 7y

3 p;; esla probabilidad de “transicion’. Es decir, la probabilidad de que el
estado de la productividad sea e; en el siguiente periodo t + 1, dado
queen t el estado fue e; , ie. p; ; = Prob(n,41 = €j|n. = ¢;)en
donde 0 <p;; < 1;

@ Entonces, la matriz de probabilidades de transicion P entre los tres

estados es:

P11 P12 P13
P21 P22 P23
P31 P32 P33

.endonde Y7 p;; =1,89.p11 +pip+pi3=1

e

Pa=

139

Definamos el choque estocastico n;

5 Ademas de las probabilidades de transicion para los diferentes
estados, necesitamos las probabilidades de ocurrencia de los estados
en cada momento en el tiempo, es decir, las probabilidades no
condiclonales, denotadas por los vectores ;.

140
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Definamos el choque estocastico 7y

)

Ademas de las probabilidades de transicién para los diferentes

estados, necesitamos las probabilidades de ocurrencia de los estados

en cada momento en el tiempo, es decir, las probabilidades no
condiclonales, denotadas por los vectores ;.

1,1
My = [ﬂl,z], en donde 1, ,, por ejemplo, es la probabilidad de que el

1,3
estado que se observe sea el 2 (o ‘promedio’) en el tiempo t = 1

14

141

Definamos el choque estocastico n;

(5)

Ademas de las probabilidades de transicién para los diferentes
estados, necesitamos las probabilidades de ocurrencia de los estados

en cada momento en el tiempo, es decir, las probabilidades no
condiclonales, denotadas por los vectores ;.

T1,1
o — [m;], en donde m, ,, por ejemplo, es la probabilidad de que el

m1,3
estado que se observe sea el 2 (0 ‘promedio’) en el tiempo t = 1

Cabe recordarque my 1 +my, + M3 =1

142
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Definamos el choque estocastico 7y
Ahora hay que relacionar las matrices de probabilidad de transicién,

(6)
con las de probabilidad no condicional:

143

Definamos el choque estocastico n;

Ahora hay que relacionar las matrices de probabilidad de transicion,

(6)
con las de probabilidad no condicional:

La matriz de probabilidad no condicional en t = 1 es muy sencilla:
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Definamos el choque estocastico 7y

© Ahora hay que relacionar las matrices de probabilidad de transicion,
con las de probabilidad no condicional:

La matriz de probabilidad no condicional en t = 1 es muy sencilla:

Debido a que al nacer, el agente representativo tiene un nivel de
productividad dado, ie.n; = e, = 1, la matriz de probabilidad no
condicional i, es:

e

145
Definamos el choque estocastico n;
® ..
No obstante lo anterior, hay que obtener m, y m5:
m, =mP y n3 = m,P
: e e 14
6
146
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Definamos el choque estocastico 7y

O
No obstante lo anterior, hay que obtener m, y m5:

T U =T

Asi, ), = m; P:

147

Definamos el choque estocastico n;

® ..
No obstante lo anterior, hay que obtener m, y m5:

T U =T

Asi, m;, = m; P:
P11

[M21 T22 T23]143 =[T11 T12 T13]143 [Pm
P31

P12
P22
P32

P1,3
P23
P3,3

]3><3

148
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Definamos el choque estocastico 7n;
©® ..My =T P
P11 P12 P13
o a5 Mogl= [Tig Mo~ T3] [p2,1 P2,2 P2,3‘
P31 P32 P33

149

Definamos el choque estocastico n;
(B el =T B
P11 P12 P13
[M21 T22 T23]=[M11 T2 T3] [P2,1 P2,2 P2,3]
P31 P32 P33

Byl P12 «P13
[T21 T22 T23]=[0 1 O0]|P21 D22 P23
P31 P32 P33

150
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Definamos el choque estocastico 7n;
©® ..My =T P
P11 P12 P13
o a5 Mogl= [Tig Mo~ T3] [p2,1 P2,2 P2,3‘
P31 P32 P33

Pu1 P12 P13
[T21 T22 T23]=[Q--1- _OL[Pzi,l P22 P2,3]

s P31 P32 Pz3
o \/

15

151
Definamos el choque estocastico n;
(B el =T B
P11 P12 P13
[To4—Tos  Mogl= [T Mg —Tly3 ] Poy oo Pog
P31 P32 P33
P11 P12 P13
[T21 T22 T23]=[0 1 O0]|P21 D22 P23
P31 P32 P33
- [T21 T22 T3] =[P21 D22 P23]
: i —15
2
152
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Definamos el choque estocastico 7n;
©® ..My =T P
P11 P12 P13
o a5 Mogl= [Tig Mo~ T3] [p2,1 P2,2 P2,3‘
P31 P32 P33

Dl P12 sPii3
[T21 T22 T23]=[0 1 0] [pz,l P2,2 p2,3]
P31 P32 P33

[T21 T22 T3] =[P21 D22 P23]

Debido a que Y2_; p; j = 1,

153
Definamos el choque estocastico n;
(B el =T B
P11 P12 P13
[To4—Tos  Mogl= [T Mg —Tly3 ] Poy oo Pog
P31 P32 P33
P11 P12 P13
[T21 T22 T23]=[0 1 O0]|P21 D22 P23
P31 P32 P33
,_ [T21 T22 T3] =[P21 D22 P23]
: Debidoaque Y3 ;p;; = 1,entonces p, 1 +pz, +py3 = 1
t e —15
4
154
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Definamos el choque estocastico 7n;
©® ..My =T P
P11 P12 P13
o a5 Mogl= [Tig Mo~ T3] [p2,1 P2,2 P2,3‘
P31 P32 P33

Dl P12 sPii3
[T21 T22 T23]=[0 1 0] [pz,l P2,2 p2,3]
P31 P32 P33

[T21 T22 T3] =[P21 D22 P23]
Debido a que Y'3_; p;j = 1,entonces p,; +p,, + P23 =1

[T21 T22 T23]=[p21 P22 1—D21—P22]

e

155

Definamos el choque estocastico n;
G
P11 P12 P13
| Baeita s hss e —P245=Poz P75 ;P71 =L2ze P23
PemasP3or<lss

Para visualizar mejor la multiplicacién, mejor vemos de manera
transpuesta:

3,2 DP21P12 * D2,2D02,2 + D23D3,2

[%,1]' [Pz,lpm + P22P21 t+ P2,3P3,1]'
3,3 P2,1P1,3 T D2,2P2,3 + D2,3P3,3

156
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Definamos el choque estocastico 7y

G A

P2,1P1,2 t D2,2D022 + D2,3P32

Tt3 5
P21P13 T P2,202,3 t+ D2,3P3,3

[”3,1]' [P2,1P1,1 + D22P21 t+ D2,;3P31 :
Ti33

Simplificando (y ordenando):

317 P2,1(P1,1 B Pz,z) + P2,;3P3,1
T32| =| p12P21 + D52 + P23P32
T

33 P13P21 T P2,3(P2,2 S Ps,s)

157

Definamos el choque estocastico n;
(©)

La interpretacion de 5 ; es la probabilidad que le asigna el agente
representativoen t = 1 a estar en el estado j en el periodo t = 3

158
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. ’ .
Definamos el choque estocastico n;
P33 N3 = é3
N2 = €3 § N3 = €
P31 —
Dr N3 =€
D23 N3 = €3
N =€ 23 Ny =€ %’2 N3 =€
p2,1 N3 = €
] P13 N3 = €3
N, = e 3 N3 =€
i M3 = €1
il [ 15
9

159

Asi, regresamos al problema de
optimizacidén del agente representativo

= |niciemos con el método ‘tradicional’ y luego procedemos a resolverlo con
Programacién Dindmica

max E

3
BrIU(C) |Apyr = A+ 1) Ap + ewy — €, Ay = 0
{c}i_(At,
= 3 t=1

= Método “tradicional’: Debido a que es un problema que ya conocemosy en
el que podemos sustituir la restriccién —despejando C;-, en la funcién
objetivo, no es necesario resolverlo con el método de Lagrange

160
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Método ‘tradicional’

3
e EZ b N PR € Pt o e e )
(A, L:lﬁ ALt |_t_+1 S e Ut_ t U ES

161

Método ‘tradicional’
3
x E e L b S S e e —C,A, >0
{Ctgg?}t};z Lz;ﬁ '( t)l_tjl (_- tt) t T NeWe — Cr, Ag __]_

Concentrémonos en la utilidad esperada...

162
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Método ‘tradicional’

3
Z (23106 |At+1 =A+r)Ar+nw —Cr, A4 =20

t=1

max E
{Ct}§=1{At}‘t}=2

Concentrémonos en la utilidad esperada...

t=1 BU(Cy) Ci=0+1r)A +nw; — A4,

163
Método ‘tradicional’
3
max E Z Bt_lU(Ct) |At+1 = (1 aF rt) At aF NeWe — Ct, A4 = 0
{Ct}§=1{At}§=2 =1
Concentrémonos en la utilidad esperada...
1

bl B0 ) C;=00A+r)A +nwy — A,

T e 16
4
164
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Método ‘tradicional’

B

max E
{Ct}§=1{At}§=z

t=1
Concentrémonos en la utilidad esperada...

1
Iy () Ci=Q0+r)A +nw; — A,
t=2 pLu(cy) Co=(1+1) Ay + 1wy — As

2 Br=tU(C,) |At+1 =A+r)Ar+nw —Cr, A4 =20

165
Método ‘tradicional’
3
max E Z Bt_lU(Ct) |At+1 = (1 aF rt) At aF NeWe — Ct, A4 = 0
{Ct}§=1{At}§=2 =1
Concentrémonos en la utilidad esperada...
1

t=1 ,ﬁOLU(Cﬂ Ci=0+1r)A +nw; — A,
s | E=2 BruU(Cy) Co =1 +1)A; + 1wy — As
: e pa 16

6
166
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Método ‘tradicional’

B

max E
{Ct}§=1{At}§=z

t=1

Concentrémonos en la utilidad esperada...

1
Iy () C1 =1 +1r) A + 1wy — 4,
e ﬁfl(U(CZ) Co=(1+1) Ay + 1wy — As
=50 B2U(C3) C3 = (1+713) A3 + n3w3 — Ay

2 Br=tU(C,) |At+1 =A+r)Ar+nw —Cr, A4 =20

167

Método ‘tradicional’

B

max E
{Ct}§=1 {At}‘g:z

t=1

Concentrémonos en la utilidad esperada...

1
t=1 ,ﬁL:U(Cﬂ Ci=0+1r)A +nw; — A,
t=2 BrU(Cy) Co =1 +1)A; + 1wy — As
t=3 B2U(C3) C3=(1+13) A3 +n3w3 — Ay

En donde el agente representativo tiene 'vision perfecta’ (perfect foresight

en cuanto a las tasas de interés y al salario (/e. no hay agregacion de
incertidumbre) y conoce las caracteristicas del proceso estocastico

Z BUU(C) |Aper = (W + 1) Ap + 1wy — Cp, Ay 2 0

—
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P 3
Utilidad esperada };_;p;U(:)
Incorporemos las restricciones de cada t en la funcion de utilidad de dicho
momento en el tiempo y propongamos la utilidad esperada para cada ¢ :

169

- 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Incorporemos las restricciones de cada t en la funcion de utilidad de dicho
momento en el tiempo y propongamos la utilidad esperada para cada ¢ :

=1 U(Cl):U[(1+T1)A1+62W1— Az]
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P 3
Utilidad esperada };_;p;U(:)
Incorporemos las restricciones de cada t en la funcion de utilidad de dicho
momento en el tiempo y propongamos la utilidad esperada para cada ¢ :

=l U(Cl):U[(1+r1)A1+€2W1— Az]

1
t=2 B {22
Tty 3

U(C) = U[(1 +13) Ay + eqw, — Aj]
U(Cy) = U[(1 +13) Ay + eaw, — Az
U(Cy) = U[(1 +13) Ay + e3w, — Ajz]

17/

171

- 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Incorporemos las restricciones de cada t en la funcion de utilidad de dicho
momento en el tiempo y propongamos la utilidad esperada para cada ¢ :

=1 U(Cl):U[(1+T1)A1+62W1— Az]

Ty 1
=0 [)) USW
T3

31
G =.5 ﬁz T3
33

U(C) = U[(1+ 1) Ay + eqw, — Aj]
U(Cy) = U[(1 +13) Ay + eaw, — Az
U(Cy) = U[(1 +13) Ay + e3w, — Az

U(C3) = U[(1 +13) A3 + eyws — A4]
U(C3) = U[(1 +13) A3 + eawz — A4]
U(C3) = U[(1 +13) A3 + eswz — A4]

—
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173

Utilidad esperada Y7_,p;U(*)

Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:

174

Utilidad esperada > ()
Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:

E1[A] = U1 '|_‘ft1) Ay + e;w; — Ap] + -
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Utilidad esperada Y;_,p;U(")
Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:
E1[A4]
= U[(1+ 1) A1 + eawy — 4]
+ Bl UL + 1) Ay + eqwy — Azl + o, U[(1 4 13) Ay + ew, — Aj]
+ 7T2’3U[(1 + 7"2) AZ + ezw, — A3]} + .-

175
o 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:
Eq[A4]
= U[(]. + T'l) Al + e, wy; — Az]
+ B{ma UL(1 + 13) Ay + eywy — Azl + o, UL(1 + 1) Ay + eywy — A3l
aF T[2'3U[(1 + Tz) AZ + ezw, — A3]}
+ BH{m31UL(1 + 13) A3 + eqwz — Au] + 33U (1 +13) A3 + e;ws — Ay]
+ m33U[(1 + 13) Az + eswz — A4]}
iz O
6
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P 3
Utilidad esperada };_;p;U(:)
Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:

Eq[A4]

= U[(1 + 1) Ay + eawy — 4]

+ B{m 1 UL(1 + 1) Ay + eqwy — Azl + mo,U[(1 +12) Ay + eaw, — Az
+ o 3U[(1 4+ 13) Ay + e3w, — Az}

+ B3 UL(1 + 13) A3 + eqwz — Ayl + m33U[(1 +73) A3 + eaws — Ay]
+ 3 3U[(1 + 13) A3 + ezws — Ayl}

iAhora qué hacemos?

177
- 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Asi, la utilidad esperada que ya incorpora las restricciones queda:
Eq1[Aq]
= U[(1 + 1) A1 + eawy — 4]
+ Bl UL(L + 15) Ay + eyw, — Azl + m,U(1 + 1) Ay + eaw, — As]
aF T[2'3U[(1 + Tz) AZ + ezw, — A3]}
+ B{m3 1 U1 +13) Az + eqws — Ayl + m33U[(1 4 13) A3 + eaws — Ayl
+ m33U[(1 + 13) Az + esws — A4]}
iAhora qué hacemos?
Las variables de decision ahora son A,, Az y A,
e e 17
8
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ol 3 B AN

P 3
Utilidad esperada };_;p;U(:)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A3 y A, ,igualaraceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A5y Aj:
E1[A4]
=U[(1 + 1) AL + eawy — 43]

ar 3{”2,1U[(1 +13) Ay + eqwy — Azl + 1, U[(1 +13) Ay + eawy — Az] + mp3U[(1 + 1) Ay + es3wy — As]}
+ B{m31UL(1 + 13) Az + ewz — Ayl + m33U[(1 +13) Az + e;wz — Ayl + m33U[(1 + 73) A3 + e3ws — A,]}

e 117
9
179
- 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A; y A, ,igualar a ceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A3 Y Ay:
Eq[Aq]
= U[(l + T1) Al + eWi — Az]
ar ﬁ{"z,lu[(l +13) Ay + eqwy — Azl + 1o, U[(1 + 1) Ay + eqwy — Azl + mp3U[(1 + 1) Ay + esw, — Aa]}
+ {31 UL(1 +13) Az + egwz — Ayl + m33U[(1 + 73) Az + eawz — Ayl + m33U[(1 + 13) A3 + eaws — Ay}
0E([Aq]
- vl L 0
‘
: i e 18
Q
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P 3
Utilidad esperada };_;p;U(:)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A3 y A, ,igualaraceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A5y Aj:

Ey[Aq]

=U[(1 + 1) Ay + e;wy — Aj]

ar 3{”2,1U[(1 +13) Ay + eqwy — Azl + 1, U[(1 +13) Ay + eawy — Az] + mp3U[(1 + 1) Ay + es3wy — As]}
+ B{m31UL(1 + 13) Az + ewz — Ayl + m33U[(1 +13) Az + e;wz — Ayl + m33U[(1 + 73) A3 + e3ws — A,]}

BBl _ g o —0'[(1+13) A + eawy — Ag]+ B(L+ 1) {1 U'[(L + 73)
2
Az +egwy — A3l + U [(1 + 1) Ay + eawy — Az + 123U [(1 +72)

AZ + ez3Wy, — A3]} =0

‘
: i T 18
1
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- 3
Utilidad esperada );;—,p;U(-)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A; y A, ,igualar a ceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A3 Y Ay:
Eq[Aq]
= U[(l + rl) Al + (ONVaL— Az]
el ﬂ{ﬂ2,1U[(1 +13) Ay + eqwy — Azl + o U[(1 +13) Ay + eawy — As] + mp3U[(1 + 13) Ay + egwy — As]}
+ p{ms U1+ 13) Az + eqwz — Ayl + m33U[(1 +73) Az + eaws — Ay] + m33U[(1 + 713) A3 + esws — Ay}
0E;[Aq]
& Ay I ¢
‘
: i e 18
2
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P 3
Utilidad esperada };_;p;U(:)
Podemos derivar la utilidad esperada con respectoa A,, A3 y A, ,igualaraceroy
resolver las ecuaciones para obtener C;, C; y C3 y A5, A5y Aj:

Ey[Aq]

=U[(1 + 1) Ay + eowy — Ay]

chs ﬁ{ﬂmu[(l +13) Ay + egwy — Az + o U[(1 +13) Ay + eawy — As] + mo3U[(1 +13) Ay + e3wy — A3]}
+ ﬁz{ﬂs,lU[(l +13) A + eqws — Ay] + 3 3U[(1 +13) Az + eaws — Ayl + 3 3U[(1 +13) Az + e3ws — A4]}

612114[1/3\1] =06 Bl U'[(1 + 1) Ay + eqwy — Azl + 1, U [(1 +12)

AZ + e, Wy — A3] + 7T2,3U,[(1 + Tz) AZ + ezwy — Ag]} + 32(1 +
ra){m31U'[(1 + 13) A3 + eqws — Ay] + w3, U'[(1 4+ 13) Az + eaws — Ayl +
7T3‘3U’[(1 + T3) A3 + €3W3 — A4]} =1

183

Condiciones de primer orden:

2l = 0o —U'[(1 + 1) Ay + eawy — Azl + B+ 1) {mp, U'L(L +13)
2
AZ +ew; — A3] == 7T2‘2U,[(1 + 7'2) AZ + eow, — A3] i 7T2'3U’[(1 + 7"2)

AZ + e3W2 % A3]} = 0

aE(;I;g/:l] =0 —B{m U'[(1 +15) Ay + eqwy — Azl + 1, U'[(1 4 13)

Ay + eawy — Agl + o U'[(1+ 1) Ay + esw, — As]}+ B2(1 +
r){ms U (L +13) Az + eqws — Ag] + w3, U'[(1 4+ 13) As + eaws — Ayl +
7‘[3‘3(]’[(1 + 7'3) A3 + 33W3 5 A4]} — O

184
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Condiciones de primer orden:

aEl_[Al] = 0 = _U’[(l + T‘l) A1 + €2W1 ¥ & Az] + ﬂ(l + Tz){nz’lU,[(l + rz) AZ + 61W2 -

94,
A3] + TI’-Z,ZU,[(l + 1"2) Az + 62W2 == A3] + 77.-2’3U,[(1 + rz) AZ + €3W2 — A3]} = O

aEalTw = (=> —ﬁ{TEZ’lU’[(l + Tz) AZ aF e4wy — A3] + 7T2,2U,[(1 ar Tz) AZ P e, Wy —
3

A3l + 13U [(1 + 1) Ay + e3wy — Azl}+ B2(L 4 1) {3 U'[(1 +73) A3 + ewz —

A + 3 ,U' (L +15) Az + eqws — Ayl + 153U’ [(1+73) Az + egws — A,]} =0

Debido a que ya sabemos que A} = 0, entonces tenemos un sistema de dos ecuaciones,
con dos incégnitas (A, y A3) ... Tal vez solo utilizando la funcién de utilidad explicita, In C;,
podriamos obtener las soluciones 6ptimas explicitas para A% y A% y sustituyéndolas,
obtener C;,C; y C3

185

Condiciones de primer orden:

= No obstante lo anterior, no hay solucién explicita

186
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Condiciones de primer orden:

= No obstante lo anterior, no hay solucion explicita

Entonces, para esto es muy relevante utilizar Programacion Pinamica

187

Condiciones de primer orden:

No obstante lo anterior, no hay solucion explicita
Entonces, para esto es muy relevante utilizar Programacion Pindmica

De manera similar como lo hicimos en el problema de optimizacién de tres periodos, en
esta caso vamos aempezarent = 3,luegoent = 2y por ultimoent = 1

188
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Nuestra

Programacion

. A Y Dindmica —
Comentarios L X

p % Benveniste-

lecturas i

!
!
!
1
!
i
i
! sobre las »
i
i
i
i
i
i
!
!
1
!
!
!

agenda de hoy

,/ / Scheinkmany
V4 modelos
y 4 estocasticos

____________________________

@/‘f

189

(1) Leer mi columna en E/
Financiero “; Podria Banxico
acelerar el ciclo de alza de tasas
de interés?” (26-oct-21)

1 pagina

https://gabrielcasillas.m

x/columna-1

(2) Leer mi columna en E/
Financiero “Banxico:

¢ Gradualidad o consistencia con
el nuevo regimen?” (2-nov-21)

1 pagina

https://gabrielcasillas.

mx/columna-1
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https://gabrielcasillas.mx/columna-1
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(3) Leer el capitulo 6 “Coyuntura
macroecondémica, ciclos y

mercados” del volumen | del libro

“Lecturas en lo que indican los
indicadores” (Heath ed, 2021)

19 paginas

https://gabrielcasillas.m

x/otras—-publicaciones

191

(4) Estar atentos y revisar los
datos y eventos econdmicos que
se van a publicar en la semana
(en “Global: Flashes recientes”)
1 pagina
ﬁgzpsz//www.banorte.com/
wps/portal /ixe—
xima/Home/inicio/!ut/p/z
1/hY7LDoIWEEW hQVbOkJBJN
dqwﬁPiIObsxngqimUFITfo
8bEx—
zu3PPmOviKEGOTvuSpV0p6pS
P_
UCto6btPbMOwIIwXoQHEX5u7D
V650AK0 wfQOsYYvQ-4-
£SCOSzwW810Bi 70pATGWAL ~
ZMBO996ATOuUBRIgyLrLnu6TODJ
shKvNzLnOpXeW4dLrguaecggD
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Muchas

gracias!
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