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Exercice	multiplication	a	virgule	6eme	pdf

D	éception,	notre	tentative	échoue	:	on	rem	arq	u	e	que	la	valeur	3	a	p	o	u	rta	n	t	bel	et	bien	été	récupérée	p	ar	le	program	m	e	et	que	la	variable	x	sem	ble	co	n	ten	ir	l’entier	3.	Or	il	n	’en	est	rien.	Ce	que	contient	la	variable	x,	c’est	la	chaîne	de	caractères	"3".	Et	u	n	e	chaîne	de	caractère	ne	peu	t	être	élevée	au	carré.	D’où	la	nécessité	de	parler	tô	t	ou
tard	du	type	d	’u	n	objet...	Sans	trop	entrer	dans	les	détails	du	fo	n	ctionnem	ent	d	’u	n	ordinateur,	rappelons	que	to	u	te	inform	ation,	et	en	particulier	le	con	ten	u	d	’une	variable,	doivent	être	codés	en	binaire.	Mais	le	«	dictionnaire	»	p	o	u	r	coder	ou	décoder	le	co	n	ten	u	d	’u	n	e	variable	ne	sera	pas	le	m	êm	e	suivant	que	l’on	a	affaire	à	u	n	e	n	​	tier,
u	n	nom	bre	en	no	tatio	n	scientifique	ou	u	n	e	chaîne	de	caractères.	Dans	ces	conditions,	la	connaissance	du	co	n	ten	u	binaire	d	’u	n	e	variable	ne	suffit	pas	p	o	u	r	d	éterm	in	er	l’inform	a​	tion	correspondante.	Il	est	nécessaire	de	savoir,	en	outre,	co	m	m	en	t	la	valeur	qui	s’y	trouve	est	codée.	Cette	distinction	correspond	à	la	no	tio	n	de	type.	Pour
connaître	le	type	d	’u	n	objet,	nous	avons	déjà	vu	q	u	’on	disposait	de	la	fonction	ty	p	e	:	>	»	ty	p	e	(3	),	ty	p	e	("	3	"),	type(x)	(	,	<	cla	ss	'	s	t	r	'>	,	<	cla	ss	'str'>	)	Ainsi	3	est	du	type	entier	(	i	n	t	étan	t	l’abréviation	du	m	o	t	«	integer»),	tandis	que	"3"	est	du	type	chaîne	de	caractères	(	s	t	r	étan	t	l’abréviation	du	m	ot	«	string	»).	
Pour	rendre	notre	script	fonctionnel,	il	est	alors	nécessaire	de	faire	appel	à	la	fonction	e	v	a	l	qui	évalue	l’expression	représentée	p	ar	u	n	e	chaîne	de	caractères.	X	=	e	v	a	l	(	i	n	p	u	t	(	'	Entrez	une	v	a	le	u	r	pour	la	v	a	ria	b	le	x	:	'	)	)	p	r	in	t	(	"	{	}	'	^	2	=	{	}	"	.	format	(x,	x**2))	En	trez	une	v	a	le	u	r	pour	la	v	a	ria	b	le	x	Ъ^2	=	9	www.biblio-
scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	14	Un	peu	dans	le	m	êm	e	ordre	d	’idées,	citons	la	fonction	exec	qui	p	erm	et	d	’exécuter	u	n	e	in	s​	tru	ctio	n	représentée	p	ar	une	chaîne	de	caractères.	D	onnons	u	n	p	etit	exem	ple	sans	le	détailler	(pour	se	m	ettre	en	appétit,	il	fait	apparaître	le	m	o	​	dule	math	qui	p	erm	et	d	'im	p	o
rte	r	les	fonctions	m	ath	ém	atiq	u	es	usuelles,	ainsi	que	certaines	constantes	usuelles	com	m	e	le	nom	bre	tt).	from	math	i	m	p	o	r	t	*	X	=	e	v	a	l(	in	p	u	t(	'	x=	?'	)	)	fo	n	ctio	n	=	in	p	u	t(	'f	=	?	')	code	=	("d	e	f	f	(	x	)	"	return	{	}	"	.fo	rm	a	t(fo	n	ctio	n	))	exec(code)	p	r	i	n	t	(	'	{	:	.	6	f	}	'	.	f	o	r	m	a	t	(	f	(	x	)	))	x=	?pi/4	f=	?	s	in	(x	)	0.707107	Pour	term	iner
cette	section,	où	nous	avons	appris	à	écrire	de	petits	scripts	dans	des	fichiers,	signalons	q	u	’il	est	bon	de	prendre	to	u	t	de	suite	l’h	ab	itu	d	e	de	bien	p	résen	ter	son	code	en	Py​	thon	selon	les	conventions	suivantes	:	-	taille	des	in	dentations	:	4	espaces	;	-	taille	m	axim	ale	d	’une	ligne	:	79	caractères	;	-	toujours	placer	u	n	espace	après	une	virgule,	un
point-virgule	ou	deux-points	(sauf	p	o	u	r	la	syntaxe	des	tranches)	;	-	ne	jam	ais	placer	d	’espace	avant	un	e	virgule,	u	n	point-virgule	ou	deux-points	;	-	toujours	placer	un	espace	de	chaque	côté	d	’un	o	p	érateu	r;	-	ne	pas	placer	d	’espace	entre	le	nom	d	’u	n	e	fonction	et	sa	liste	d	’argum	ents.	

#	Déconseillé	def	f	(	x	)	#	:	C	onseillé	def	f	(	x	)	:	return	1	return	1	■a	O	c	13	û	tH	O	(N	XI	>•	Q.	O	U	x=	l	;	y=	2;z	x,	y	,z	f	=	3	x	=	l	;	y	=	2	;	z	=	3	X,	y,	Z	f(z)	(Z)	P	o	u	r	p	lu	s	d	e	p	r	é	c	is	io	n	s	.	o	n	se	r	e	p	o	r	t	e	r	a	a	u	lie	n	s	u	iv	a	n	t	:	h	t	t	p	:	/	/	d	o	e	s	t	u	t	o	r	i	a	l	/	c	o	n	t	r	o	l	f	l	o	w	.h	t	m	l	#	i	n	t	e	r	m	e	z	z	o	-	c	o	d	in	g	-	s	t	y	l	e	7	La	s	tru	c	tu	re	c
o	n	d	itio	n	n	e	lle	X	si	X	>	0	S	u	p	p	o	s	o	n	s	q	u	e	n	o	u	s	s	o	u	h	a	it	io	n	s	d	é	f	in	ir	la	f	o	n	c	t	io	n	v	a	le	u	r	a	b	s	o	lu	e	:	|x	|	=	,	1	-	x	si	X	<	0	N	o	u	s	d	e	v	o	n	s	a	lo	r	s	u	t	ilis	e	r	u	n	e	in	s	t	r	u	c	t	io	n	q	u	i	o	p	è	re	u	n	e	d	is	jo	n	c	t	io	n	d	e	c	a	s.	En	P	y	th	o	n	,	i	l	s	’a	g	it	d	e	l	’in	s	t	r	u	c	t	io	n	d	e	c	h	o	ix	in	t	r	o	d	u	it	e	p	a	r	le	m	o	t	-c	lé	i	f	.	L	a	s	y	n	ta	x
e	e	s	t	a	lo	r	s	la	s	u	iv	a	n	t	e	:	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	15	p	r	i	n	t	(	'	f	(	{	}	)	=	{	}	'	.	f	o	r	m	a	t	(2,	v	a	b	s	(2	)	))	p	r	i	n	t	(	'	f	(	{	}	)	=	{	}	'	.	f	o	r	m	a	t	(	-2,	v	a	b	s	(	-	2	)	)	def	v	a	b	s	(	x	)	:	i	f	X	>=	0:	return	X	else:	return	-X	f(2)=2	f(-2)=	2	O	bservons	la	syntaxe	de	la	structure	de	choix	i	f	.	Tout	d	’abord,	le	m	ot	i	f	est
suivi	d	’u	n	e	co	n	d	i​	tion	de	choix	:	quel	est	l’objet	renvoyé	p	ar	l’in	terp	réteu	r	lorsqu’il	évalue	cette	condition	?	»	>	2	>=	0	»	>	b	=	2	>=	0	»	>	b,	i	d	(	b	)	,	t	y	p	e	(b)	#	rép	#	rép	La	condition	«	2	>=	0	»	est	d	’u	n	type	que	nous	n’avons	pas	encore	rencontré,	à	savoir	le	type	booléen^.	U	ne	variable	booléenne	ne	p	eu	t	prendre	que	deux	valeurs	:	True
[vrai)	ou	F	a	ls	e	[faux).	La	condition	de	choix	est	vérifiée	q	u	an	d	l’évaluation	de	cette	condition	renvoie	le	booléen	T	rue	et	l’in	terp	réteu	r	exécute	alors	la	suite	d	’instructions	qui	se	trouve	dans	le	prem	ier	bloc	d	’instructions.	D	ans	le	cas	contraire	l’in	terp	réteu	r	saute	au	bloc	d	’instructions	situé	après	le	m	ot-clé	e	l	s	e	et	délim	ité	p	ar
l’indentation.	11	faut	bien	n	oter	le	rôle	essentiel	de	V	indentation	qui	p	erm	et	de	délim	iter	chaque	bloc	d	’in	s​	tructions	et	la	présence	des	deux	points	après	la	condition	du	choix	et	après	le	m	ot	clé	e	ls	e	.	

A	ttardons-nous	quelques	instants	sur	les	booléens.	Pour	ob	ten	ir	u	n	e	variable	booléenne,	on	utilise	en	général,	com	m	e	d	ans	l’exem	ple	précédent,	u	n	ou	plusieurs	opérateurs	de	com	parai​	son.	Ces	opérateurs	sont	au	nom	bre	de	h	u	it	:	"O	o	c	n	Û	U	D	tH	o	rs	l	(S)	oi	>•	Q.	

O	u	X	==	X	!=	X	>	X	<	X	>=	X	y	y	y	y	y	y	y	y	X	est	égal	à	y	X	est	différent	de	y	X	est	strictem	en	t	su	p	érieu	r	à	y	X	est	strictem	en	t	inférieur	à	y	X	est	su	p	érieu	r	ou	égal	à	y	X	est	inférieur	ou	égal	à	y	i	d	(	x	)	==	i	d	(	y	)	X	ap	p	artien	t	à	y	(voir	le	type	l	i	s	t	)	Il	faut	bien	distinguer	l’instruction	d	’affectation	«	=	»	du	sym	bole	de	com	paraison	«	==	».
Pour	exprim	er	des	conditions	com	plexes	(par	exem	ple	x	>	-	2	et	<	5),	on	p	e	u	t	com	biner	des	variables	booléennes	en	utilisant	les	trois	opérateurs	booléens	(par	ordre	de	priorité	crois​	sante)	:	o	r	(ou),	and	(et),	et	n	o	t	(non).	N	oter	que	P	y	th	o	n	,	contrairem	ent	à	beau	co	u	p	de	langages,	offre	aussi	quelques	raccourcis	syntaxiques	agréables	com
m	e	:	(	x	www.biblio-scientifique.net	16	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	»	>	»>	»>	»>	»>	=	-1	(x	>	-2)	and	(x**2	<	5)	(x	5)	not(x	>=	-2)	-2	<	X	X	#	rép.	#	rép.	#	rép.	
#	rép.	;	True	False	False	True	Les	opérateurs	non	booléens	sont	prioritaires	sur	les	opérateurs	de	comparaison,	qui	sont	prioritaires	sur	les	opérateurs	logiques.	Cependant,	pour	améliorer	la	lisibilité	du	code,	il	est	préférable	d’utiliser	des	parenthèses	lorsqu’on	écrit	des	conditions	complexes.	Il	est	parfois	utile	de	définir	d	es	fo	n	c	tio	n	s	booléennes,
c’est-à-dire	qui	renvoient	toujours	une	valeur	booléenne,	pour	effectuer	un	test	complexe.	Voici	deux	versions	d’une	fonction	booléenne	qui	prend	en	argument	trois	nombres	et	renvoie	le	booléen	T	rue	s’ils	sont	rangés	par	ordre	croissant	:	def	ordre(x,	y,	z)	:	i	f	X	#	ou	encore	p	l	u	s	simplement	d	e	f	ordre(x,	y,	z	)	:	r	e	t	u	r	n	X	False	Notons	que	lorsque
les	conditions	et	les	instructions	d’une	structure	conditionnelle	sont	as​	sez	brèves,	on	peut	les	écrire	sur	une	seule	ligne	:	def	valeur_absolue(x):	return	X	i	f	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	X	>=0	e	l	s	e	-x	En	algorithmique,	il	est	assez	fréquent	que	l’on	ait	à	enchaîner	des	disjonctions	de	cas.	Au	lieu	d’utiliser	des	choix	imbriqués,	on	peut	présenter	cet
enchaînement	en	une	succession	de	choix,	cette	deuxième	rédaction	représentant	alors	une	alternative	syntaxique	plus	agréable.	
Notons	une	fois	de	plus	combien	Python	offre	des	facilités	de	syntaxe	qui	en	font	un	langage	pertinent	pour	l’apprentissage	de	la	programmation.	Illustrons	ces	deux	possibilités	pour	définir	une	fonction	qui	prend	en	argument	trois	nombres	a,	b	et	c	et	qui	affiche	une	phrase	indiquant	le	nombre	de	solutions	réelles	de	l’équation	du	second	degré	a	x^
+	b	x	+	c	=	0.	def	nbre_solutions(a,	b,	c	):	a	==	0:	printC'L'équation	est	du	premier	degré.")	if	ГМ	else:	delta	=	b**2	-	4*a*c	i	f	delta	>	0:	printC'L'équation	possède	deux	solutions	r	é	e	lle	s	."	)	xz	OJ	>Q.	
O	else:	if	U	delta	==	0:	printC'L'équation	possède	une	solution	ré	e	lle	."	)	else:	printC'L'équation	ne	possède	pas	de	solution	ré	e	lle	."	)	def	nbre_solutions(a,	b,	c	):	delta	=	b**2	-	4*a*c	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	17	a	==	0:	printC'L'équation	est	du	premier	degré.")	e	l	i	f	delta	>	0:	printC'L'équation	possède	deux
solutions	ré	e	lle	s	."	)	e	l	i	f	delta	==	0:	printC'L'équation	possède	une	solution	r	é	e	lle	."	)	if	else:	printC'L'équation	ne	possède	pas	de	solution	ré	e	lle	."	)	Dans	la	succession	de	choix,	le	mot-clé	e	l	i	f	est	une	abréviation	pour	e	l	s	e	i	f	.	Le	principal	intérêt	de	la	deuxième	syntaxe	est	surtout	que	les	différents	résultats	potentiellement	ren​	voyés	par	la
fonction	apparaissent	avec	le	même	décalage	d’indentation,	d’où	une	syntaxe	plus	lisible.	Exercice	1.	Écrire	une	fonction	max2	qui	renvoie	le	plus	grand	des	deux	nombres	x	et	y.	Construire	une	fonction	max3	qui	calcule	le	maximum	de	3	nombres.	



Solution.	def	max2(a,	b	):	i	f	a	def	max3(a,	b,	c	)	:	r	e	t	u	r	n	max2(a,	max2(b,	c	))	Exercice	2.	(Années	bissextiles)	a)	Écrire	une	fonction	booléenne	b	i	s	s	e	x	t	i	l	e	!	n)	qui	permet	de	tester	si	une	année	est	bissextile.	On	rappelle	que	les	années	bissextiles	reviennent	tous	les	4	ans,	sauf	les	an​	nées	séculaires,	si	celles-ci	ne	sont	pas	multiples	de	400.
Ainsi,	1900	n’était	pas	une	an​	née	bissextile,	alors	que	2000	l’était.	b)	Écrire	la	même	fonction	en	utilisant	uniquement	des	opérateurs	logiques	(sans	bran​	chement	conditionnel).	■a	O	c	D	Û	kD	O	Solution.	def	b	is	s	e	x	t	ile	(n	):	n	%	4	!=	0:	r	e	t	u	r	n	False	e	l	i	f	n	%	100	!=	0:	r	e	t	u	r	n	True	e	lif	n	%	400	!=	0:	r	e	t	u	r	n	False	if	rs]	CTI	lu.	

>Q.	
O	U	else:	return	def	True	b	is	s	e	x	tile	2	(n	):	r	e	t	u	r	n	((n	%	4	==	0)	and	(n	%	100	!=	0))	o	r	(n	%	400	==	0)	La	position	des	parenthèses	dans	la	fonction	b	is	s	e	x	t	ile	2	est	importante.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	18	8	L	es	b	o	u	c	le	s	w	h	ile	Après	avoir	introduit	les	structures	de	choix,	nous	nous
intéressons	aux	structures	de	répé​	tition	:	ces	structures	permettent	d’exécuter	à	plusieurs	reprises	un	bloc	d’instructions.	Ces	répétitions	se	classent	en	deux	catégories	:	-	les	répétitions	conditionnelles	:	le	bloc	d’instructions	est	à	répéter	autant	de	fois	qu’une	condition	est	vérifiée.	-	les	répétitions	inconditionnelles	:	le	bloc	d’instructions	est	répété
un	nombre	donné	de	fois.	Commençons	par	les	répétitions	conditionnelles.	Une	telle	répétition	est	introduite	par	le	mot-clé	w	h	ile	suivi	de	la	condition	ponctuée	d’un	deux-points,	puis	vient	le	bloc	d’instruc​	tions	à	répéter,	ce	dernier	étant	délimité	par	l’indentation.	Par	exemple,	soit	à	écrire	une	fonction	prenant	en	argument	un	entier	N	et	renvoyant
(sans	recourir	à	la	fonction	logarithme)	le	plus	petit	entier	n	tel	que	2”	est	supérieur	à	l’entier	N.	def	e	s	s	a	i	(	N	)	:	n	=	0	w	h	i	l	e	2**n	Le	déroulement	de	la	boucle	est	le	suivant	:	-	on	teste	la	condition	;	-	si	la	condition	est	vérifiée,	c’est-à-dire	si	l’évaluation	de	l’expression	booléenne	renvoie	la	valeur	T	rue.	
Python	effectue	les	instructions	et	on	revient	au	début	de	la	boucle	;	-	si	elle	n’est	pas	vérifiée,	c’est-à-dire	si	l’évaluation	de	l’expression	booléenne	renvoie	la	valeur	False,	on	sort	de	la	boucle.	TJ	O	c	rj	Q	'JD	O	(N	OJ	‘s_	>.	CL	O	Si	la	condition	mentionnée	ne	devient	jamais	fausse,	le	bloc	d’instructions	est	répété	indéfi​	niment	et	le	programme	ne	se
termine	pas.	Quand	on	écrit	une	boucle,	il	faut	impérativement	s’assurer	qu’elle	va	réellement	s’arrêter	(dans	les	conditions	normales	d’utilisation).	Notons	que	la	fonction	de	l’exemple	précédent	peut	être	programmée	différemment	:	def	e	s	s	a	i	(	N	)	:	n	=	0	w	hile	True:	i	f	2**n	>	N:	return	n	n	+=	1	U	Évidemment,	l’apparence	de	cette	boucle	est
paradoxale	car	la	condition	de	la	boucle	w	hile	ne	varie	jamais,	et	on	pourrait	avoir	l’impression	qu’elle	ne	va	jamais	se	terminer;	mais	c’est	sans	compter	sur	la	possibilité	de	sortir	en	force	des	boucles	par	renvoi	du	résultat	d’une	fonction	(grâce	au	mot-clé	return).	10.	Pour	interrompre	un	programme	(mal	conçu)	qui	ne	se	termine	pas,	on	utilise	la
combinaison	de	touches	C	trl-	C	.	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	19	Exercice	3.	a)	Écrire	une	fonction	somme	(	n	)	qui	renvoie	la	somme	des	carrés	des	n	premiers	entiers.	b)	Écrire	une	fonction	dépassé(M)	qui,	pour	tout	entier	M,	renvoie	le	plus	petit	entier	n	tel	que	1^	+	2^	+	■•■+	>	M.	
Solution.	d	e	f	somme(n):	s,	i	=	0,	def	depasse(M):	0	s,	i	=	0,	0	w	h	i	l	e	i	<	n:	i	+=	1	w	h	i	l	e	s	<	M:	i	+=	1	s	+=	i	return	s	s	+=	i	return	i	xc*	2	5(CX:	2	Exercice	4.	(Algorithme	d’EucLiDE)	Pour	mémoire,	on	rappelle	le	principe	de	l’algorithme	des	soustractions	successives	pour	le	calcul	du	reste	de	la	division	euclidienne	de	deux	entiers	ainsi	que
l’algorithme	d’EucLiDE	pour	le	calcul	du	PGCD	(pour	une	démonstration	de	ces	algorithmes,	voir	le	chapitre	41	de	[CBPIO]).	Algorithme	d’Euclide	Algorithme	des	différences	successives	■a	O	c	13	û	yo	O	rM	(5)	"s_	>.	
CL	O	U	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	20	a)	En	utilisant	ralgorithme	des	soustractions	successives,	écrire	une	fonction	r	e	s	t	e	(	a	,	b	)	qui	renvoie	le	reste	de	la	division	euclidienne	de	a	par	b.	b)	En	utilisant	l’algorithme	d’EucLiDE,	écrire	une	fonction	pgcd	(	a	,	b	)	qui	renvoie	le	plus	grand	commun
diviseur	de	deux	entiers	naturels	a	et	b.	Solution.	def	reste(a,	b):	def	pgcd(a,	if	b	==	0:	r	e	t	u	r	n	None	w	h	i	l	e	a	>	=	b:	a	=	a	-	b	return	a	b):	w	h	i	l	e	b	>	0:	a	,	b	=	b,	return	a	Remarquons	que	dans	les	affectations	parallèles	sont	sim	u	lta	n	é	es	et	non	successives.	
a,	b	=	b,	reste(a,	reste	(a,	b	),	b)	les	affectations	Avant	de	nous	intéresser	aux	répétitions	inconditionnelles,	nous	aurons	besoin	d’introduire	la	notion	de	liste.	9	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	ГМ	xz	OJ	>Q.	
O	U	L	e	s	lis	te	s	Dès	que	l’on	commence	à	manipuler	un	certains	nombre	de	données,	la	notion	de	variable	numérique	s’avère	insuffisante.	Imaginons	que	l’on	souhaite	placer	en	mémoire	les	notes	des	élèves	d’une	classe	en	vue	de	déterminer	la	moyenne,	l’écart-type	et	la	médiane	de	cette	série	de	notes.	Une	solution	naïve	consisterait	à	définir	pour
chaque	élève	une	variable	contenant	sa	note.	Même	pour	une	classe	d’une	trentaine	d’élèves,	il	serait	fastidieux	de	définir	une	tren​	taine	de	variables	:	n	i	,	n2	,	n3,	n4,	etc.	puis	de	calculer	la	moyenne	avec	une	formule	comme	celle-ci	:	moy	=	(	n	i	+	n	2	+•••+	n	3	0	)	/	3	0	On	voit	combien	il	serait	avantageux	d’attribuer	à	une	seule	variable	l’ensemble
des	notes,	chaque	note	étant	repérée	par	un	indice.	
En	Python,	la	structure	de	données	qui	va	nous	sortir	d’affaire	s’appelle	une	liste.	»	>	l	i	s	t	e	=	['2ncle3',	>	»	lis	te	,	id	(lis	te	),	([■	2nde3’	,	12,	12.23,	12,	1	2	.2	3	,	18,	typ	e	(liste	)	18,	7,	15],	7,	15]	3	0	7	2	08	8	36	4,	<	c	l	a	s	s	■	lis	f>	)	Comme	on	le	voit	dans	l’exemple	précédent,	une	liste	est	une	séquence	d’éléments,	rangés	dans	un	certain	ordre	;
de	plus,	en	Python,	une	liste	n’est	pas	nécessairement	homogène	:	elle	peut	contenir	des	objets	de	types	différents	les	uns	des	autres.	La	première	manipulation	que	l’on	a	besoin	d’effectuer	sur	une	liste,	c’est	d’en	extraire	un	élément	:	la	syntaxe	est	alors	l	i	s	t	e	[	i	n	d	i	c	e	]	.	Par	exemple,	cherchons	à	extraire	un	élément	de	notre	liste	:	>	»	lis	te	=
[12,	11,	18,	7,	15,	3];	liste	[2	]	#	r	é	p	.	:	18	Le	résultat	peut	surprendre	:	on	aurait	peut-être	attendu	comme	réponse	11	au	lieu	de	18.	En	fait,	les	éléments	d’une	liste	sont	indexés	à	p	a	rtir	d	e	0	et	non	de	1.	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	»	>	l	i	s	t	e	=	[	1	2	,	1	1	,	1	8	,	7	,	1	5	,	3]	»	>	lis	te	[0	],	lis	t	e	[	l]	,	lis	te	[2	],	lis	te	[3	],
(	1	2	,	1	1	,	1	8	,	7	,	1	5	,	3)	>	»	liste	[6	]	T	r	a	c	e	b	a	c	k	(most	r	e	c	e	n	t	c	a	l	l	l	a	s	t	)	:	lis	te	[4	],	21	liste	[5	]	F	i	l	e	"	<	s	t	d	i	n	>	"	,	l	i	n	e	1	,	i	n	I	n	d	e	x	E	r	r	o	r	:	l	i	s	t	i	n	d	e	x	out	o	f	r	an	ge	Si	Гоп	tente	d'extraire	un	élément	avec	un	indice	dépassant	la	taille	de	la	liste,	le	message	d’erreur	«	I	n	d	e	x	E	r	r	o	r	:	l	i	s	t	i	n	d	e	x	o	u	t	o	f	r	a	n	g	e	»	est
renvoyé.	On	peut	extraire	une	sous-liste	en	déclarant	l’indice	de	début	et	l’indice	de	fin,	séparés	par	deux-points.	Cette	opération	est	connue	sous	le	nom	de	tranchage	{slicing	en	anglais),	ou	encore	«	saucissonnage	»	{m	o	stfren	ch	yl).	Essayons	d’extraire	la	sous-liste	comprenant	le	troisième,	le	quatrième	et	le	cinquième	élé​	ment	:	>	»	#	r	é	p	.	;	[
18,	liste	[2	:4	]	7]	Encore	une	fois,	le	résultat	n’est	peut-être	pas	tout	à	fait	celui	que	l’on	attendait.	En	fait,	pour	bien	comprendre	les	techniques	de	saucissonnage,	il	faut	penser	les	indices	comme	repé​	rant	non	pas	les	tranches	de	saucisson,	mais	les	coups	d’opinel	qui	ont	permis	de	couper	les	tranches	(en	partant	évidemment	de	0	pour	l’entame).	0	T
1	?	12	À	-6	2	▼	1	11	A	-5	4	T	3	T	7	18	A	-4	5	T	6	T	15	A	-3	A	-1	-2	Remarquez	que	l’on	peut	même	se	servir	d’indices	négatifs.	À	présent,	les	résultats	suivants	doivent	devenir	limpides	:	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	ГМ	Je	СЛ	>Q.	O	(J	lis	te	[2	:7	]	>	»	lis	te	[2	:	]	»>	[18,	7	,	1	5	,	3]	l	i	s	t	e	[	:2]	[	1	8	,	7	,	1	5	,	3]	»	>	l	i	s	t	e	[	-2	:	-4]	>	»	[12,	11]	liste	[0	:le	n	(liste	)	]	[
1	2	,	1	1	,	1	8	,	7	,	1	5	,	3]	»	>	l	i	s	t	e	[	:	]	#	l	e	même	en	mieux	[	1	2	,	1	1	,	1	8	,	7	,	1	5	,	3]	»	>	lis	te	[2	:5	]	>	»	[18,	7,	15]	[]	»>	[18,	»>	l	i	s	t	e	[	-4	:	-2]	7]	l	i	s	t	e	[	l	e	n	(	l	i	s	t	e	)	-1]	3	»>	lis	t	e	[-1]	#	l	e	même	3	Pour	extraire	le	dernier	élément	d’une	liste,	l’instruction	l	i	s	t	e	[	-1]	remplace	avantageuse​	ment	l’instruction	l	i	s	t	e	[l	e	n	(	l	i	s	t	e	)	-1	]	!	À
noter	que	lorsqu’on	utilise	des	tranches,	les	dépassements	d’indices	sont	licites.	À	présent,	examinons	où	sont	rangés	les	éléments	d’une	liste.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	22	>	»	l	i	s	t	e	=	[12,	'un',	3.14]	>	»	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste	)	(	[	1	2	,	'u	n	',	3	.	1	4	]	,	3073241260,	<	c	la	s	s	'	l	i	s	t	'	>	)	»
>	l	i	s	t	e	[	0	]	,	i	d	(	l	i	s	t	e	[	0	]	),	t	y	p	e	(	l	i	s	t	e	[	0	]	)	(12,	137180912,	<	c	la	ss	'	in	t	'>	)	>	»	l	i	s	t	e	[	l	]	,	i	d	(	l	i	s	t	e	[	l	]	),	t	y	p	e	(	l	i	s	t	e	[	l	]	)	C	u	n	'	,	3073227360,	<	c	l	a	s	s	'	s	t	r	'	>	)	»	>	l	i	s	t	e	[	2	]	,	i	d	(	l	i	s	t	e	[	2	]	),	t	y	p	e	(	l	i	s	t	e	[2])	(	3	.	1	4	,	1	6	4	4	1	1	8	1	2	,	<	c	l	a	s	s	'	f	l	o	a	t	'	>)	On	constate	donc	qu’une	liste	fonctionne	comme	un
carnet	d’adresses	qui	contient	les	em	​	placements	en	mémoire	des	différents	éléments	de	la	liste.	•a	O	c:	=3	Q	tH	O	(N	©	03	‘s_	>CL	O	U	En	Python,	les	listes	sont	des	objets	m	o	d	ifia	b	les^^,	c’est-à-dire	qu’on	peut	modifier	un	ou	plusieurs	éléments	de	la	liste.	»	>	lis	te	[l]	=	2**8	»	>	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste	)	(	[	1	2	,	256,	3	.	1	4	]	,
3073241260,	<	c	l	a	s	s	'	l	i	s	t	'	>	)	»	>	l	i	s	t	e	[	0	]	,	i	d	(	l	i	s	t	e	[	0	]	),	t	y	p	e	(	l	i	s	t	e	[	0	]	)	(12,	137180912,	<	c	la	s	s	'	in	t	'>	)	»	>	l	i	s	t	e	[	l	]	,	i	d	(	l	i	s	t	e	[	l	]	),	t	y	p	e	(	l	i	s	t	e	[	l	]	)	(256,	1	3	7	18	4	8	16	,	<	c	l	a	s	s	'	i	n	t	'	>	)	»	>	l	i	s	t	e	[	2	]	,	i	d	(	l	i	s	t	e	[	2	]	),	t	y	p	e	(	l	i	s	t	e	[2])	(3.14	,	164411812,	<	cla	ss	'flo	a	t'>	)	11.	On	parle	aussi	d’objet	m	u
ta	b	le	:	un	tel	objet	peut	changer	de	valeur	sans	changer	d’identifiant	!	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	23	Remarquez	bien	que	la	liste	n’a	pas	changé	d’identifiant.	Autrement	dit,	la	liste	l	i	s	t	e	est	le	même	objet	que	précédemment,	on	en	a	seulement	modifié	la	valeur]	Les	techniques	de	saucissonnage	peuvent	être
utilisées	pour	les	modifications	de	listes,	comme	le	montrent	les	exemples	suivants.	
»	>	»	>	»	>	l	i	s	t	e	=	[12	,	1	1	,	18,	7,	lis	t	e	[	2	:5	]	=	[	'a	',	'b',	lis	te	[	1	2	,	1	1	,	'	a	'	,	-	b	'	,	-	C	,	3]	»	>	l	i	s	t	e	=	[	1	2	,	1	1	,	18,	7,	>	»	lis	t	e	[	2	:5	]	=	[	'a	',	'b',	1	5	,	3]	'c']	1	5	,	3]	'c']	>	»	lis	te	[	1	2	,	1	1	,	'	a	-	,	-	b	'	,	'	C	,	3]	»	>	l	i	s	t	e	[	2	:	5	]	=	[	1	0	0	,	200]	>	»	lis	te	[	1	2	,	1	1	,	1	0	0	,	2	00	,	3]	»	>	lis	t	e	[	2	:4	]	=	['u	n',	TJ	O	c	D	Û	tH	O	(N	OJ	‘s_	>CL	O	U
»	>	lis	te	[12,	1	1	,	'un',	'deux',	'deux',	'tro	is',	'tro	is',	'quatre',	'quatre']	3]	Il	est	assez	fréquent	de	copier	des	listes.	Mais	là	encore.	Python	nous	réserve	quelques	sur​	prises...	»	>	l	i	s	t	e	=	[12,	»	>	»	>	copie	=	l	i	s	t	e	l	i	s	t	e	[	0	]	=	100	'un',	3.14]	#	m	o	d	i	f	i	c	a	t	i	o	n	de	l	'	o	b	j	e	t	lis	te	»	>	lis	te	,	copie	(	[	1	0	0	,	'	u	n	'	,	3	.	1	4	]	,	[100,	'	u	n	'	,	3	.	1	4	]	)
»	>	c	o	p	i	e	[	1	]	=	'ah	?	'	#	m	o	d	i	f	i	c	a	t	i	o	n	de	l	'	o	b	j	e	t	copi	e	»	>	lis	te	,	([100,	copie	'	ah	?	'	,	3	.	1	4	]	,	[100,	'	ah	?	'	,	3.14])	Pour	bien	comprendre	ce	qui	s’est	passé,	examinons	une	fois	de	plus	les	identifiants	:	>	»	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste	)	(	[	1	2	,	'u	n	',	3	.	1	4	]	,	3071856812,	<	c	la	s	s	'lis	t'>	)	www.biblio-scientifique.net	Programmation
en	Python	pour	les	mathématiques	24	»	>	copie,	([12,	'un',	id	(co	p	ie	),	3.14],	type(copie)	3071856812,	<	cla	ss	'lis	t'>	)	En	fait,	nous	avons	créé	un	nouvel	alias	nommé	cop	ie	pour	notre	liste.	Autrement	dit,	les	variables	l	i	s	t	e	et	cop	ie	«	pointent	»	vers	le	même	objet.	Ainsi,	lorsqu'on	modifie	la	valeur	de	l’objet,	la	modification	sera	visible	depuis	les
deux	alias	!	Ce	mécanisme	a	été	implémenté	par	les	développeurs	de	Python	dans	un	souci	évident	d’optimisation	de	la	mémoire.	Mais	alors,	cela	signifie-t-il	qu’on	ne	pourra	pas	copier	une	liste	en	obtenant	un	objet	distinct	et	indépendant	de	la	liste	copiée	pour,	par	exemple,	modifier	la	nouvelle	liste	tout	en	gardant	en	mémoire	une	copie	de	la
version	de	départ	?	Évidemment,	cette	possibilité	existe,	mais	il	faut	alors	extraire	de	la	liste	la	sous-liste	en	entier,	avant	de	la	réaffecter	à	une	autre	variable.	Comme	on	l’a	vu,	extraire	toute	la	liste	d’une	liste	se	fait	avec	l’écriture	l	i	s	t	e	[	:	]	et	on	écrira	alors	:	copie	=	l	i	s	t	e	[	:	j	#	é	q	u	i	v	a	u	t	en	f	a	i	t	à	l	'	i	n	s	t	r	u	c	t	i	o	n	:	»	>	c	opi	e	=	l	i	s	t	(	l	i
s	t	e	)	Dans	ce	cas.	Python	effectue	une	copie	superficielle	de	la	liste	(en	anglais,	sh	a	llo	w	copy).	En	fait,	ce	ne	sont	pas	les	objets	eux-mêmes	qui	sont	copiés,	mais	les	pointeurs	vers	les	objets	copiés.	D’où	le	nom	de	copie	d	e	références	(ou	copie	d	e	pointeurs)	encore	donné	à	ce	type	de	copie.	»	>	»	>	»	>	copie	=	l	i	s	t	e	[	:	]	l	i	s	t	e	[	0	]	=	100	l	i	s	t	e
,	copie	([100,	'u	n	',	3	.1	4	]	,	[12,	»	>	c	o	p	i	e	[	1	]	=	'ah	?	'	»	>	l	i	s	t	e	,	copie	([100,	'un',	3	.1	4	]	,	[12,	'u	n	',	3.14])	'ah	?	'	,	3.14])	»	>	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste)	([10	0	,	'u	n	',	3	.	1	4	]	,	3071843148,	<	c	la	s	s	'	l	i	s	t	'	>	)	»	>	copie,	id	(	c	o	p	ie	)	,	type(copie)	(	[	1	2	,	'	ah	?	'	,	3	.	1	4	]	,	3	0	7	1	8	5	9	8	8	4	,	<	c	l	a	s	s	'	l	i	s	t	'	>	)	■a	O	c	D	Û	kD	O
Création	d	’un	alias	:	»	>	c	o	p	ie	=	lis	t	e	Copie	superficielle	:	»	>	c	o	p	ie	=	lis	t	e	[	:	]	rs]	ai	>•	CL	O	U	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	25	Cette	notion	de	copie	superficielle	réserve	quelques	surprises.	En	effet,	lorsque	la	liste	contient	des	objets	modifiables	(comme	des	listes),	ce	sont	bien	les	références	de	ces	listes	qui
sont	co​	piées,	et	non	les	objets	eux-mêmes.	Ce	qui	permet	de	comprendre	les	résultats	suivants	:	»	>	[	'a	',	y	=	X	X	=	»	>	>	>	>	»	»	»	»	>	'b	'	,	[4,	5	,	6]	]	#	c	ré	a	tio	n	d'un	a	l	i	a	s	Z	=	x[:]	#	copi	e	s	u	p	e	r	f	i	c	i	e	l	l	e	x[0]	=	'c	'	#	a	f	f	e	c	t	e	x	e	t	y	mais	pas	z	z	[	2	]	[	2	]	=	365	#	a	f	f	e	c	t	e	x,	y	e	t	z	!	x;	y;	z	[■	C,	[■	C,	[■	a',	-	b	'	,	[4,	5,	365]]	'	b	'	,	[4,	5,
365]]	-	b	-	,	[4,	5	,	3	6	5	]	]	Pour	effectuer	une	copie	vraiment	indépendante	d’une	liste	(ou	d’un	objet	en	général),	on	peut	utiliser	la	fonction	deepcopy	du	module	copy	:	cette	fonction	permet	de	copier	récur​	sivement	tous	les	objets	d’une	liste	;	d’où	le	nom	de	copie	p	ro	fo	n	d	e	ou	de	copie	récursive	(en	anglais,	deep	copy).	>	»	»	>	»	>	»	>	»	>	i	m	p	o	r
t	copy	X	=	[	'a'	,	'	b	'	,	[	4,	5,	y	=	X	z	=	X[	:	]	w	=	copy	.	d	e	e	p	co	p	y	(x)	X[0]	=	'	c	'	»	>	z	[	2	]	[2]	=	365	»	>	x;	y;	z;	w	[■	C,	'	b	C	[4,	5	,	3	6	5	]	]	»	>	[■	c',	['a	',	['a	',	6]	]	#	c	ré	a	tio	n	d'un	a	l	i	a	s	#	#	#	#	c	opi	e	s	u	p	e	r	f	i	c	i	e	l	l	e	c	opi	e	prof	on	de	a	f	f	e	c	t	e	x	e	t	y	mais	n	i	z,	n	i	w	a	f	f	e	c	t	e	x,	y	e	t	z	mais	pas	w	'	b	'	,	[	4,	5	,	3	6	5	]	]	-	b	-	,	[4,	5,	365]]	'
b	‘	,	[4,	5	,	6	]	]	Un	examen	attentif	des	identifiants	permet	de	mieux	comprendre	la	gestion	de	la	mémoire	effectuée	par	Python	au	cours	de	cette	suite	d’instructions	:	•a	O	c	13	Q	i-H	O	»	>	fo	r	l	in	[	'	x	'	,	'	y	'	,	'	z	'	,	'w	']:	p	r	i	n	t	(	'	i	d	(	{	}	)	=	{	}	'	.fo	rm	a	t(l,	i	d	(	e	v	a	l	(	l	)	)))	for	t	in	e	v	a	l	(	l	)	:	p	rin	t('	id	(	{	}	)	=	{	}	'	.form	at(t,	id	(	t	)	)	)	rsj	x:	gi
>CL	O	U	i	d	(	x	)	=	3072672108	i	d	(	c	)	=	3073232288	i	d	(	b	)	=	30	73	28	56	96	i	d	(	[	4	,	5,	365])	=	3071864268	i	d	(	y	)	=	3072672108	i	d	(	c	)	=	3073232288	i	d	(b)	=	30	73	28	56	96	i	d	(	[	4	,	5,	365])	=	3071864268	i	d	(	z	)	=	3071786220	i	d	(	a	)	=	3072939136	i	d	(	b	)	=	30	73	28	56	96	i	d	(	[	4	,	5	,	3	6	5	]	)	=	30	71	8	6	4	26	8	id(w)	=	3072672172	i	d
(	a	)	=	3072939136	i	d	(b)	=	30	73	28	56	96	id	{[4	,	www.biblio-scientifique.net	5,	6	]	)	=	30	7	18	6	47	48	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	26	Nous	avons	vu	trois	sortes	de	copies	de	listes.	Autre	opération	très	courante	:	la	concaténation	de	deux	listes	à	l’aide	de	l’opérateur	+	:	»	>	[1,	2]	+	[4,	7,	#	r	ép.	:	[1,	2,	4,	7,	9]	9]	Autre
modification	très	courante	:	rajouter	un	élément	en	fin	de	liste.	La	première	méthode	qui	vient	à	l’esprit	est	la	suivante	:	»	>	l	i	s	t	e	=	[12,	11,	18,	7,	15,	3]	»	>	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste)	(	[	1	2	,	1	1	,	18,	7,	15,	3	]	,	3071843148,	<	c	la	s	s	»	>	l	i	s	t	e	=	l	i	s	t	e	+	[5]	'lis	t'>	)	»	>	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste)	(	[	1	2	,	1	1	,	18,	7,	1	5	,	3,	5	]	,
3071858764,	<	c	l	a	s	s	■	lis	f>	)	L’inconvénient	de	cette	méthode	est	qu’elle	est	coûteuse	du	point	de	vue	de	la	gestion	de	la	mémoire	:	en	fait,	l’interpréteur	a	effectué	une	copie	profonde	de	la	première	liste,	y	a	ajouté	l’élément	5	et	a	réaffecté	la	variable	l	i	s	t	e	.	Pour	éviter	d’avoir	à	copier	implicitement	l’ob​	jet	l	i	s	t	e	,	on	peut	employer	la	syntaxe
suivante,	qui	ne	fait	que	modifier	la	valeur	de	l’objet	lis	te	:	»	>	l	i	s	t	e	=	[	1	2	,	1	1	,	1	8	,	7	,	1	5	,	3]	»	>	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste)	(	[	1	2	,	1	1	,	18,	7,	15,	3	]	,	3071843148,	»	>	l	i	s	t	e	+=	[5]	■	lis	f>	)	»	>	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste)	(	[	1	2	,	1	1	,	18,	7,	1	5	,	3,	5	]	,	30	7184	314	8,	<	c	l	a	s	s	■	lis	f>	)	Une	troisième	possibilité	nous	est	donnée
par	la	m	é	th	o	d	e	append	(	).	Nous	avons	déjà	em	​	ployé	couramment	le	mot	«	objet»	sans	pour	autant	le	définir	précisément;	cependant,	nous	avons	dit	qu’un	objet	possède	toujours	une	valeur,	un	identifiant	et	un	type.	Certains	objets	Python	possèdent	en	outre	un	certain	nombre	de	fonctions	qui	ne	s’appliquent	qu’à	un	type	donné	d’objets;	on	parle
alors	de	m	é	th	o	d	e	associée	à	un	objet.	
Parmi	les	nombreuses	m	é​	thodes	que	possède	une	liste,	il	y	en	a	une	qui	permet	d’ajouter	un	élément	en	fin	de	liste,	c’est	la	méthode	append	(	).	Voici	comment	l’utiliser	:	■a	O	c	13	Q	1—I	O	ГМ	»	>	l	i	s	t	e	=	[	1	2	,	1	1	,	1	8	,	7	,	1	5	,	3]	>	»	lis	t	e	,	id	(	lis	t	e	)	,	typ	e	(liste	)	(	[	1	2	,	1	1	,	18,	7,	1	5	,	3	]	,	3071858764,	<	c	l	a	s	s	>	»	liste	.ap	p	end	(5)	>	»
lis	te	,	([12,	ai	>.	
CL	O	U	11,	id	(lis	te	),	18,	7,	15,	■	U	sf>)	typ	e	(liste	)	3,	5],	3071858764,	<	c	l	a	s	s	'U	st'>	)	Remarquons	cette	syntaxe	qui	peut	surprendre	la	première	fois	qu’on	la	rencontre	;	il	s’agit	de	la	notation	point	:	l’instruction	l	i	s	t	e	.	
append(5)	signifie	que	l’on	modifie	la	valeur	de	l’objet	l	i	s	t	e	en	lui	appliquant	la	méthode	append	(	)	avec	comme	paramètre	effectif	5.	De	plus,	étant	donné	que	la	méthode	append	(	)	renvoie	comme	valeur	l’objet	None,	ce	serait	une	erreur	de	rajouter	une	opération	d’affectation.	
Parmi	les	trois	méthodes	que	l’on	vient	de	citer	pour	ajouter	un	élément	à	une	liste,	c’est	l’utilisation	de	la	méthode	append	(	)	qui	est	la	plus	efficace	du	point	de	vue	de	l’utilisation	de	la	mémoire	;	elle	est	donc	à	privilégier.	Enfin,	parmi	les	méthodes	associées	aux	listes,	mentionnons	les	plus	utiles	:	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage
Python	la	méthode	l	i	s	t	.	append(x)	lis	t	.e	x	t	e	n	d	(	L	)	l	i	s	t	.	in	s	e	r	t(i,	l	i	s	t	.	remove(x)	lis	t	.p	o	p	(	[	i]	)	l	i	s	t	.	in	d	ex(x)	l	i	s	t	.	count(x)	l	i	s	t	.	s	o	r	t	()	l	i	s	t	.	r	e	v	e	r	s	e	!)	27	son	effet	ajoute	l’élément	x	en	fin	de	liste	ajoute	en	fin	de	liste	les	éléments	de	L	insère	un	élément	x	en	position	i	supprime	la	première	occurrence	de	x	supprime	l’élément
d’indice	i	et	le	renvoie	renvoie	l’indice	de	la	première	occurrence	de	x	renvoie	le	nombre	d’occurrences	de	x	modifie	la	liste	en	la	triant	modifie	la	liste	en	inversant	l’ordre	des	éléments	X)	Remarquons	l’équivalence	:	l	i	s	t	e	.	i	n	s	e	r	t	(	i	,	x)	l	i	s	t	e	[	i	:	i	l	=	[x]	Parallèlement	à	la	méthode	so	r	t	{)	(qui	rem	place	la	liste	par	une	liste	triée),	il	existe	une
primitive^^-	so	r	t	e	d	qui	renvoie	à	partir	d’une	liste	donnée	une	liste	triée,	mais	ne	modifie	pas	la	liste	prise	en	argument.	>	»	>	»	l	i	s	t	e	=	[3,	1	,	so	rte	d	(liste)	[1,	2,	4,	2]	3	,	4]	»	>	lis	te	;	[3,	1,	4,	l	i	s	t	e	,	sort	0	;	l	i	s	t	e	[1,	2,	3	,	4]	2]	Avant	d’aborder	la	structure	de	choix	inconditionnelle,	introduisons	une	primitive	qui	nous	sera	très	utile	pour	la
suite,	à	savoir	la	fonction	l	e	n	(du	mot	anglais	length)	qui	renvoie	la	longeur	d’une	liste.	Notons	de	plus	que	la	suppression	d’un	élément	peut	s’effectuer	à	l’aide	de	la	fonction	d	e	l	(du	mot	anglais	delete).	»	>	lis	t	e	=	['a	',	»	>	>	»	le	n	(liste	)	d	e	l	l	i	s	t	e	[4]	'b',	'c	',	'd',	#	rép.:	7	>	»	lis	t	e	,	le	n	(liste	)	(	[	'	a	'	,	'b',	'c	',	'd',	'f	,	*g'],	'e',	'f	,	'g']	6)	TJ	Exercice
5.	Écrire	une	fonction	booléenne	qui	cherche	si	un	élément	existe	dans	une	liste.	rs]	Solution.	Évidemment,	pour	une	bonne	programmation,	le	balayage	de	la	liste	doit	s’arrêter	à	la	pre​	mière	occurrence	de	x	éventuellement	trouvée.	O	c	D	Û	kD	O	(y)	sz	OJ	>Q.	O	def	e	x	is	t	e	(	x	,	l	i	s	t	e	)	:	for	y	in	lis	t	e	:	i	f	X	==	y	:	r	e	t	u	r	n	T	r	u	e	return	False	U	La
fonction	précédente	est	une	réécriture	de	l’opérateur	infixe	in	:	>	»	lis	te	(True,	=	[1,	3,	0];	(1	in	l	i	s	t	e	,	2	in	lis	t	e	)	False)	12.	Une	fonction	primitive	désigne	une	fonction	de	base	fournie	par	le	langage,	cf.	section	14	page	37.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	28	10	L	es	b	o	u	c	le	s	f	o	r	Lorsque	Гоп
souhaite	répéter	un	bloc	d’instructions	un	nombre	déterminé	de	fois,	on	peut	utiliser	un	co	m	p	te	u	r	actif,	c’est-à-dire	une	variable	qui	compte	le	nombre	de	répétitions	et	conditionne	la	sortie	de	la	boucle	w	hile.	C’est	le	cas	de	l’exemple	suivant	où	l’on	définit	une	fonction	qui	prend	en	argument	un	entier	n	et	affiche	n	fois	le	même	message.	def	f(n)	:
i	=	0	#	on	i	n	i	t	i	a	l	i	s	e	l	e	compteur	i	w	hile	i	<	n	:	p	r	i	n	t	(	'	J	e	me	r	é	p	è	t	e	{	}	f	o	i	s	.	'	'	(	i	=	{	>	)	'	.form	at(n,	i	)	)	i	+=	1	#	on	inc	ré	me	nt	e	i	J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	f	o	i	s	.	(i=0)	f	o	is	.	(i=	l)	f	o	i	s	.	(i=2)	f	o	i	s	.	(i=3)	f	o	i	s	.	(i=4)	f(5)	Pour	effectuer	une	telle	répétition,	on
dispose	d’une	structure	de	répétition	nous	économisant	d’une	part	l’initialisation	du	compteur	(i	=	0),	et	d’autre	part	son	incrémentation	(i	+=	1)	:	c’est	la	structure	introduite	par	le	mot-clé	f	o	r	:	def	f(n	)	:	for	i	in	range(n):	p	r	i	n	t	(	'	J	e	me	r	é	p	è	t	e	{	}	f	o	i	s	.	'	'	(	i	=	{	>	)	'	.	format(n,	f(5)	■a	O	c	13	Q	i)	)	J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	f	o	i	s	.	J	e	me	r	é	p	è	t	e	5
f	o	i	s	.	(i=0)	(i=	l)	J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	f	o	i	s	.	
J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	f	o	i	s	.	
J	e	me	r	é	p	è	t	e	5	f	o	i	s	.	(i=2)	(i=3)	(i=4)	Nous	voyons	apparaître	ici	pour	la	première	fois	la	fonction	range.	Cette	fonction	crée	un	itérateur,	c’est-à-dire	en	quelque	sorte	un	distributeur	d’entiers	consécutifs	Au	lieu	de	créer	et	garder	en	mémoire	une	liste	d’entiers,	cette	fonction	génère	les	entiers	au	fur	et	à	mesure	des	besoins,	toujours	dans	un
souci	d’optimisation	de	la	mémoire.	Avec	un	argument,	range	(	n	)	renvoie	un	itérateur	parcourant	l’intervalle	[O,	-	l]	;	avec	deux	arguments,	range	{n,	p	)	parcourt	l’intervalle	{n,	p	-	l]	;	enfin	employée	avec	trois	arguments,	range	(	n,	p	,	k)	parcourt	l’intervalle	{n,	p	-	l]	avec	un	pas	égal	à	k.	Signalons	que	la	fonction	range	peut	servir	à	créer	des	listes
d’entiers,	moyennant	une	conver​	sion	de	type	opérée	par	la	fonction	l	i	s	t	.	Examinons	quelques	exemples.	
1—I	O	ГМ	ai	>.	CL	O	(J	>	»	l	i	s	t	(	r	an	g	e	(	10	)	)	[0,	1	,	2	,	3	,	4,	5	,	6,	7	,	8,	9]	>	»	lis	t(ra	n	g	e	(l,	11))	[	1	,	2	,	3	,	4	,	5	,	6,	7	,	8,	9,	10]	>	»	l	i	s	t	(	range(0,	30,	5))	[0,	5	,	1	0	,	1	5	,	2	0	,	25]	>	»	lis	t	(	r	a	n	g	e	(	0	,	10,	3))	[0,	3	,	6,	9]	>	»	list(ran	g	e	(0	,	-6,	[	0,	-1,	-2,	-3,	-4,	»	>	l	i	s	t	(	r	a	n	g	e	(0)	)	,	-5	]	l	i	s	t	(	r	an	g	e(	1	,	0))	[]	[]	»	>	l	i	s	t	(	r	a	n	g	e	(	9,	0,	-
1	)	)	[9,	8,	7	,	6,	5	,	4,	3	,	2	,	1]	-1))	13.	Plus	précisément,	un	itérateur	est	un	objet	possédant	une	méthode	i	t	e	r	(	)	qui	renvoie	les	éléments	d’une	collection	un	par	un	et	qui	provoque	une	exception	du	type	S	to	p	ite	ra	tio	n	lorsqu’il	n’y	a	plus	d’éléments.	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	29	Autre	point	important,	on	peut
aussi	utiliser	comme	itérateur	dans	une	boucle	fo	r	une	liste	ou	une	chaîne	de	caractère	for	i	in	[10,	'a',	1.414]:	p	r	i	n	t	(	i	,	end=‘	->	f	o	r	i	i	n	'	mot':	p	rin	t(i,	end='	10	-	>	a	-	>	1	.	4	1	4	->	')	')	->	m	->	O	->	t	->	Exercice	6.	Écrire	deux	fonctions	somme	et	maximum	qui	renvoient	respectivement	la	somme	et	le	maximum	d’une	liste	d’entiers.	Vérifiez
votre	résultat	en	vous	servant	des	primitives	sum	et	max.	Solution.	def	m	a	xim	u	m	(liste	):	ma	xi	=	l	i	s	t	e	[	0	]	f	o	r	data	i	n	l	i	s	t	e	:	d	e	f	somme(	l	i	s	t	e	)	:	som	=	0	f	o	r	data	in	l	i	s	t	e	:	som	+=	d	a	t	a	r	e	t	u	r	n	som	if	data	>	maxi:	ma	xi	=	d	a	t	a	r	e	t	u	r	n	maxi	#	Les	t	e	s	t	s	:	from	random	i	m	p	o	r	t	sampl	e	l	i	s	t	e	=	s	a	m	p	l	e	!	r	a	n	g	e	(	1	0	0	)	,
30)	p	r	i	n	t	(	l	i	s	t	e	,	som	m	e(liste),	s	u	m	(	lis	te	),	m	axim	um	(liste),	m	a	x	(	lis	te	))	Exercice?.	Programmer	«	à	la	main»	des	fonctions	qui	imitent	les	méthodes	remove,	pop,	index,	count	et	reverse	des	listes.	Essayez	les	fonctions	en	effectuant	les	tests	suivants	:	TJ	O	c	»	>	l	i	s	t	e	=	[1,	»>	û	«JD	»	>	i	n	d	e	x	(	l	i	s	t	e	,	3)	r	e	m	o	v	e	(	l	i	s	t	e	,	3)	lis	te
tH	»>	O	CM	»>	(y)	»>	4-1	XI	»>	OJ	>Q.	O	U	»>	2,	3,	2,	p	o	p	(lis	te	,	9),	l	i	s	t	e	c	o	u	n	t	(	l	i	s	t	e	,	3)	re	v	e	rse	(liste	)	lis	te	5,	3,	7,	8,	10,	11,	3]	#	rép.:	2	#	r	é	p	.	:	[	1,	2,	2,	4,	5,	3,	7,	8,	10,	11,	3	]	#	r	é	p	.	:	11	[	1,	2,	2,	4,	5,	3,	7,	8,	10,	3	]	#	rép.:	2	#	rép.	:	[3,	10,	8,	7,	3,	5,	4,	2,	2,	1]	On	prendra	soin	de	vérifier	fonctions	remove,	pop,	reverse.	On	précise
que	si	au	cours	de	l’exécution	d’une	fonction,	une	variable	n’est	pas	trouvée	dans	la	table	des	variables	locales	à	la	fonction,	l’interpréteur	consulte	la	table	des	variables	globales.	Solution.	14.	Plus	généralement,	le	mot-clé	fo	r	peut	être	utilisé	avec	n’importe	quel	objet	objet	possédant	soit	une	méthode__	i	t	e	r	__	(	)	soit	une	méthode___getitem	__	(	).
www.biblio-scientifique.net	i	t	é	r	a	b	le	;	un	objet	itérable	étant	un	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	30	def	in	d	e	x	(L	,	x	)	:	for	i	in	range(len(L))	def	count(L,	x	)	:	compt	eur	=	0	if	L	[	i	]	==	x	:	return	i	return	-	1	f	o	r	d	a	t	a	i	n	L:	i	f	d	a	t	a	==	x	:	compt	eur	+=	1	r	e	t	u	r	n	compt	eur	def	r	emov	e(	L,	x	)	:	i	=	i	n	d	e	x	(	L	,	x)	i	f	i	>=	0:
def	re	v	e	r	s	e	(L	)	:	l	i	s	t	e	=	L	[	:]	f	o	r	i	i	n	r	a	n	g	e	(	l	e	n	(	L	)	):	del	L	[i]	L[i]	def	pop(L,	=	lis	te	[le	n	(L	)-1-i]	i)	:	X	=	L	[i]	del	L	[i]	return	X	Pour	créer	des	listes,	Python	fournit	une	facilité	syntaxique	particulièrement	agréable,	à	sa​	voir	les	listes	(définies)	par	compréhension	(en	anglais,	list-com	prehensions).	Elles	p	e	im	e	tie	n	t	de	générer	des	listes
d’une	manière	très	concise,	sans	avoir	à	utiliser	de	boucles	La	syntaxe	pour	définir	une	liste	par	compréhension	est	proche	de	celle	utilisée	en	mathéma​	tiques	pour	définir	un	ensemble	par	compréhension	:	{	f	M	I	X	[	f(x	)	fo	r	X	}	in	lis	te	]	Voici	quelques	exemples	:	TJ	O	c	U	Û	kD	O	rs]	XI	OJ	>Q.	O	U	»	>	»	>	[6,	»	>	l	i	s	t	e	=	[	2	,	4,	6,	8,	10]	[	3*x	f	o	r
X	i	n	l	i	s	t	e	]	1	2	,	1	8	,	2	4	,	30]	[	[	x	,	x	**	3]	f	o	r	X	i	n	l	i	s	t	e	]	[	[	2	,	8	]	,	[4,	6	4	]	,	[6,	2	1	6	]	,	[8,	5	1	2	]	,	[	1	0	,	1	0	0	0	]	]	»	>	[	3*x	f	o	r	X	i	n	l	i	s	t	e	i	f	X	>	5]	#	on	f	i	l	t	r	e	avec	une	c	o	n	d	i	t	i	o	n	[18,	24,	30]	if	x	**	2	<	50]	#	idem	»	>	[	3*x	f	o	r	X	i	n	l	i	s	t	e	[6,	12,	»	>	»	>	[0,	l	i	s	t	e	2	=	l	i	s	t	(	range(3)	)	[x*y	f	o	r	X	i	n	l	i	s	t	e	f	o	r	y	i	n	l	i	s	t	e	2	]	2	,
4,	0,	4,	8,	0,	6,	1	2	,	0,	8,	1	6	,	0,	18]	10,	20]	Voici	par	exemple,	un	moyen	efficace	d’obtenir	la	liste	des	années	bissextiles	dans	un	inter​	valle	donné	:	»	>	b	i	s	s	e	x	t	i	l	e	=	[b	f	o	r	b	i	n	r	a	n	g	e	(	2	0	0	0	,	2	1	0	0	)	i	f	(b	%	4	==0	and	b	%	100	!	=	0)	o	r	(b	%	400	==	0	)	]	15.	Les	listes	définies	par	compréhension	remplacent	simultanément	un	«	mappage	»
et	un	«	filtrage	»	comme	il	y	en	a	dans	tous	les	langages	fonctionnels.	
www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	31	Pour	concaténer	les	éléments	d’une	liste	de	listes,	on	peut	imbriquer	deux	boucles	for	dans	la	définition	d’une	liste	par	compréhension	:	»	>	x	ll	=	[[1,	»	>	[1,	[x	f	o	r	x	l	i	n	x	l	l	f	o	r	X	i	n	x	l	]	2	,	3	,	4	,	5	,	6,	7	,	8]	2,	3],	[4,	5],	[6,	7,	8]]	Pour	obtenir	les	diviseurs	d’un	entier	n,	on	peut
également	utiliser	une	liste	par	compréhen​	sion	:	>	»	[1,	11	n	=	100;	2,	4,	5,	[d	f	o	r	d	i	n	r	a	n	g	e	(	l	,	1	0	,	2	0	,	2	5	,	5	0	,	100]	n+1)	if	n	%	d	==	0]	#	les	d	i	v	i	s	e	u	r	s	de	100	R	é	c	a	p	itu	la	tif	s	u	r	le	s	p	r	in	c	ip	a	u	x	ty	p	e	s	Passons	en	revue	les	types	de	variables	que	nous	avons	rencontrés	au	long	de	ce	premier	chapitre,	et	mentionnons	quelques
nouveaux	types.	a)	Parmi,	les	types	scalaires,	citons	:	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	ai	>•	CL	O	U	-	le	type	entier	(in	t),	réservé	à	une	variable	dont	la	valeur	est	un	entier	relatif	stocké	en	valeur	exacte.	Les	valeurs	possibles	pour	une	telle	variable	ne	sont	limitées	que	par	les	capacités	de	l’ordinateur;	-	le	type	flottant	(flo	a	t)	:	un	nombre	à	virgule	flottante
correspond	à	une	variable	dont	la	valeur	est	un	nombre	réel,	stocké	en	valeur	approchée	sous	la	forme	d’un	triplet	{s,m,e)	où	s	désigne	le	signe	(dans	{-1,1}),	m	la	mantisse	(aussi	appelée	significande)	et	e	l’exposant.	Un	tel	triplet	représente	le	nombre	décimal	s	-	men	notation	scientifique	où	b	est	la	base	de	représentation,	à	savoir	:	2	sur	les
ordinateurs.	En	faisant	varier	e,	on	fait	«	flotter	»	la	virgule	décimale.	Les	nombres	réels	sont	stockés	en	Python	selon	le	format	«	double	précision	»	spécifié	par	la	norme	IEEE	754.	Ainsi,	le	signe	est	codé	sur	1	bit,	l’exposant	sur	11	bit	et	la	mantisse	sur	53	bits	dont	le	1	à	gauche	de	la	virgule	est	omis,	soit	l	H	-	l	-	f	53	-	1	=	64	bits	;	la	précision	étant
de	53	bits,	soit	16	chiffres	significatifs.	Les	calculs	en	virgule	flottante	sont	pratiques,	mais	présentent	divers	désagré​	ments,	notamment	:	-	leur	précision	limitée,	qui	se	traduit	par	des	arrondis	(dus	aux	opérations,	ainsi	qu’aux	changements	de	base	implicites,	si	la	base	est	différente	de	10)	qui	peuvent	s’accumuler	de	façon	gênante.	
En	particulier,	la	soustraction	de	deux	nombres	très	proches	provoque	une	grande	perte	de	précision	relative	:	on	parle	de	cancellation.	-	une	plage	d’exposants	limitée,	pouvant	donner	lieux	à	des	overflows	(lorsque	le	résultat	d’une	opération	est	plus	grand	que	la	plus	grande	valeur	représen​	table)	et	à	des	underflows	(lorsqu’un	résultat	est	plus	petit,
en	valeur	absolue,	que	le	plus	petit	flottant	normalisé	positif),	puis	à	des	résultats	n’ayant	plus	aucun	sens.	
Nous	reviendrons	sur	ces	objets	à	la	section	1	du	chapitre	4	;	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	32	-	le	type	complexe	(	c	o	m	p	l	e	x	)	,	cité	pour	mémoire,	correspond	à	une	variable	dont	la	valeur	est	un	nombre	complexe,	stocké	comme	un	couple	de	f	l	o	a	t	(donc	en	valeur	approchée).	Le	nombre	complexe
3	+	4	/	est	noté	3+4	J,	le	nombre	i	est	noté	1J	(on	peut	remplacer	J	par	j	)	;	-	le	type	booléen	(bool).	b)	Parmi	les	types	séquentiels,	il	faut	distinguer	les	types	modifiables	(en	anglais	«	m	u	​	tables»)	des	types	non	modifiables	(en	anglais	«	im	m	u	ta	bles»)	:	-	les	listes	(	l	i	s	t	)	sont	des	objets	séquentiels	modifiables	;	-	les	chaînes	de	caractères	(str)	sont
des	objets	séquentiels	non	modifiables.	Les	techniques	de	«	slicing	»	s’appliquent	aux	chaînes	de	caractères	;	-	les	objets	de	la	classe	tu	p	le	(que	l’on	pourrait	traduire	en	français	par	«	r-uplets	»)	sont	des	objets	séquentiels	qui	s’apparentent	quelque	peu	aux	listes,	mais	qui	pour	leur	part	ne	sont	pas	modifiables.	Pour	définir	un	r-uplet,	on	place	entre
pa​	renthèses	ses	éléments.	Cependant	les	parenthèses	sont	facultatives,	et	nous	les	avons	utilisées	fréquemment	sans	le	dire	lorsque	par	souci	de	gain	de	place	nous	avons	affiché	simultanément	le	contenu	de	plusieurs	variables	en	les	plaçant	sur	une	même	ligne	de	commande	et	en	les	séparant	par	des	virgules,	ou	lorsque	nous	avons	effectué	des
affectations	simultanées	;	-	les	dictionnaires	(d	iet)	sont	des	tableaux	associatifs,	c’est-à-dire	des	collections	modifiables	d’objets	indexés	par	des	objets	de	n’importe	quel	type	;	-	les	ensembles	(set)	sont	des	ensembles	d’éléments	uniques	(l’ordre	des	éléments	n’étant	pas	précisé	par	l’utilisateur,	mais	choisi	par	l’interpréteur).	Voici	quelques	exemples
tirés	du	tutoriel	officiel	de	Python.	X	=	1	,	2	#	exemple	de	t	-	u	p	l	e	t	»	>	X,	i	d	(	x	)	,	t	y	p	e	(	x	)	»	>	TJ	O	c	D	Û	Ю	tH	O	rsj	XI	OJ	>CL	O	(	(	1	,	2	)	,	3	0	7	2	4	7	8	3	1	6	,	<	c	l	a	s	s	'	t	u	p	l	e	‘	>)	»	>	t	e	l	=	{	'	j	a	c	k	'	:	4098,	'	s	a	p	e	'	:	4	1	3	9	}	#	exemple	de	d	i	c	t	i	o	n	n	a	i	r	e	»	>	t	e	li'g	u	id	o	']	=	4127;	t	e	l,	id	(	t	e	l	)	,	typ	e	(tel)	(	{	'	s	a	p	e	'	:	4	139	,	'	j	a
c	k	'	:	4098},	3073177636,	<	c	l	a	s	s	'	d	i	c	t	'	>	)	»	>	f	r	u	i	t	s	=	{	'	a	p	p	l	e	'	,	'	o	r	a	n	g	e	'	,	'	a	p	p	l	e	'	,	'	p	e	a	r	'	,	'	o	r	a	n	g	e	'	}	#	exemple	d'ensemble	»	>	fr	u	it	s	,	id	(	f	r	u	it	s	)	,	type(fruits)	(	{	'o	r	a	n	g	e	',	'p	e	a	r	',	'	a	p	p	le	'	}	,	3073170428,	<	c	la	s	s	's	e	t	'>	)	Exercice	8.	Écrire	une	fonction	t	rouve	(	mot,	l	e	t	t	re	)	qui	renvoie	l’indice	de	la
première	occurrence	de	l	e	t	t	re	dans	la	chaîne	de	caractères	mot	et	renvoie	-1	si	l	e	t	t	re	n’apparaît	pas	dans	mot.	Solution.	
La	boucle	s’arrête	dès	que	le	premier	retu	rn	est	rencontré.	U	def	trouve(mot,	in	d	ice	=	0	le	ttre	):	w	hile	in	d	ic	e	<	len(mot):	i	f	m	o	t	[	i	n	d	i	c	e	]	==	l	e	t	t	r	e	:	return	in	d	ic	e	i	n	d	i	c	e	+=	1	return	-	1	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	33	Remarquons	que	les	objets	de	type	séquentiel	ont	en	commun	les	opérations
résumées	dans	le	tableau	suivant	où	s	et	t	désignent	deux	séquences	du	même	type	et	i,	j	,	k	des	entiers	:	l’opération	X	in	s	X	not	in	s	s	+	t	s	*	n,	n	*	s	s	[i]	s	[	i:j1	s	[i:j:k	]	le	n	(s)	m	ax(s),	m	in(s)	s	.	in	d	e	x	(i)	s	.	count(i)	12	son	effet	True	si	s	contient	x,	F	alse	sinon	True	si	s	ne	contient	pas	x,	F	alse	sinon	concaténation	de	s	et	t	n	copies	(superficielles)
concaténées	de	s	i-ièm	e	élément	de	s	(à	partir	de	0)	tranche	de	s	de	i	(inclus)	à	j	(exclu)	tranche	de	s	de	i	à	j	avec	un	pas	de	k	longueur	de	s	plus	grand,	plus	petit	élément	de	s	indice	de	la	occurence	de	i	dans	s	nombre	d’occurences	de	i	dans	s	Q	u	e	l	q	u	e	s	m	o	t	s	s	u	r	la	r	é	c	u	r	s	i	v	i	t	é	On	SLppeWe	fonction	récursive	une	fonction	qui	comporte	un
appel	à	elle-même.	Plus	précisément,	une	fonction	récursive	doit	respecter	ce	qu’on	pourrait	appeler	les	«	trois	lois	de	la	récursivité	»	:	a)	Une	fonction	récursive	contient	un	cas	de	base.	h)	Une	fonction	récursive	doit	modifier	son	état	pour	se	ramener	au	cas	de	base.	
c)	Une	fonction	récursive	doit	s’appeler	elle-même.	
Une	fonction	mathématique	définie	par	une	relation	de	récurrence	(et	une	condition	initiale,	bien	entendu),	peut	de	façon	naturelle	être	programmée	de	manière	récursive.	Par	exemple,	pour	un	réel	x	fixé,	x"	peut	se	définir,	comme	fonction	de	n,	par	récurrence	à	partir	des	relations	:	Xo	=	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	Le	programme	en	Python	1	et	x	”	=	X	•x
"	“	^	si	72	>	1	s’écrit	:	def	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	x	,	n	)	:	i	f	n	==	0:	r	e	t	u	r	n	1	else:	return	x	*	puissance(x,	n	-	1)	Modifions	légèrement	ce	programme,	pour	bien	en	comprendre	l’exécution	:	ai	‘s_	>.	
CL	o	U	p	u	is	s	a	n	c	e	.p	y	def	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	x	,	n	)	:	i	f	n	==	0:	else:	return	1	p	r	i	n	t	(	'	-	-	'	*	n	+	■	>	a	p	p	e	l	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	{	}	,	{	}	)	'	.	f	o	r	m	a	t	(	x	,	y	=	X	*	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	x	,	n	-	1)	p	rin	t('--'*	n	+	■	>	s	o	r	t	i	e	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	!	{	}	,	{	}	)	'	.	f	o	r	m	a	t	(	x	,	return	y	puissance(2,5)	www.biblio-scientifique.net	n-1))	n-1))	Programmation	en
Python	pour	les	mathématiques	34	.......................	>	a	p	p	e	l	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	4	)	..................	>	a	p	p	e	l	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	3	)	.............	>	a	p	p	e	l	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	2	)	--------	>	a	p	p	e	l	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	1	)	-	-	>	a	p	p	e	l	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	0	)	-	-	>	s	o	r	t	i	e	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	0	)	--------	>	s	o	r	t	i	e	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	1	)
.............	>	s	o	r	t	i	e	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	2	)	..................	>	s	o	r	t	i	e	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	3	)	.......................	>	s	o	r	t	i	e	de	p	u	i	s	s	a	n	c	e	(	2	,	4	)	La	machine	applique	la	règle	:	p	u	issa	n	ce{x,	n)	=	x	*	p	u	issa	n	ce(x	,	n-1)	tant	que	l’ex​	posant	est	différent	de	0,	ce	qui	introduit	des	calculs	intermédiaires	jusqu’à	aboutir	au	cas	de	base	:	p	u	iss	a	n	c
e	(x	,0)	=	1.	Les	calculs	en	suspens	sont	alors	achevés	dans	l’ordre	inverse	jusqu’à	obtenir	le	résultat	final.	Pour	élever	un	nombre	à	la	puissance	n,	il	existe	un	algorithme	bien	plus	performant	que	la	méthode	naïve	consistant	à	multiplier	ce	nombre	{n	-	1)	fois	par	lui-même	:	il	s’agit	de	la	méthode	dite	d	’exponentiation	rapide^^.	Étant	donnés	un	réel
positif	a	et	un	entier	n,	on	remarque	que	:	si	n	est	pair,	\a	^	j	=<	a	a	/7	-1	2	si	n	est	impair.	Cet	algorithme	se	programme	naturellement	par	une	fonction	récursive	e	x	p	o	n	e	n	t	i	a	t	i	o	n	.p	y	d	e	f	e	x	p	o	(	a	,	n)	i	f	n	==	0:	r	e	t	u	r	n	1	else:	i	f	n%2	==	0:	r	e	t	u	r	n	e	x	p	o	(	a	,	n	/	/	2	)	*	*	2	e	ls	e	:	return	a*(expo(a,	(	n	-	l	)	/	/	2	)	*	*	2	)	■a	O	c	=3	Q	tH	O
fM	4-1	XI	gi	‘s_	>Q.	O	U	Exercice	9.	Écrire	une	version	itérative,	puis	une	version	récursive	pour	calculer	la	factorielle	d’un	entier	:	1	si	77	=	0	n\	(/7-	1)!	X	77	si	77	>	1	Solution.	
def	f	a	c	t	l	t	e	r	(	n	)	:	P	=	1	fo	r	i	in	range(2,	P	*=	i	return	P	def	f	a	c	t	R	e	c	(	n	)	:	i	f	n	==	0:	n+1):	r	e	t	u	r	n	(1)	else	:	return(n	*	f	a	c	t	R	e	c	(	n	-l)	)	16.	En	fait,	c’est	l’algorithme	d’exponentiation	rapide	qui	est	à	la	base	de	l’implémentation	de	l’opérateur	puissance	en	Python.	Avec	cette	méthode,	on	effectue	log2	(n)	élévations	au	carré	et,	au	plus,
log2	(n)	multiplications,	contre	n	-1	multiplications	dans	le	cas	de	la	méthode	naïve	!	Pour	diverses	variantes,	cf.	http	:	/	/	e	n	.	w	ik	ip	e	d	ia	.	o	rg	/w	ik	i/	Exponentia	tio	n	_	b	y	_	squaring	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	35	Parmi	les	algorithmes	élémentaires	à	connaître	absolument,	citons	la	méthode	de	H	orner	qui	permet
d’évaluer	efficacement	un	polynôme	en	une	valeur	donnée.	Supposons	que	l’on	souhaite	calculer	la	valeur	en	xq	du	polynôme	p{x)	=	ao	+	a	i	x	+	üzx^^	+	a^x^	н-----	h	La	première	idée	pour	évaluer	p	en	xo	est	de	calculer	chaque	puissance	de	xq	de	manière	naïve,	de	multiplier	par	les	coefficients,	puis	de	tout	additionner	(ce	qui	nécessite	n	+	{	n	-	l	)
+	■•■	+	2	+	1	=	n{n	+	l)/2	produits).	On	peut	certes	diminuer	le	nombre	de	multiplications	à	effectuer	en	utilisant	l’algorithme	d’exponentiation	rapide	La	méthode	de	H	orner	permet	de	réduire	encore	le	nombre	de	multiplications,	en	remar​	quant	que	:	pixo)	=	‘	•	iianXo	+	an-\)xo	+	a	n	-	2	)xo	+	■■■)xo	+	a-[)xo	+	ao	Ce	faisant,	il	n’y	a	plus	que	n
multiplications	à	effectuer	!	Pour	programmer	cet	algorithme,	il	suffit	de	calculer	les	n	valeurs	de	la	suite	définie	par	:	y	k	e	l	O	,	n	-	l	j	,	bjc	=	ük	+	bjc+ixo	Voici	une	programmation	récursive	de	l’algorithme	de	H	orner	(le	polynôme	p	étant	repré​	senté	par	la	liste	de	ses	coefficients	[	def	horne	r_rec(p,	x	):	i	f	l	e	n	(	p	)	==	1	:	r	e	t	u	r	n	p[	0]	p	[	-	2	]	+=
X	*	p	[	-	l	]	return	h	o	rn	e	r_	rec(p	[:	-	1	]	,	x)	Si	vous	avez	testé	les	fonctions	récursives	précédentes	avec	des	paramètres	nécessitant	un	très	grand	nombre	d’appels	de	la	fonction,	vous	aurez	sans	doute	remarqué	que,	par	défaut.	Python	limite	le	nombre	d’appels	à	1000.	Si	l’on	souhaite	augmenter	la	taille	limite	de	la	pile	d’appels	récursifs,	il	suffit
d’utiliser	les	instructions	suivantes	:	•a	O	c	13	Q	import	sys	s	y	s	.	
s	e	t	r	e	c	u	r	s	i	o	n	l	i	m	i	t	(100000)	O	ГМ	13	ai	>■	CL	O	'i—	U	Q	u	e	lq	u	e	s	m	é	th	o	d	e	s	p	o	u	r	trie	r	u	n	e	lis	te	Dans	cette	section,	on	s’intéresse	à	un	problème	très	courant	en	informatique,	à	savoir	celui	de	trier	une	liste.	
On	donne	ici	trois	algorithmes	de	tri.	Pour	tester	chacun	de	ces	algorithmes,	on	pourra	utiliser	des	listes	générées	aléatoirement	en	important	le	module	random	(cf.	sec​	tion	2.2	du	chapitre	2)	:	from	random	i	m	p	o	r	t	rand	r	ange	n	=	2	0	;	l	i	s	t	e	=	[	r	a	n	d	r	a	n	g	e	(	1	00)	f	o	r	i	17.	
in	range(n)]	Ceci	ramène	à	un	nombre	de	multiplications	dominé	par	nlog	2	n	.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	36	Tri	par	sélection	Le	tri	p	a	r	sélection	est	une	des	méthodes	de	tri	les	plus	simples.	
On	commence	par	rechercher	le	plus	grand	élément	du	tableau	que	l’on	va	mettre	à	sa	place,	c’est-à-dire	l’échanger	avec	le	dernier	élément.	Puis	on	recommence	avec	le	deuxième	élément	le	plus	grand,	etc.	d)	Écrire	une	fonction	maxi	{l	,	n	)	qui	prend	en	argument	une	liste	l	et	un	nombre	n	et	qui	retourne	le	maximum	et	son	indice	parmi	les	n
premiers	éléments	de	l.	b)	En	utilisant	la	fonction	maxi,	écrire	une	fonction	t	r	i_	s	e	le	c	qui	trie	une	liste	selon	la	méthode	de	tri	par	sélection.	Solution.	tr	i.p	y	tr	i.p	y	def	m	a	x	i(	l,	n):	def	t	r	i	_	s	e	l	e	c	(	l	)	:	i	=	le	n	(l)	-	1	in	d	ice	=	0	for	i	in	range!n):	w	h	i	l	e	i	>	0:	j	=	m	axi(l,	if	l	[	i	]	>	l[in	d	ice	]	:	in	d	ice	=	i	return	[	l[	i	n	d	ic	e	]	,	in	dice]	if	i	+	1)[1]	]
!=	i	:	l[	j]	,	l[i]	i	-=	1	return	l	=	l[i],	l[]	Tri	par	insertion	■a	O	c	D	û	Ю	tH	O	Le	tri	p	a	r	insertion	est	généralement	le	tri	que	l’on	utilise	pour	classer	des	documents	:	on	commence	par	prendre	le	premier	élément	à	trier	que	l’on	place	en	position	1.	Puis	on	insère	les	éléments	dans	l’ordre	en	plaçant	chaque	nouvel	élément	à	sa	bonne	place.	
Pour	procéder	à	un	tri	par	insertion,	il	suffit	de	parcourir	une	liste	:	on	prend	les	éléments	dans	l’ordre.	Ensuite,	on	les	compare	avec	les	éléments	précédents	jusqu’à	trouver	la	place	de	l’élément	qu’on	considère.	
Il	ne	reste	plus	qu’à	décaler	les	éléments	du	tableau	pour	insérer	l’élément	considéré	à	sa	place	dans	la	partie	déjà	triée.	Parexemple,	si	on	veut	trier	la	liste	[12,	3,	17,	9,	4,	2,	16	],	on	obtient	successivement	:	ГМ	4-1	sz	CTI	'l>Q.	O	U	[12,	3,	17,	9,	[3,	12,	17,	9,	9,	[3,	12,	17	[3,	9,	12,	17,	[3,	4,	9,	12,	17,	[2,	3,	4,	9,	12,	[2,	3,	4,	9,	12,	16]	16]	16]	16]	16]
17,	16]	16,	17	]	4,	4,	4,	4,	2,	2,	2,	2,	2,	a)	Écrire	une	fonction	i	n	s	e	r	t	i	o	n	(	l	,	n)	qui	prend	en	argument	une	liste	l	dont	on	sup​	pose	que	les	n	premiers	éléments	sont	triés	et	qui	insère	l’élément	l	[	n	]	à	sa	place	parmi	les	n	premiers	éléments	de	l.	
www.biblio-scientifique.net	37	Introduction	au	langage	Python	b)	Écrire	une	fonction	t	r	i_	in	se	rt	(	l	)	qui	effectue	un	tri	par	insertion	de	la	liste	l.	Solution.	tr	i.p	y	tr	i.p	y	def	t	r	i	_	i	n	s	e	r	t	(	1	)	:	def	i	n	s	e	r	t	i	o	n	(	l	,	n	)	:	w	h	i	l	e	l	[	n	]	<	l	[	n	-	l	]	and	n	>	0:	l	[	n	-	l	]	,	l[n]	=	l[	n	]	,	l	[	n	-	l	]	n	=	le	n	(l)	fo	r	i	in	range(1,	n):	I	=	in	se	rtio	n	(l,	return	I	n	-=
1	return	I	i;	Tri	rapide	Le	tri	rapide	(ou	«	q	u	ickso	rt	»)	est	une	des	méthodes	de	tri	les	plus	rapides.	L’idée	est	de	prendre	un	élément	au	hasard	(par	exemple	le	premier)	que	l’on	appelle	p	iv	o	t	et	de	le	mettre	à	sa	place	définitive	en	plaçant	tous	les	éléments	qui	sont	plus	petits	à	sa	gauche	et	tous	ceux	qui	sont	plus	grands	à	sa	droite.	On
recommence	ensuite	le	tri	sur	les	deux	sous-listes	obte​	nues	jusqu’à	ce	que	la	liste	soit	triée.	Par	exemple	:	-	Pour	la	liste	[	1	0	,1	,5	,1	9	,3	,3	,2	,1	7	]	le	premier	pivot	choisi	est	10.	-	On	place	les	éléments	plus	petits	que	10	à	gauche	et	les	plus	grands	à	droite	:	[	1	,5	,3	,3	,2	,	10,	19,17]	-	11	reste	deux	sous-listes	à	trier	[	1	,5	,3	,3	,2	1	et	[1	9	,1	7	].	Écrire
un	algorithme	récu	rsif	t	r	i_	rap	id	e	(l	)	triant	une	liste	en	utilisant	l’algorithme.	Solution.	tr	i.p	y	TJ	о	c	3	Û	Ю	def	t	r	i	_	r	a	p	i	d	e	(	l	)	:	i	f	l	==	[	]	:	r	e	t	u	r	n	[]	r	e	t	u	r	n	(	t	r	i	_	r	a	p	i	d	e	(	[x	f	o	r	x	i	n	l	[	l	:	]	+	[l[0	]]	о	Гч]	if	x	<	l[0	]])	+	tri_	ra	p	id	e	([x	for	x	in	l	[	l	:	]	if	x	>=	l	[	0	]	]	)	)	(S)	CT	>•	CL	O	14	Q	u	e	lq	u	e	s	p	rim	itiv	e	s	u	s	u	e	lle	s	U	Dans
cette	section,	on	présente	les	primitives	(ou	«	b	u	ilt-in	fu	n	c	tio	n	s	»	en	anglais)	les	plus	usuelles	du	langage.	Nous	avons	déjà	rencontré	les	primitives	id,	type,	len,	eval,	exec,	input,	p	rin	t,	format,	range,	etc.	La	liste	complète	et	la	description	des	primitives	fournies	par	Py​	thon	se	trouve	à	la	page	:	http:	//d	o	e	s	.	python.	o	r	g	/p	y	3	k	/lib	r	a	r	y	/f	u	n
c	tio	n	s.	html	La	primitive	la	plus	utile	pour	connaître	les	autres	est	la	fonction	help,	qui	permet	d’accéder	dans	l’interpréteur	à	la	documentation	d’une	fonction	:	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	38	>	»	help(divmod)	H	e	l	p	on	b	u	i	l	t	-	i	n	divmod(	.	.	.	)	d	i	v	m	o	d	(	x	,	y)	f	u	n	c	t	i	o	n	divmod	i	n	module	b
u	i	l	t	i	n	s	:	->	(d	iv,	Return	the	t	u	p	l	e	mod)	((x-x%y)/y,	x	%	y	).	



Invarian	t:	d	i	v	*	y	-i-	mod	==	x.	Les	touches	fléchées	du	clavier	et	les	commandes	de	l’éditeur	de	texte	le	s	s	permettent	de	naviguer	dans	la	page	d'aide	:	]	:	descendre	k	:	monter	q	:	quitter	h	:	aide	sur	l’aide	Après	importation	d’un	module,	on	peut	également	accéder	à	la	documentation	correspon​	dante	:	»	>	i	m	p	o	r	t	math	»	>	»	>	h	e	l	p	(math)	h	e
l	p	(	m	a	t	h	.	hypot	)	14.1	Quelques	primitives	d’un	usage	courant	»	>	divmod(47,	»	>	»	>	»	>	abs(-1.3)	round(	-	1	.	3	)	po	w(	1	0,	-	5	)	#	#	»	>	»	>	»	>	m	a	x	(	[	3	,	8,	9,	-	1	]	)	m	in("alphabet")	#	5)	sum(range(lOO))	14.2	#	quotient,	#	#	#	reste	v	a	l	e	u	r	absolue	d	'	u	n	nombre	a	rro	n	di	d'un	f	l	o	t	t	a	n	t	exponentia	tion	maximum	d	'	une	séquence
minimum	d	'	une	séquence	somme	d	'	une	séquence	#	r	é	p	.	;'	(9,	2)	#	rép.	;■	1.3	#	rép.	;•	-1	#	rép.	:■	l	e	-	0	5	#	rép.	:■	9	#	rép.	:■	a	#	rép.	:■	4950	Primitives	de	conversion	de	type	Les	primitives	suivantes	permettent	de	modifier	le	type	d’un	objet	:	d	ie	t,	bin,	in	t,	str	,	bool,	ord,	f	lo	a	t	,	complex,	se	t,	tu	p	le,	chr,	l	i	s	t	.	De	plus,	la	primitive	is	in	s
ta	n	c	e	permet	de	tester	l’appartenance	d’un	objet	à	un	type	(c’est-à-dire	à	une	classe).	■a	O	c	D	Û	y1—	£>I	O	r\i	CT	‘s_	>.	CL	O	U	Exercice	10.	En	utilisant	la	primitive	s	tr	,	écrire	une	fonction	qui	renvoie	le	nombre	de	chiffres	d’un	nombre	entier	naturel	dans	son	écriture	décimale.	Combien	l’entier	écrit	en	base	10,	possède-t-il	de	chiffres?	Solution.
On	peut	utilise	la	primitive	s	t	r	pour	convertir	un	entier	en	chaîne	de	caractères,	puis	en	cal​	culer	la	longueur.	def	n	b	r	e	_	c	h	i	f	f	r	e	s	(	n	)	:	return	l	e	n	(	s	t	r	(	n	)	)	p	rin	t(n	b	re	_	ch	iffre	s(2*	*	lO	0	O	))	302	www.biblio-scientifique.net	introduction	au	langage	Python	39	Exercice	11.	En	utilisant	la	primitive	in	t,	écrire	une	fonction	qui	renvoie	le	la
partie	entière	[x\	d’un	nombre	décimal	x.	On	rappelle	que	[-3.1	J	=	-	4	(et	non	pas	-3).	Solution.	def	E	(	x	)	:	return	in	t(	x	)	p	rin	t(E	(3	.1),	3	if	E(0),	x>=0	e	l	s	e	i	n	t	(	x	)	-	l	E(-3.D)	0-4	14.3	Itérateurs	Nous	avons	déjà	rencontré	un	itérateur	lorsque	nous	avons	abordé	la	fonction	range.	Les	générateurs	sont	des	objets	qui	permettent	de	parcourir	une
séquence	sans	avoir	à	stocker	la	séquence	complète	en	mémoire.	Le	principe	est	équivalent	à	un	curseur	de	données	placé	sur	la	première	donnée	et	qui	découvre	les	éléments	au	fur	et	à	mesure	de	l’avancée	dans	la	séquence.	Noter	que	l’on	peut	convertir	facilement	un	itérateur	en	liste	à	l’aide	de	la	fonction	l	i	s	t	:	»	>	list(ra	n	g	e	(2	,	15,	3))	La
fonction	enumerate	crée	à	partir	d’une	séquence	un	itérateur	qui	renvoie	à	chaque	étape	le	i-uplet	formé	de	l’élément	de	la	séquence	précédé	de	son	indice	de	position	:	L	=	[	1	,	5,	3,	-	a	-	]	for	i	in	ran	g	e	(le	n	(L	)):	p	r	i	n	t	{	"	L	[	{	0	}	]	=	{	1	}	"	.	f	o	r	m	a	t	(	i	,	L	[	i	]	))	#	V	a	r	i	a	n	t	e	p	l	u	s	p	y	t	h	o	ni	q	u	e	:	for	i	,	•a	O	c	13	Q	X	in	enum	erated):	p	r	in
t	(	"	L	[	{	0	}	]	=	{	l}	"	.fo	rm	at(i,	x))	Cette	primitive	nous	permet,	par	exemple,	d’écrire	simplement	une	fonction	qui	renvoie	la	liste	des	positions	où	apparaît	un	élément	dans	une	liste	:	def	occurences(x,	return	lis	te	):	[	i	for	i	,	y	in	en	um	erate(liste)	if	x	==	y]	1—1	O	ГМ	ai	>CL	O	U	La	fonction	reversed	crée	un	itérateur	inversé	:	fo	r	i	in	reversed(
range(10	)):	p	r	in	t	(i)	La	fonction	reversed	permet	par	exemple	de	programmer	succinctement	l’algorithme	de	H	orner	(cf.	12)	de	manière	itérative	:	b	o	rn	e	r,	p	y	def	h	o	rn	e	r(p	,	x)	:	somme	=	0	fo	r	c	in	re	v	e	rse	d	(p):	somme	=	c	+	x*somme	r	e	t	u	r	n	somme	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	40
Lorsque	Гоп	souhaite	écrire	une	boucle	f	о	г	en	parcourant	les	couples	formés	par	les	éléments	de	deux	(ou	plusieurs)	séquences,	on	utilise	la	fonction	zip	:	»	>	l	i	s	t	(	z	i	p	(	[	1	,	2	,	3	,	4,	5	]	,	[	'	a	'	,	[	(	1	,	'	a	'	)	,	(2,	'	b	'	)	,	(3,	'	c	'	)	]	'b',	'c']))	Noter	que	dans	le	cas	où	les	deux	séquences	n’ont	pas	la	même	taille,	la	fonction	zip	utilise	une	version
tronquée	de	la	plus	longue	liste.	Lorsqu’on	représente	des	vecteurs	par	des	listes	(ici	и	et	v),	il	est	alors	très	simple	de	les	addi​	tionner	composante	par	composante	:	»	>	»>	[x[0]	+	x[0]	f	o	r	X	i	n	z	i	p	(	u	,	v)	]	#	a	d	d	it	io	n	v	e	c	t	o	r	i	e	l	l	e	[x	+	y	f	o	r	X	,	y	i	n	z	i	p	(	u	,	v	)	]	#	addition	v	e	c	to	rie	lle	On	peut	même	transposer	une	matrice	très
simplement	en	la	dépaquetant	grâce	à	l’opéra​	teur	*	:	»	>	matrice	=	[	[	1	,	»	>	p	r	i	n	t	(	l	i	s	t	(	z	i	p	(	*	m	a	t	r	i	c	e	)	))	[(1,	6),	(2,	5),	2,	(	3,	3],	[6,	5,	4]]	#	transposition	m	a	tric	ie	lle	4)]	Il	existe	encore	d’autre	moyens	de	créer	des	itérateurs	:	soit	en	utilisant	la	primitive	i	t	e	r	ou	des	fonctions	du	module	i	t	e	r	t	o	o	l	(que	nous	ne	détaillerons	pas	ici),
soit	en	utilisant	un	gé​	nérateur	d'expression	(en	anglais	generate	г	expression).	Les	générateurs	d’expression	sont	aux	itérateurs	ce	que	les	listes	par	compréhensions	sont	aux	listes.	»	>	(i**2	fo	r	i	in	#	générateur	d'expression	range(10))	Par	exemple,	on	peut	programmer	la	méthode	naïve	d’évaluation	d’un	polynôme	avec	un	générateur	d’expression
:	def	e	v	a	lu	a	t	io	n	_	n	a	ïv	e	(	p	,	x	)	:	r	e	t	u	r	n	sum(c	*	x	*	*	i	f	o	r	i	,	c	in	enumerate(p))	Les	générateurs	d’expression	nous	fournissent	un	moyen	très	efficace	de	calculer	le	produit	scalaire	de	deux	vecteurs	représentés	par	des	listes	:	■a	O	c	=3	Q	Ю	tH	O	(N	03	>.	CL	O	»	>	sum(x	*	y	f	o	r	X,	y	in	zip	(u,	v))	#	p	r	o	d	u	i	t	s	c	a	l	a	i	r	e	de	и	e	t	v	Enfin
signalons	les	primitives	a	i	l	et	any	qui	prennent	en	argument	un	objet	itérable	:	la	pre​	mière	renvoie	True	si	tous	les	éléments	de	l’itérable	sont	vrais	et	la	seconde	renvoie	True	si	au	moins	un	des	éléments	est	vrai.	Voici	une	fonction	qui	teste	si	les	éléments	d’une	liste	sont	triés	dans	l’ordre	croissant	:	def	e	s	t	_	t	r	i	e	e	(	l	i	s	t	e	)	:	r	e	t	u	r	n	a	l	l	(	x	y
in	z	ip	(	lis	t	e	,	lis	te	[l:]))	U	15	U	n	m	o	t	s	u	r	le	s	e	x	c	e	p	tio	n	s	Lorsqu’une	erreur	se	produit	dans	le	déroulement	d’un	programme	(par	exemple	une	divi​	sion	par	0),	l’interpréteur	stoppe	alors	l’exécution	du	programme	et	affiche	la	nature	de	l’er​	reur.	Les	types	d’erreurs	sont	classés	suivant	une	certaine	hiérarchie	consultable	ici	:	http:	/	/	d	o	e	s	.	
python.	
o	r	g	/p	y	3	k	/lib	r	a	r	y	/e	x	c	e	p	tio	n	s	.	html	www.biblio-scientifique.net	introduction	au	langage	Python	41	Il	est	possible	de	produire	une	erreur	personnalisée	dans	un	programme	grâce	à	l’instruction	r	a	ise	suivie	de	l’une	des	exceptions	intégrées	à	Python.	Supposons	par	exemple	que	l’on	souhaite	écrire	une	fonction	qui	renvoie	le	produit	sca​‐
laire	de	deux	vecteurs	si	les	deux	vecteurs	ont	même	taille,	et	lève	une	exception	dans	le	cas	contraire	:	d	o	tp	ro	d	,	p	y	def	dotprod(u,	v	)	:	i	f	l	e	n	(	u	)	!=	l	e	n	(	v	)	:	r	a	i	s	e	I	n	d	e	x	E	r	r	o	r	(	"	L	e	s	v	e	c	t	e	u	r	s	n	'	o	n	t	pas	l	a	même	t	a	i	l	l	e	!	"	)	r	e	t	u	r	n	s	um(	x*y	f	o	r	x	,	y	i	n	z	i	p	(	u	,	v	)	)	p	r	i	n	t	(	d	o	t	p	r	o	d	(	[	3	,	9	]	,	[	5	,	-	1	]	)	)	;	p	r	i	n	t	(	d	o
t	p	r	o	d	(	[	3	,	9,	0	]	,	[	5	,	-	1	]	)	)	T	r	a	c	e	b	a	c	k	(most	r	e	c	e	n	t	c	a	l	l	l	a	s	t	)	:	F	i	l	e	"	<	s	t	d	i	n	>	"	,	l	i	n	e	7	,	i	n	F	i	l	e	"	<	s	t	d	i	n	>	"	,	l	i	n	e	3	,	i	n	d	o	t	pr	o	d	I	n	d	e	x	E	r	r	o	r	:	Les	v	e	c	t	e	u	r	s	n	'	o	n	t	pas	l	a	même	t	a	i	l	l	e	!	Lorsqu’une	exception	est	interceptée,	le	programme	est	interrompu	et	l’interpréteur	remonte	en	sens	inverse	toutes	les
couches	du	code	précédemment	traversées.	
Pour	stopper	cette	re​	montée,	on	peut	utiliser	la	directive	t	r	y	.	
.	.	except.	En	effet,	si	au	cours	de	l’exécution	de	la	clause	try	une	erreur	est	interceptée,	alors	l’interpréteur	passe	à	l’exécution	de(s)	clause(s)	except	avant	de	continuer	le	programme	normalement.	Plus	précisément,	l’interpréteur	cher​	che	à	savoir	si	l’exception	interceptée	correspond	à	l’une	des	erreurs	listées	dans	les	clauses	except.	tr	y	:	X	=	a	+
1/a	except	Z	e	r	o	D	i	v	i	s	i	o	n	E	r	r	o	r	:	p	r	i	n	t	(	"	D	i	v	i	s	i	o	n	par	zéro	e	x	c	e	p	t	N	a	me	E	r	r	o	r	:	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	rs	l	CT	>•	CL	O	p	r	i	n	t	("La	v	a	r	i	a	b	l	e	else:	p	r	i	n	t	(x)	'a'	!")	n	'	e	s	t	pas	d	é	f	i	n	i	e	!")	Il	est	possible	d’utiliser	le	mot-clé	except	sans	préciser	le	type	d’exception	à	intercepter,	mais	cette	pratique	est	à	déconseiller	absolument.
En	effet,	il	se	pourrait	alors	qu’on	masque	ainsi	une	exception	qui	ne	corresponde	pas	à	celle	que	l’on	attendait,	ce	qui	pourrait	entraîner	une	erreur	inextricable.	Signalons	que	le	bloc	try	supporte	l’utilisation	d’un	bloc	e	ls	e	après	le	dernier	bloc	except	et	d’un	bloc	f	in	a	l	l	y	:	-	le	bloc	e	l	s	e	est	exécuté	si	aucune	exception	n’a	été	interceptée	dans	le
bloc	t	ry	;	-	le	bloc	f	in	a	l	l	y	est	exécuté	dans	tous	les	cas.	U	16	C	o	m	p	lé	m	e	n	ts	s	u	r	le	s	f	o	n	c	tio	n	s	Pour	définir	la	liste	des	paramètres	formels	d’une	fonction.	Python	offre	une	syntaxe	très	riche	qui	permet	d’économiser	souvent	l’inclusion	d’instructions	conditionnelles	au	sein	du	www.biblio-scientifique.net	42	Programmation	en	Python	pour
les	mathématiques	programme.	Tout	d’abord,	on	peut	préciser	des	valeurs	p	a	r	d	é	fa	u	t	pour	les	paramètres	formels	:	def	z	e	ta(p	,	N=100):	return	su	m	(l/i**p	p	rin	t(ze	ta	(2	))	fo	r	i	in	range(l,	#	p,	N	=	2	,	100	p	r	in	t	(	z	e	t	a	(	2	,	10**5))	p	rin	t(zeta(3))	N))	#	p,	N	=	2,	100000	#	p,	N	=	3,	100	11	est	également	possible	d’utiliser	des	p	aram	ètres	im
plicites,	ce	qui	permet	à	l’utilisateur	de	fournir	autant	de	paramètres	qu’il	souhaite.	L’interpréteur	place	alors	les	valeurs	des	para​	mètres	dans	un	dictionnaire	:	def	a	ffic	h	e	(	*	*	a	r	g	u	m	e	n	ts	)	:	fo	r	c	lé	,	v	a	le	u	r	in	arguments.	it	e	m	s	():	p	r	i	n	t	(	"arguments[	{}	]	=	{	}	"	.f	o	r	m	a	t	(	c	lé	,	valeur),	end='	■)	p	r	i	n	t	(	'	\	n	a	r	g	u	m	e	n	t	s	=	'	,	a	r	g
u	me	n	ts	)	a	f	f	i	c	h	e	(	a	r	g	l	=	'	m	o	t	l	'	,	a	r	g	2	=	'	1	0	'	,	x	=	2)	a	r	g	u	m	e	n	t	s	[	a	r	g	l	]	=	motl	;	a	rg	u	m	e	n	ts	[a	rg	2	]	=	10	;	argu	men	ts[x]	=	2	;	a	rg	u	me	n	ts	=	{	'	a	r	g	l	'	:	'	m	o	t	l	'	,	'	a	r	g	2	'	:	'	1	0	'	,	'	x	'	:	2	}	Enfin,	il	est	possible	d’utiliser	des	p	aram	ètres	arbitraires.	Ces	paramètres	sont	semblables	aux	paramètres	implicites	;	la	différence
tient	au	fait	qu’ils	ne	sont	pas	nommés.	L’interpréteur	les	place	dans	un	i-uplet.	def	p	r	o	d	u	i	t	(	*	f	a	c	t	e	u	r	s	)	:	P	=	1	f	o	r	i	i	n	f	a	c	t	e	u	r	s	:	p	*=	i	p	r	i	n	t	C	'	L	e	p	r	o	d	u	i	t	des	f	a	c	t	e	u	r	s	{	}	e	s	t	{	}	.	"	.	f	o	r	m	a	t	(	f	a	c	t	e	u	r	s	,	p	r	o	d	u	i	t	(	2	,	3	,	4	,	5)	Le	p	r	o	d	u	i	t	des	f	a	c	t	e	u	r	s	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	Гч]	(S)	ai	>•	CL	O	U	(2,	3,	4,	p)	)	5)	e	s
t	1	2	0	.	Lorsqu’on	combine	des	paramètres	avec	des	valeurs	par	défaut,	des	paramètres	implicites	et	arbitraires,	on	doit	respecter	scrupuleusement	l’ordre	suivant	:	def	fo	n	c	tio	n	(x	,	y,	z,	*args,	**keywords,	a	=	l,	b=2,	c=3)	Signalons	qu’il	est	possible	de	définir	des	fonctions	anonymes	à	l’aide	de	la	directive	lambda.	Voici	par	exemple	une	fonction
com	position	qui	prend	en	argument	deux	fonctions	/	et	g	et	qui	renvoie	\di	fo	n	c	tio	n	composée	/	о	g	:	def	c	o	m	p	o	s	it	io	n	(	f	,	g):	r	e	t	u	r	n	lambda	x	:	f	(	g	(	x	)	)	Terminons	cette	section	en	mentionnant	que	l’on	peut	munir	une	fonction	d’une	documen​	tation	appelée	en	anglais	«	d	o	cstrin	g	»	:	elle	doit	être	placée	à	la	ligne	qui	suit	le	mot-clé	def,	et
être	saisie	entre	triples	guillemets	anglais.	La	première	phrase	se	doit	d’expliquer	de	ma​	nière	concise	à	quoi	sert	la	fonction.	Pour	une	fonction	un	peu	développée,	on	peut	même	inclure	après	une	ligne	blanche	des	exemples	d’utilisation	qui	peuvent	ensuite	servir	de	tests	unitaires	18.	Un	test	unitaire	est	un	procédé	permettant	de	s’assurer	du
fonctionnement	correct	d’une	portion	d’un	pro​	gramme.	On	écrit	un	test	pour	confronter	une	réalisation	à	sa	spécification.	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	43	c	o	m	p	o	s	itio	n	,	p	y	def	c	o	m	p	o	s	it	io	n	(	f	,	g):	......	Renvoie	l	a	composée	de	deux	f	o	n	c	t	i	o	n	s	f	e	t	g.	»	>	from	math	i	m	p	o	r	t	s	i	n	,	cos	»	>	f	=	c	o	mp	o	s	i	t	i
o	n	(	c	o	s	,	s	i	n	)	»	>	g	=	c	o	m	p	o	s	i	t	i	o	n	(	s	i	n	,	cos)	»	>	[	f	(	x	)	-	g	(	x	)	f	o	r	X	i	n	range(0,	3	)	]	[	Q	.	1585290151921035,	0.15197148686933137,	1.018539435968748]	r	e	t	u	r	n	lambda	x:	if	name__	==	f(g(x))	.main__	import	doctest	d	o	c	te	s	t	.	testmod()	Pour	accéder	à	la	documentation	de	la	fonction,	on	utilise	help	:	»	>	he	lp	(com	posit	io	n)
Pour	lancer	les	tests,	on	exécute	le	script	avec	l’option	-	v	(mode	«	bavard	»)	:	$	pythonB	m	a	f	o	n	c	t	i	o	n	.	py	-	v	17	N	o	tio	n	s	s	u	r	le	s	c	la	s	s	e	s	En	Python,	tous	les	objets	manipulés	sont	des	objets	au	sens	de	la	p	ro	g	ra	m	m	a	tio	n	orientée	objet,	c’est-à-dire	des	entités	regroupant	:	-	des	données,	appelés	a	ttrib	u	ts	ou	variables	d	’in	sta	n	ce	de
l’objet	;	-	des	fonctions,	appelées	m	éth	o	d	es	de	l’objet.	
■a	O	c	ГЗ	û	Ю	tH	O	ГМ	XI	CTI	>Q.	O	U	Par	exemple,	les	entiers,	les	flottants,	les	listes,	les	i-uplets,	les	chaînes	de	caractères	sont	des	objets.	Parmi	les	attributs	d’un	objet	de	la	classe	liste,	on	peut	citer	ses	éléments;	parmi	ses	méthodes,	on	peut	citer	les	fonctions	append	(	),	extend	(	),	etc.	Seules	les	méthodes	sont	habilitées	à	manipuler	les
données	d’un	objet,	ce	que	l’on	traduit	en	disant	que	les	données	de	l’objet	sont	encapsulées	dans	l’objet.	Pour	connaître	la	liste	des	attributs	et	méthodes	d’un	objet,	on	invoque	la	primitive	d	i	r	avec	comme	argument	le	nom	de	l’objet.	Une	classe	est	une	description	donnant	naissance	à	différents	objets	disposant	tous	de	la	même	structure	de
données	et	des	mêmes	méthodes.	En	un	sens,	on	pourrait	dire	que	les	mots	«	classe	»	et	«	type	»	sont	synonymes.	À	côté	des	nombreuses	classes	définies	par	défaut	par	Python	(par	exemple	in	t,	f	lo	a	t	,	l	i	s	t	,	tu	p	le,	St	r,...),	il	est	possible	de	définir	de	nouvelles	classes.	Dans	cette	section,	nous	présen​	tons	quelques	ébauches	de	classes	pour
programmer	quelques	objets	mathématiques.	Nous	verrons	dans	les	chapitres	suivants	des	exemples	plus	développés	de	définition	de	classes.	Enfin	le	chapitre	6	donnera	un	exemple	de	projet	abouti	utilisant	de	manière	intensive	les	principes	de	la	programmation	orientée	objet.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les
mathématiques	44	Nous	allons	partir	d’un	exemple	concret,	à	savoir	la	notion	de	polynôme.	La	manière	la	plus	naturelle	de	représenter	un	polynôme	p	=	ao	+	a\X-\	—	+	est	d’utiliser	une	liste	conte​	nant	ses	coefficients	[ao,	Si	l’on	dispose	alors	de	deux	listes	p	l	et	p2	représentant	deux	polynômes,	on	souhaiterait	pouvoir	les	additionner	en	utilisant
l’opérateur	+.	Mais	en	l’état,	la	liste	renvoyée	serait	le	résultat	de	la	concaténation	des	deux	listes.	De	plus,	on	sou​	haiterait	pouvoir	afficher	le	polynôme	de	manière	conventionnelle.	C’est	ici	que	la	définition	d’une	classe	nous	permettra	de	définir	de	nouvelles	fonctions	(les	méthodes)	propres	aux	po​	lynômes.	Pour	créer	une	classe,	on	utilise	le	mot-
clé	c	la	s	s	:	c	la	s	s	Polynom	e(object):	Ensuite,	il	faut	définir	le	co	n	stru	cteu	r	de	la	classe,	c’est-à-dire	la	méthode	qui	nous	permettra	de	créer	(ou	d'instancier)	un	objet	de	la	classe	polynôme.	Le	constructeur	a	toujours	pour	n	o	m	__i	n	i	t	__(	)	et	prend	en	argument	au	moins	un	paramètre	appelé	s	e	l	f	.	Ce	paramètre	s	e	l	f	fera	toujours	référence	à
l’objet	instancié	(à	savoir	ici	un	polynôme).	P	o	ly	n	ô	m	e	s	.p	y	c	l	a	s	s	Polynôme(o	b	j	e	c	t	):	d	e	f	__i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	c	o	e	f	f	i	c	i	e	n	t	s	)	:	s	e	lf.c	o	e	ffs	=	co	e	ffic	ie	n	ts	Pour	créer	un	objet	de	la	classe	polynôme,	il	nous	suffira	alors	d’utiliser	la	syntaxe	suivante	:	»	>	P	=	Polynome([3,	-2,	1])	#	r	e	pr	é	s	e	n	t	e	l	e	polynôme	3-2.X+X'^2	On	va	munir	à
présent	les	objets	Polynôme	d’une	méthode	renvoyant	le	degré	du	polynôme	:	P	o	ly	n	ô	m	e	s	,	p	y	def	d	e	g	(	s	e	l	f	):	n	=	l	e	n	(	s	e	l	f	.	coeffs)	f	o	r	i	,	c	i	n	e	n	u	m	e	r	a	t	e	!r	e	v	e	r	s	e	d	!s	e	l	f	.	c	o	e	f	f	s	)	):	i	f	c	!	=	0:	return	n	-	l	-	i	return	-	1	TJ	O	c	rj	û	O	rs]	(S)	ai	>•	CL	O	U	Pour	appliquer	cette	méthode	à	un	polynôme,	on	préfixera	le	nom	de	l’objet
au	nom	de	la	méthode	:	»	>	P	.	deg	(	)	On	souhaiterait	à	présent	définir	l’addition	de	deux	polynômes.	Une	première	façon	de	faire	consisterait	à	définir	une	méthode	a	j	o	u	te	!	).	Pour	ajouter	deux	polynômes,	on	écrirait	alors	p	l	.	aj	oute	(	p2	).	
L’idéal	serait	de	pouvoir	écrire	plus	simplement	pl+p2.	Pour	cela,	on	va	re​	définir	(ou	plus	exactement	surcharger)	la	m	éthode__add__définie	par	défaut	à	chaque	défi​	nition	de	classe	(mais	dont	la	définition	par	défaut	ne	rend	pas	cette	méthode	opérationnelle	en	général).	P	o	ly	n	ô	m	e	s	,	p	y	d	e	f	__add__	(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	i	f	s	e	lf	.d	e	g	O	<	o	th	e
r	.deg():	s	e	l	f	,	other	=	other,	s	e	l	f	tmp	=	o	t	h	e	r	.	
c	o	e	f	f	s	+	[	0	]	*	(	s	e	l	f	.	de	g(	)	-	o	t	h	e	r	.	d	e	g	O	)	r	e	t	u	r	n	Poly	nôme![x+y	f	o	r	x,	y	in	z	ip	(s	e	lf.c	o	e	ffs	,	www.biblio-scientifique.net	tmp)])	Introduction	au	langage	Python	45	Ainsi,	les	deux	syntaxes	suivantes	seront	possibles	:	»	>	p	i	+	p2	#	équivaut	à	p	l	___	add__	(p2)	<	P	o	l	y	n	o	m	e	s	.	Polynôme	o	b	j	e	c	t	a	t	0	x	b	7	2	6	1	e	5	c	>	Le	résultat
semble	décevant	et	ce,	même	si	on	utilise	la	syntaxe	print	(pl+p2).	En	fait,	au	moment	de	la	définition	de	la	classe	chaque	objet	possède	par	défaut	non	seulement	une	m	éthode__add__	(	),	mais	aussi	une	m	éthode__	s	t	r__	(	)	qui	est	à	surcharger	par	la	suite	pour	personnaliser	le	type	d’affichage	d’un	objet	de	la	classe,	ce	que	nous	pourrions	faire	ainsi
:	P	o	ly	n	ô	m	e	s	,	p	y	def	str_m	onom	e(self,	i	,	coeffs	=	in	d	et	=	(	return	'	c):	format(c)	i	f	.	f	o	r	ma	t	(	i	)	c	>=	0	e	l	s	e	if	i	>	1	e	l	s	e	(	'	.	X	'	i	f	i	==	1	e	l	s	e	jo	in	(	[	c	o	e	f	f	s	,	in	d	et])	'	(	{	}	)	'	.	f	o	r	ma	t	(	c	)	''))	d	e	f	__s	t	r	__	(	s	e	l	f	)	:	c	h	a	i	n	e	=	'	+	'	.	j	o	i	n	(	s	e	l	f	.	s	t	r	_	m	o	n	o	m	e	(	i	,	c)	for	i	,	c	in	enum	erate(self.coeffs)	c	h	a	i	n	e	=	c	h	a	i	n	e	.	r
e	p	l	a	c	e	]	'	1	.	'	,	'	')	r	e	t	u	r	n	c	h	a	i	n	e	i	f	c	h	a	i	n	e	!	=	'	'	e	l	s	e	'O'	if	c	!	=0)	Pour	améliorer	l’affichage	d’un	polynôme,	on	a	défini	une	fonction	s	t	r_monome	(	)	qui	affiche	un	monôme	(par	exemple,	sous	la	forme	(	-	2	).	X^^3)	en	rajoutant	des	parenthèses	autour	des	coefficients	négatifs.	Bien	que	cette	fonction	n’utilise	pas	le	paramètre	s	e	l	f	,	il
est	impératif	que	ce	paramètre	figure	(et	figure	en	premier)	dans	la	liste	des	paramètres	formels	de	la	fonc​	tion	s	t	r_monome	(	).	C’est	ce	qui	permettra	d’appeler	cette	fonction	dans	une	autre	méthode	de	la	classe,	à	savoir	ici,	la	m	éthode__s	t	r__(	).	>	»	TJ	O	c	rj	Q	tH	O	p	r	i	n	t	(Polynôme]	[	3	,	1]))	#	r	é	p	.	;	3	+	(	-	2	)	.	X	+	X'"2	De	même,	on	pourrait
programmer	l’évaluation	d’un	polynôme	en	un	point	(en	suivant	la	méthode	de	H	orner)	:	P	o	ly	n	ô	m	e	s	,	p	y	d	e	f	__c	a	l	l	__	(	s	e	l	f	,	x):	somme	=	0	fNJ	for	c	in	re	v	e	rse	d	(se	lf.	c	o	e	ffs	):	somme	=	c	+	x*somme	r	e	t	u	r	n	somme	©	OJ	‘s_	>.	CL	O	-2,	Pour	l’évaluation,	on	utiliserait	alors	la	syntaxe	:	U	»	>	P(1.2)	#	é	q	u	i	v	a	l	e	n	t	e	à	p	___	c	a	l	l	__	(
1	.	2	)	Le	produit	pourrait	se	programmer	en	définissant	au	préalable	une	fonction	qui	calcule	le	produit	d’un	polynôme	par	un	monôme	de	la	forme	cX}	:	19.	La	liste	des	méthodes	fournies	par	défaut	au	moment	de	la	définition	d’une	classe	se	trouve	ici	:	http	:	//d	o	e	s.	python.org/py3k/reference/datam	odel.	html	www.biblio-scientifique.net
Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	46	P	o	ly	n	ô	m	e	s	,	p	y	def	mul_monome(self,	i	,	c):	r	e	t	u	r	n	P	o	l	y	n	ô	m	e	(	[	0	]	*	i	+	[c	*	x	f	o	r	X	i	n	s	e	l	f	.	c	o	e	f	f	s	]	d	e	f	__mul__	(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	tmp	=	P	o	l	y	n	o	m	e	(	[	0	]	)	for	i	,	c	in	enum	erate(other.coeffs):	tmp	+=	s	e	l	f	.	
m	u	l	_	m	o	n	o	m	e	(	i	,	r	e	t	u	r	n	tmp	c)	L’encapsulation	représente	un	intérêt	certain	de	la	notion	de	classe,	mais	ce	n’est	pas	le	seul.	Le	principal	avantage	de	la	notion	de	classe,	est	que	l’on	peut	définir	des	classes	dérivées	d’une	classe	qui	hériteront	des	méthodes	de	la	classe	parente.	Ceci	permet	d’éviter	de	répéter	des	portions	de	code
semblables.	Pour	définir	une	classe	dérivée	d’une	classe	parente,	on	utilise	la	syntaxe	:	cla	ss	D	érivée(Parente):	Considérons	un	exemple.	Pour	représenter	une	fraction	rationnelle,	on	pourrait	définir	une	classe	à	partir	de	rien	et	programmer	des	méthodes	similaires	à	celles	définies	pour	les	po​	lynômes.	Mais	il	est	bien	plus	avantageux	de	se	servir
des	méthodes	programmées	dans	la	classe	des	polynômes	pour	les	utiliser	au	sein	de	la	classe	des	fractions	rationnelles.	
Nous	allons	donc	définir	la	classe	des	fractions	rationnelles	en	la	faisant	dériver	de	la	classe	des	polynômes.	P	o	ly	n	ô	m	e	s	,	p	y	c	la	s	s	FracRationnelle(Polynom	e):	d	e	f	__i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	n	u	m	é	r	a	t	e	u	r	,	dénom	in	ateur):	s	e	lf	.n	u	m	e	r	=	numérateur	se	lf.de	no	m	=	dénominateur	def	d	e	g	(	s	e	l	f	):	return	se	lf.n	u	m	e	r.d	e	g	()	-	self.denom
.deg()	TJ	O	c	rj	û	«tJH	D	O	CM	ai	>•	CL	O	d	e	f	__c	a	l	l	__	(	s	e	l	f	,	x)	:	r	e	t	u	r	n	s	e	l	f	.	n	u	m	e	r	___c	a	l	l	__	(x)	/	def	str	return	s	e	l	f	.	
d	e	n	o	m	___	c	a	l	l	__	(x)	(se	lf):	("({})	/	(	{	}	)	"	.form	at(self.num	er,	self.denom))	d	e	f	__add__	(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	numer	=	s	e	l	f	.	n	u	m	e	r	*	o	t	h	e	r	.	denom	+	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	*	o	t	h	e	r	.	numer	denom	=	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	*	o	t	h	e	r	.	denom	r	e	t	u	r	n	F	r	a	c	R	a	t	i	o	n	n	e	l	l	e	(	n	u	m	e	r	,	denom)	U	def	mul	(	s	e	lf	,	other):	numer	=	s	e	l	f	.	n	u	m	e	r	*
o	t	h	e	r	.	numer	denom	=	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	*	o	t	h	e	r	.	denom	r	e	t	u	r	n	F	r	a	c	R	a	t	i	o	n	n	e	l	l	e	(	n	u	m	e	r	,	denom)	Voici	quelques	exemples	d’utilisation	de	cette	classe	:	www.biblio-scientifique.net	Introduction	au	langage	Python	p	l	,	p2,	p3	=	P	o	l	y	n	ô	m	e	(	[	1	]	)	,	P	o	l	y	n	o	m	e	(	[	-	1	,	1	]	)	,	P	o	l	y	n	o	m	e	(	[	l	,	r	i	,	r	2	=	F	r	a	c	R	a	t	i	o	n	n	e	l	l	e
(	p	l	,	p	2	)	,	F	r	a	c	R	a	t	i	o	n	n	e	l	l	e	(	p	l	,	p3)	p	r	i	n	t	(	r	i	,	r	2	,	r	i	+	r	2	,	r	i	*	r	2	,	s	e	p	=	'	;	')	47	1])	p	rin	t(rl(-1.3	))	On	pourrait	encore	améliorer	la	définition	de	notre	classe	de	fractions	rationnelles,	en	définis​	sant	une	classe	de	rationnels	;	puis	en	faisant	hériter	la	classe	des	fractions	rationnelles	non	seulement	de	la	classe	des	polynômes,	mais
aussi	de	la	classe	des	rationnels.	On	parle	dans	ce	cas	d’héritage	multiple.	P	o	ly	n	ô	m	e	s	.p	y	class	R	atio	nn	el(o	b	ject):	def	in	it	(	s	e	l	f	,	num,	d	e	n	)	:	s	e	l	f	.	n	u	m	e	r	=	num	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	=	den	d	e	f	__s	t	r	___	(	s	e	l	f	)	:	return	(	"({	}	)	/	(	{	}	)	"	.form	at(self.num	er,	self.denom))	d	e	f	__add___	(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	denom	=	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	*	o	t	h
e	r	.	denom	numer	=	s	e	l	f	.	n	u	m	e	r	*	o	t	h	e	r	.	denom	+	o	t	h	e	r	.	numer	*	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	r	e	t	u	r	n	R	a	t	i	o	n	n	e	l	(	n	u	m	e	r	,	denom)	d	e	f	__mul___(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	numer	=	s	e	l	f	.	n	u	m	e	r	*	o	t	h	e	r	.	numer	denom	=	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	*	o	t	h	e	r	.	denom	r	e	t	u	r	n	R	a	t	i	o	n	n	e	l	(	n	u	m	e	r	,	denom)	c	l	a	s	s	F	r	a	c	R	a	t	i	o	n	n	e	l	l	e	(	R	a	t	i	o
n	n	e	l	,	Polynôme):	def	in	it	(	s	e	l	f	,	numérateur,	dénom	in	ateur):	s	e	lf	.n	u	m	e	r	=	numérateur	se	lf.de	no	m	=	dénominateur	TJ	O	c	rj	û	«tJH	D	O	(N	x:	DJ	>O	Q.	U	d	e	f	d	e	g	(	s	e	l	f	):	return	se	lf.n	u	m	e	r.d	e	g	()	-	self.denom	.deg()	d	e	f	__c	a	l	l	___	(	s	e	l	f	,	x	)	:	r	e	t	u	r	n	s	e	l	f	.	
n	u	m	e	r	___c	a	l	l	__	(x)	/	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	—	c	a	l	l	—	(x)	d	e	f	__add___(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	tmp	=	(	R	a	t	i	o	n	n	e	l	(	s	e	l	f	.	numer,	s	e	l	f	.	d	e	n	o	m	)	+	R	a	t	i	o	n	n	e	l	(	o	t	h	e	r	.	numer,	o	t	h	e	r	.	denom)	)	r	e	t	u	r	n	F	r	a	c	R	a	t	i	o	n	n	e	l	l	e	(	t	m	p	.	n	u	m	e	r	,	tmp.denom)	d	e	f	__mul___(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	tmp	=	(	R	a	t	i	o	n	n	e	l	(	s	e	l	f	.	n	u	m	e	r	,	s	e	l
f	.	d	e	n	o	m	)	*	R	a	t	i	o	n	n	e	l	(	o	t	h	e	r	.	n	u	m	e	r	,	o	t	h	e	r	.	denom)	)	r	e	t	u	r	n	F	r	a	c	R	a	t	i	o	n	n	e	l	l	e	(	t	m	p	.	n	u	m	e	r	,	tmp.denom)	www.biblio-scientifique.net	48	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	On	rem	arque	dans	ce	cas	q	u	’il	est	inutile	de	redéfinir	u	n	e	m	é	th	o	d	e	__s	t	r__	{)	p	o	u	r	la	classe	F	racRationnelle,	et	que
l’écriture	des	m	é	th	o	d	e	s	__add__	{)	e	t	__	mul__	{)	se	trouve	sim	pli​	fiée.	
Ces	program	m	ations	de	classes	de	polynôm	es,	de	nom	bres	rationnels	et	de	fractions	ra	tio	n	​	nelles	ne	sont	que	des	esquisses	et	sont	loin	d	’être	achevées.	Le	b	u	t	dans	cette	section	était	sim	plem	ent	d	’illustrer	les	notions	de	classe,	de	m	éthode,	de	surcharge	des	opérateurs,	d	’h	é	ri​	tage.	Le	chapitre	6	présen	tera	des	classes	p	lein	em	en	t
opérationnelles	p	o	u	r	les	polynôm	es,	les	rationnels	et	les	fractions	rationnelles.	
Avant	cela,	d	’autres	exem	ples	de	leur	utilisation	seront	abordés.	C’est	au	fil	des	exem	ples	que	leur	m	an	ip	u	latio	n	deviendra	de	plus	en	plus	naturelle.	En	guise	de	conclusion,	rassem	blons	quelques	rem	arques	au	vu	des	m	éthodes	program	m	ées	p	récédem	m	ent.	-	Le	param	ètre	s	e	l	f	représente	un	e	instance	quelconque	(c’est-à-dire	u	n	objet)
de	la	classe.	c	la	s	s	Polynome:	def	__	i	n	i	t	__	P	(	s	e	l	f	,	c	o	e	ffic	ie	n	ts	)	=	Polynome	([3,	-2,	1])	-	Le	param	ètre	s	e	l	f	est	toujours	le	prem	ier	p	aram	ètre	form	el	d	’u	n	e	m	éthode	(de	la	classe)	au	m	o	m	en	t	de	sa	définition.	
En	revanche,	il	n	’ap	p	araît	plus	dans	la	liste	des	param	ètres	d	’une	m	éth	o	d	e	(de	la	classe)	au	m	o	m	en	t	de	son	appel.	
En	effet,	il	est	alors	préfixé	au	n	o	m	de	la	m	éthode	appelée.	
■a	O	c	D	Û	O	Pour	accéder	à	u	n	e	autre	m	éthod	e	ou	à	u	n	attrib	u	t	à	l’in	térieu	r	d	’u	n	e	m	éth	o	d	e	de	la	classe,	il	faut	toujours	préfixer	le	n	o	m	du	p	aram	ètre	s	e	l	f	au	no	m	de	la	m	éthode.	Гч]	(S)	ai	>•	CL	O	U	def	monome	(	s	e	lf	def	__	s	t	r	___	(	s	e	lf	chaine	=	'	+	jo	in	(	s	e	l	f	.	monome	(	i	,	c))	www.biblio-scientifique.net	introduction	au	langage
Python	18	49	E	x	e	r	c	i	c	e	s	d	’e	n	t	r	a	î	n	e	m	e	n	t	Les	corrigés	sont	disponibles	sur	le	site	dunod.com	à	partir	de	la	page	d'accueil	de	l’ouvrage.	
Exercice	12.	D	onner	au	m	oins	trois	façons	d	’écrire	u	n	e	fonction	p	e	rm	e	tta	n	t	de	tester	si	u	n	e	chaîne	de	caractères	est	un	palindrom	e.	Exercice	13.	
La	constante	de	C	ham	pernow	ne	est	u	n	no	m	bre	réel	de	partie	entière	nulle	et	d	o	n	t	le	dévelop​	p	e	m	en	t	décim	al	est	ob	ten	u	en	écrivant	les	uns	à	la	suite	des	autres	tous	les	entiers	naturels	:	0	.1	2	3	4	5	6	7	8	9	1	0	1	1	1	2	1	3	1	4	1	5	1	6	1	7	1	8	1	9	2	0	2	1	2	2	2	3	2	4	2	5	2	6	2	7	2	8	2	9	3	0	...	Il	a	été	dém	ontré	que	ce	nom	bre	est	tran	scen	d	an	t,
norm	al	et	universel.	
Écrire	une	procédure	qui	renvoie	les	n	prem	ières	décim	ales	de	ce	nom	bre.	Exercice	14.	a)	On	note	le	nom	bre	de	chiffres	qui	in	terv	ien	n	en	t	dans	l’écriture	décim	ale	de	l’e	n	​	tier	n.	
Afficher	les	8	prem	ières	valeurs	de	la	som	m	e	partielle	de	la	série	L	„>i	b)	Si	n	e	N*	ne	co	ntient	pas	de	9	dans	son	écriture	en	base	10,	on	pose	Un	=	sinon	on	pose	Un	=	0.	
D	onner	une	fonction	qui	approche	les	som	m	es	partielles	de	la	série	X/i>l	Un-	Solution.	d)	On	p	e	u	t	par	exem	ple	utiliser	la	prim	itive	s	t	r	p	o	u	r	convertir	u	n	entier	en	chaîne	de	carac​	tères,	puis	en	calculer	la	longueur.	def	s(n	)	:	re	tu	rn	s	u	m	(	le	n	(	s	t	r	(	k	)	)	/(	k	*	(	k	+	l)	)	f	o	r	k	in	fo	r	■a	O	c	D	Û	«y—	JD	A	O	CM	(y)	xz	CTI	>Q.	
O	0	.9	,	r	a	n	g	e	(	l,	n))	i	i	n	r	a	n	g	e	d	,	8)	:	p	r	i	n	t	(s(10**i),	end=',	')	1	.0	8	,	1	.1	0	7	,	1	.1	1	0	6	,	1	.1	1	1	0	5	,	1	.1	1	1	1	0	4	,	1	.1	1	1	1	1	0	3	,	On	conjecture	donc	que	la	série	converge	et	que	sa	som	m	e	vaut	par	une	som	m	ation	par	paquets.	b)	M	êm	e	principe	:	ce	qui	p	e	u	t	se	d	ém	o	n	trer	def	s	(	n	)	:	r	e	t	u	r	n	s	u	m	(	l/k	*	*	2	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(
l,	n)	i	f	'9	'	not	in	str(k	))	On	conjecture	donc	que	la	série	converge	et	que	sa	som	m	e	est	p	roche	de	1.6239249	U	Exercice	15.	(Approximation	de	la	fonction	cosinus)	En	utilisant	l’inégalité	de	Taylor-Lagrange	appliquée	à	la	fonction	cosinus,	à	l’ordre	2n,	on	p	eu	t	m	o	n	trer	que	V	jc	e	lR	V	/	ie	co	sx	-	(-1	)	A:	^	2k	{2k)\	www.biblio-scientifique.net	\x
\2n+\	{2n	+	l)\	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	50	Écrire	un	e	procédure	c	o	s	in	u	s	(	x	,	e	p	s	il	o	n	)	qui	pren	d	en	argum	ent	u	n	nom	bre	x	et	u	n	e	p	ré	​	cision	e	p	s	ilo	n	,	et	qui	renvoie	la	valeur	ap	prochée	du	cosinus	d	e	x	à	e	p	s	i	l	o	n	près.	On	rem	arquera	q	u	’il	est	inutile	d	’utiliser	u	n	e	fonction	factorielle.	À	titre	de
vérification,	voici	ce	que	doit	d	o	n	n	er	le	calcul	de	cos(l)	:	p	rin	t(c	o	sin	u	s(l,	le-14))	#	r	é	p	.:	0.5403023058681398	Exercice	16.	
(Triplets	pythagoriciens)	On	appelle	triplet	pythagoricien	u	n	triplet	d	’entiers	naturels	(x,	y,	z)	n	o	n	nuis	vérifiant	la	rela​	tion	X^-	+y'^	=	z^,	a)	Écrire	u	n	e	fonction	qui	p	ren	d	en	arg	u	m	en	t	u	n	en	tier	n	et	qui	renvoie	la	liste	(sans	d	o	u	​	blon)	des	tous	les	triplets	pythagoriciens	d	o	n	t	les	com	posantes	sont	strictem	ent	infé​	rieures	à	n.	b)	C	om	bien
y	a-t-il	de	triplets	pythagoriciens	ju	sq	u	’à	100	?	Exercice	17.	C	hercher	dans	la	docu	m	en	tatio	n	de	Python	l’utilité	de	la	fonction	jo	in	.	À	l’aide	de	cette	fonction,	créer	des	chaînes	de	caractères	de	longueur	arbitraire.	C	om	m	ent	afficher	les	égalités	suivantes	p	o	rta	n	t	sur	la	som	m	e	des	carrés	des	prem	iers	entiers	?	1^2	1^2	l'^2	1^2	1^2	1^2
1^2	1^2	l'"2	TJ	O	c	rj	û	'i—	H	O	(N	XI	OJ	>.	CL	O	U	=	+	+	+	+	+	+	+	+	+	+	1	2''2	2^2	2^2	2-2	2-2	2-2	2-2	2-2	2-2	2-2	=	+	+	+	+	+	+	+	+	+	5	3'"2	3^2	3^2	3^2	3^"2	3'^2	3'^2	3^"2	3^2	14	4	2	4-2	4-2	4-2	4-2	4-2	4-2	4-2	30	S'^2	5^2	5^2	5^2	5-2	5^2	5-2	55	6	2	6^2	6^2	6^2	6^2	6''2	91	7^2	7^2	7^2	7-2	l''2	140	8'^2	S'^2	S'^2	8^2	204	9'"2	9-2
9-2	285	10^^2	=	385	10^2	+	11^2	=	506	Exercice	18.	(Nom	bres	parfaits)	Un	nom	bre	est	dit	parfait	lorsque	il	est	égal	à	la	som	m	e	de	ses	diviseurs	propres.	Un	diviseur	propre	est	u	n	diviseur	autre	que	le	nom	bre	lui-m	êm	e.	Le	prem	ier	n	o	m	bre	parfait	est	6.	En	effet	1,	2	et	3	sont	les	diviseurs	propres	d	e	6	e	t6	=	l-	i-	2	-	i-	3	.	a)	Écrire	u	n	e
fonction	booléenne	p	a	r	f	a	i	t	(	n	)	qui	teste	si	u	n	en	tier	est	parfait.	b)	Écrire	u	n	e	fonction	l	i	s	t	e	_	p	a	r	f	a	i	t	s	(	n	)	qui	renvoie	la	liste	des	nom	bres	parfaits	stric​	tem	en	t	inférieurs	n.	Quels	sont	les	nom	bres	parfaits	inférieurs	à	10	000	?	c)	Écrire	une	fonction	somme	(	n	)	qui,	si	n	est	u	n	n	o	m	bre	parfait,	affiche	l’égalité	justifiant	cette	propriété.
Par	exemple,	somme(6)	devra	afficher	6	=	1	+	2	+	3.	Exercice	19.	(Crible	d	’Ératosthène)	Écrire	u	n	e	fonction	récursive	c	r	i	b	l	e	(	l	i	s	t	e	)	qui	pren	d	en	arg	u	m	an	t	u	n	e	liste	et	y	élim	ine	récursivem	ent	tous	les	m	ultiples	de	ses	élém	ents	en	p	arco	u	ran	t	la	liste	de	gauche	à	droite.	A	ppeler	la	fonction	c	r	i	b	l	e	(	ra	n	g	e	(	2	,	n)	)	p	o	u	r	o	b	ten	ir
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fichier	est	appelé	u	n	m	odule.	On	d	o	n	n	e	générale​	m	ent	à	son	no	m	l’extension	«	.	py	».	Supposons	que	l’on	écrive	une	fonction	p	o	u	r	afficher	u	n	e	liste	assez	longue	en	alignant	les	élém	ents	de	la	liste	les	uns	au-dessus	des	autres	Une	fois	la	fonction	écrite,	on	la	place	dans	u	n	fichier	com	m	e	ci-dessous	:	L	p	r	in	t	.	p	y	U	Module	p	ou	r	a	f	f	i	c	h	e
r	une	l	i	s	t	e	longue.	Il	11	II	d	e	f	I	p	r	i	n	t	(	l	i	s	t	e	,	la	r	g	e	u	r	,	n	=	le	n	(	lis	t	e	)	fo	rm	e	):	1.	Noter	q	u’une	fonction	sem	blable	est	fournie	avec	le	m	odule	p	p	r	in	t	de	la	lib	rairie	standard	:	h	t	t	p	:/	/	d	o	c	s	.	p	y	th	o	n	.	o	r	g	/	p	y	3	k	/	lib	r	a	r	y	/	p	p	r	in	t	.	html	www.biblio-scientifique.net	52	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	li	g	n	e
s	=	i	n	t	(	n	/	la	r	g	e	u	r	)	p	r	i	n	t	(	•	[	■	,	e	n	d	=	'	')	fo	r	i	in	ra	n	g	e	(n	):	s	=	'	{	:	'	+	form	e	+	'	}	'	i	f	i	!=	n	-	1	:	p	r	in	t	(	s	.f	o	r	m	a	t	(l	i	s	t	e	[	i	]	)	,	e	n	d	=	',	'	)	e	ls	e	:	if	i	p	r	in	t	(	s	.	f	o	r	m	a	t	(	l	is	t	e	[	i]	)	,	end='	]	')	!=	0	and	i	%	la	r	g	e	u	r	==	la	r	g	e	u	r	-	1	:	p	r	in	t	(	'	',	e	n	d	=	'	')	p	r	i	n	t	()	La	directive	impo	r	t	p	erm	et	alors	de	charger	le	co	n	ten	u
du	m	odule	de	la	m	anière	suivante	:	>	»	>	»	from	L	p	r	in	t	im	p	o	rt	*	#	i	m	p	o	r	t	e	TOUS	l	e	s	éléments	d	'	u	n	module	l	i	s	t	e	=	l	i	s	t	{	r	a	n	g	e	(3	0	)	)	»	>	lp	r	in	t	(	lis	t	e	,	[	0,	1,	2,	3,	12	,	13	,	14	,	15	,	24,	25,	26,	2	7	,	12,	4,	16	,	'3	d	')	5,	6,	17	,	18	,	7,	19	,	8,	9,	10	,	20,	2	1	,	2	2	,	11,	23,	2	8	,	29	]	Au	m	o	m	en	t	de	la	prem	ière	im	portation	du	m	odule
L	p	r	i	n	t	.	py,	l’in	terp	réteu	r	génère	un	fi​	chier	L	p	r	in	t.	pyc	qui	optim	ise	ensuite	sa	m	ise	en	œuvre.	Si	Гоп	ne	souhaite	pas	encom	brer	l’espace	des	nom	s	en	im	p	o	rtan	t	u	n	m	odule,	il	est	recom	​	m	andé	de	l’im	porter	sans	utiliser	le	m	ot-clé	f	rom	:	dans	ce	cas,	p	o	u	r	appeler	une	fonction	du	m	odule	im	porté,	il	suffira	de	faire	précéd	er	le	no	m
de	la	fonction	du	nom	du	m	odule	en	accolant	les	deux	p	ar	un	point.	»	>	im	p	o	rt	L	p	r	in	t	»	>	»	>	l	i	s	t	e	=	l	i	s	t	(	r	a	n	g	e	(50	)	)	L	p	r	in	t	.lp	r	in	t	(	lis	t	e	,	12	,	'3	d	')	D	ans	ce	cas,	l’utilisation	d	’u	n	alias	plus	court	à	ta	p	er	p	eu	t	se	révéler	avantageuse	:	XJ	O	c	D	Û	O	Гч]	©	xz	CTI	>Q.	O	U	»	>	»	>	im	p	o	rt	L	p	r	in	t	a	s	I	p	l	i	s	t	e	=	l	i	s	t	(	r	a	n	g	e
(50	)	)	»	>	Ip	.	lp	r	in	t	(	lis	t	e	,	12	,	'3	d	')	Pour	finir,	m	en	tio	n	n	o	n	s	deux	astuces	co	n	cern	an	t	l’écriture	de	m	odules.	Lorsqu’on	m	et	au	p	o	int	u	n	m	odule,	il	est	intéressant	d	’y	inclure	des	tests	p	o	u	r	en	vérifier	son	bon	fo	n	ctio	n	n	e​	m	ent.	L’em	barras,	c’est	q	u	’au	m	o	m	en	t	de	l’im	p	o	rtatio	n	du	m	odule,	ces	tests	seront	égale​	m	e	n	t
effectués,	ce	qui	n’est	pas	souhaitable	en	général.	Il	suffit	alors	de	faire	précéder	les	tests	de	l’instruction	i	f	__name__	==	"___	main__"	:.	Par	exem	ple	dans	le	m	odule	précédent,	on	p	ourrait	ajouter	en	fin	de	m	odule	les	lignes	suivantes	:	L	p	r	in	t.	p	y	i	f	__name__	==	"___	m	ain__	l	=	l	i	s	t	(	ra	n	g	e	(10	0	))	p	r	in	t	(	l)	l	p	r	i	n	t	(	l	,	1	2	,	'3	d	')	Un
problèm	e	se	présente	lorsqu’on	a	écrit	u	n	m	odule	que	l’on	souhaite	utiliser	dans	des	ré	​	pertoires	autres	sans	avoir	à	le	copier	en	plusieurs	endroits.	En	effet,	si	l’on	im	porte	u	n	m	odule	www.biblio-scientifique.net	Modules	53	personnel	qui	n’est	pas	dans	le	répertoire	où	se	trouve	le	fichier	à	exécuter,	u	n	m	essage	d	’er​	reur	est	renvoyé	disant	que
ce	m	odule	est	inconnu.	D	ans	ce	cas,	le	plus	sim	ple	est	de	m	odifier	la	variable	sys	.	
path	qui	c	o	n	tient	la	liste	des	chem	ins	où	l’in	terp	réteu	r	recherche	les	m	odules,	en	écrivant	au	d	éb	u	t	du	fichier	dans	lequel	on	souhaite	im	p	o	rter	le	m	odule	:	im	p	o	rt	s	y	s	s	y	s	.	p	a	t	h	.	a	p	p	e	n	d	(	'	/h	o	m	e	/u	s	e	r	/p	r	o	g	r	a	m	m	a	t	io	n	/p	y	t	h	o	n	/m	e	s	_	m	o	d	u	le	s	/')	2	Q	u	e	lq	u	e	s	m	o	d	u	le	s	«	B	a	tte	r	ie	s	in	c	lu	d	e	d	»	Le	langage
Python	offre	par	défaut	u	n	e	bibliothèque	de	plus	de	deux	cents	m	odules	^	qui	évite	d	’avoir	à	réinventer	la	roue	dès	que	l’on	souhaite	écrire	u	n	program	m	e.	Ces	m	odules	couvrent	des	dom	aines	très	divers	:	m	ath	ém	atiq	u	es	(fonctions	m	ath	ém	atiq	u	es	usuelles,	calculs	sur	les	réels),	adm	inistration	système,	program	m	ation	réseau,	m	an	ip	u
latio	n	de	fichiers,	etc.	Nous	en	p	résenterons	ici	seulem	ent	quelques-uns,	à	savoir	ceux	d	o	n	t	n	ous	nous	servirons	dans	la	suite	de	notre	ouvrage.	2.1	Le	module	math	Le	m	odule	math	p	erm	et	d	’im	p	o	rter	les	fonctions	et	constantes	m	ath	ém	atiq	u	es	usuelles,	com	m	ande	Python	p	i,	e,	exp(x),	lo	g	(x	),	lo	g	(x,a)	pow(x,y),	f	lo	o	r	(	x	)	,	abs(x),	f	a	c	t
o	r	ia	l(	n	)	s	in	(	x	)	,	co	s(x	),	tan	(x	),	a	s	i	n	(	x	)	,	.	.	.	s	in	h	(x	),	cosh(x),	tanh(x),	a	s	i	n	h	(	x	)	,	.	.	.	co	n	stan	te	/	fonction	m	ath	ém	atiq	u	e	TT,	e=	exp(l),	exp(x),	ln(x),	log^(x)	x-^,	UJ,	Ul,	n\	fonctions	trigonom	étriques	fonctions	hyperboliques	C	om	m	e	m	e	n	tio	n	n	é	précédem	m	ent,	on	dispose	de	plusieurs	syntaxes	p	o	u	r	im	p	o	rter	u	n	m	o	​	dule	:
TJ	O	c	rj	Q	»	>	from	math	im	p	o	rt	*	»	>	co	s	(	p	i	/	4	.0	)	0	.7	0	7	1	0	6	7	8	1	1	8	6	5	4	7	5	7	»	>	im	p	o	rt	math	»	>	m	a	t	h	.c	o	s	(	m	a	t	h	.p	i	/	4	.0	)	0	.7	0	7	1	0	6	7	8	11	8	6	5	4	7	5	7	i-H	O	rs]	(S)	ai	>•	CL	O	U	2.2	Le	module	random	Le	m	odule	random	propose	diverses	fonctions	p	e	rm	e	tta	n	t	de	générer	des	nom	bres	(pseu​	do-)	aléatoires	qui	suivent
différentes	d	istributions	m	athém	atiques.	Il	apparaît	assez	difficile	d	’écrire	u	n	algorithm	e	qui	soit	réellem	ent	no	n	-d	éterm	in	iste	(c’està-dire	qui	produise	u	n	résultat	to	talem	en	t	im	prévisible).	Il	existe	cep	en	d	an	t	des	techniques	m	athém	atiques	p	e	rm	e	tta	n	t	de	sim	uler	plus	ou	m	oins	bien	l’effet	du	hasard.	Voici	quelques	fonctions	fournies
par	ce	m	odule	:	2.	La	liste	complète	des	m	odules	de	la	bibliothèque	standard	est	accessible	à	l’adresse	:	http	:	//d	o	e	s	.	python.	o	rg	/p	y	3	k	/lib	r	a	r	y	/in	d	e	x	.h	t	m	l.À	c	e	la	s’ajoute	les	16627	m	odules	développés	(à	ce	jour)	p	a	rla	com	m	unauté	P	y	​	thon	:	h	t	t	p	://p	y	p	i.p	y	t	h	o	n	.o	r	g	/p	y	p	i	www.biblio-scientifique.net	54	Programmation	en
Python	pour	les	mathématiques	random.randrangeip,	n,	h)	random.randint(a,	b)	random.choice(seq)	random.	random{)	random.uniform(a,	b)	choisit	un	entier	aléatoirem	ent	dans	range	(	p,	n,	h	)	choisit	un	entier	aléatoirem	ent	dans	\a,	h\	choisit	un	entier	aléatoirem	ent	dans	la	séquence	seq	renvoie	un	décim	al	aléatoire	dans	[0,1	[	choisit	u	n	décim
al	aléatoirem	ent	dans	[a,	h]	Exercice	20.	Les	m	éthodes	de	sim	ulation	de	M	o	n	t	e	-	C	a	r	l	o	p	e	rm	e	tte	n	t	de	calculer	u	n	e	va​	leur	num	ériq	u	e	en	utilisant	des	procédés	aléatoires.	Elles	so	n	t	particulièrem	ent	utilisées	po	u	r	calculer	des	intégrales	en	dim	ensions	plus	grandes	que	1	(en	particulier,	p	o	u	r	le	calcul	de	su	r​	faces	et	de	volum	es).	
Par	exemple,	le	calcul	approché	d	’une	intégrale	d	’une	fonction	à	1	variable	par	cette	m	éthode	repose	sur	l’approxim	ation	:	b	-a	«	/	n	J	a	i=	\	où	i	—*■Xi	désigne	u	n	e	variable	aléatoire	suivant	la	loi	uniform	e	sur	l’intervalle	[a,	b].	Écrire	u	n	e	fonction	renvoyant	une	approxim	ation	du	nom	bre	Tl	=	4	-	t^	d	t	e	n	u	t	ilis	a	n	t	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	M	o	n	t
e	-	C	a	r	l	o	.	Solution.	m	o	n	t	e	c	a	r	lo	.p	y	im	p	o	r	t	random,	math	d	e	f	m	o	n	t	e	c	a	r	lo	(	f	,	a	,	b	,	n	)	:	somme	=	0	f	o	r	i	in	ra	n	g	e	(n	):	TJ	O	c	rj	û	«tJHD	O	CM	(y)	XI	OJ	>O	CL	U	X	=	ran	d	o	m	.u	n	if	o	r	m	(	a	,	somme	+=	f	(	x	)	r	e	t	u	r	n	somme	*	(	b	-a	)	/	b)	n	def	f	(	x	)	:	re	tu	rn	m	a	t	h	.s	q	r	t	(	l	-	x**2)	p	r	in	t	(	'-'*	6	3	)	p	r	i	n	t	(	'	{	0	:	>	1	0	s	}	I	{	l	:
"	1	2	s	}	|	{	2	:'	"	1	4	s	}	|	{	3	:	^	1	5	s	}	|	'	.	f	o	r	m	a	t	(	'	n	'	,	'	a	p	p	r	o	x	im	a	t	io	n	',	'	e	r	r	e	u	r	a	b	s	o	lu	e	'	,	'	e	r	r	e	u	r	r	e	l	a	t	i	v	e	'	)	)	p	r	in	t	(	'-'*	6	3	)	f	o	r	i	in	ra	n	g	e	(0	,	n	=	I0	*	*	i	10	,	2):	a	p	p	ro	x	=	4	*	m	o	n	t	e	c	a	r	lo	(	f	,	0	,	e	r	r	e	u	r	=	m	a	t	h	.p	i	-	ap	p	ro	x	1,	n)	p	r	in	t	(	'{	0	:1	0	d	}	I	{	1	:	1	2	.1	0	f	}	|	{	2	:	.f	o	r	m	a	t	(	n	,	a	p	p	ro	x	,	e	r	r
e	u	r	,	1	4	.1	0	f	}	|	{	3	:	1	5	.	1	0	f	}	|'	a	b	s	(	e	r	r	e	u	r	/	m	a	t	h	.p	i)	)	)	p	r	in	t	(	'-'*	6	3	)	www.biblio-scientifique.net	55	Modules	n	I	a	p	p	r	o	x	im	a	t	io	n	1	100	10000	1000000	100000000	|	e	r	r	e	u	r	a	b	s	o	lu	e	|	e	rre	u	r	r	e	la	t	iv	e	-0	.0	6	5	7	3	0	9	0	2	5	-0	.0	2	3	7	2	8	1	9	9	6	-0	.0	0	4	7	0	8	5	0	3	2	0	.0	0	0	12	3	4	9	7	7	0	.0	2	0	9	2	2	7	9	6	1	0	.0	0	7	5	5	2
9	2	0	5	3	.2	0	7	3	2	3	5	5	6	1	3	.1	5	5	3	2	0	8	5	3	2	3	.1	4	6	3	0	1	2	5	6	8	3	.1	4	1	4	6	9	1	5	5	9	3	.1	4	1	8	4	8	9	3	3	7	|	0	.0	0	14	9	8	7	9	4	9	0	.0	0	0	0	3	9	3	10	5	0	.0	0	0	0	8	15	7	6	5	-0	.0	0	0	2	5	6	2	8	0	1	Cette	m	éthode	de	calcul	approché	d	’intégrale	se	révèle	assez	p	eu	efficace	(et	pas	seulem	ent	sur	cet	exemple)	en	dim	ension	1	;	il	faut	u	n	grand	no	m	b
re	de	points	po	u	r	o	b	ten	ir	quelques	décim	ales	significatives.	Il	est	possible	de	prouver	q	u	’avec	la	m	éth	o	d	e	d	’approxim	ation	de	M	onte	Carlo,	l’erreur	est	dom	inée	p	ar	alors	que	dans	la	m	éth	o	d	e	des	trapèzes	l’erreur	est	dom	inée	p	ar	On	com	parera	les	résultats	o	b	ten	u	s	avec	ceux	o	b	ten	u	s	à	la	section	3.	Pour	un	e	version	vectorisée	de
l’algorithm	e	de	M	onte	Carlo,	on	p	o	u	rra	consulter	[Lan09].	Exercice	21.	C	om	m	e	nous	l’avons	dit,	la	m	éth	o	d	e	de	p	eu	t	égalem	ent	être	utilisée	p	o	u	r	le	calcul	num	ériq	u	e	d	’intégrales	m	ultiples.	Prenons	le	cas	d	’une	intégrale	double	M	o	n	t	e	-C	arlo	1=	JJ^f(x,y)dxdy	Pour	estim	er	I,	on	com	m	ence	p	ar	choisir	u	n	rectangle	R	qui	co	n	tien	t
D.	
On	a	alors	I=	fix,	y)	dxdy	=	J	£	fix,	y)xD	ix,	y)	dxdy	où	Xd	est	la	fonction	caractéristique	de	D.	On	génère	ensuite	u	n	e	suite	de	points	ixi,	y	aléatoires	suivant	u	n	e	loi	uniform	e	dans	le	rec​	tangle	D.	L’intégrale	I	est	alors	approchée	p	ar	la	q	u	an	tité	I	^(R	)	A	^	2^fixi>yi)XDixi,	yi)	i=	\	OÙ	A	i	R	)	TJ	O	c	rj	désigne	l’aire	du	rectangle	R.	Soit	D	=	I	(x,	y)	e	ÿ
-h	I	2	-	f	I	et	F,	F'	les	foyers	de	l’ellipse	frontière.	Écrire	u	n	e	procédure	p	e	rm	e	tta	n	t	de	calculer	n	u	m	ériq	u	em	en	t	l’intégrale	û	«	JD	tH	O	fN	I(fl,	ù)	=	^	(M	F-i-M	F')dxdy	où	Solution.	Un	calcul	exact	d	o	nne	com	m	e	valeur	l{a,b)	=	^	ai	>•	CL	O	M	(x	,y	)e	D	[2,a^	-	b^),	ce	qui	va	nous	p	e	r​	m	ettre	de	tester	la	qualité	de	l’approxim	ation.	Pour	les
calculs,	on	utilise	la	fonction	hypot	du	m	odule	math	qui	calcule	la	norm	e	euclidienne	d	’u	n	couple	(	x	,	y	).	m	o	n	te	c	a	r	lo	2	.p	y	U	im	p	o	r	t	random	from	math	im	p	o	rt	s	q	r	t	,	h	y	p	o	t,	pi	def	f(	x	,	y,	a,	b	)	:	c	=	s	q	r	t	(	a	*	*	2	-b	*	*	2	)	r	e	t	u	r	n	h	y	p	o	t	(	x	-c	,	y	)	+	hyp	o	t(x	-»-c,	y)	www.biblio-scientifique.net	56	Programmation	en	Python	pour	les
mathématiques	d	e	f	m	o	n	t	e	c	a	r	lo	2	(	a	,	b,	n	)	:	xrandom	=	[	r	a	n	d	o	m	.u	n	ifo	rm	(	-	a	,	yrandom	=	[	ran	d	o	m	.u	n	if	o	r	m	(	-b	,	somme	=	s	u	m	(	f	(	x	,	y	,	fo	r	y	in	a,	a)	f	o	r	i	b)	f	o	r	i	b)	f	o	r	x	i	n	yrandom	i	f	in	in	ra	n	g	e	(n	)]	ra	n	g	e	(n	)]	xrandom	h	y	p	o	t	(	x	/a	,	y	/b	)	<	=	1	)	r	e	t	u	r	n	somme	*	(4	*	a	*	b)	/	n**2	p	r	in	t	(	'-'*	6	3	)	p	r	i	n	t	(	■	{	0	:
>	7	s	}	I	{	l	:	^	1	5	s	}	|	{	2	:	'	"	1	5	s	}	|	{	3	:	'	"	1	5	s	}	|	'	.f	o	r	m	a	t	(	'	n	'	,	'	a	p	p	r	o	x	im	a	t	io	n	',	'	e	r	r	e	u	r	a	b	s	o	lu	e	'	,	'	e	r	r	e	u	r	r	e	l	a	t	i	v	e	'	)	)	p	r	in	t	(	'-'*	6	3	)	fo	r	i	in	ra	n	g	e	(1	,	5	)	:	a	,	b,	n	=	2	,	1	,	10	*	*	i	ap	p	ro	x	=	m	o	n	t	e	c	a	r	lo	2	(	a	,	b,	n)	e	x	a	c	t	e	=	2	*	p	i*	b	*	(	3	*	a	*	*	2	-b	*	*	2	)	/3	e	r	r	e	u	r	=	e	x	a	c	t	e	-	ap	p	ro	x	p	r	i	n	t	(	'	{	0
:	7	d	}	I	{	1	:	1	5	.	1	0	f	}	|	{2:'^	1	5	.	3	e	}	|	{	3	:	^	1	5	.	3	e	}	|	'	.f	o	r	m	a	t	(	n	,	a	p	p	ro	x	,	e	r	r	e	u	r	,	a	b	s	(	e	r	r	e	u	r	/	e	x	a	c	t	e	)	)	)	p	r	in	t	(	'-'*	6	3	)	n	1	10	1	100	1000	10000	1	1	1	a	p	p	r	o	x	im	a	t	io	n	|	e	r	r	e	u	r	a	b	s	o	lu	e	|	e	rre	u	r	r	e	la	t	iv	e	|	2	1	.2	9	7	8	7	4	7	0	4	1	2	2	.6	1	4	5	6	9	7	9	5	6	|	|	2	2	.9	4	6	7	1	9	0	1	1	1	2	3	.2	0	4	2	7	4	2	5	0	8	1	|	1	1
1	1	|	1	1	1	1	.7	4	0	e	+	0	0	4	.2	3	8	e	-	0	1	9	.1	6	3	e	-0	2	-1	.6	5	9	e	-0	1	7	.5	5	5	e	-0	2	1	.8	3	9	e	-0	2	3	.9	7	7	e	-0	3	7	.2	0	2	e	-0	3	"O	O	c	=3	Q	2.3	Le	module	t	u	r	t	le	'JD	O	(N	©	gi	>Q.	O	U	Le	m	odule	t	u	r	t	l	e	p	erm	et	de	réaliser	des	«	graphiques	to	rtu	e	»,	c’est-à-dire	des	dessins	géo​	m	étriques	correspondant	à	la	piste	laissée	derrière	elle	p	ar	u	n	e
petite	«	to	rtu	e	»	virtuelle,	do	n	t	on	contrôle	les	déplacem	ents	sur	l’écran	de	l’o	rd	in	ateu	r	à	l’aide	d	’instructions	sim	ples.	Les	principales	fonctions	m	ises	à	votre	disposition	dans	le	m	odule	t	u	r	t	l	e	sont	les	suivantes	:	r	e	s	e	t	()	goto(x,	y)	forward(d),	backward(d)	up{),	downO	le	ft(a	lp	h	a	)	right(alpha)	c	o	lo	r(c	o	u	le	u	r),	w	idth(l)	fill(l)	On	efface
to	u	t	et	on	recom	m	ence	Aller	au	p	o	in	t	de	coordonnées	(	x	,	y	)	Avancer,	reculer	d	’u	n	e	distance	d	Relever,	abaisser	le	crayon	Tourner	à	gauche,	à	droite	d	’u	n	angle	a	lp	h	a	(en	degrés)	D	éterm	ine	la	couleur,	l’épaisseur	du	tracé	Rem	plir	u	n	c	o	n	to	u	r	ferm	é	www.biblio-scientifique.net	Modules	Exercice	2	2	.	57	(	F	lo	c	o	n	d	e	V	O	N	K	o	c	H	)	L
’a	lg	o	r	it	h	m	e	d	e	v	o	N	K	o	c	h	c	o	n	s	is	t	e	,	à	p	a	r	t	ir	d	’u	n	s	e	g	m	e	n	t	d	o	n	n	é	,	à	le	d	iv	is	e	r	e	n	3	s	e	g	m	e	n	t	s	d	e	m	ê	m	e	lo	n	g	u	e	u	r	et	à	r	e	m	p	la	c	e	r	le	s	e	g	m	e	n	t	c	e	n	t	r	a	l	p	a	r	le	s	2	c	ô	té	s	d	’u	n	t	r	i​	a	n	g	le	é	q	u	ila	t	é	r	a	l	c	o	n	s	t	r	u	it	e	x	t	é	r	ie	u	r	e	m	e	n	t	à	p	a	r	t	ir	d	e	ce	s	e	g	m	e	n	t	c	e	n	t	r	a	l.	L	e	f	lo	c	o	n	d	e	v	o	N	K	o
c	h	e	st	o	b	t	e	n	u	e	n	a	p	p	liq	u	a	n	t	c	e	t	a	l​	g	o	r	it	h	m	e	a	u	x	c	ô	té	s	d	’u	n	t	r	ia	n	g	le	é	q	u	ila	t	é	r	a	l.	a)	Écrire	une	fonction	récursive	von.koch	{	l	,	n	)	qui	applique	n	fois	l	’algorithme	de	von	K	o	ch	à	un	segment	de	longueur	donnée;	cette	fonction	exécutera	donc	la	suite	d’ins​	tructions	suivantes	:	i)	Tracervon_koch{	1	/3	,	n-1	)	v)	T	racerv	o	n	_	k
o	c	h	(	1	/3	,	n	-1	)	ii)	Tourner	à	gauche	de	60	degrés	vî)	Tourner	à	gauche	de	60	degrés	iiî)	Tracervon_koch{	1	/3	,	n-1	)	vil)	T	racerv	o	n	_	k	o	c	h	(	1	/3	,	n	-1	)	iv)	Tourner	à	droite	de	120	degrés	b)	É	c	r	ir	e	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	f	l	o	c	o	n	(	l	,	n	)	q	u	i	d	e	s	s	in	e	u	n	f	lo	c	o	n	d	e	v	o	n	K	o	c	h	.	
Solution.	v	o	n	K	o	c	h	.p	y	im	p	o	rt	t	u	r	t	l	e	t	u	r	t	l	e	.	p	e	n	(sp	e	e	d	=	0)	#	v	i	t	e	s	s	e	maximale	T3	O	c	13	û	O	rsl	(y)	ai	>.	CL	O	U	d	e	f	v	o	n	_	k	o	c	h	(lo	n	g	u	e	u	r,	n	)	:	i	f	n	==	1	:	t	u	r	t	l	e	.	f	o	r	w	a	r	d	(	lo	n	g	u	e	u	r	)	e	ls	e	:	d	=	lo	n	g	u	e	u	r	/	3	.	
v	o	n	_	k	o	c	h	(d	,	n	-	1	)	t	u	r	t	l	e	.	le	f	t	(	6	0	)	v	o	n	_	k	o	c	h	(d	,	n	-	1	)	v	o	n	_	k	o	c	h	(d	,	n	-	1	)	v	o	n	_	k	o	c	h	(d	,	n	-	1	)	t	u	r	t	l	e	.	r	i	g	h	t	(	12	0	)	t	u	r	t	l	e	.	le	f	t	(	6	0	)	d	e	f	f	lo	c	o	n	(	lo	n	g	u	e	u	r	,	n	)	:	t	u	r	t	le	.u	p	()	t	u	r	t	l	e	.	g	o	t	o	(	-	lo	n	g	u	e	u	r	/	2	,	t	u	r	t	le	.d	o	w	n	(	)	fo	r	i	in	r	a	n	g	e	(	3	)	:	v	o	n	_	k	o	c	h	(lo	n	g	u	e	u	r,	f	lo	c	o	n	(	3	0	0	,	n	);	lo
n	g	u	e	u	r	/	3)	#	on	se	p	l	a	c	e	en	haut,	t	u	r	t	l	e	.	r	ig	h	t	(	1	2	0	)	5)	www.biblio-scientifique.net	à	gauche	58	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	#	Pour	e	x	p	o	r	t	e	r	l	e	gr	aph	iq	ue	au	f	or	mat	EPS	:	from	t	k	i	n	t	e	r	im	p	o	rt	*	im	p	o	rt	os	t	u	r	t	le	.	h	t()	ts	=	t	u	r	t	le	.g	e	tscre	e	n	()	t	s	.g	e	t	c	a	n	v	a	s	(	)	.	p	o	s	t	s	c	r	i	p	t	(	f	i	l	e	=	"	{	0
}	.	e	p	s	"	.	f	o	r	m	a	t	(	"	v	o	n	_	k	o	c	h	"	))	t	u	r	t	l	e	.	m	a	in	lo	o	p	(	)	E	x	e	r	c	ic	e	2	3	.	(La	m	achine	de	G	a	l	i	o	n	)	La	planche	de	G	a	l	i	o	n	réalise	l’expérience	aléatoire	suivante.	Des	clous	sont	disposés	en	pyram	ide,	de	sorte	q	u	’en	lâch	an	t	u	n	e	bille	sur	le	clou	supérieur,	celle-ci	tom	be	à	gauche	ou	à	droite,	p	o	u	r	encore	reb	o	n	d	ir	de	la	m	êm	e
façon	sur	le	clou	suivant,	ju	sq	u	’à	finir	sa	chute	dans	u	n	réservoir.	
On	laisse	choir	une	collection	de	billes	et	on	observe	la	répartition	obtenue	en	fin	d	’expérience	dans	les	différents	réservoirs.	Le	principe	reten	u	p	o	u	r	la	sim	ulation	est	basé	sur	le	traitem	en	t	des	listes.	Si	n	ous	pren	o	n	s	une	pyram	ide	de	base	n	clous,	nous	disposons	den+l	réservoirs	p	o	u	r	re	​	cueillir	toutes	les	chutes	(et	donc	toutes	les
trajectoires)	possibles.	Notre	réservoir	est	la	liste	des	entiers	de	0	à	À	chaque	clou,	u	n	e	bille	possède	la	m	êm	e	probabilité	de	p	artir	à	gauche	ou	à	droite	:	si	elle	p	art	à	gauche,	elle	ne	p	o	u	rra	plus	atteindre	le	d	ern	ier	réservoir	à	droite,	qui	est	d	onc	élim	iné	de	la	liste...	En	fin	de	chute,	la	liste	est	u	n	singleton	d	o	n	t	le	n	u	m	éro	servira	d	’indice
p	o	u	r	incrém	en	ter	le	co	m	p	teu	r	du	réservoir	en	question.	L	a	m	a	c	h	in	e	d	e	G	a	l	i	o	n	e	s	t	u	n	o	u	t	il	p	e	r	m	e	t	t	a	n	t	d	e	s	im	u	le	r	u	n	e	lo	i	b	in	o	m	ia	le	,	et	a	in	s	i	o	b	s	e	r	v	e	r	s	a	c	o	n	v	e	r	g	e	n	c	e	v	e	r	s	u	n	e	lo	i	n	o	r	m	a	le	.	S	o	lu	t	io	n	.	g	a	lio	n	,	p	y	T35	O	c	D	Û	kD	O	rs]	(S)	ai	>•	CL	O	from	random	im	p	o	rt	*	from	t	u	r	t	l	e	im	p	o	rt	*
d	e	f	c	h	u	t	e	(	n	iv	e	a	u	x	)	:	c	-	""	f	o	r	n	in	if	r	a	n	g	e	(	n	iv	e	a	u	x	)	:	ra	n	d	o	m	!)	<	0	.	5	:	c	=	c	+	'G	'	e	ls	e	:	c	=	c	+	'D	'	U	re	tu	rn	c	d	ef	t	ir	a	g	e	!n	iv	e	a	u	x	)	:	c	i	b	l	e	s	=	[n	f	o	r	n	i	n	c	=	c	h	u	t	e	(	n	iv	e	a	u	x	)	f	o	r	n	in	if	r	a	n	g	e	(	n	iv	e	a	u	x	+	1	)	]	c:	n	==	'	G	'	:	www.biblio-scientifique.net	Modules	59	c	i	b	l	e	s	.	p	o	p	()	e	ls	e	:	c	i	b	l	e	s	.	pop(O)
r	e	t	u	r	n	c	ib	l	e	s	[	0	]	d	e	f	s	i	m	u	l	a	t	i	o	n	(	b	i	l	l	e	s	,	n	iv	e	a	u	x	)	:	p	r	i	n	t	(	"	s	im	u	la	t	io	n	d	e	"	,	b	i	l	l	e	s	,	t	a	s	=	[0]	*	(	n	iv	e	a	u	x	+	1	)	fo	r	b	in	's	u	r	un	c	r	i	b	l	e	de",	n	iv	e	a	u	x	,	"	n	iv	e	a	u	x	:"	)	r	a	n	g	e	(	b	il	l	e	s	)	:	t	a	s	[	t	i	r	a	g	e	(	n	i	v	e	a	u	x	)	]	+=	1	p	r	in	t	(	t	a	s	)	p	r	i	n	t	()	d	e	f	r	e	c	t	a	n	g	le	(	la	r	g	e	u	r	,	h	a	u	t	e	u	r	)	:	c	o	u	le	u	r	=	(
ra	n	d	o	m	O	,	ra	n	d	o	m	O	,	ran	d	o	m	O	)	c	o	lo	r	(	c	o	u	le	u	r	)	b	e	g	in	_	f	ill(	)	fo	r	n	in	r	a	n	g	e	(	2	)	:	f	o	r	w	a	r	d	(	la	r	g	e	u	r	)	;	l	e	f	t	(	9	0	)	fo	rw	a	rd	(	h	a	u	te	u	r	)	;	le	f	t	(	9	0	)	e	n	d	_	f	ill(	)	d	e	f	d	ia	g	r	a	m	m	e	(	b	ille	s	,	n	iv	e	a	u	x	)	:	###	simulation	###	t	a	s	=	[0]	*	(	n	iv	e	a	u	x	+	1	)	f	o	r	b	in	r	a	n	g	e	(	b	ille	s	)	:	t	a	s	[	t	i	r	a	g	e	(	n	i	v	e	a	u	x	)	]
+=	1	p	r	in	t	(ta	s)	#	#	#	d	essi	n	#	#	#	la	r	g	e	u	r	=	50	h	a	u	teu	r_	m	ax	=	0	b	ille	s	_	m	a	x	=	0	■a	O	c	D	Û	VD	O	rs]	CTI	>Q.	O	U	f	o	r	n	in	t	a	s	:	i	f	n	>	h	a	u	te	u	r_	m	a	x	:	h	a	u	teu	r_	m	ax	=	n	b	ille	s	_	m	a	x	=	n	#	#	#	c	ent	rage	e	t	mise	à	l	'	é	c	h	e	l	l	e	#	#	#	up(	)	g	o	to	(	-	l	a	r	g	e	u	r	*	(	n	iv	e	a	u	x	+	l	)	/	2	,	d	o	w	n()	sp	e	e	d	("	f	a	s	t	e	s	t	"	)	fo	r	n
in	-	f	l	o	a	t	(	b	i	l	l	e	s	_	m	a	x	)	/	b	i	l	l	e	s	*	h	a	u	te	u	r_	m	a	x	/2	)	ta	s:	r	e	c	t	a	n	g	le	d	a	r	g	e	u	r	,	f	o	r	w	a	r	d	(	la	r	g	e	u	r	)	f	lo	a	t	(	n	)	/b	ille	s	*	h	a	u	te	u	r_	m	ax	)	up(	)	i	f	__name__	=	=	"___	m	ain	__	":	d	ia	g	ram	m	e	(50	0	0	,	10	)	m	a	in	lo	o	p	(	)	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	60	2.4	Le	module	time	Du
m	odule	tim	e	nous	n’utiliserons	que	la	fonction	d	o	c	k	qui	renvoie	u	n	e	durée	de	tem	ps	en	secondes	(dont	la	signification	exacte	d	ép	en	d	du	systèm	e	d	’exploitation)	et	qui	p	erm	et	donc	p	ar	soustraction	de	m	esurer	des	durées	d	’exécution.	Par	exemple,	on	cherche	à	créer	la	liste	des	valeurs	de	la	fonction	sinus	p	o	u	r	les	n	prem	iers	entiers,	avec
n	assez	grand.	Le	program	m	e	suivant	(inspiré	d	’u	n	exem	ple	de	[Zia09])	p	erm	et	de	com	parer	(en	term	e	de	tem	ps	d	’exécution)	trois	m	anières	différentes	de	créer	u	n	e	telle	liste.	B	e	n	c	h	m	a	rk	.p	y	from	tim	e	im	p	o	rt	c	lo	c	k	from	math	im	p	o	r	t	s	i	n	def	f	l(	n	)	:	l	i	s	t	e	=	[]	f	o	r	i	in	ra	n	g	e	(n	):	l	i	s	t	e	+=	[	s	i	n	(	i	)	]	re	tu	rn	lis	t	e	def	f2	(	n	)
:	l	i	s	t	e	=	[]	fo	r	i	in	ra	n	g	e	(n	):	l	i	s	t	e	.	a	p	p	e	n	d	!s	in	(	i)	)	re	tu	rn	lis	t	e	def	f3	(n	)	:	re	tu	rn	[	s	in	(	i)	fo	r	i	d	e	f	d	u	r	e	e	(	f	o	n	c	t	io	n	,	in	ra	n	g	e	(n	)]	n	=	lO	0	0	0	0	0	0	):	d	eb	u	t	=	c	l	o	c	k	!	)	f	o	n	c	t	io	n	(	n	)	f	in	=	c	lo	c	k	!)	r	e	t	u	r	n	f	i	n	-	d	eb	u	t	"O	O	c	n	û	«tJHD	O	p	r	in	t	!'	p	r	in	t	!'	p	r	in	t	!'	{	-<	2	5	}	>	{	-<	2	5	}	>	{	-<	2	5	}	>	{	:f	}	{	:f	}
s	'	.	fo	rm	a	t!	'	u	t	ilis	a	t	io	n	s	'	.	fo	rm	a	t!	'	u	t	ilis	a	t	io	n	de	+	=	'	,	d	u	r	e	e	(	f	l	)	)	)	de	a	p	p	e	n	d	',	d	u	r	e	e	(	f	2	)	)	)	{	:f	}	s	'	.	f	o	r	m	a	t	!	'	lis	t	-	c	o	m	p	r	e	h	e	n	s	io	n	'	,	d	u	re	e	(f3	)))	CM	(y)	xz	CTI	>Q.	O	U	u	t	i	l	i	s	a	t	i	o	n	de	+=	...............>	u	t	i	l	i	s	a	t	i	o	n	de	append	—	>	l	i	s	t	-	c	o	m	p	r	e	h	e	n	s	i	o	n	............	>	6	.4	8	0	0	0	0	s	4	.6	0	0	0	0	0	s	3
.5	5	0	0	0	0	s	On	en	conclut	que	l’utilisation	des	«	list-com	prehension	»	est	à	privilégier.	R	em	arquer	égale​	m	e	n	t	que	l’utilisation	de	la	m	éthode	append	est	plus	efficace	que	l’in	stru	ctio	n	l	i	s	t	e	-i-=	[x]	2.5	Le	module	decimal	Revenons	quelques	instants	sur	l’exercice	4,	et	essayons	d	’échanger	le	contenu	de	deux	va​	riables	com	m	e	suit.
www.biblio-scientifique.net	Modules	61	»	>	X,	y	=	1/3,	2/3	»	>	X,	y	(0.3333333333333333,	0.6666656666665665)	>	»	x	=	x	+	y;	y	=	x	-	y;	x	=	x	-	y	»>	X,	y	(0.6666666666666666,	0.33333333333333337)	On	rem	arque	que	le	con	ten	u	de	y	sem	ble	légèrem	ent	différent	du	x	de	départ.	Que	s’est-il	passé	?	Tout	sim	plem	ent	les	calculs	effectués	ne	so	n
t	pas	exacts	et	so	n	t	entachés	d	’erreurs	d	’arrondis.	Autres	exem	ples	encore	plus	surp	ren	an	ts	:	»	>	1.1	+	2.2	3.3000000000000003	»	>	0.1	+	0.1	+	0.1	-	0.3	5.5511151231257836-17	On	rappelle	que	to	u	t	nom	bre	réel	possède	u	n	développem	ent	décim	al	soit	fini	soit	illim	ité	;	et	cette	rem	arque	fournit	en	fait	u	n	m	oyen	efficace	de	définir
l’ensem	ble	des	nom	bres	réels	com	m	e	l’ensem	ble	des	nom	bres	p	o	sséd	an	t	u	n	développem	ent	décim	al	fini	ou	illim	ité	(on	pourra	se	reporter	au	chapitre	38	de	[CBPIO]	p	o	u	r	u	n	e	approche,	élém	entaire	et	accessible	à	u	n	collégien,	de	cette	définition).	Parm	i	les	nom	bres	réels,	on	p	eu	t	alors	distinguer	les	rationnels	(dont	le	développem	ent
déci​	m	al	est	soit	fini,	soit	illim	ité	et	périodique	à	p	artir	d	’u	n	certain	rang)	des	irrationnels	(dont	le	développem	ent	décim	al	est	illim	ité	et	n	o	n	périodique).	Il	est	aisé	de	concevoir	q	u	’il	n	’est	pas	possible	p	o	u	r	u	n	o	rd	in	ateu	r	de	représenter	de	m	anière	exacte	u	n	développem	ent	décim	al	illimité.	Mais	m	êm	e	la	rep	résen	tatio	n	des
développem	ents	décim	aux	finis	n	’est	pas	toujours	possible.	En	effet,	u	n	ord	in	ateu	r	stocke	les	nom	bres	n	o	n	pas	en	base	10,	m	ais	en	base	2.	Or	u	n	no	m	b	re	rationnel	p	e	u	t	to	u	t	à	fait	posséder	u	n	développe​	m	en	t	décim	al	fini	et	u	n	développem	ent	binaire	illim	ité!	C’est	le	cas	des	décim	aux	1.1	et	2.2	m	is	en	jeu	dans	l’exem	ple	p	récéd	en	t
:	■a	O	c	D	Û	O	Гч]	(S)	ai	>•	CL	O	U	base	10	1.1	2.2	3.3	base	2	01.0001100110011001100110011...	10.0011001100110011001100110...	11.0100110011001100110011001...	C	ontrairem	ent	au	cas	des	nom	bres	entiers	qui	so	n	t	représentés	en	Python	de	m	anière	exacte	les	nom	bres	réels	sont	représentés	de	m	anière	ap	p	ro	ch	ée	p	ar	des	nom	bres
décim	aux,	co	m	​	p	o	rta	n	t	15	chiffres	significatifs.	Si	l’on	souhaite	travailler	avec	des	nom	bres	flottants	en	m	odifiant	le	nom	bre	de	chiffres	si​	gnificatifs,	on	p	eu	t	utiliser	le	m	odule	decimal.	Un	objet	du	type	Decimal	est	créé	en	utilisant	la	fonction	decimal.	Decimal	(	).	Cette	fonction	p	e	u	t	prendre	en	argum	ent	u	n	entier	ou	une	chaîne	de
caractères	—	m	ais	pas	u	n	objet	du	type	flo	a	t	puisque	ceux-ci	sont	représentés	en	m	ém	oire	de	m	anière	approchée,	con	trairem	en	t	aux	objets	du	type	Decimal.	R	eprenons	les	deux	derniers	calculs	en	im	p	o	rtan	t	ce	m	odule	:	3.	
En	P	yth	o	n	3,	les	types	in	t	et	lo	ng	ont	été	fusionnés	et	donc	la	taille	d	’u	n	entier	n’est	lim	itée	que	par	la	m	ém	oire	allouée	par	l’ordinateur	à	l’interpréteur	Pytho	n.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	62	»	>	>	»	from	decimal	im	p	o	r	t	*	D	e	c	im	a	l(	'	1	.	1	'	)	+	D	e	c	im	a	l{	'	2	.	2	'	)	Decimal(	'3	.3	')	»	>
Decimal(	'	0	.	1	'	)+Decimal('	0	.1	'	)+Decimal('	0	.	
1	'	)	-Decim	al!'0	.3	')	Decimal(	'0	.0	')	P	a	r	d	é	fa	u	t	,	le	m	o	d	u	le	decimal	t	r	a	v	a	ille	a	v	e	c	u	n	e	p	r	é	c	is	io	n	d	e	2	8	d	é	c	im	a	le	s	;	m	a	is	i	l	e	st	p	o	s	​	s	ib	le	d	e	m	o	d	if	ie	r	c	e	tte	p	r	é	c	is	io	n	:	>	»	getcontextO	Context(prec=28,	rounding=ROUND_HALF_EVEN,	Emin=-999999999,	Emax=999999999,	c	a	p	ita	ls=	l,	fla	g	s=	[],	traps=[0verflow,
DivisionByZero,	InvalidO	peration])	»	>	getcontext(	)	.	prec	=	318	#	F	ix	e	r	une	n	o	u	v	e	lle	p	r	é	c	is	io	n	I	llu	s	t	r	o	n	s	d	e	n	o	u	v	e	a	u	le	s	p	r	o	b	lè	m	e	s	d	’a	r	r	o	n	d	is	e	n	p	a	r	t	a	n	t	d	e	l	’id	e	n	t	it	é	r	e	m	a	r	q	u	a	b	le	s	u	iv	a	n	t	e	,	q	u	e	l	’o	n	t	ro	u	v	e	é	n	o	n	c	é	e	(e	n	t	e	r	m	e	d	’a	ir	e	s	d	e	re	c	t	a	n	g	le	)	d	a	n	s	la	p	r	o	p	o	s	it	io	n	5	d	u	liv	r	e	I
I	d	e	s	é	lé	m	e	n	t	s	d	’E	u	c	L	iD	E	:	X	+	y\^■	xy	=	(	X	-	y	\2	2	TJ	-	(	^V	2	D	a	n	s	le	p	r	o	g	r	a	m	m	e	s	u	iv	a	n	t	,	o	n	c	o	m	p	a	r	e	le	s	d	e	u	x	m	e	m	b	r	e	s	d	e	c	e	tte	é	g	a	lit	é	p	o	u	r	d	e	s	n	o	m	b	r	e	s	X	et	y	d	e	v	e	n	a	n	t	d	e	p	lu	s	e	n	p	lu	s	g	r	a	n	d	s	.	e	u	c	lid	e	.p	y	decimal	im	p	o	rt	*	from	"O	O	c	=3	Q	1—1	O	ГМ	03	>.	CL	O	U	def	prod(x,	y	):	r	e	t	u	r
n	x*y	def	d	if	f	(	x	,	y	):	r	e	t	u	r	n	((x+	y)/2)**2	-	((x	-y	)/2	)**2	def	eu	clid	e(a,	b	):	c,	d	=	Decimal(	s	t	r	(	a	)	),	D	ecim	al(str(b	))	p	r	in	t	!	'	-	’	*53)	p	r	in	t(	'	{	:25g}	|	{	:>25g}'	.	format(u	-	v,	w	-	x	))	a,	b	=	U,	a	+	1	c,	d	=	w,	c	+	1	p	r	in	t	!	'-'*5	3	)	a	=	6553.99	b=a	+	1	!	'	{	:	*''5	3	}'.	fo	rm	a	t	!	'	getcontext!	)	.prec	=	28	')	)	p	r	i	n	t	!	)	;	euclide(a,	b);	p	r	i	n	t	!	)
getcontext!)	.prec	=	128	p	r	i	n	t	!	'	{	:	*	''5	3	}'.	fo	rm	a	t	!	'	getcontext	(	)	.	prec	=	128	')	)	eu	clid	e(a,	b)	p	r	in	t	www.biblio-scientifique.net	Modules	>t:*	5)!^	63	^	^	¡te^	Q6	t	CO	fl	t	e	X	t	(	)	.	P	TE	C	=	28	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	t	y	p	e	D	e	c	im	a	l	typ	e	f	lo	a	t	0	1	-0	.0	5	8	5	9	3	8	1	1.66707e-»-06	1	-4	.7	9	8	2	6	6	-1-2	1	1	1.046656-1-44	1	1.4	0	4	376-
1-8	0	1	0	.0	0	0	0	0	6	-1	0	0	.0	0	0	0	0	5	7	3	6.7825406-1-9	3.35	74	6	5	5	30	5	8	6	-1-33	2	.	
17	7	3	5	5	9	3	0	2	2	8	6	5	6	5	4	2	6	-T	7	1	********>)c:)c****	g	e	t	c	o	n	t	e	x	t	(	)	.	
p	re	c	=	12	8	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	*	typ	e	f	lo	a	t	1	t	y	p	e	D	e	c	im	a	l	0	-0	.0	5	8	5	9	3	8	1.6	670	76-1-0	6	-4	.7	9	8	2	6	6	-H	2	1	1.046656-1-44	1	0	.0	0	0	0	1	1	1	1	0	6	-1	0	0	6	-1	4	1.4	0	4	376-1-8	0	1	1.8	4	2	0	18	9	5	4	6	9	9	6	-3	0	0	6	-2	2	0	6	-3	4	On	constate	que	la	divergence	des	calculs	est	spectaculaire	!	2.6	Le	module	fractions	Ce	m	odule	p	erm	et	de
m	anipuler	des	nom	bres	rationnels.	L’exem	ple	suivant	se	passe	de	co	m	​	m	entaires.	TJ	O	c	rj	Q	«JD	H	O	rs]	@	ai	>•	Q.	
O	U	»	>	1	/	3	-f	2	/	5	0	.7	3	3	3	3	3	3	3	3	3	3	3	3	3	3	4	>	»	from	f	r	a	c	t	io	n	s	im	p	o	rt	F	r	a	c	t	io	n	>	»	F	r	a	c	t	i	o	n	(	l	,	3)	+	F	r	a	c	t	io	n	(	2	,	5)	F	r	a	c	t	io	n	(	ll,	15)	>	»	F	r	a	c	t	io	n	(	5	,	F	r	a	c	t	i	o	n	(	l	,	3)	2.7	15)	Le	module	sys	Le	m	odule	sys	co	ntient	des	fonctions	et	des	variables	spécifiques	au	système,	ou	plus	exac​	te	m	e	n	t	à	l’in	terp	réteu	r	lui-
m	êm	e.	Ce	m	odule	est	particulièrem	ent	intéressant	p	o	u	r	récupérer	les	argum	ents	passés	à	u	n	script	Python	lorsque	celui-ci	est	appelé	en	ligne	de	com	m	ande.	La	variable	sys	.	a	rgv	de	ce	m	odule	co	n	tien	t	la	liste	rep	résen	tan	t	tous	les	argum	ents	de	la	ligne	de	com	m	ande,	y	com	pris	le	nom	du	script	lui-m	êm	e	qui	en	est	le	prem	ier	élém
ent.	a	r	g	u	m	e	n	ts	,	p	y	im	p	o	rt	s	y	s	p	r	in	t	(	s	y	s	.a	r	g	v	)	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	64	[	Terminal	$	p	y	th	o	n	s	a	r	g	u	m	e	n	t	s	.	py	v	o	i	c	i	un	exem	p	le	1	2	3	[	'	a	r	g	u	m	e	n	t	s	.p	y	',	'	v	o	i	c	i	'	,	'	u	n	'	,	'e	x	e	m	p	le	',	'	1	'	,	'2	',	'3	']	P	a	r	e	x	e	m	p	le	,	o	n	p	e	u	t	é	c	r	ir	e	u	n	p	e	t	it	p	r	o	g	r	a	m	m
e	q	u	i	s	’u	t	ilis	e	e	n	lig	n	e	d	e	c	o	m	m	a	n	d	e	et	c	a	lc	u	le	la	m	o	y	e	n	n	e	a	r	it	h	m	é	t	iq	u	e	d	e	s	n	o	m	b	r	e	s	p	a	s	s	é	s	e	n	a	r	g	u	m	e	n	t	s	d	u	p	r	o	g	r	a	m	m	e	.	m	oyenne,	p	y	im	p	o	rt	s	y	s	p	r	i	n	t	(	s	u	m	(	e	v	a	l(	x	)	I	f	o	r	x	in	s	y	s	.	a	r	g	v	[	l	:	])	/	l	e	n	(	s	y	s	.	a	r	g	v	[	l	:	]	)	)	[	Terminal]	$	chmod	u+x	m	o	yenn	e.p	y	$	./m	o	y	e	n	n	e	.p	y	4	0	.2	-	3
8	-5	0	.8	4	3	L	ire	e	t	é	c	r	ir	e	dans	un	fic	h	ie	r	Python,	l	’a	c	c	è	s	à	u	n	f	ic	h	ie	r	e	st	a	s	s	u	r	é	p	a	r	l	’in	t	e	r	m	é	d	ia	ir	e	d	’u	n	o	b	je	t	p	a	r	t	ic	u	lie	r	a	p	p	e	lé	o	b	je	t	-f	ic	h	ie	r	et	c	r	é	é	à	l	’a	id	e	d	e	la	p	r	im	it	iv	e	open	(	nom,	mode	)	c	o	m	m	e	c	e	c	i	:	En	»	>	o	b	je	t	=	o	p	e	n	{	'	m	o	n	_	f	i	c	h	i	e	r	.	t	x	t	'	,	'w	')	U	n	e	f	o	is	l	’o	b	je	t	-f	ic	h	ie	r	c	ré	é	,
i	l	e	st	d	o	té	d	e	m	é	t	h	o	d	e	s	s	p	é	c	if	iq	u	e	s	,	q	u	i	p	e	r	m	e	t	t	e	n	t	n	o	t	a	m	m	e	n	t	d	e	lir	e	et	é	c	r	ir	e	d	a	n	s	le	f	ic	h	ie	r	,	s	u	iv	a	n	t	le	m	o	d	e	d	’o	u	v	e	r	t	u	r	e	q	u	i	a	é	té	p	r	é	c	is	é	e	d	a	n	s	le	p	a	r	a	​	m	è	tr	e	m	ode.	
C	e	p	a	r	a	m	è	t	r	e	d	e	t	y	p	e	«	c	h	a	în	e	d	e	c	a	r	a	c	t	è	r	e	s	»	p	e	u	t	p	r	e	n	d	r	e	p	lu	s	ie	u	r	s	v	a	le	u	r	s	:	-	r	:	o	u	v	e	r	t	u	r	e	p	o	u	r	le	c	t	u	r	e	s	e	u	le	;	-	w	:	o	u	v	e	r	t	u	r	e	p	o	u	r	é	c	r	it	u	r	e	:	s	i	le	f	ic	h	ie	r	n	’e	x	is	te	p	a	s	,	i	l	e	st	c	ré	é	,	s	in	o	n	s	o	n	c	o	n	t	e	n	u	est	é	c	ra	s	é	;	-	a	:	o	u	v	e	r	t	u	r	e	p	o	u	r	a	jo	u	t	:	s	i	le	f	ic	h	ie	r	n	’e	x	is	te	p	a	s	,	i
l	e	st	c	ré	é	,	s	in	o	n	l	’é	c	r	it	u	r	e	s	’e	ffe	c	tu	e	à	la	s	u	it	e	d	u	c	o	n	t	e	n	u	d	é	jà	e	x	is	t	a	n	t	;	TJ	-	O	c	rj	û	VD	O	rs]	(S)	ai	>•	CL	O	U	+	:	o	u	v	e	r	t	u	r	e	p	o	u	r	le	c	t	u	r	e	et	é	c	r	it	u	r	e	.	U	n	e	f	o	is	la	le	c	t	u	r	e	o	u	l	’é	c	r	it	u	r	e	d	a	n	s	le	f	ic	h	ie	r	t	e	r	m	in	é	e	,	o	n	r	e	fe	rm	e	le	f	ic	h	ie	r	à	l	’a	id	e	d	e	l	’in	s	​	t	r	u	c	t	io	n	c	l	o	s	e	.	V	o	ic	i	u	n	e	x	e	m	p
le	d	’o	u	v	e	r	t	u	r	e	d	e	f	ic	h	ie	r	a	v	e	c	a	ffic	h	a	g	e	d	’u	n	m	e	s	s	a	g	e	d	’e	r	r	e	u	r	s	i	le	f	ic	h	ie	r	n	’e	x	is	te	p	a	s	.	nom	=	'	m	o	n	_	f	ic	h	ie	r	.	t	x	t	'	o	b	je	t	=	o	p	e	n	(nom,	'	r	'	)	if	o	b	je	t	:	o	b	je	t	.	
c	lo	s	e	(	)	e	ls	e	:	p	r	in	t	(	"E	rre	u	r	le	f	ic	h	ie	r	{	}	n	'e	x	is	t	e	p	a	s	"	.f	o	r	m	a	t	(	n	o	m	)	)	write	q	u	i	é	c	r	it	u	n	e	c	h	a	în	e	d	e	c	a	r	a	c	​	w	r	it	e	lin	e	s	q	u	i	é	c	r	it	u	n	e	lis	t	e	d	e	c	h	a	în	e	s	d	e	c	a	r	a	c	t	è	r	e	s	e	n	le	s	c	o	n	c	a	t	é	-	P	o	u	r	é	c	r	ir	e	d	a	n	s	u	n	f	ic	h	ie	r	,	o	n	p	e	u	t	u	t	ilis	e	r	l	’in	s	t	r	u	c	t	io	n	tè	re	s	o	u	l	’in	s	t	r	u	c	t	io	n	n	a	n	t.
www.biblio-scientifique.net	Modules	65	P	o	u	r	lir	e	l	’in	t	é	g	r	a	lit	é	d	u	c	o	n	t	e	n	u	d	’u	n	f	ic	h	ie	r	,	o	n	d	is	p	o	s	e	d	e	l	’in	s	t	r	u	c	t	io	n	read	;	s	i	l	’o	n	s	o	u	​	h	a	it	e	r	é	c	u	p	é	r	e	r	u	n	e	lis	t	e	c	o	n	t	e	n	a	n	t	l	’e	n	s	e	m	b	le	d	e	s	lig	n	e	s	d	u	f	ic	h	ie	r	s	,	o	n	u	t	ilis	e	l	’in	s	t	r	u	c	t	io	n	readlines.	C	e	s	f	o	n	c	t	io	n	s	s	o	n	t	illu	s	t	r	é	e	s	d	a	n	s	le	s	c	r
ip	t	s	u	iv	a	n	t	:	m	a	n	i	p	_	f	i	c	h	ie	r	.	p	y	#	C	r	é	a	t	i	o	n	d	'	u	n	nouveau	f	i	c	h	i	e	r	e	t	é	c	r	i	t	u	r	e	nom	=	'	m	o	n	_	f	ic	h	ie	r	.	t	x	t	'	f	i	c	h	i	e	r	=	open(nom	,	'w	')	fo	r	i	in	ra	n	g	e	(1	,	4	)	:	f	i	c	h	i	e	r	.	w	r	i	t	e	(	'	C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	{	}	\	n	f	o	r	m	a	t	(	i	)	)	f	ic	h	ie	r	.c	lo	s	e	(	)	#	Lecture	f	i	c	h	i	e	r	=	open(nom	,	'	r	'	)	l	is	t	e	=	f	ic	h	ie	r	.r	e	a	d	(	)	p	r	in	t
(	lis	t	e	)	f	ic	h	ie	r	.c	lo	s	e	(	)	#	A	j	o	u	t	en	f	i	n	de	f	i	c	h	i	e	r	f	i	c	h	i	e	r	=	open(nom	,	'	a	'	)	fo	r	i	in	ra	n	g	e	(4	,	6	):	f	ic	h	ie	r	.	w	r	it	e	(	'	C	e	c	i	e	st	la	f	ic	h	ie	r	.c	lo	s	e	(	)	lig	n	e	{	}	\	n	'	.	f	o	r	m	a	t	(	i)	)	#	V	a	r	i	a	n	t	e	p	ou	r	l	a	l	e	c	t	u	r	e	f	i	c	h	i	e	r	=	open(nom	,	'	r	'	)	lis	t	e	=	f	ic	h	ie	r	.r	e	a	d	lin	e	s	(	)	p	r	in	t	(	lis	t	e	)	f	ic	h	ie	r	.c	lo	s	e	(	)	#	V	a	r	i	a
n	t	e	p	ou	r	l	a	l	e	c	t	u	r	e	f	i	c	h	i	e	r	=	open(nom	,	'	r	'	)	f	o	r	lig	n	e	in	f	ic	h	ie	r	:	-a	O	c	p	r	in	t	d	ig	n	e	,	f	ic	h	ie	r	.c	lo	s	e	(	)	e	n	d	=	''	)	û	O	rs]	@	DI	>CL	O	U	L	’e	x	é	c	u	t	io	n	d	u	s	c	r	ip	t	p	r	é	c	é	d	e	n	t	d	o	n	n	e	c	e	c	i	:	C	e	c	i	e	st	la	C	e	c	i	e	st	la	C	e	c	i	e	st	la	lig	n	e	1	lig	n	e	2	lig	n	e	3	[	'C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	l	\	n	'	,	'C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	2	\	n	'	,	e	s	t	la
lig	n	e	4	\	n	',	'C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	5	']	C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	1	C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	2	C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	3	C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	4	C	e	c	i	e	s	t	la	lig	n	e	5	www.biblio-scientifique.net	'C	e	c	i	e	s	t	la	l	ig	n	e	3	\	n	'	,	'C	e	c	i	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	66	L	o	r	s	q	u	’o	n	m	a	n	ip	u	le	u	n	f	ic	h	ie	r	,	il	e	st	r	e	c	o	m	m	a	n	d	é	d	’u	t	ilis	e	r
le	m	o	t	-c	lé	w	it	h	q	u	i	a	l	’a	v	a	n	ta	g	e	d	e	f	e	r	m	e	r	p	r	o	p	r	e	m	e	n	t	le	f	ic	h	ie	r	u	n	e	f	o	is	le	b	lo	c	d	’in	s	t	r	u	c	t	io	n	s	c	o	r	r	e	s	p	o	n	d	a	n	t	e	x	é	c	u	té	,	et	c	e	la	m	ê	m	e	s	i	u	n	e	e	x	c	e	p	t	io	n	a	été	a	t	t	e	in	t	e	d	a	n	s	ce	d	e	r	n	ie	r	.	D	e	p	lu	s	,	i	l	p	e	r	m	e	t	u	n	e	s	y	n	ta	x	e	p	lu	s	c	o	n	c	is	e	:	>	»	»	>	T	rue	w	it	h	open{	'	m	o	n	_	f	ic	h	ie	r	'	l	i	r
e	=	f	.	
r	e	a	d	()	f	.	c	lo	s	e	d	E	x	e	r	c	ic	e	2	4	.	r'	)	as	f	:	É	c	r	ir	e	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	q	u	i	r	e	n	v	o	ie	le	n	o	m	b	r	e	d	e	lig	n	e	s	d	’u	n	fic	h	ie	r	.	S	o	lu	t	io	n	.	d	e	f	n	b	r	e	_	lig	n	e	s	(	n	o	m	)	:	w	it	h	open(nom	,	'	r	'	)	a	s	f	:	n	=	l	e	n	(	f	.	r	e	a	d	l	i	n	e	s	(	))	re	tu	rn	n	E	x	e	r	c	ic	e	2	5	.	
É	c	r	ir	e	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	q	u	i	r	e	n	v	o	ie	la	lis	t	e	d	e	t	o	u	s	le	s	m	o	t	s	d	’u	n	fic	h	ie	r	.	O	n	u	t	ilis	e	r	a	la	m	é	t	h	o	d	e	s	p	l	i	t	q	u	i	s	’a	p	p	liq	u	e	à	u	n	e	c	h	a	în	e	d	e	c	a	r	a	c	t	è	r	e	s	et	d	o	n	t	o	n	c	h	e	r	c	h	e	r	a	la	f	o	n	c	t	io	n	d	a	n	s	la	d	o	c	u	m	e	n	t	a	t	io	n	o	f	f	ic	ie	lle	.	S	o	lu	t	io	n	.	d	e	f	e	x	t	r	a	c	t	io	n	(	n	o	m	)	:	l	i	s	t	e	=	[]	w	it	h	open(nom	,	'	r
'	)	a	s	f	:	f	o	r	lig	n	e	in	f	:	f	o	r	mot	i	n	l	i	g	n	e	.	s	p	l	i	t	0	:	lis	t	e	.a	p	p	e	n	d	(	m	o	t	)	r	e	t	u	r	n	(	lis	t	e	)	S	ig	n	a	lo	n	s	q	u	e	Python	d	is	p	o	s	e	d	e	trè	s	n	o	m	b	r	e	u	x	m	o	d	u	le	s	p	e	r	m	e	t	t	a	n	t	d	’a	p	p	e	le	r	le	s	y	s	t	è	m	e	d	’e	x	p	lo	it	a	t	io	n	p	o	u	r	m	a	n	ip	u	le	r	le	s	f	ic	h	ie	r	s	et	r	é	p	e	r	t	o	ir	e	s	,	n	o	t	a	m	m	e	n	t	le	m	o	d	u	le	o	s	,	d	o	n	t	la	TJ	O	c
rj	û	«	JD	tH	O	CM	(y)	XI	OJ	>O	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	d	é	p	a	s	s	e	le	c	a	d	r	e	d	e	c	e	t	o	u	v	r	a	g	e	^	.	»	>	from	o	s	.	p	a	th	im	p	o	r	t	*	»	>	p	r	in	t	(	e	x	is	t	s	(	'm	o	n	_	f	ic	h	ie	r	.t	x	t	')	)	T	rue	»	>	p	r	in	t	(	a	b	s	p	a	t	h	(	'	m	o	n	_	f	i	c	h	i	e	r	.	t	x	t	'	))	/h	o	m	e	/u	t	ilis	a	t	e	u	r	l/m	o	n	_	f	ic	h	ie	r	.t	x	t	»	>	from	os	im	p	o	rt	sy	ste	m	#	p	our	e	x	é	c	t	u	e	r	une
commande	e	x	te	r	n	e	Q.	
»>	U	Ceci	Ceci	Ceci	Ceci	Ceci	s	y	s	t	e	m	(	'c	a	t	m	o	n	_	f	ic	h	ie	r	.	t	x	t	'	)	est	est	est	est	est	la	la	la	la	la	lig	n	e	lig	n	e	lig	n	e	lig	n	e	lig	n	e	1	2	3	4	5	0	4.	Pour	une	introduction	concise	et	rapide	aux	com	m	andes	usuelles	du	bash,	on	pourra	consulter	[Graü6].	www.biblio-scientifique.net	Modules	E	x	e	r	c	ic	e	2	6	.	67	L	’e	x	t	e	n	s	io	n	t	i	k	z	d	u	la	n	g	a	g
e	d	e	c	o	m	p	o	s	it	io	n	E	T	^	n	e	p	e	r	m	e	t	t	a	n	t	p	a	s	p	o	u	r	l	’in	s	​	t	a	n	t	u	n	t	ra	c	é	a	is	é	d	e	s	c	o	u	r	b	e	s	e	n	p	o	la	ir	e	s	,	é	c	r	ir	e	u	n	s	c	r	ip	t	q	u	i	e	ffe	c	tu	e	le	s	o	p	é	r	a	t	io	n	s	s	u	iv	a	n	t	s	:	p	=	1	-h	-	•c	o	s	/2	0	-0	-	c	a	lc	u	l	d	e	s	p	o	in	t	s	d	e	la	c	o	u	r	b	e	d	’é	q	u	a	t	io	n	p	o	la	ir	e	-	é	c	r	it	u	r	e	d	e	c	e	s	p	o	in	t	s	d	a	n	s	u	n	f	ic	h	ie	r	(e	sc	la	v
e	)	d	’e	x	t	e	n	s	io	n	«	.	t	a	b	l	e	»	;	-	é	c	r	it	u	r	e	d	’u	n	f	ic	h	ie	r	(	m	a	ître	)	E	T	]	^	c	o	n	t	e	n	a	n	t	le	p	r	é	a	m	b	u	le	et	l	’e	n	v	ir	o	n	n	e	m	e	n	t	t	i	k	z	et	19	a	p	p	e	la	n	t	le	f	ic	h	ie	r	e	s	c	la	v	e	;	-	c	o	m	p	ila	t	io	n	d	u	d	o	c	u	m	e	n	t	m	a	ît	r	e	à	l	’a	id	e	d	u	p	r	o	g	r	a	m	m	e	r	u	b	b	e	r	S	o	lu	t	io	n	.	c	o	u	r	b	e	t	ik	z	.	p	y	from	math	im	p	o	rt	*	N,	a	,	b	=	50	0	,
0	,	1	+	f	lo	o	r	(	3	8	*	p	i)	def	rh	o	(th	e	ta	):	re	tu	rn	1	+	c	o	s	(	th	e	t	a	*	2	0	/1	9	)	/	3	d	e	f	e	c	h	e	l	l	e	(	t	,	x	m	in	=	a	,	xm	ax=b,	n	u	m	p	o	in	ts	=	N	):	r	e	t	u	r	n	xm	in	+	t	/n	u	m	p	o	in	t	s	*	(xmax	-	xm	in)	s	=	(	"	\	\	d	o	c	u	m	e	n	t	c	l	a	s	s	{	a	r	t	ic	l	e	}	\	n	\	n	"	"	\	\	u	s	e	p	a	c	k	a	g	e	[	m	a	t	h	le	t	t	e	r	s	]	{	u	c	s	}	\	n	"	"	\	\	u	s	e	p	a	c	k	a	g	e	[	u	t	f	8	x	]	{	in	p	u
t	e	n	c	}	\	n	"	"	\	\	u	s	e	p	a	c	k	a	g	e	[	T	l]	{	f	o	n	t	e	n	c	}	\	n	"	"	\	\	u	s	e	p	a	c	k	a	g	e	{	x	c	o	lo	r	}	\	n	"	"	\	\	u	s	e	p	a	c	k	a	g	e	{	t	ik	z	}	\	n	\	n	"	"	\\b	e	g	in	{	d	o	c	u	m	e	n	t	}	"	"	W	b	e	g	i	n	f	t	ik	z	p	ic	t	u	r	e	}	[	s	c	a	le	=	2	]	\	n	"	"	W	c	l	i	p	(	-	1	.	7	,	-	1	.	7	)	r	e	c	t	a	n	g	le	(	1	.	7	,	1	.	7	)	;	"	"	\	\	d	r	a	w	[	-	>	]	(	-	1	.	5	,	0	)	-	-	(	1	.	5	,	0	)	n	o	d	e	[	r	ig	h	t	]	{	$	x	$	}	;
\	n	"	"	\	\	d	r	a	w	[	-	>	]	(	0	,	-	1	.	5	)	-	-	(	0	,	1	.	5	)	n	o	d	e	[ab	o	ve	]	{	$	y	$	}	;	\	n	"	"	\	\	d	r	a	w	[	c	o	lo	r	=	b	lu	e	]	p	l	o	t	[sm	ooth]	f	i	l	e	{	c	o	u	r	b	e	.	t	a	b	l	e	}	;	\	n	"	T3	O	c	3	Û	kD	O	CM	"	\\	e	n	d	{	t	ik	z	p	ic	t	u	r	e	}	"	"	\\	e	n	d	{	d	o	c	u	m	e	n	t	}	"	)	w	it	h	o	p	e	n	(	"	c	o	u	r	b	e	.t	e	x	"	,	'w	')	a	s	f	:	f	.w	r	it	e	lin	e	s	(	s	)	(y)	xz	CTI	>Q.	O	U	w	it	h	o	p	e	n	(	"	c	o
u	r	b	e	.t	a	b	le	"	,	fo	r	i	in	'w	')	a	s	f	:	ra	n	g	e	(N	):	th	e	ta	=	e	c	h	e	lle	(	i)	r	=	rh	o	(th	e	ta	)	y	=	r	*	c	o	s	(	t	h	e	t	a	)	,	r	*	s	in	(	t	h	e	t	a	)	f	.w	r	it	e	(	"	{	:8	.5	f	}	{	:	8	.	5	f	}	\	n	"	.	fo	rm	a	t(x	,	y	))	X,	im	p	o	r	t	os	o	s	.s	y	s	t	e	m	!"	r	u	b	b	e	r	-d	{	0	}	.	t	e	x	&&	e	v	in	c	e	{	0	}	.	p	d	f	&	"	.	f	o	r	m	a	t	!	'	c	o	u	r	b	e	'	))	5.	cf.	h	t	t	p	s	://la	u	n	c	h	p	a	d	.n	e	t	/ru	b	b	e	r
www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	68	4	M	a	n	ip	u	la	tio	n	d	e	fic	h	ie	rs	C	S	V	L	e	f	o	r	m	a	t	«	C	o	m	m	a	-s	e	p	a	r	a	t	e	d	v	a	lu	e	s	»	(	C	S	V	)	e	st	u	n	f	o	r	m	a	t	in	f	o	r	m	a	t	iq	u	e	o	u	v	e	r	t	r	e	p	r	é	s	e	n	t	a	n	t	d	e	s	d	o	n	n	é	e	s	t	a	b	u	la	ir	e	s	s	o	u	s	f	o	r	m	e	d	e	«	v	a	le	u	r	s	s	é	p	a	r	é	e	s	p	a	r	d	e	s	v	ir	g	u
le	s	»	;	c	’e	st	le	f	o	r	m	a	t	le	p	lu	s	c	o	u	r	a	m	m	e	n	t	u	t	ilis	é	p	o	u	r	im	p	o	r	t	e	r	o	u	e	x	p	o	rt	e	r	d	e	s	d	o	n	n	é	e	s	d	’u	n	e	f	e	u	ille	d	e	c	a	lc	u	l	d	’u	n	t	a	b	le	u	r	.	
U	n	f	ic	h	ie	r	C	S	V	e	st	u	n	f	ic	h	ie	r	texte	,	d	a	n	s	le	q	u	e	l	c	h	a	q	u	e	lig	n	e	c	o	r	r	e	s	p	o	n	d	à	u	n	e	r	a	n	g	é	e	d	u	t	a	​	b	le	a	u	;	le	s	c	e	llu	le	s	d	’u	n	e	m	ê	m	e	r	a	n	g	é	e	s	o	n	t	s	é	p	a	r	é	e	s	p	a	r	u	n	e	v	ir	g	u	le	.	À	p	a	r	t	ir	d	’u	n	t	a	b	le	u	r	,	i	l	s	u	f	f	it	d	e	s	a	u	v	e	g	a	r	d	e	r	u	n	e	f	e	u	ille	d	e	c	a	lc	u	l	e	n	p	r	é	c	is	a	n	t	le	f	o	r	m	a	t	C	S	V	p	o	u	r	f	a
b	r	iq	u	e	r	u	n	te	l	f	ic	h	ie	r	.	P	o	u	r	é	v	it	e	r	le	s	d	é	s	a	g	r	é	m	e	n	t	s	lié	s	à	l	’a	b	s	e	n	c	e	d	e	s	t	a	n	d	a	r	d	is	a	t	io	n	d	u	s	é	p	a	r	a	t	e	u	r	d	é	c	im	a	l,	il	e	st	fo	r	t	e	m	e	n	t	c	o	n	s	e	illé	d	e	p	a	r	a	m	é	t	r	e	r	s	o	n	t	a	b	le	u	r	p	o	u	r	c	h	o	is	ir	le	p	o	in	t	(et	n	o	n	la	v	ir	g	u	le	)	c	o	m	m	e	s	é	p	a	r	a	t	e	u	r	d	é	c	im	a	l.	S	i	v	o	u	s	u	t	ilis	e	z	a	lle	z	d	a	n	s	le	m
e	n	u	O	u	t	ils	>	O	p	t	io	n	s	>	OpenOffice.org	Cale	o	u	LibreO	ffice	Cale,	P	a	r	a	m	è	tr	e	s	lin	g	u	is	t	iq	u	e	s	>	Langue	>	P	a	r	a	m	è	tr	e	lin	g	u	is	t	iq	u	e	et	c	h	o	is	is	s	e	z	u	n	e	c	o	m	b	in	a	is	o	n	la	n	g	u	e	/p	a	y	s	u	t	ilis	a	n	t	le	p	o	in	t	c	o	m	m	e	s	é	p	a	r	a	t	e	u	r	d	é	c	im	a	l	:	«	a	n	g	la	is	(to	u	s	p	a	y	s	)	»	o	u	m	ie	u	x	«	f	r	a	n	ç	a	is	(S	u	is	s	e	)	».	L	a	f	ig
u	r	e	s	u	iv	a	n	t	e	m	o	n	t	r	e	u	n	e	x	e	m	p	le	d	e	f	e	u	ille	d	e	c	a	lc	u	l	o	u	v	e	r	te	d	a	n	s	O	p	e	n	O	f	f	i	c	e	:	TJ	O	c	rj	û	«	JD	tH	O	CM	(y)	L	e	f	ic	h	ie	r	C	S	V	c	o	r	r	e	s	p	o	n	d	a	n	t	s	e	ra	XI	OJ	>Q.	O	U	"Nom	s",	"	m	a	th	s	"	,	"	p	h	y	s	iq	u	e	"	,	"	c	h	im	ie	"	"	A	c	h	ille	"	,1	2	,1	4	,1	5	"	A	ja	x	"	,1	7	,ll,9	"	A	lc	e	s	t	e	"	,1	5	,1	5	,1	6	"	A	lc	ib	ia	d	e	"	,1	1	,	1	3	,	1	2	"
A	s	p	a	s	ie	"	,1	9	,1	5	,1	8	"	B	e	r	e	n	ic	e	"	,	1	4	,	1	7	,	1	7	P	o	u	r	o	u	v	r	ir	u	n	f	ic	h	ie	r	C	S	V	a	v	e	c	Python,	o	n	im	p	o	r	t	e	le	m	o	d	u	le	c	s	v	et	o	n	u	t	ilis	e	la	s	y	n	ta	x	e	s	u	iv	a	n	t	e	:	www.biblio-scientifique.net	Modules	69	H	re	C	S	V	.p	y	im	p	o	r	t	CSV	w	it	h	o	p	e	n	(	'	t	e	s	t	.	C	S	V	'	,	n	e	w	lin	e	=	'	')	l	i	r	e	=	C	S	V	.r	e	a	d	e	r	(	f	)	as	f	f	o	r	lig	n	e	in	l	i
r	e	:	p	r	in	t	(	lig	n	e	)	[	'N	o	m	s	',	'm	a	t	h	s	',	'	p	h	y	s	iq	u	e	'	,	[	'A	c	h	ille	',	'1	2	',	'1	4	',	'1	5	']	[	'A	ja	x	',	'	1	7	'	,	'	l	l	'	,	'9	']	'	c	h	im	ie	'	]	[	'A	lc	e	s	t	e	',	'	1	5	'	,	'	1	5	'	,	'1	6	']	[	'A	lc	ib	ia	d	e	',	'	l	l	'	,	'	1	3	'	,	'1	2	']	[	'A	s	p	a	s	ie	',	'	1	9	'	,	'	1	5	'	,	'1	8	']	[	'	B	e	r	e	n	ic	e	'	,	'	1	4	'	,	'	1	7	'	,	'	1	7	'	]	P	o	u	r	é	c	r	ir	e	d	a	n	s	u	n	f	ic	h	ie	r	,	o	n	u	t	ilis	e	T	in	s	t	r	u	c	t	io	n	o



p	e	n	a	v	e	c	l	’o	p	t	io	n	'	w	'	p	o	u	r	é	c	r	ir	e	o	u	'	a	'	p	o	u	r	a	jo	u	t	e	r	d	u	c	o	n	t	e	n	u	.	
e	c	r	ir	e	C	S	V	.p	y	t	a	b	le	=	[	[	'N	o	m	s	',	'm	a	t	h	s	',	[	'A	c	h	ille	',	'1	2	',	[	'A	lc	e	s	t	e	',	'	1	5	'	,	[	'A	s	p	a	s	ie	',	'1	9	',	'	p	h	y	s	iq	u	e	'	,	'	c	h	i	m	i	e	'	]	,	'1	4	',	'	1	5	'	]	,	[	'A	ja	x	',	'	1	7	'	,	'	l	l	'	,	'9	']	,	'	1	5	'	,	'	1	6	'	]	,	[	'A	lc	ib	ia	d	e	',	'	l	l	'	,	'	1	3	'	,	'	1	2	'	]	,	'1	5	',	'1	8	']	]	im	p	o	r	t	CSV	w	it	h	o	p	e	n	(	'	t	e	s	t	.	C	S	V	'	,	'w	',	n	e	w	lin	e	=	'	')	é	c	r	ir	e	=	c	s	v	.w	r	it	e
r	(	f	)	f	o	r	l	i	g	n	e	i	n	t	a	b	le	:	e	c	r	i	r	e	.	w	r	it	e	r	o	w	(	l	ig	n	e	)	as	f	:	w	it	h	o	p	e	n	(	'	t	e	s	t	.	
C	S	V	'	,	'	a	'	,	n	e	w	lin	e	=	'	')	é	c	r	ir	e	=	c	s	v	.w	r	it	e	r	(	f	)	as	f	:	é	c	r	i	r	e	.	w	r	it	e	r	o	w	(	[	'	B	e	r	e	n	ic	e	'	,	TJ	o	c	13	Q	I	o	r\i	©	‘s_	>CL	o	'1	4	',	'1	7	',	'1	7	']	)	II	fa	u	t	b	ie	n	p	r	e	n	d	r	e	g	a	rd	e	a	u	fa	it	q	u	’a	v	e	c	l	’o	p	t	io	n	'	w	',	la	m	é	t	h	o	d	e	w	r	i	t	e	r	é	c	ra	s	e	le	f	ic	h	ie	r	s	’i	l	e	x	is	te	d	é	jà	.	É	c	r	iv	o	n	s	à	p	r	é	s	e	n	t	u	n	s	c	r	ip	t	q	u	i	a	jo	u	t	e
a	u	f	ic	h	ie	r	t	e	s	t	.	e	s	v	le	s	m	o	y	e	n	n	e	s	d	e	c	h	a	q	u	e	é	lè	v	e	et	le	s	m	o	y	e	n	n	e	s	d	e	la	c	la	s	s	e	p	o	u	r	c	h	a	q	u	e	m	a	t	iè	r	e	.	
m	o	y	e	n	n	e	s	C	S	V	.p	y	im	p	o	rt	CSV	w	it	h	o	p	e	n	(	'	t	e	s	t	.	C	S	V	'	,	n	e	w	lin	e	=	'	'	)	a	s	f	:	l	ig	n	e	s	=	[	l	ig	n	e	f	o	r	l	i	g	n	e	i	n	c	s	v	.	r	e	a	d	e	r	(	f	)]	U	d	e	f	moy(	l	i	s	t	e	)	:	l	i	s	t	e	=	[	e	v	a	l(	x	)	f	o	r	x	i	n	l	i	s	t	e	]	re	tu	rn	s	t	r	(	r	o	u	n	d	(	s	u	m	(	lis	t	e	)	/le	n	(	lis	t	e	)	,	1	)	)	lig	n	e	s	[	0	]	.	a	p	p	e	n	d	!	'm	o	y	e	n	n	e	s	')	f	o	r	lig	n	e	in	l	i	g	n	e	s	[	l	:	]	:	lig
n	e	.	a	p	p	e	n	d	(	m	o	y	(	lig	n	e	[	l:	]	)	)	www.biblio-scientifique.net	70	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	c	l	a	s	s	e	=	[m	oy(	[	l	i	g	[	i	]	fo	r	lig	in	lig	n	e	s	[	l:]	]	)	fo	r	i	in	r	a	n	g	e	(	l,	5	)]	c	l	a	s	s	e	[	0	:	0	]	=	['m	o	y	e	n	n	e	s	']	l	i	g	n	e	s	.	a	p	p	e	n	d	(	c	la	s	s	e	)	w	it	h	o	p	e	n	(	'	t	e	s	t	.	c	s	v	'	,	'	w	'	,	n	e	w	lin	e	=	'	')	as	f	:	é	c	r	ir	e	=	c	s	v	.w	r
it	e	r	(	f	)	f	o	r	lig	n	e	in	lig	n	e	s	:	e	c	r	ir	e	.	W	r	it	e	r	o	w	(	lig	n	e	)	L	e	r	é	s	u	lt	a	t	e	st	a	lo	r	s	le	s	u	iv	a	n	t	:	5	C	o	m	m	e	n	t	g	é	n	é	re	r	d	e	s	g	ra	p	h	iq	u	e	s	?	
TJ	O	c	D	Û	R	e	p	r	é	s	e	n	t	e	r	d	e	s	f	o	n	c	t	io	n	s	o	u	d	e	s	c	o	u	r	b	e	s	p	a	r	a	m	é	t	r	é	e	s	e	st	u	n	b	e	s	o	in	c	o	n	s	t	a	n	t	e	n	m	a	t	h	é	m	a	​	O	p	a	r	d	é	fa	u	t	d	a	n	s	Гч]	(S)	ai	>Q.	O	U	t	iq	u	e	s	.	P	o	u	r	c	e	fa	ire	,	p	lu	s	ie	u	r	s	m	é	t	h	o	d	e	s	se	p	r	é	s	e	n	t	e	n	t	à	n	o	u	s	.	P	a	r	m	i	le	s	m	o	d	u	le	s	f	o	u	r	n	is	Python,	o	n	p	o	u	r	r	a	it	u	t	ilis	e	r	t	u	r	t	le	o	u
Tkinter.	L	e	p	r	e	m	ie	r	a	l	’in	c	o	n	v	é	​	n	ie	n	t	d	’ê	tre	a	s	s	e	z	r	u	d	im	e	n	t	a	ir	e	et	le	s	e	c	o	n	d	p	e	u	t	d	e	m	a	n	d	e	r	b	e	a	u	c	o	u	p	d	’e	ffo	rts	p	o	u	r	u	n	r	é	​	s	u	lt	a	t	c	o	r	re	c	t	.	P	a	r	m	i	le	s	m	o	d	u	le	s	d	e	t	ie	r	c	e	s	p	a	r	t	ie	s	,	c	e	lu	i	q	u	i	e	st	c	e	r	t	a	in	e	m	e	n	t	le	p	lu	s	a	d	a	p	t	é	e	st	matplotlib,	d	o	n	t	n	o	u	s	p	a	r	le	r	o	n	s	b	r	iè	v	e	m	e	n	t	d
a	n	s	la	p	r	o	c	h	a	in	e	s	e	c	t	io	n	.	N	é	a	n	m	o	in	s	s	a	g	r	a	n	d	e	p	u	is	s	a	n	c	e	a	u	n	r	e	v	e	rs	:	s	a	p	r	is	e	e	n	m	a	in	n	’e	st	p	a	s	c	h	o	s	e	a	is	é	e	.	À	t	itre	p	é	d	a	g	o	g	iq	u	e	,	n	o	u	s	p	r	o	p	o	s	o	n	s	d	o	n	c	ic	i	u	n	e	a	u	tr	e	a	p	p	r	o	c	h	e	.	Python	est	c	o	n	n	u	p	o	u	r	ê	tre	u	n	e	b	o	n	n	e	«	c	o	lle	»	e	n	tre	d	if	f	é	re	n	t	s	la	n	g	a	g	e	s	o	u	lo	g	ic	ie	ls	or,	a
u	jo	u	r	d	’h	u	i,	u	n	e	b	o	n	n	e	m	a	î​	t	r	is	e	d	e	l	’o	u	t	il	in	f	o	r	m	a	t	iq	u	e	n	é	c	e	s	s	it	e	d	e	p	o	u	v	o	ir	fa	ire	in	t	e	r	a	g	ir	d	iffé	r	e	n	t	s	la	n	g	a	g	e	s	o	u	lo	g	ic	ie	ls	e	n	tre	e	u	x	.	N	o	u	s	a	llo	n	s	d	o	n	c	m	o	n	t	r	e	r	i	c	i	c	o	m	m	e	n	t	g	é	n	é	r	e	r	d	e	s	g	r	a	p	h	iq	u	e	s	d	a	n	s	le	la	n	g	a	g	e	d	e	d	e	s	c	r	ip	t	io	n	d	e	p	a	g	e	P	o	s	t	S	c	r	i	p	t	.	U	n	in	t	é	r	ê	t
é	v	id	e	n	t	d	e	c	e	tte	m	é	t	h	o	d	e	e	st	q	u	’il	n	o	u	s	p	e	r	m	e	t	​	t	r	a	n	o	n	s	e	u	le	m	e	n	t	d	e	v	is	u	a	lis	e	r	u	n	e	c	o	u	r	b	e	,	m	a	is	b	ie	n	p	lu	s	,	le	t	ra	c	é	e	n	s	e	r	a	o	b	t	e	n	u	a	u	f	o	r	m	a	t	P	o	s	t	S	c	r	ip	t	e	n	c	a	p	s	u	lé	.	L	a	c	o	n	v	e	r	s	io	n	a	u	f	o	r	m	a	t	P	D	F	p	e	u	t	se	fa	ir	e	e	n	s	u	it	e	,	p	a	r	e	x	e	m	p	le	,	a	v	e	c	www.biblio-scientifique.net
Modules	71	le	lo	g	ic	ie	l	p	a	y	a	n	t	A	c	r	o	b	a	t	D	is	t	ille	r	,	o	u	b	ie	n	a	v	e	c	le	lo	g	ic	ie	l	g	r	a	t	u	it	g	h	o	s	t	s	c	r	ip	t	(v	ia	T	u	t	ilit	a	ir	e	e	p	s	2	p	d	f	)	.	S	o	u	s	T	u	n	d	e	c	e	s	d	e	u	x	fo	rm	a	t	s	,	il	s	e	r	a	f	a	c	ile	d	’in	t	é	g	r	e	r	c	e	t	ra	c	é	d	a	n	s	u	n	d	o	c	u	m	e	n	t	BT	e	K	p	a	r	e	x	e	m	p	le	.	V	o	ic	i	u	n	m	o	d	u	le	s	im	p	le	p	o	u	r	c	r	é	e	r	u	n	f	ic	h	ie	r	E	P	S
à	p	a	r	t	ir	d	’u	n	e	lis	t	e	d	e	p	o	in	t	s	à	tra	c	e	r.	P	o	stS	crip	tO	.p	y	Module	de	t	r	a	c	é	d	'	une	l	i	s	t	e	de	p	o	i	n	t	s	dans	un	f	i	c	h	i	e	r	P	o	s	t	S	c	r	i	p	t	Il	II	II	im	p	o	rt	os	d	e	f	n	ra	n	g	e	(a	,	b,	n	u	m	p	o	in	ts	):	"	"	"R	e	n	v	o	i	e	une	s	u	b	d	i	v	i	s	i	o	n	de	[	a,	b	]	à	N+1	p	o	i	n	t	s	.	"	"	"	pas	=	(b	-	a)	/	n	u	m	p	o	in	ts	r	e	t	u	r	n	(a	+	i	*	pas	f	o	r	i	i	n	d	e	f	p	r	e	a
m	b	u	le	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	b	o	it	e	,	ra	n	g	e	(n	u	m	p	o	in	ts	+	1	)	)	zoom,	d	e	l	t	a	)	:	......	É	c	r	i	t	l	e	préambule	du	f	i	c	h	i	e	r	EPS.	......	c	a	d	re	=	[x	*	zoom	*	d	e	lt	a	f	o	r	x	i	n	b	o	it	e	]	s_	d	e	b	u	t	=	r	%	!	P	S	-	A	d	o	b	e	-	2	.	0	E	P	S	F	-2	.0	"	"%	%	B	o	u	n	d	in	g	B	o	x	:	{	O	[	0	]	:	.	l	f	}	{	0	[	l	]	:	.	l	f	}	{	0	[	2	]	:	.	l	f	}	{	0	[	3	]	:.If}	"	"	{	1	}	{	1	}	s	c	a	le	X	n	"	)	.
f	o	r	m	a	t	(	c	a	d	r	e	,	zoom)	w	it	h	o	p	e	n	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	+	"	.	e	p	s	"	,	'w	')	a	s	f	:	f	.w	r	it	e	(	s	_	d	e	b	u	t	)	d	e	f	f	in	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	)	:	"""	C	l	ô	t	u	r	e	l	e	f	i	c	h	i	e	r	EPS.	
......	s	_	f	in	=	"	sh	o	w	p	a	g	e	"	w	it	h	o	p	e	n	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	+	"	.	e	p	s	"	,	f	.w	r	it	e	(	s	_	f	in	)	d	e	f	a	jo	u	t	e	C	o	u	r	b	e	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	l	i	s	t	e	,	'a	')	as	f	:	b	o	it	e	,	zoom,	e	p	a	i	s	s	e	u	r	i	r	a	i	t	,	rg	b	):	"	"	"	A	j	o	u	t	e	une	courbe	donnée	sous	forme	de	l	i	s	t	e	.	
......	■a	O	c	D	Û	kD	1—	1	O	rs]	(S)	ai	>CL	O	U	w	it	h	o	p	e	n	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	+	"	.	e	p	s	"	,	'a	')	as	f	:	f	.	w	r	i	t	e	(	"	n	e	w	p	a	t	h	"	)	f	o	r	i	,	p	o	in	t	i	n	e	n	u	m	e	r	a	t	e	(	lis	t	e	)	:	if	i	==	0:	f	.	w	r	it	e	r	{	0	[0	1:	.4	f	}	{	0	[	l	j	:	.4	f	}	f	.w	r	it	e	(	"	m	o	v	e	t	o	X	n	"	)	e	l	i	f	(	b	o	it	e	[	0	]	"	.f	o	r	m	a	t	(	p	o	in	t	))	and	b	o	i	t	e	[	l	]	s	e	t	r	g	b	c	o	lo	r	X	n	"	"	s	t	r	o	k	e	X
n	"	.f	o	r	m	a	t	(	z	o	o	m	,	e	p	a	i	s	s	e	u	r	i	r	a	i	t	,	r	g	b	))	d	e	f	a	f	f	i	c	h	e	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	)	:	......A	f	f	i	c	h	e	l	e	graph	iq	ue	v	i	a	g	h	o	s	t	v	i	e	w	.	"	"	"	o	s	.	s	y	s	t	e	m	("	g	v	{	0	}	.e	p	s	&	"	.f	o	r	m	a	t	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	)	)	www.biblio-scientifique.net	72	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	i	f	__name__	==	"___	m	a	in	__	from	math	im	p	o	rt	p
i	,	c	o	s	,	s	in	,	f	lo	o	r	N,	a	,	b	=	10	0	0	,	0	,	1	+	f	lo	o	r	(	3	8	*	p	i)	n	o	m	F	ic	h	ie	r	=	"	p	o	la	r	"	zoom,	é	p	a	i	s	s	e	u	r	!	r	a	i	t	,	rgb	=	1	0	0	,	0	.	
4	,	(0	,	0	,	1	)	b	o	it	e	=	[	-	1	.	5	,	-	1	.	5	,	1	.	
5	,	1	.	5	]	#	xmin	,	ymin,	xmax,	ymax	#	F	o	n	c	t	i	o	n	d	é	f	i	n	i	s	s	a	n	t	l	a	courbe	p	o	l	a	i	r	e	def	f	(th	e	t	a	)	:	re	tu	rn	1	+	c	o	s	(th	e	t	a	*	2	0	/1	9	)	/	3	#	L	i	s	t	e	de	p	o	i	n	t	s	de	l	a	courbe	lis	t	e	=	(	[	f	(th	e	ta	)	*	c	o	s	(th	e	ta	),	f(th	e	t	a	)	f	o	r	t	h	e	t	a	i	n	n	r	a	n	g	e	(	a	,	b,	N	))	#	C	r	é	a	t	i	o	n	du	f	i	c	h	i	e	r	EPS	p	r	e	a	m	b	u	le	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	b	o	it	e	,	a
jo	u	t	e	C	o	u	r	b	e	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	f	in	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	)	*	s	in	(	t	h	e	t	a	)	]	zoom,	1	.	1	)	lis	t	e	,	b	o	it	e	,	zoom,	é	p	a	i	s	s	e	u	r	!	r	a	i	t	,	rgb)	a	f	f	ic	h	e	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	)	L	’e	x	e	m	p	le	p	r	é	s	e	n	t	é	e	n	f	in	d	e	m	o	d	u	le	r	e	p	r	e	n	d	le	p	r	o	​	b	lè	m	e	d	u	t	ra	c	é	d	e	la	c	o	u	r	b	e	d	’é	q	u	a	t	io	n	p	o	la	ir	e	:	1	P	=	1	-F	-	•	COS	^	^20-0	3	U	n	e	f	o	is	c	ré
é	e	la	lis	t	e	d	e	p	o	in	t	s	à	tra	c	e	r,	o	n	u	t	ilis	e	■a	O	c	U	le	s	f	o	n	c	t	io	n	s	préambule,	ajouteCourbeetfin	p	o	u	r	o	b	t	e	n	ir	la	fig	u	r	e	c	i-c	o	n	t	r	e	.	û	«	JD	tH	O	rs]	P	o	stS	crip	tO	.p	y	x:	ai	>Q.	O	from	math	im	p	o	rt	*	im	p	o	r	t	P	o	s	t	S	c	r	ip	t	0	a	s	ps	U	N,	a	,	b	=	10	0	0	,	0	,	1	+	f	lo	o	r	(	3	8	*	p	i)	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	zoom,	e	p	a	i	s	s	e	u	r	!	r	a	i	t	,	rgb	=
"	p	o	la	r	"	,	10	0	,	0	.4	,	b	o	it	e	=	[	-	1	.	5	,	-	1	.	5	,	1	.	5	,	1	.	5	]	#	xmin	,	ymin,	xmax,	ymax	#	F	o	nc	t	i	o	n	d	é	f	i	n	i	s	s	a	n	t	l	a	courbe	p	o	l	a	i	r	e	d	e	f	f	(	t	h	e	t	a	)	:	r	e	t	u	r	n	1	+	c	o	s	(	t	h	e	t	a	*	2	0	/1	9	)	/	3	www.biblio-scientifique.net	(0	,	0	,	1)	Modules	#	L	i	s	t	e	de	p	o	i	n	t	s	de	l	a	courbe	l	i	s	t	e	=	(	[	f	(	t	h	e	t	a	)	*	c	o	s	(th	e	ta	),	f	(th	e	ta	)	f	o	r	t	h	e
t	a	i	n	p	s	.n	r	a	n	g	e	(	a	,	b	,	N	))	73	*	s	in	(	t	h	e	t	a	)	]	#	C	r	é	a	t	i	o	n	du	f	i	c	h	i	e	r	EPS	p	s	.	
p	r	e	a	m	b	u	le	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	b	o	it	e	,	zoom,	1	.	1	)	p	s	.a	jo	u	t	e	C	o	u	r	b	e	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	l	i	s	t	e	,	p	s	.	f	in	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	)	p	s	.	a	f	f	ic	h	e	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	)	b	o	it	e	,	zoom,	e	p	a	i	s	s	e	u	r	T	r	a	i	t	,	rgb)	D	a	n	s	l	’a	r	c	h	iv	e	d	is	p	o	n	ib	le	s	u	r	la	T	o	ile	,	le	le	c	t	e	u	r	t	r	o	u	v	e	r	a	u	n	m	o	d	u	le	P	o	s	t	S	c	r	i	p	t	.	
p	y	a	m	é	lio	r	é	q	u	’i	l	s	u	f	f	ir	a	d	’im	p	o	r	t	e	r	p	o	u	r	p	o	u	v	o	ir	o	b	t	e	n	ir	le	s	g	r	a	p	h	iq	u	e	s	p	r	é	s	e	n	t	s	d	a	n	s	c	e	t	o	u	v	ra	g	e	.	plot	q	u	i	p	r	e	n	d	e	n	a	r	​	boite=[xMin,	yMin,	xMax,	yMax],	P	o	u	r	u	n	e	u	t	ilis	a	t	io	n	s	im	p	lif	ié	e	,	o	n	p	e	u	t	u	t	ilis	e	r	d	ir	e	c	t	e	m	e	n	t	la	f	o	n	c	t	io	n	g	u	m	e	n	t	le	n	o	m	d	u	f	ic	h	ie	r	P	o	s	t	S	c	r	ip	t	à	g	é	n	é
re	r,	u	n	e	lis	t	e	le	f	a	c	t	e	u	r	d	’a	g	r	a	n	d	is	s	e	m	e	n	t	zoom	,	la	lis	t	e	d	e	s	c	o	u	r	b	e	s	à	tra	c	e	r,	c	h	a	q	u	e	c	o	u	r	b	e	é	t	a	n	t	d	o	n	n	é	e	s	o	u	s	f	o	r	m	e	d	’u	n	e	lis	t	e	c	o	n	t	e	n	a	n	t	la	lis	t	e	d	e	s	p	o	in	t	s	,	la	c	o	u	le	u	r	et	é	v	e	n	t	u	e	lle	m	e	n	t	l	’é	p	a	is	s	e	u	r	d	e	tra	it	.	D	u	te	x	te	p	e	u	t	é	g	a	le	m	e	n	t	ê	tre	p	la	c	é	s	u	r	le	g	r	a	p	h	iq	u	e	.	E	n
f	in	,	d	e	s	a	r	g	u	m	e	n	t	s	o	p	t	io	n	n	e	ls	p	e	r	m	e	t	t	e	n	t	d	e	m	o	d	if	ie	r	le	p	a	r	a	m	é	t	r	a	g	e	p	a	r	d	é	fa	u	t,	n	o	t	a	m	m	e	n	t	d	u	t	ra	c	é	d	e	s	a	x	e	s.	V	o	ic	i	u	n	e	x	e	m	p	le	d	’u	t	ilis	a	t	io	n	:	P	o	stS	c	rip	t,	p	y	from	math	im	p	o	rt	*	from	P	o	s	t	S	c	r	ip	t	im	p	o	rt	p	lo	t	,	n	ra	n	g	e	#	Paramètres	à	f	i	x	e	r	n	u	m	p	o	in	ts	,	a	,	b,	b	o	it	e	=	10	0	,	-	1	.	4	,
2	*	p	i	,	[	-	1	.	7	,	-	1	.	7	,	6	.	4	,	1	.	
7	]	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	zoom,	ro	u	g	e	,	b	le	u	=	"	s	in	_	c	o	s	"	,	10	0	,	(	1	,	0	,	0	)	,	(0	,	0,	1	)	#	L	i	s	t	e	de	p	o	i	n	t	s	de	l	a	courbe	lis	t	e	_	s	=	[	[x	,	s	in	(	x	)	]	f	o	r	x	in	n	ra	n	g	e	(a	,	b,	n	u	m	p	o	in	ts	)]	lis	t	e	_	c	=	[[x	,	n	ra	n	g	e	(a	,	b,	n	u	m	p	o	in	ts	)]	c	o	s(x	)]	p	lo	t	(	n	o	m	F	ic	h	ie	r	,	•a	O	c	13	Q	y1—	£>1	O	r\i	@	b	o	it	e	,	f	o	r	x	in	zoom,	[	[	l	i	s	t	e	_	s	,	b	le	u
]	,	[	l	i	s	t	e	_	c	,	r	o	u	g	e	]	]	,	[	'	s	i	n	'	,	[6	,	-	0	.	5	]	,	b	le	u	]	,	[	'	c	o	s	'	,	[6	,	1	.1	]	,	ai	‘s_	>.	CL	O	U	www.biblio-scientifique.net	ro	u	g	e	])	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	74	6	U	n	coup	d	'œ	i	l	v	e	r	s	le	m	o	d	u	l	e	M	a	tp	io	tlib	Matpiotlib,	i	l	f	a	u	t	a	u	p	r	é	a	la	b	le	F	in	s	t	a	lle	r	,	a	in	s	i	q	u	e	le	m	o	d	u	le	numpy	U	n	e	f	o	is	c	e	s	m	o	d
u	le	s	in	s	t	a	llé	s	,	o	n	im	p	o	r	t	e	le	m	o	d	u	le	mumpy	p	o	u	r	p	o	u	v	o	ir	u	t	ilis	e	r	le	t	y	p	e	a	rray.	
U	n	o	b	je	t	d	u	t	y	p	e	a	rray	e	st	u	n	t	a	b	le	a	u	d	o	n	t	le	s	é	lé	m	e	n	t	s	s	o	n	t	t	o	u	s	d	u	m	ê	m	e	ty	p	e	,	c	o	n	t	r	a	ir	e	m	e	n	t	à	ce	q	u	i	se	p	a	s	s	e	d	a	n	s	le	c	a	s	d	e	s	o	b	je	t	s	d	e	t	y	p	e	l	i	s	t	.	O	n	p	e	u	t	se	s	e	r	v	ir	d	’u	n	a	r	ray	u	n	id	im	e	n	s	io	n	n	e	l	p	o	u	r	r	e	p	r	é	s	e	n	t	e	r	u	n	v	e	c	t	e	u	r	m	a	t	h	é	m	a	t	iq	u	e	,	et	d	’u	n	a	r	ray	P	o	u	r	U	t	ilis	e	r
le	m	o	d	u	le	d	e	t	ie	r	c	e	p	a	r	t	ie	m	u	lt	id	im	e	n	s	io	n	n	e	l	p	o	u	r	r	e	p	r	é	s	e	n	t	e	r	u	n	e	m	a	t	r	ic	e	m	a	t	h	é	m	a	t	iq	u	e	.	
V	o	ic	i	u	n	e	x	e	m	p	le	d	e	c	r	é	a	t	io	n	d	e	t	a	b	le	a	u	à	u	n	e	d	im	e	n	s	io	n	d	o	n	t	o	n	d	é	c	la	r	e	q	u	e	le	s	q	u	a	t	r	e	c	o	m	​	p	o	s	a	n	t	e	s	s	o	n	t	d	e	s	flo	tt	a	n	ts	.	»	>	im	p	o	r	t	numpy	a	s	np	>	»	>	»	X	=	n	p	.a	r	r	a	y	(	[	0	,	1	,	4,	9	]	,	f	lo	a	t	)	X	#	rép.:	a	r	r	a	y	(	[	0.,	1.,	4.,	9	.])	ty	p	e	(x	)	#	r	é	p	.	:	<	c	l	a	s	s	'	n	um	py	.	n	d	a	r	r	a	y	'	>	»>	P	o	u	r	c	r	é	e	r
d	e	s	t	a	b	le	a	u	x	d	u	t	y	p	e	array,	le	m	o	d	u	le	numpy	p	o	s	s	è	d	e	p	lu	s	ie	u	r	s	p	r	im	it	iv	e	s	,	d	o	n	t	linspace.	C	e	t	te	d	e	r	n	iè	r	e	p	e	r	m	e	t	d	e	s	t	o	c	k	e	r	d	a	n	s	u	n	t	a	b	le	a	u	le	s	p	o	in	t	s	d	’u	n	e	s	u	b	d	iv	is	io	n	r	é	​	g	u	liè	r	e	d	’in	t	e	r	v	a	lle	.	V	o	ic	i,	p	a	r	e	x	e	m	p	le	,	u	n	e	s	u	b	d	iv	is	io	n	d	e	l	’in	t	e	r	v	a	lle	[	-	1	,	1	]	c	o	m	p	r	e	n	a	n	t	5	p	o
in	t	s	:	»	>	n	p	.lin	s	p	a	c	e	(	-	1	,	a	r	r	a	y	(	[	-l.	,	-0	.5	,	1	,	5)	0.	,	0	.5	,	1.	sm	x	S	o	it	à	t	r	a	c	e	r	la	f	o	n	c	t	io	n	s	in	u	s	c	a	r	d	in	a	l	/	:	x	f	o	n	c	t	io	n	,	la	p	r	im	it	iv	e	d	e	(min,	max,	nbre	de	p	i	s	)	#	s	u	r	l	’in	t	e	r	v	a	lle	[	-	1	5	,	1	5	]	.	P	o	u	r	t	r	a	c	e	r	c	e	tte	matpiotlib	a	u	r	a	b	e	s	o	in	d	e	d	e	u	x	t	a	b	le	a	u	x	,	le	p	r	e	m	ie	r	c	o	n	t	e	n	a	n	t	le	s	a	b	s	c	is	s	e
s	d	e	s	p	o	in	t	s	à	tra	c	e	r,	le	s	e	c	o	n	d	le	u	r	s	o	r	d	o	n	n	é	e	s	.	
N	o	u	s	c	o	n	n	a	is	s	o	n	s	d	é	jà	le	m	o	y	e	n	d	e	c	r	é	e	r	le	t	a	b	le	a	u	d	e	s	a	b	s	c	is	s	e	s	.	
P	o	u	r	c	r	é	e	r	le	t	a	b	le	a	u	d	e	s	o	r	d	o	n	n	é	e	s	,	o	n	p	o	u	r	r	a	it	p	r	o	c	é	d	e	r	c	o	m	m	e	s	u	it	:	»	>	X	=	n	p	.	l	i	n	s	p	a	c	e	(	-	1	,	1	,	4)	>	X	r	r	a	y	(	[	-l.	,	-0	.3	3	3	3	3	3	3	3	,	>	im	p	o	rt	math	>	y	=	n	p	.	a	r	r	a	y	i	[	m	a	t	h	.	s	in	(	i	)	/	i	»	a	»	»	TJ	O	c	rj	»	>	#	l	e	s	absci	sses	0	.3	3	3	3	3	3	3	3	,	1.	])	#	p	ou	r	l	a	f	o	n	c	t	i	o	n	s	i	n	u	s	!	fo	r	i	in	x	])	#	l	e	s
ordonnées	y	a	rra	y	([	0	.8	4	1	4	7	0	9	8	,	0	.9	8	15	8	4	0	9	,	0	.9	8	15	8	4	0	9	,	0	.8	4	1	4	7	0	9	8	]	)	û	«	JD	1—	H	O	(N	M	a	is	il	y	a	b	ie	n	p	lu	s	s	im	p	le	:	e	n	effet,	le	s	o	b	je	t	s	d	e	t	y	p	e	I	l	e	x	is	te	d	a	n	s	le	m	o	d	u	le	array	s	u	p	p	o	r	t	e	n	t	la	v	e	c	t	o	r	is	a	t	io	n	.	numpy	d	e	s	p	r	im	it	iv	e	s	p	e	r	m	e	t	t	a	n	t	d	’a	p	p	liq	u	e	r	e	n	u	n	c	l	in	d	’œ	il	u	n	e	f	o	n
c	t	io	n	m	a	t	h	é	m	a	t	iq	u	e	u	s	u	e	lle	à	t	o	u	s	le	s	é	lé	m	e	n	t	s	d	’u	n	t	a	b	le	a	u	!	xz	DJ	>•	Q.	O	U	>	»	»	>	X	=	n	p	.lin	s	p	a	c	e	(	-	1	,	y	=	n	p	.	s	in	(	x	)	/	X	»	>	y	a	rra	yU	0	.8	4	1	4	7	0	9	8	,	1,	#	l	e	s	a	bsci	sses	4)	#	l	es	ordonnées	0	.9	8	15	8	4	0	9	,	0	.9	8	15	8	4	0	9	,	À	p	r	é	s	e	n	t	,	to	u	t	e	st	e	n	p	la	c	e	p	o	u	r	u	t	ilis	e	r	0	.8	4	1	4	7	0	9	8	]	)	m	a	tp	io
tlib	.	O	n	c	o	m	m	e	n	c	e	p	a	r	s	a	is	ir	la	c	o	m	m	a	n	d	e	import	m	a	t	p	io	tlib	.	pyplot	q	u	i	im	p	o	r	t	e	u	n	e	c	o	lle	c	t	io	n	d	e	p	r	im	it	iv	e	s	p	e	r	m	e	t	t	a	n	t	d	’u	t	ilis	e	r	m	a	tp	io	tlib	a	v	e	c	u	n	e	s	y	n	t	a	x	e	p	r	o	c	h	e	d	e	c	e	lle	d	e	m	a	t	la	b	.	O	n	c	ré	e	e	n	s	u	it	e	l	’o	b	je	t	g	r	a	p	h	iq	u	e	c	o	r	r	e	s	p	o	n	d	a	n	t	a	u	g	r	a	p	h	e	d	e	n	o	t	re	f	o	n	c	t	io	n	et
i	l	n	e	n	o	u	s	re	s	te	p	lu	s	q	u	’à	l	’e	x	h	ib	e	r	:	6.	Consulter	h	t	t	p	:	//www.	5	c	ip	y	.	o	r	g	/	in	s	t	a	l	l	.	html	et	h	t	t	p	:/	/	m	a	t	p	io	t	lib	.	o	r	g	/	u	s	e	r	s	/	in	s	t	a	llin	g	.	html.	www.biblio-scientifique.net	Modules	75	sin	u	sc	.p	y	im	p	o	rt	m	a	t	p	l	o	t	l	i	b	.	p	y	p	lo	t	a	s	p	i	t	im	p	o	rt	numpy	a	s	np	=	n	p	.lin	s	p	a	c	e	(	-	1	5	,	y	=	n	p	.	s	in	(	x	)	/	X	X	p	lt	.p	lo	t	(
x	,	p	i	t	.	sh	o	w	()	7	15	,	15	0	)	y)	E	x	e	r	c	i	c	e	s	d	’e	n	t	r	a	î	n	e	m	e	n	t	Les	corrigés	so	n	t	disponibles	sur	le	site	d	u	n	od.com	à	p	a	rtir	d	e	la	page	d	’accueil	de	l’ouvrage.	E	x	e	r	c	ic	e	2	7	.	E	n	u	t	ilis	a	n	t	la	p	r	im	it	iv	e	w	a	lk	d	u	m	o	d	u	le	o	s	et	la	m	é	t	h	o	d	e	e	n	d	s	w	it	h	s	’a	p	p	l	i​	q	u	a	n	t	à	u	n	e	c	h	a	în	e	d	e	c	a	ra	c	t	è	r	e	s	,	é	c	r	ir	e	u	n	p	r	o
g	r	a	m	m	e	q	u	i	p	a	r	c	o	u	r	t	l	’a	r	b	o	r	e	s	c	e	n	c	e	d	’u	n	r	é	​	p	e	r	t	o	ir	e	et	a	f	f	ic	h	e	le	n	o	m	d	e	t	o	u	s	le	s	s	c	r	ip	t	s	Python	r	e	n	c	o	n	t	r	é	s	,	p	r	é	c	é	d	é	d	u	c	h	e	m	in	a	b	s	o	lu	.	S	i	a	u	c	u	n	r	é	p	e	r	t	o	ir	e	n	’e	st	f	o	u	r	n	i	e	n	a	r	g	u	m	e	n	t	,	le	p	r	o	g	r	a	m	m	e	e	x	p	lo	r	e	r	a	le	r	é	p	e	r	t	o	ir	e	c	o	u	r	a	n	t	.	E	x	e	r	c	ic	e	2	8	.	(A	rb	re	d	e	P	y	th
a	g	o	re	)	L	a	c	o	n	s	t	r	u	c	t	io	n	d	e	l	’a	r	b	r	e	d	e	P	y	t	h	a	g	o	r	e	d	é	b	u	t	e	a	v	e	c	u	n	s	im	p	le	c	a	rr	é	.	O	n	tra	c	e	a	lo	r	s	le	s	c	ô	té	s	d	’u	n	t	r	ia	n	g	le	r	e	c	t	a	n	g	le	a	y	a	n	t	p	o	u	r	h	y	p	o	t	é	n	u	s	e	le	c	ô	té	s	u	p	é	r	ie	u	r	d	u	c	a	rr	é	.	
S	u	r	le	s	b	o	r	d	s	d	e	c	e	t	r	ia	n	g	le	,	o	n	c	o	n	s	t	r	u	it	d	e	u	x	c	a	rr	é	s	.	S	u	r	le	s	c	ô	té	s	s	u	p	é	r	ie	u	r	s	d	e	c	e	s	c	a	rr	é	s	,	o	n	c	o	n	s	t	r	u	it	d	e	u	x	n	o	u	v	e	a	u	x	t	r	ia	n	g	le	s	h	o	m	o	t	h	é	t	iq	u	e	s	a	u	p	r	e	m	ie	r	.	L	a	p	r	o	c	é	d	u	r	e	e	st	a	p	p	liq	u	é	e	r	é	c	u	r	s	iv	e	m	e	n	t	à	c	h	a	q	u	e	c	a	rr	é	,	ju	s	q	u	’à	l	’in	f	in	i.	L	e	s	d	e	s	s	in	s	c	i-d	e	s	s	o	u	s
illu	s	t	r	e	n	t	le	s	d	e	u	x	p	r	e	m	iè	r	e	s	it	é	r	a	t	io	n	s	d	e	la	c	o	n	s	t	r	u	c	t	io	n	.	TJ	O	c	rj	Q	kD	O	rM	(5)	‘s_	>.	
CL	O	U	É	c	r	ir	e	u	n	p	r	o	g	r	a	m	m	e	q	u	i	d	e	s	s	in	e	l	’a	r	b	r	e	d	e	P	y	t	h	a	g	o	r	e	a	u	b	o	u	t	d	’u	n	n	o	m	b	r	e	d	o	n	n	é	d	’it	é	r	a	​	t	io	n	s	.	O	n	p	o	u	r	r	a	u	t	ilis	e	r	le	m	o	d	u	le	P	o	s	t	s	c	r	ip	t	.p	y	p	o	u	r	c	r	é	e	r	le	g	r	a	p	h	iq	u	e	.	A	u	b	o	u	t	d	e	1	4	it	é	r	a	​	t	io	n	s	,	o	n	o	b	t	ie	n	t	:	www.biblio-scientifique.net	76	Programmation	en	Python	pour	les
mathématiques	E	x	e	r	c	ic	e	2	9	.	(	U	t	ilis	a	t	io	n	d	e	m	at	p	l	o	t	l	i	b	)	a)	E	n	s	’a	id	a	n	t	d	e	l	’a	id	e	e	n	lig	n	e	d	e	m	a	t	p	l	o	t	l	i	b	,	t	r	a	c	e	r	la	r	o	s	a	c	e	r	e	n	c	o	n	t	r	é	e	à	l	’e	x	e	r	c	ic	e	2	6	.	b)	O	b	t	e	n	ir	la	s	u	r	f	a	c	e	r	e	p	r	é	s	e	n	t	a	t	iv	e	d	e	la	f	o	n	c	t	io	n	:	/	:	(	x	i,	X	2	)	e	[R^	\	{(0	,0	)}	^	TJ	O	c	rj	û	«	JD	tH	O	CM	(y)	XI	OJ	>O	Q.	U	www.biblio-
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le	s	o	u	t	ils	n	é	c	e	s	s	a	ir	e	s	a	u	c	a	lc	u	l	m	a	t	r	ic	ie	l	e	n	u	t	ilis	a	n	t	le	s	t	a	​	b	le	a	u	x	d	e	numpy	:	le	s	o	p	é	r	a	t	io	n	s	a	r	it	h	m	é	t	iq	u	e	s	b	a	s	iq	u	e	s	a	in	s	i	q	u	’u	n	e	s	o	ix	a	n	t	a	in	e	d	e	m	é	t	h	o	d	e	s	c	o	u	v	r	a	n	t	le	s	b	e	s	o	in	s	s	t	a	n	d	a	r	d	s	et	a	u	-d	e	là	.	
»	»	»	»	>	>	>	>	im	p	o	rt	numpy	a	s	np	from	s	c	ip	y	im	p	o	rt	l	i	n	a	l	g	A	=	n	p	.a	r	r	a	y	(	[	(	1	,	2	)	,	(	3	,	4	)	1	)	A	array([[l,	[3,	2],	4]])	»	>	3	*	A	#	chaque	terme	e	s	t	m	u	l	t	i	p	l	i	é	p	a	r	3	a	r	r	a	y	(	[[	3	,	6],	[	9,	»	>	A	+	10	array([[ll,	[13,	»	>	A.T	array([[l,	[2,	12]])	#	chaque	terme	e	s	t	a	d	d	i	t	i	o	n	n	é	à	10	12],	14]])	#	transposée	3],	4]])	A	t	t	e	n	t	io	n	,	l
’o	p	é	r	a	t	e	u	r	♦	e	ffe	c	tu	e	le	p	r	o	d	u	it	t	e	r	m	e	à	t	e	r	m	e	.	P	o	u	r	m	u	lt	ip	lie	r	d	e	u	x	m	a	t	r	ic	e	s	a	u	s	e	n	s	u	s	u	e	l,	i	l	fa	u	t	u	t	ilis	e	r	d	o	t	:	»	>	»	>	A	*	A	array([[	1,	[	9,	4],	A	**	2	a	rray([[	1,	[	9,	16]])	»	>	A.	dot	(A)	a	r	r	a	y	(	[	[	7,	1	0	]	,	[15,	22]])	4],	16]])	O	n	p	e	u	t	c	a	lc	u	le	r	le	d	é	t	e	r	m	in	a	n	t	et	l	’in	v	e	r	s	e	d	’u	n	e	m	a	t	r	ic	e	f	a	c	ile	m
e	n	t	:	■a	O	c	=3	Q	'JD	T-H	O	CM	»	>	1	/	A	#	c	'	e	s	t	l	'	i	n	v	e	r	s	e	terme	à	terme	a	r	r	a	y	([	[	1.	
,	0.5	],	[	0	.3	3	3	3	3	3	3	3	,	0.25	]])	»	>	»	>	iA	=	l	i	n	a	l	g	.	
in	v	(A)	»	>	iA	array([[-2.	
,	1	.	],	lin	a	lg	.d	e	t	(	A	)	[	1.5,	-0.5]])	-2.0	m	a	is	...	ai	>•	Q.	O	U	»	>	A.dot(iA)	array([[	l.OOOOOOOOe+OO,	[	8	.	8	8	1	7	8	4	2	0	e	-1	6	,	0	.	0OO00OOOe+OO],	1	.	
0OO0OO0Oe+OO]])	...c	o	m	p	t	e	-t	e	n	u	d	e	s	e	r	r	e	u	r	s	d	’a	r	r	o	n	d	is	d	o	n	t	n	o	u	s	r	e	p	a	r	le	r	o	n	s	p	lu	s	t	a	r	d	(	c	f	s	e	c	t	io	n	s	2	.4	p	a	g	e	1	3	2	et	1	p	a	g	e	18	0	).	O	n	p	e	u	t	c	e	p	e	n	d	a	n	t	y	r	e	m	é	d	ie	r	a	v	e	c	la	f	o	n	c	t	io	n	>	»	h	e	lp	(	n	p	.a	llc	lo	s	e	)	H	e	lp	on	f	u	n	c	t	io	n	a	l	l	c	l	o	s	e	in	a	l	lc	l	o	s	e	:	m	odule	numpy.	
c	o	r	e	.	n	u	m	e	ric	:	a	l	l	c	l	o	s	e	(	a	,	b,	r	t	o	l	=	l	e	-	0	5	,	a	t	o	l	=	l	e	-	0	8	)	R	e	t	u	r	n	s	T	ru	e	i	f	two	a	r	r	a	y	s	a	r	e	e	le	m	e	n	t	-w	is	e	e	q	u	a	l	w	it	h	in	a	t	o	le	r	a	n	c	e	.	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	79	A	lo	r	s	,	s	a	c	h	a	n	t	q	u	e	n	p	.	e	y	e	{	n	)	r	e	n	v	o	ie	la	m	a	t	r	ic	e	id	e	n	t	it	é	d	e	t	a	ille	n	:	»	>	np.allclose(np.dot(A,	T	rue	i	A
)	,	np.eye(2))	D	e	n	o	m	b	r	e	u	x	e	x	e	m	p	le	s	et	u	n	e	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	q	u	a	s	i	e	x	h	a	u	s	t	iv	e	d	e	s	p	o	s	s	ib	ilit	é	s	d	e	c	e	s	d	e	u	x	m	o	​	d	u	le	s	p	e	u	v	e	n	t	ê	tre	c	o	n	s	u	lt	é	s	s	u	r	h	t	t	p	s	:/	/	s	c	ip	y	-	le	c	t	u	r	e	s	.g	it	h	u	b	.	io	/	in	t	r	o	/	n	u	m	p	y	/	n	u	m	p	y	.h	t	m	l	et	h	t	t	p	s	:	/	/	s	c	ip	y	-le	c	t	u	r	e	s	.g	it	h	u	b	.io	/	in	t	r	o	/	s	c	ip	y	.h	t	m	l#	lin	e	a
r	-a	lg	e	b	r	a	-o	p	e	r	a	t	io	n	s	-s	c	ip	y	-lin	a	lg	.	1.2	Fabriquons	nos	outils	U	t	ilis	e	r	numpy	et	s	c	ip	y	c	o	m	m	e	u	n	e	b	o	ît	e	n	o	ir	e	p	e	u	t	ê	tre	in	t	é	r	e	s	s	a	n	t	d	a	n	s	c	e	r	t	a	in	s	c	o	n	te	x	te	s	,	n	o	t	a	m	m	e	n	t	p	o	u	r	l	’in	g	é	n	ie	u	r	(	s	a	u	f	p	e	u	t	-ê	t	r	e	s	i	c	’e	st	u	n	in	g	é	n	ie	u	r	in	f	o	r	m	a	t	ic	ie	n	...)	.	N	o	u	s	n	o	u	s	in	t	é	r	e	s	s	o	n	s	p	lu	t	ô	t
d	a	n	s	c	e	t	o	u	v	r	a	g	e	à	p	r	o	g	r	a	m	m	e	r	n	o	s	p	r	o	p	r	e	s	o	u	t	ils	p	o	u	r	r	é	f	lé	c	h	ir	a	u	x	m	a	​	t	h	é	m	a	t	iq	u	e	s	s	o	u	s	-ja	c	e	n	t	e	s	.	N	o	u	s	a	llo	n	s	d	o	n	c	p	e	r	d	r	e	e	n	e	f	f	ic	a	c	it	é	d	e	t	e	m	p	s	d	e	c	a	lc	u	l	m	a	is	g	a	​	g	n	e	r	e	n	c	o	m	p	r	é	h	e	n	s	io	n	d	e	s	n	o	t	io	n	s	a	b	o	r	d	é	e	s	et	d	e	s	d	if	f	ic	u	lt	é	s	à	le	s	t	r	a	d	u	ir	e	e	n	p	r	o	g	r	a	m
m	e	.	1.2.1	Création	d’une	classe	«	Matrice	»	D	a	n	s	c	e	tte	s	e	c	t	io	n	,	n	o	u	s	c	r	é	e	r	o	n	s	n	o	s	m	a	t	r	ic	e	s	e	n	d	o	n	n	a	n	t	le	u	r	d	im	e	n	s	io	n	et	la	f	o	n	c	t	io	n	d	é	​	f	in	is	s	a	n	t	le	u	r	s	c	o	e	f	f	ic	ie	n	t	s	e	n	f	o	n	c	t	io	n	d	e	le	u	r	s	in	d	ic	e	s	.	
C	o	m	m	e	P	y	t	h	o	n	e	st	u	n	la	n	g	a	g	e	o	b	je	t,	a	u	t	a	n	t	c	r	é	e	r	u	n	e	c	la	s	s	e	q	u	i	d	é	b	u	t	e	r	a	a	in	s	i	et	q	u	e	n	o	u	s	c	o	m	p	lé	t	e	r	o	n	s	a	u	f	u	r	et	à	m	e	s	u	r	e	:	m	atrice,	p	y	c	l	a	s	s	M	at:	......	une	m	a	t	r	i	c	e	sous	l	a	forme	M	a	t	(	[	n	b	l	i	g	n	e	s	,	nb	c	o	l	s	]	,	f	o	n	c	t	i	o	n	(	i	,	j	)	)	......	d	e	f	__i	n	i	t	__	(self,	d	im	,	f):	self.F	=	f	#	fonction	(	i	,	j	)	-
>	c	o	e	f	f	en	p	o	s	i	t	i	o	n	i	,	j	[nb	de	l	i	g	n	e	s	,	nb	de	c	o	l	s	]	s	e	l	f	.	D	=	di	m	#	l	i	s	t	e	P	a	r	e	x	e	m	p	le	,	»	>	T3	O	c	3	Q	tH	O	(N	CT	‘s_	>.	CL	O	U	1	2'	|3	4j	s	e	r	a	c	re	é	e	a	v	e	c	:	M	=	M	at(	[	3	,	2	]	,	l	ambda	i	,	j	:	2	*	i	+	(j	+	1))	O	n	a	q	u	a	n	d	m	ê	m	e	l	’h	a	b	it	u	d	e	d	e	r	e	n	t	r	e	r	u	n	e	m	a	t	r	ic	e	c	o	m	m	e	u	n	e	lis	t	e	d	e	lig	n	e	s	.	O	n	v	a	d	o	n	c	c	r
é	e	r	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	q	u	i	p	e	r	m	e	t	d	e	c	o	n	v	e	r	t	ir	u	n	e	lis	t	e	d	e	lig	n	e	s	e	n	m	a	t	r	ic	e	:	m	atrice,	p	y	d	e	f	l	i	s	t	2	m	a	t	(	m	a	t	):	r	,	c	=	l	e	n	(	m	a	t	)	,	l	e	n	(	m	a	t	[	0]	)	re	tu	rn	M	a	t	(	[	r	,	c	]	,	lam	b	da	i	,	j	:	mat[i][j])	L	a	m	a	t	r	ic	e	p	r	é	c	é	d	e	n	t	e	a	u	r	a	it	d	o	n	c	p	u	ê	tre	d	é	f	in	ie	p	a	r	:	»	>	M	=	U	s	t	2	m	a	t	(	[	[	l,	2	]	,	[3,4],	[5,6]])	A	t	t	e	n
t	i	o	n	!	O	n	r	a	p	p	e	lle	q	u	’e	n	Python,	le	p	r	e	m	ie	r	é	lé	m	e	n	t	d	’u	n	e	lis	t	e	e	st	in	d	e	x	é	p	a	r	0.	»	>	M.D	#	dimension	de	l	a	m	a	t	r	i	c	e	[	3	,	2]	»	>	M	.	F	(	0	,	1	)	#	coef	.	2	www.biblio-scientifique.net	à	l	a	p	o	s	i	t	i	o	n	0,1	80	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	E	x	e	rc	ic	e	3	0	.	É	c	riv	e	z	une	fo	n	ctio	n	q	u	i	renvo	ie	une	m	a	trice
n	u	lle	de	ta	ille	n	x	m	p	u	is	une	autre	q	u	i	renvo	ie	la	m	a	trice	id	e	n	tité	de	ta	ille	n.	S	o	lu	tio	n	.	def	z	e	r	o	s	(	n	,m	)	:	re	tu	rn	Mat([n,m],	lambda	i	,	j	def	un	it	e(	n)	:	re	tu	rn	M	a	t	(	[	n	,n	]	,	lambda	i	,	j	:	:	0)	1	i	f	i	==	j	e	ls	e	0	)	N	ous	rajo	u	to	n	s	q	uelques	m	éthodes	h	ab	itu	e	lle	m	e	n	t	d	éfin	ie	s	p	o	ur	les	objets	stru	ctu	ré	s	de	ce	ty	p	e	:	m	a	tr	i	c	e
,	p	y	d	e	f	__	getitem	__	(	s	e	l	f	,	d	e	)	:	......	permet	d	'o	b	t	e	n	ir	M	ij	avec	M	[	i	,	j	]	re	tu	rn	s	e	l	f	.	F	(	*	c	l	e	)	......	def	__	i	t	e	r	__	(	s	e	l	f	)	:	"""	pour	i	t	é	r	e	r	su	r	la	l	i	s	t	e	des	c	o	e	f	f	ic	ie	n	t	s	donnés	p	a	r	colonnes	"""	[r,c	]	=	self.D	f	o	r	j	in	r	a	n	g	e	(	c	)	:	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	(	r	)	:	y	ie	ld	s	e	l	f	.	F	(	i	,	j	)	L’em	p	lo	i	du	m	ot-clé	y	ie	ld	au	lie	u	de	r	e	t	u	r	n
p	erm	et	d	e	n	e	retou	rn	er	s	e	l	f	.	F	(	i	,	j	)	que	lo	rsq	ue	ce	la	est	d	em	andé.	A	in	si	la	liste	de	tous	les	co	e	fficie	n	ts	n’est	pas	créée	en	e	n	tie	r	systém	atiq	u	e​	m	ent	ce	q	u	i	écono	m	ise	la	m	ém	oire.	N	ous	pouvons	a	in	si	créer	une	m	éthode	q	u	i	va	p	erm	ettre	u	n	jo	li	affichage	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	■	a	O	c	û	O	fM	(y)	sz	CT	def	__	S	tr	__	(	s	e	l	f	)	:	......	j
o	l	i	a	ffic	h	a	g	e	d'une	m	a	tric	e	"""	[	r	,	c	]	,	f	=	self.D	,	s	e	lf.F	Imax	=	l	e	n	(	s	t	r	(	m	a	x	(	i	t	e	r	(	s	e	l	f	)	)	)	)	+	1	s	=	'	\	n	'	.	j	o	i	n	(	('	'	.	]	o	i	n	(	'	{	0	:	>	.	{	1	}	G	}	'	.	f	o	r	m	a	t	(	f	(	i	,	j	)	,l=lmax)	f	o	r	j	in	r	a	n	g	e	(c	))	)	f	o	r	i	in	ra	ng	e	(r	))	re	tu	rn	s	def	__	repr___(	s	e	l	f	)	:	......	re	p	ré	se	n	ta	tio	n	dans	le	REPL......	re	tu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	)	>.	Cl	O	(J	La	m
éthode	j	o	i	n	est	à	em	ployer	systém	atiq	uem	ent	p	o	ur	la	co	n	catén	atio	n	des	ch	aîn	e	s	de	caractères	:	elle	est	beaucoup	p	lu	s	efficace	que	son	p	end	ant	sous	form	e	de	b	o	u	cle	...	»>	M	1	2	^	4	^	^	E	x	e	rc	ic	e	3	1	.	C	réez	d	eux	m	éthodes	q	u	i	créen	t	un	ité	ra	te	u	r	resp	ectivem	en	t	su	r	les	lig	nes	et	su	r	les	co	lo	n	n	es.	Par	exem	p	le,	la	p	rem
ière	co	lonne	de	M	sera	donnée	p	ar	:	www.biblio-scientifique.net	81	Thèmes	mathématiques	»	>	[	i	fo	r	i	in	M	.c	o	l(	0	)]	[1,	3,	5]	S	o	lu	tio	n	.	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	c	o	l	(	s	e	l	f	,	j	):	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	(	s	e	l	f	.	
D	[	0	]	)	y	ie	ld	s	e	l	f	.	F	(	i	,	j	)	d	ef	l	i	g	n	e	(	s	e	l	f	,	i	)	:	f	o	r	j	in	r	a	n	g	e	(	s	e	l	f	.	
D	[	l	]	)	y	ie	ld	s	e	l	f	.	F	(	i	,	j	)	1	.2	.2	T	ra	n	sp	o	sé	e	d	’	une	m	a	tric	e	L	a	transp	osée	d	’une	m	a	trice	(M/y)	est	égale	à	la	m	atrice	(M,/)	■A	tten	tio	n	au	x	in	d	ice	s	et	au	x	nom	bre	de	lig	nes	et	de	co	lo	nn	es	!	E	x	e	rc	ic	e	3	2	.	C	réez	une	m	éthode	q	u	i	renvo	ie	la	transp	osée	d’une	m	atrice	.	>	»	M.transposée	)	13	5	2	4	6	S	o	lu	tio	n	.	
m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	t	r	a	n	s	p	o	s	e	(	s	e	l	f	)	:	......	
tra	n	sp	o	sée	d'une	m	a	trice	......	[r	,c	]	=	self.D	re	tu	rn	M	a	t	(	[	c	,	r	]	,	lambda	i	,	j	:	s	e	l	f	.	F	(	j	,	i	)	)	"O	O	c	rj	Q	(X)1	O	r\i	ai	>	CL	O	‘s_	U	1	.2	.3	So	m	m	e	de	m	a	tric	e	s	O	n	vo	u	d	ra	it	cré	er	une	m	éthode	q	u	i	p	rend	com	m	e	argum	ents	d	eu	x	m	atrices	et	renvo	ie	le	u	r	som	m	e.	Il	fau	d	ra	v	é	rifie	r	que	les	m	atrice	s	à	ad	d	itio	n	n	e	r	sont	de
bonnes	ta	ille	s	:	on	u	tilise	ra	la	fo	n	ctio	n	a	s	s	e	r	t	q	u	i	est	su	ivie	d	’une	co	n	d	itio	n	à	v	é	rifie	r	et	d’u	n	m	essage	à	a	ffich	h	e	r	en	cas	de	p	rob	lèm	e.	Po	ur	p	o	u	vo	ir	u	tilis	e	r	le	sym	bole	+	p	ar	la	su	ite	,	on	va	n	o	m	m	er	notre	m	é	th	o	d	e	__add__	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	__	add__	(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	......	somme	de	deux	m	a	tric	e	s	:	u	t	i	l	i	s	a	t	i	o	n
du	symbole	+......	a	s	s	e	r	t	s	e	l	f	.	D	==	o	t	h	e	r	.	
D,	"	t	a	ille	s	in	co	m	p	atib	les"	re	tu	rn	M	a	t	(	s	e	lf	.D	,	lambda	i	,	j	:	s	e	l	f	.	F	(	i	,	j	)	+	o	t	h	e	r	.	F	(	i	,	j	))	P	ar	exem	p	le,	avec	la	m	atrice	M	précédem	m	ent	in	tro	d	u	ite	:	www.biblio-scientifique.net	82	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	»>	M	+	M	2	4	6	8	10	12	O	n	d	é	fin	it	de	m	ê	m	e	__	neg__	p	o	u	r	l	’opposé	e	t	___	sub__	p	o	ur	la
so	u	stractio	n	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	neg	(	s	e	l	f	)	:	......	opposé	d'une	m	a	trice	;	u	t	i	l	i	s	a	t	i	o	n	du	symbole	re	tu	rn	Mat(self.D,lambda	i	,	j	:	-	s	e	l	f	.	F	(	i	,	j	)	)	def	sub	(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	......	d	iffé	r	e	n	c	e	de	deux	m	a	trice	s	:	u	t	i	l	i	s	a	t	i	o	n	dyu	symbole	-	.....	re	tu	rn	s	e	lf	+	(-other)	1	.2	.4	P	ro	d	u	it	p	ar	un	s	c	a	la	ire	O	n	vo	u	d	ra	it	o	b	ten	ir	la	m
a	trice	A:	•M	à	p	a	rtir	d’une	m	a	trice	M	et	d	’un	sca	la	ire	k.	»	>	A	=	Mat	(	[	2	,	3	]	,	lambda	i	,	j	>»	A	:	3	*i+	j	)	0	12	3	4	»	>	A	.p	r	o	d	_	p	a	r	_	s	c	a	l(5)	0	5	10	15	20	25	5	E	x	e	rc	ic	e	3	3	.	É	c	riv	e	z	une	im	p	lém	en	tatio	n	de	la	m	éthode	prod_pa	r	_	s	c	a	l	S	o	lu	tio	n	.	m	a	ttr	ic	e	.p	y	def	p	r	o	d	_	p	a	r	_	s	c	a	l	(	s	e	l	f	,	k	)	:	.......	ren	vo	ie	le	p	ro	d	u	it
d'une	m	a	trice	p	a	r	un	s	c	a	la	ir	e	"	"	"	re	tu	rn	M	a	t	(	s	e	lf	.D	,	lambda	i	,	j	:	k	*	s	e	l	f	.	
F	(	i	,	j	))	■	O	O	c	n	Q	«JD	O	CM	1	.2	.5	P	ro	d	u	it	de	m	a	tric	e	s	SoitA=	e	t	B	=	(	f	i	/	y	)	i	^	/	^	,	„	.	A	l	o	r	s	A	x	B	=	C	a	v	e	c	C	=	(c/y)i^/^„	et	1<	i	<	m	l^i^p	P	tH	m	V(/,	)e	N	*	xN	*	7	Cij=	k=	l	JZ	"s^	>.	CL	O	U	C	’est	l	’alg	o	rithm	e	h	a	b	itu	e	l	des	tro	is	b	oucles	im	b	riq	u	é	es.	
N	ous	a	llo	n	s	l	’ab	straire	d	’un	p	e	tit	n	ive	au	:	chaque	co	e	fficie	n	t	c/y	est	en	fa	it	égal	au	p	ro	d	u	it	sca	la	ire	de	la	lig	ne	i	de	A	et	de	la	co	lo	nn	e	j	de	B.	C	om	m	ençons	donc	p	ar	co	n	stru	ire	une	fo	n	ctio	n	q	u	i	ca	lcu	le	le	p	ro	d	u	it	scalaire	de	d	eux	itérab	le	s.	Pour	ce	la,	nous	a	llo	n	s	u	tilis	e	r	une	fo	n	ctio	n	extrêm	em	ent	im	p	o	rtan	te	q	u	i	v
ie	n	t	du	m	onde	de	la	p	ro	g	ram	m	atio	n	fo	n	ctio	n	e	lle	:	map.	map	(	f	one,	it	e	râ	b	le	(	s	)	)	renvo	ie	u	n	ité	ra	te	u	r	de	type	map	m	ais	où	chaque	élém	ent	sera	rem	​	p	lacé	p	ar	son	im	age	p	ar	la	fo	n	ctio	n	(si	c	’est	une	fo	n	ctio	n	d’une	v	a	ria	b	le	)	ou	p	ar	l	’im	age	co	m	​	binée	des	ité	rab	le	s	si	c’est	une	fo	n	ctio	n	de	p	lu	sie	u	rs	v	a	ria	b	le	s.	Par
exem	ple	:	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	»	>	map(lambda	x	:	x	*	x	,	[	1	,	2	,	3	,	4	]	)	83	»	>	[	i	f	o	r	i	in	m]	[	1	4	9	16]	arghhh	:	l	’objet	crée	est	de	type	map	et	on	a	son	adresse	m	ais	on	ne	sa	it	pas	ce	q	u’il	y	a	dedans.	»	>	m	=	map(lambda	x	:	x	*	x	,	»	>	[	i	f	o	r	i	in	m]	[1	,2,3	,4	])	[149	16]	M	ais	aten	tio	n	!	m	a	m	a	in	te	n	a	n	t	été	«
consom	m	é	».	Si	on	en	redem	ande	:	»>	[	i	fo	r	i	in	m]	[]	Si	on	veu	t	en	garder	une	trace	on	peut	u	tilis	e	r	p	ar	exem	ple	l	i	s	t	:	»	>	m	=	map	(lambda	x	:	x	*	x	,	»	>	l	=	list(m	)	[1,2,3,4])	>»	l	[	1	4	9	16]	A	vec	une	fo	n	ctio	n	de	d	eux	va	riab	le	s	et	d	eux	ité	rab	le	s	:	>	»	m	=	map	(lambda	x	,	y	:	x	+	y	,	[	1	,	2	,	3	,	4	]	,	>	»	list(m	)	[-1,-2,-3,-4])	[0,	0,	0,	0]	O	n
p	eut	a	lle	r	p	lu	s	vite	en	u	tilisa	n	t	les	o	p	érateurs	a	rith	m	é	tiq	u	es	é	crits	en	n	o	tatio	n	p	réfixée	dans	la	b	ib	lio	th	èq	u	e	ope	r	a	t	o	r	:	>	»	from	operator	im	port	mul	»	>	m	=	map(mul,	[	1	,	2	,	3	,	4	]	,	[	-	1	,	-	2	,	-	3	,	-	4	]	)	>	»	list(m	)	[-1,	-4,	-9,	-16]	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	CM	tH	Po	ur	notre	p	ro	d	u	it	sca	la	ire	,	nous	u	tiliso	n	s	égalem	ent	la	classiq	u	e	fo
n	ctio	n	sum	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	I	def	p	r	o	d	_	s	c	a	l	(	i	t	l	,	i	t	2	)	:	re	tu	rn	sum(map(mul,	i	t	l	,	it2))	P	ar	exem	ple	:	ai	>•	CL	O	»	>	prod_scal([	1	,2	,3	]	,[	4	,5	,6	]	)	32	U	E	x	e	rc	ic	e	3	4	.	U	tilise	z	p	ro	d	.s	c	a	l	p	o	ur	é	crire	en	une	lig	ne	la	m	a	trice	p	ro	d	u	it	de	d	eux	m	atrice	s	données	en	argum	ents.	Vous	créerez	a	in	si	une	m	éthode	prod_mat	(	s	e	l	f	,
other)	en	ajo	u	tan	t	à	la	ligne	p	récédente	une	lig	ne	v	é	rifia	n	t	que	les	fo	rm	ats	sont	co	rrects.	S	o	lu	tio	n	.	www.biblio-scientifique.net	84	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	p	ro	d	_	m	a	t(s	e	lf	,	o	t	h	e	r	)	:	.......	ren	vo	ie	le	p	ro	d	u	it	de	deux	m	a	tric	e	s	......	[	r	s	,	e	s	]	,	[	ro,co]	=	s	e	l	f	.	D	,	o	t	h	e	r	.	D	a	s	s	e	r	t
CS	==	ro,	"	t	a	ille	s	in	co	m	p	atib	le	s"	re	tu	rn	M	a	t	(	[	r	s	,	c	o	]	,	lambda	i	,	j	:	p	r	o	d	_	s	c	a	l	(	s	e	l	f	.	l	i	g	n	e	(	i	)	,	o	t	h	e	r	.	c	o	l	(	j	)	)	)	Po	ur	u	tilis	e	r	le	sym	bo	le	*	p	o	u	r	le	p	ro	d	u	it	d’une	m	a	trice	p	ar	une	autre	m	atrice	ou	u	n	sca	la	ire	,	on	crée	dans	notre	classe	une	m	é	th	o	d	e	__	m	ul__.	O	n	u	tilise	ra	la	fo	n	ctio	n	t	y	p	e	q	ui	teste	le	type
d’u	n	objet.	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	__	mul__	(	s	e	l	f	,	o	t	h	e	r	)	:	.......	p	ro	d	u	it	d'une	m	a	trice	p	a	r	un	s	c	a	la	ir	e	ou	une	m	a	trice	:	u	t	i	l	i	s	a	t	i	o	n	du	symbole	*	......	
i	f	Mat	==	t	y	p	e	(	o	t	h	e	r	)	:	re	tu	rn	s	e	l	f	.	prod_mat(other)	e	ls	e	:	re	tu	rn	s	e	l	f	.pr	o	d_	p	a	r_s	c	al	(o	th	e	r)	1	.2	.6	C	o	m	p	a	ra	iso	n	de	p	lu	sie	u	rs	p	ro	d	u	its	m	a	tric	ie	ls	N	otre	p	ro	d	u	it	n’est	pas	si	m	al	:	il	s’é	c	rit	très	sim	p	lem	en	t	et	est	assez	efficace.	C	o	m	p	aro	n	s-le	avec	d’autres	im	p	lém	en	tatio	n	s.	A	vec	le	s	o	u	tils	sta	n	d	a	rd	s	de
P	y	th	o	n	D	’abord	une	im	p	lém	en	tatio	n	classiq	u	e	en	in	tro	d	u	isa	n	t	une	liste	P	ytho	n	et	des	m	atrice	s	du	type	a	rr	a	y	de	numpy.	On	tra	v	a	ille	ra	p	ar	exem	ple	avec	des	tab	leau	x	d’en	tie	rs	(l’arg	um	ent	dtyp	e	=	in	t	)	et	on	u	tilise	ra	les	com	m	andes	shape	et	z	e	r	o	s	de	numpy.	•a	O	c13	Q	yo	1	O	(N	—I	xz	DI	>	Q.	O	U	im	port	numpy	as	np	def
pymatmatprod(A,	B)	:	M	u	ltip	lic	a	tio	n	m	a	t	r	ic	ie	lle	avec	le	s	o	u	t	ils	Python	u	s	u	e	l	s	'	'	'	ra,	ca	=	A	.	shape	rb,	cb	=	B	.	shape	a	s	s	e	r	t	ca	==	rb,	"	T	a	ille	s	in	co	m	p	atib	les"	C	=	n	p	.	z	e	r	o	s	(	(	ra,	cb),dtype	=	i	n	t	)	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	!	r	a	)	:	A	i,C	i	=	A	[i],C	[i]	f	o	r	j	in	r	an	g	e	(c	b):	f	o	r	k	in	r	a	n	g	e	!	c	a	)	:	C	i	[	j	]	+=	A	i	[	k	]	*	B[k,	j	]	re	tu	rn	C
www.biblio-scientifique.net	85	Thèmes	mathématiques	A	vec	C	yth	o	n	Cython	(h	ttp	://cy	th	o	n	.o	rg	/)	est	un	langage	dont	la	syntaxe	est	très	p	roche	de	celle	de	Pyth	o	n	m	ais	c’est	u	n	langage	q	u	i	p	erm	et	de	générer	des	exécutab	les	co	m	p	ilés	et	d’u	ti​	lise	r	un	style	de	p	ro	g	ram	m	atio	n	p	roche	du	C	.	
C	ela	p	erm	et	d	’o	p	tim	ise	r	grandem	ent	Pyth	o	n	.	Le	lo	g	icie	l	de	ca	lcu	l	fo	rm	el	Sage	http	://w	w	w	.sag	em	ath	.o	rg	/	est	p	rin	cip	a	le	m	e	n	t	é	crit	en	C	y​	thon	p	o	u	r	gagner	en	e	ffica	cité	.	Voyons	u	n	exem	ple	en	œ	uvre.	L’usage	co	n	jo	in	t	de	P	yth	o	n	et	C	yth	o	n	est	grandem	ent	fa	c	ilité	p	ar	le	tra	v	a	il	dans	l	’en	viro	n	n	em	en	t	iP	yth	o	n	.	¡
P	y	th	o	n	In	[	1	]	:	%	load_ext	cythonm	agic	In	[	2	]	:	%%cython	cim	port	cython	im	port	numpy	as	np	cim	port	numpy	as	np	cdef	l	o	n	g	!	:	,	I	:]	matprodC(	l	o	n	g	[	:	,	:]	A,	l	o	n	g	[	:	,	:]	B)	:	1	I	m	u	ltip	lic	a	tio	n	m	a	t	r	ic	ie	lle	v	ia	cython	et	l	e	s	arr	a	y	de	numpy	I	I	I	cdef	:	in	t	i	,	j	,	k	in	t	ra	=	A.shape[0]	i	n	t	ca	=	A	.s	ha	p	e[	l]	i	n	t	rb	=	B.shape[0]	i	n	t	cb
=	B	.s	h	a	p	e	[l	]	long	[	:	,	:]	C	long	[	:	]	A	i,	C	i	a	s	s	e	r	t	ca	==	rb,	'T	a	ille	s	non	co	m	p	atib	les'	C	=	n	p	.	z	e	r	o	s	(	(	ra,	cb	),dtype=int)	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	(	r	a	)	:	A	i,C	i	=	A	[i],C	[i]	f	o	r	]	in	range(cb):	f	o	r	k	in	r	a	n	g	e	(	c	a	)	:	C	i	[	]	]	=	C	i	[	j	]	+	A	i	[	k	]	*	B[	k,	j	]	re	tu	rn	C	TO3	c	3	Û	tH	O	CM	(y)	xz	CTI	>-	Q.	O	U	def	matP	rod(long	[	:	,	:]	A,	B	):	re	tu	rn
matprodC(A,	B)	O	n	rem	arqu	e	q	u’é	crire	en	C	yth	o	n	re	vie	n	t	u	n	peu	à	é	crire	en	Pyth	o	n	m	ais	en	d	éclaran	t	des	va	riab	le	s	com	m	e	en	C	.	iP	yth	o	n	p	erm	et	égalem	ent	de	co	m	p	arer	facile	m	e	n	t	les	tem	ps	de	c	a	lcu	l	avec	la	com	m	ande	m	agique	%	tim	e	it.	O	n	co	m	m	ence	p	ar	cré	er	une	m	a	trice	de	ta	ille	200	x	200	p	u	is	on	va	dem
ander	son	co	e	fficie	n	t	[100,100]	:	IP	y	th	o	n	www.biblio-scientifique.net	86	I	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	In	[	3	]	:	A	=	np	.o	ne	s((	2	0	0	,2	0	0	),dtype	=	i	n	t	)	On	com	pare	alo	rs	le	p	ro	d	u	it	v	ia	P	yth	o	n	,	C	yth	o	n	et	la	m	u	ltip	lica	tio	n	de	numpy	:	¡	P	y	th	o	n	In	[	4	]	:	%	tim	eit	inatprod(A,A)	[100,100]	100	loops,	best	of	3:
16.3	ms	per	loop	In	[	5	]	:	%	tim	eit	pymatmatprod(A,A)[100][100]	1	loops,	best	of	3:	8.35	s	per	loop	In	[	]	:	%	tim	eit	n	p	.d	o	t	(	A	,	A	)	[100,100]	100	loops,	best	of	3:	8.94	ms	per	loop	6	N	otre	fo	n	ctio	n	en	C	yth	o	n	est	500	fo	is	p	lu	s	rap	id	e	!	!	!	E	lle	est	très	légèrem	ent	p	lus	lente	que	le	p	ro	d	u	it	de	numpy.	E	t	notre	im	p	lém	en	tatio	n	p	erso	n	n
elle	avec	la	classe	Mat	?	¡	P	y	th	o	n	In	[	7	]	:	A	=	Mat([2	0	0	,2	0	0	]	,lambda	i	,	j	:	l	)	In	[	]	:	%	tim	eit	(A	*A	)[100,100]	10000	loops,	best	of	3:	79.6	|is	per	loop	8	Trop	fo	rt!	N	ous	b	attons	tout	le	m	onde	à	p	late	co	u	tu	re	!	N	ous	som	m	es	100	fois	p	lu	s	rap	id	es	que	numpy	!	!	!	...e	t	nous	avons	b	ien	le	bon	ré	su	lta	t	:	¡	P	y	th	o	n	I	ln	[	9	]	:	(A*	A	)
[100,100]	Out[	9	]	:	200	B	o	n	,	ça	va	p	o	u	r	u	n	seu	l	p	ro	d	u	it.	Po	u	r	ca	lcu	le	r	une	p	u	issan	ce	200,	ce	sera	m	o	ins	m	ag	iq	u	e...	1	.2	.7	P	u	iss	a	n	c	e	s	d	’une	m	a	tric	e	P	ar	exem	ple,	avec	TJ	O	c	rj	Q	O	ГМ	OJ	>	CL	O	J	=	(|	j)	:	»	>	J	=	Mat(	[	2	,	2	]	,	lambda	i	,	j	»	>	J	**	5	16	16	16	16	:	1)	E	n	effet,	J	”	=	est	u	n	ré	su	lta	t	cla	ssiq	u	e	.	O	n	u	tilise	u	n
alg	o	rithm	e	d’exp	o	n	en	tiatio	n	ra	​	p	id	e.	
Par	exem	ple,	en	v	o	ic	i	une	ve	rsio	n	ré	cu	rsive	rap	id	e	à	é	crire	q	u	i	se	n	o	m	m	e	__pow___a	fin	d’u	tilis	e	r	le	sym	bole	**	:	m	a	tn	c	e	.p	y	U	def	__	pow__	(	s	e	l	f	,	n	)	:	r	=	self.D[0]	def	p	u	i	(	m	,	k	,	a	c	c	)	:	i	f	к	==	0:	re	tu	rn	асе	re	tu	rn	pui((m*m),	k	/	/	2	,a	c	c	i	f	к	%	2	==	0	e	ls	e	(m*acc))	re	tu	rn	p	u	i	(	s	e	l	f	,	n	,	u	n	i	t	e	(	r	)	)	www.biblio-
scientifique.net	Thèmes	mathématiques	87	E	x	e	rc	ic	e	3	5	.	
D	é	term	in	ez	une	ve	rsio	n	im	p	é	rative	de	la	m	éthode	p	récédente.	S	o	lu	tio	n	.	w	h	ile	к	>	:	i	f	к	%	==	acc	*=	m	m	*=	m	к	//=	re	tu	rn	acc	def	__	pow__	(	s	e	l	f	,	n	)	:	г	=	self.D	[	]	к	=	n	m	=	s	e	lf	acc	=	u	n	i	t	e	(	r	)	0	2	0	1.2.8	1	2	T	ra	c	e	d	’	une	m	a	tric	e	Tout	est	dans	le	titre	.	N	ous	vous	rap	p	elo	ns	que	la	trace	d’une	m	atrice	est	égale	à	la	som	m
e	de	ses	élém	ents	d	iag	onaux.	m	a	t	ri	c	e	.	p	y	def	t	r	a	c	e	(	s	e	l	f	)	:	r,c	=	self.D	a	s	s	e	r	t	r	==	c,	"La	matrice	d	o	it	ê	tr	e	carrée"	re	tu	rn	s	u	m	(	s	e	l	f	[	i	,	i	]	f	o	r	i	in	r	an	g	e	(r	))	1.3	Inverse	d'une	matrice	par	la	méthode	de	Gauss-Jordan	1	.3	.1	O	p	é	ra	tio	n	s	é	lé	m	e	n	ta	ire	s	Po	ur	effectu	er	une	co	m	b	in	aiso	n	lin	é	a	ire	des	lig	n	es,	on	va	cré	er
une	fo	n	ctio	n	:	co	m	b_lig	n	e(ki,kj,M	,i,j)	q	u	i	ren	ve	rra	la	m	a	trice	co	n	stru	ite	à	p	a	rtir	de	M	en	rem	p	laçan	t	la	lig	ne	Ly	p	ar	k	j	x	Ly	+	ki	x	L	/	.	■a	O	c	D	Û	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	c	o	m	b	_	l	i	g	n	e	s	(	s	e	l	f	,	k	i	,	k	j	,	i	,	j	)	:	....	'	L	i	k	i*	L	i	+	kj	*	L	j	.....	f	=	self.F	g	=	lambda	r	,c	:	k	i	*	f	(	i	,	c	)	+	k	j	*	f	(	j	,	c	)	i	f	re	tu	rn	M	a	t	(	s	e	lf	.D	,g	)	O	rs]	r	==	i	e
ls	e	f	(	r	,	c	)	Jd	DI	>	Q.	O	U	O	n	crée	égalem	ent	une	fo	n	ctio	n	m	u	lt_lig	n	e	(	k	,	M,	j	)	:	q	u	i	ren	ve	rra	la	m	atrice	co	n	stru	ite	à	p	a	r​	tir	de	M	en	rem	p	laçan	t	la	lig	ne	Ly	p	ar	A:	x	L	y	.	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	m	u	l	t	_	l	i	g	n	e	(	s	e	l	f	,	k	,	i	)	:	"""Li	k	*	L	i	.....	
f	=	self.F	g	=	lambda	r	,c	:	k	*	f	(	i	,	c	)	i	f	re	tu	rn	M	a	t	(	s	e	lf	.D	,g	)	r	==	i	e	ls	e	f	(	r	,	c	)	www.biblio-scientifique.net	88	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	1	.3	.2	C	a	lc	u	l	de	l	’in	v	e	rse	é	ta	p	e	p	ar	é	ta	p	e	On	com	m	ence	p	ar	cré	e	r	une	fo	n	ctio	n	q	ui	renvo	ie	une	m	a	trice	où	se	ju	xtap	o	sen	t	la	m	atrice	in	itia	le	et	la	m	atrice	id	e
n	tité	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	c	a	t	_	c	a	r	r	e	_	d	r	o	i	t	e	(	s	e	l	f	)	:	Il	II	II	C	o	lle	l	'	i	d	e	n	t	i	t	é	à	d	r	o	it	e	pour	la	méthode	de	GJ	[lig	,	co	l],	f	=	self.D	,	s	e	lf.F	g	=	lambda	r	,	c	:	i	f	c	==	co	l	+	r	e	ls	e	re	tu	rn	M	a	t	(	[	l	i	g	,	*	c	o	l	]	,	g	)	1	i	f	c	>=	co	l	e	ls	e	f	(	r	,	c	;	0	2	Créons	une	matrice	:	»	>	M	=	list2m	at(	[1,0,1	],[0	,1	,1	],[1	,1	0	fl	0	1	1	C	o	m	p	léto	n	s-la
p	ar	la	m	a	trice	id	e	n	tité	de	m	êm	e	ta	ille	:	»	>	T	=	M	cat	c	a	r	r	e	_	d	r	o	i	t	e	(	)	»>	T	1	0	0	1	1	1	0	0	1	0	1	0	0	1	0	0	0	1	0.5	0.5	-0.5	0	0	1	1	1	1	0	On	effectue	Li	^	Li	-	0	0	1	0	0	0	1	1	0	Û	0	1	1	0	1	0	OD	0	1	-	1	-	1	0	1	1	1	(y)	-	L	3	-	U	T	T	»	>	-M	»	>	XI	CTI	»	>	>Q	.	T	T	T.comb_	l	i	g	n	e	s	(	l	,	-	,	,	)	=	1	1	0	1	1	0	0	0	1	1	0	1	0	0	0	-	2	-	1	-	1	1	2	1	0	U	:	»	>	-	=
0	0	■0.5	0.5	0.	5	0.5	0.5	-0	.5	et	enfin	L	2	1	puis	L	3	3	»	>	T	=	T	=	T	.com	b_lignes(l,-1,1,2)	»>	T	T	0	0	L	3	1	CM	»	>	T	=	T	.m	u	lt_lig	n	e	(-0.5,2)	»>	T	1	1	—	3	0	0	1	p	u	is	L	1	1	D	oj	0	»	>	T	=	T.com	b	_lignes(l,-1,2,0)	c	1	1	0	1	3	»	>	n	1	0	0	1	On	effectue	L	^	L	-	L	i	:	0	]	1)	^	L	2	-	L	3	:	T	comb_lignes(l,-	,	,	)	1	1	0	0	1	0	-	0	0	2	0	0.5	-0.5	0.5	0	-0.5	0.5	0.5	1
0.5	0.5	-0.5	Il	ne	reste	p	lu	s	q	u	’à	e	xtraire	la	m	o	itié	d	roite	du	tab	leau	q	u	i	sera	l	’in	ve	rse	cherchée	à	l	’aide	d’une	p	etite	fo	n	ctio	n	:	m	a	tr	ic	e	.p	y	I	def	e	x	t	r	a	i	t	_	c	a	r	r	e	_	d	r	o	i	t	e	(	s	e	l	f	)	:	www.biblio-scientifique.net	89	Thèmes	mathématiques	E	x	t	r	a	i	t	le	c	a	rré	de	d	r	o	it	e	d'un	tableau	de	GJ	il	II	II	r	,f	=	se	lf.D	[0	],	self.F	re	tu	rn	M	a	t	(
[	r	,	r	]	,	lambda	i	,	j	:	f	(	i	,	j	alo	rs	O	n	v	é	rifie	que	c	’est	b	ien	l	’in	verse	de	M	»	>	iM	=	T,,	e	x	t	r	a	i	t	_	c	a	r	r	e	_	d	r	o	i	t	e	(	)	»	>	iM	0.5	-0.5	0.5	-0.5	0.5	0.5	0.5	0.5	■	■0.5	1	.3	.3	+	r)	)	»	>	iM	*	M	1	0	0	0	1	0	0	0	1	R	é	d	u	c	tio	n	so	u	s-d	ia	g	o	n	a	le	d	’	une	m	a	tric	e	O	n	p	o	u	rra	it	ca	lcu	le	r	l	’in	ve	rse	d’une	m	a	trice	en	g	én	éralisan	t	la	m	éthode
précédente	m	ais	cela	s’a	vérerait	b	eaucoup	trop	gourm	and	en	tem	ps.	N	ous	a	llo	n	s	dans	u	n	p	re	m	ie	r	tem	ps	trig	o	n	a	lise	r	la	m	a	trice	en	effectu	an	t	des	o	p	ératio	ns	élé	​	m	en	taires.	
Po	ur	é	vite	r	de	faire	trop	de	tra	n	sfo	rm	atio	n	s,	nous	a	llo	n	s	p	etit	à	p	etit	réd	u	ire	la	ta	ille	de	la	m	a	trice	à	trig	o	n	a	lise	r	en	ne	co	n	sid	éran	t	que	le	carré	in	fé	rie	u	r	d	ro	it	situ	é	sous	le	p	ivo	t	co	u	ran	t	et	m	é	m	o	rise	r	chaque	lig	ne	obtenue	dans	une	m	atrice	.	C	ela	p	erm	et	égalem	ent	de	g	én	éraliser	l	’em	p	lo	i	de	la	m	éthode	de	G	auss	à
des	m	atrice	s	non	carrées	p	o	u	r	la	ré	so	lu	tio	n	de	systèm	es	p	ar	exem	p	le.	Il	fau	t	donc	faire	atten	tio	n	m	ain	te	n	an	t	à	u	tilis	e	r	le	m	in	im	u	m	entre	le	nom	bre	de	lig	nes	et	le	nom	bre	de	co	lo	nn	es	de	la	m	atrice	.	O	n	p	lace	des	«	m	o	u	chard	s	»	p	o	u	r	com	prendre	l	’évo	lu	tio	n	du	code.	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	TJ	O	c	rj	«JD	O	CM	û	tH	(y)	XI	OJ	>Q.	O
U	def	t	r	i	a	n	g	l	e	(	s	e	l	f	)	:	"""	re	n	vo	ie	la	tria	n	g	u	la	tio	n	d'une	m	a	trice	de	haut	en	bas	"	"	"	[r,c	]	=	self.D	m	=	m	in(r,c)	S	=	s	e	lf	T	=	zeros(r,c)	w	h	ile	m	>	:	NoLigne	=	0	w	h	ile	S[NoLigne,	0]	==	0	and	(NoLigne	<	m	-	1	):	NoLigne	+=	1	i	f	S[NoLigne,	0]	!=	0:	p	iv	o	t	=	S[NoLigne,0]	f	o	r	k	in	ran	g	e	(	,	m):	i	f	S	[	k	,	0	]	!=	0:	S	=	S.	com	b_lig
nes(pivot,	-	S	[	k	,	0	]	,	k	,	0	)	print("pivot	=	"+	str(p	ivo	t))	p	r	i	n	t	("S	dans	fo	r	:"	)	p	r	i	n	t	(5)	T	=	T	.r	em	p	la	c	e_	li	g	ne	d	(	r	-	m,S.F)	p	r	i	n	t	(	"Évolution	de	T	:	"	)	0	1	www.biblio-scientifique.net	90	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	p	r	i	n	t	(T)	S	=	S.dswap(NoLigne;	m	-=	re	tu	rn	T	1	P	ar	exem	ple	:	In	[	1	]	:	M	O	u	til]:	1	2	3	4	5	7	In
[	2	]	:	M	.	t	r	i	a	n	g	l	e	!	)	p	ivo	t	=	S	dans	fo	r	:	1	2	3	0	-3	7	p	ivo	t	=	s	dans	fo	r	:	1	2	3	0	-3	0	-13	É	v	o	lu	tio	n	de	T	1	2	3	0	0	0	0	0	0	6	8	p	iv	o	t	=	-3	S	dans	fo	r	:	-3	0	3	É	v	o	lu	tio	n	de	T	1	2	3	0	-3	8	1	-	6	-	6	8	8	-	6	0	0	0	1	É	v	o	lu	tio	n	de	T	1	2	3	0	-3	0	0	3	-	6	-	6	-	6	N	ous	avons	b	eso	in	de	deux	fo	n	ctio	n	s	in	te	rm	é	d	ia	ire	s,	une	re	m	p	lissan	t	le
tableau	T	et	l	’autre	réd	u	isa	n	t	S.	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	d	e	c	o	u	p	e	(	s	e	l	f	,	i	)	:	Il	II	II	Fo	n	ctio	n	in	te	rn	e	à	t	r	ia	n	g	le	qui	r	e	t	i	r	e	la	1ère	lig	n	e	e	t	la	1ère	colonne	■	a	O	cZJ	û	U3	O	fM	[lig	,	co	l],	f	=	self.D	,	s	e	lf.F	re	tu	rn	Mat(	[	l	i	g	-	1	,	c	o	l	-	1	]	,	lambda	r	,	c	:	f	(	r	+	l	,	c	+	l	)	)	tH	def	remplace_ligned(	s	e	l	f	,	i	,	g)	:	Il	II	II	F	o	n	ctio	n	in	te	rn	e	à
t	r	ia	n	g	le	qui	remplace	dans	la	lig	n	e	i	le	s	c	o	e	f	f	ic	ie	n	t	s	à	p	a	r	t	i	r	de	la	colonne	i	par	ceux	du	tableau	5	CTI	>-	Il	II	II	Q	.	O	[lig	,	co	l],	f	=	self.D	,	s	e	lf.F	h	=	lambda	r	,	c	:	g	(	r	-	i	,	c	-	i	)	i	f	r	==	i	and	c	>=	i	e	ls	e	re	tu	rn	M	a	t	(	[	l	i	g	,	c	o	l	]	,	h	)	U	f(r,c)	E	x	e	rc	ic	e	3	6	.	D	é	term	in	ez	une	m	éthode	q	u	i	ca	lcu	le	rap	id	em	en	t	le	rang	d	’une	m
atrice	.	S	o	lu	tio	n	.	www.biblio-scientifique.net	91	Thèmes	mathématiques	def	r	a	n	g	(	s	e	l	f	)	:	r,c	=	self.D	T	=	s	e	lf	.triangle()	re	tu	rn	l	e	n	(	[	T	[	i	,	i	]	f	o	r	i	in	range(r)	i	f	T	[	i	,	i	]	1	.3	.4	!=	0	])	C	a	lc	u	l	du	d	é	te	rm	in	a	n	t	O	n	tria	n	g	u	la	rise	la	m	a	trice	et	le	d	éte	rm	in	an	t	est	égal	au	p	ro	d	u	it	des	élém	ents	d	iag	o	naux	à	un	d	étail	p	rès	:	il	ne
fau	t	pas	o	u	b	lie	r	de	te	n	ir	com	pte	de	la	p	arité	du	nom	bre	d’échanges	de	lig	nes	a	in	si	que	des	m	u	ltip	lica	tio	n	s	des	lig	nes	m	o	d	ifiées	p	ar	co	m	b	in	aiso	n	s.	
m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	d	e	t	(	s	e	l	f	)	:	.....	.	re	n	vo	ie	le	déterm	inant	de	s	e	l	f	par	G	auss-Jordan	......	[	r,c]	=	self.D	a	s	s	e	r	t	r	==	c,	"M	atrice	non	carrée"	S	,	i	,	d	=	s	e	l	f	,	1,1	w	h	ile	r	>	:	NoLigne	=	0	w	h	ile	S[NoLigne,	0]	==	0	and	(NoLigne	<	r	-	1	):	NoLigne	+=	1	i	f	S[NoLigne,	0]	==	0:	re	tu	rn	0	pivot	=	S[NoLigne,0]	S	=	S.swap(0,NoLigne)	i	*=	(	-	)
(NoLigne	!=	0)	fo	r	k	in	range(1	,	r	)	:	i	f	S	[	k	,	0	]	!=	0:	S	=	S	.c	om	b	_	li	g	ne	s	(p	iv	o	t,	-	S	[	k	,	0	]	,	k	,	0	)	i	*=	p	ivo	t	S	=	S.decoupe()	r	-=	d	*=	pivot	re	tu	rn	(	d	/	i	)	0	1	1	■	a	O	c	13	Q	y£>	O	r\i	©	ai	>	CL	‘s_	C	’est	assez	efficace	p	o	u	r	du	P	yth	o	n	b	asique	:	555	m	s	p	o	u	r	u	n	d	éterm	in	an	t	d’une	m	a	trice	de	ta	ille	.	2	0	0	In	[	1	]	:	M	=	unite(20O)
In	[	2	]	:	%	tim	eit	M.det()	1	loops,	best	of	3:	555	ms	per	loop	O	U	1	.3	.5	C	a	lc	u	l	de	l	’	in	v	e	rse	d	’	une	m	a	tric	e	L	a	trig	o	n	a	lisa	tio	n	est	assez	rap	id	e	du	fa	it	de	la	réd	u	ctio	n	prog	ressive	de	S.	L’idée	est	alo	rs	de	trig	o	n	a	lise	r	de	bas	en	h	au	t	p	u	is	de	h	au	t	en	bas	p	o	u	r	a	rriv	e	r	à	une	m	atrice	diagonale	ce	q	ui	sera	p	lu	s	efficace	q	u’u	n
traite	m	e	n	t	de	tout	le	tab	leau	en	co	n	tin	u	.	O	n	peut	u	tilis	e	r	la	fo	n	ctio	n	det	q	u	i	est	rap	id	e	et	p	erm	et	de	ne	pas	prend	re	trop	de	p	récau	tio	n	s	en	su	ite	sach	an	t	que	la	m	atrice	est	in	ve	rsib	le	.	www.biblio-scientifique.net	92	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	i	n	v	e	r	s	e	(	s	e	l	f	)	:	re	tu	rn	s	e	l	f	.	c	a	t_ca
rre	_d	ro	ite	()	.	t	r	i	a	n	g	l	e	(	)	.d	iag	o	_triang	le	()	.e	x	t	r	a	it	_	c	a	r	r	e	_	d	r	o	it	e	()	Le	tout	est	de	construire	cette	méthode	parcourant	de	bas	en	haut.	d	ia	g	o	_tria	n	g	le	qui	va	trigonaliser	le	triangle	en	le	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	d	i	a	g	o	_	t	r	i	a	n	g	l	e	(	s	e	l	f	)	:	[r	,c	]	=	self.D	a	s	s	e	r	t	c	==	2	*	r	,	"Le	tab	leau	d	o	it	ê	tr	e	un	re	cta	n	g	le	L	x	(2L)"	m	=r
S	=self	T	=zeros(r,c)	w	h	ile	m>=	:	pivot	=	S[m,m]	a	s	s	e	r	t	p	iv	o	t	!=	,	"matrice	non	in	v	e	r	s	ib	le	"	fo	r	k	in	r	a	n	g	e	(m	-	l	,-	,	-	)	:	i	f	S[k,m]	!=	0:	S	=	S	.c	om	b	_	li	g	ne	s	(p	iv	o	t,	-S[	k,m],k	,m)	T	=	T.rem	plac	e_l	igne	g(m,S	.F)	S	=	S.decoupe_bas()	m	-=	f	o	r	k	in	r	a	n	g	e	!	r	)	:	T	=	T	.	m	u	l	t	_	l	i	g	n	e	(	1	/	T	[	k	,	r	-	1	]	,	k)	re	tu	rn	T	1	0	0	1	1	1	On
transforme	légèrement	les	fonctions	intermédiaires	précédentes	pour	les	adapter	au	nou​	veau	parcours	:	m	a	tr	ic	e	,	p	y	def	decoupe_bas(self)	:	Il	II	II	"O	O	c	=3	Q	tH	O	(N	Fo	n	ctio	n	in	te	rn	e	à	d	ia	g	o	-	tria	n	g	le	qui	r	e	t	i	r	e	la	d	e	rn	iè	re	lig	n	e	e	t	la	colonne	de	même	numéro	de	5	[lig	,	co	l],	f	=	self.D	,	s	e	lf.F	#g	=	lambda	r	,	c	:	f	(	l	i	g	-	l	,	c	)	i	f	r
==	l	i	g	e	ls	e	f	(	i	,	c	)	i	f	r	==	lig	-	1	e	ls	e	f(r,c)	g	=	lambda	r	,	c	:	f	(	r	,	c	)	i	f	c	<	lig	e	ls	e	f	(	r	,	c	+	l	)	re	tu	rn	Mat(	[	l	i	g	-	1	,	c	o	l	-	1	]	,	lambda	r	,	c	:	g	(	r	,	c	)	)	1	x:	DI	>	Q.	O	U	def	r	e	m	p	l	a	c	e	_	l	i	g	n	e	g	(	s	e	l	f	,	i	,	g	)	:	Il	II	II	Fo	n	ctio	n	in	te	rn	e	à	d	ia	g	o	^	tria	n	g	le	qui	remplace	dans	la	lig	n	e	i	le	s	c	o	e	f	f	ic	ie	n	t	s	à	p	a	r	t	i	r	de	la	colonne	i
par	ceux	du	tableau	S	Il	II	II	[lig	,	co	l],	f	=	self.D	,	s	e	lf.F	h	=	lambda	r	,	c	:	g	(	r	,	c	-	(	l	i	g	re	tu	rn	M	a	t	(	[	l	i	g	,	c	o	l	]	,	h	)	1	)	+	i)	if	r	==	i	and	c	>=	i	e	ls	e	www.biblio-scientifique.net	f(r,c)	93	Thèmes	mathématiques	E	x	e	rc	ic	e	3	7	.	(L’é	lim	in	a	tio	n	G	au	ssien	n	e	m	ise	en	d	éfaut)	O	n	co	nsid	ère	la	m	atrice	r10-20	1	A=	l	0	1^	0	1020	1	1	-U	Q	uel
est	son	ran	g	?	Q	uel	est	son	d	é	te	rm	in	a	n	t?	U	tilise	z	les	fo	n	ctio	n	s	précédentes	p	u	is	du	p	a​	p	ie	r	et	un	cra	y	o	n	...	S	o	lu	tio	n	.	Avec	nos	fo	n	ctio	n	s	:	In	[	1	1	:	M	=	l	i	s	t	mat(	[	[le2	2	0	,	,	]	,	[l,le	2	2	■	2	0	0	1	0	1	-	1	0	0	0	1	2	0	,l],[	,	,0	1	1	1	1	)	In	[31:	M.rang!	)	0ut[3]:	In	[	]	:	M.,t	r	i	a	n	g	l	e	!	)	ut[	]	:	lE-	0	0	2	In	[	4	]	:	M.det()	0ut[4]:	0	0	P	o	u	rtan
t	en	effectu	an	t	la	trig	o	n	a	lisa	tio	n	à	la	m	a	in	on	trouve	:	V	0	0	-1	0	1	A	1-10“20	)	La	m	atrice	est	donc	de	rang	3	et	son	d	éte	rm	in	an	t	vau	t	10“	^^.	
Le	p	rob	lèm	e	:	In	[	5	]	:	1	-	le-20	==	1	Out[	5	]	:	T	rue	L	a	rep	ré	sen	tatio	n	des	flo	tta	n	ts	en	p	ré	cisio	n	stan	d	ard	su	r	64	b	its	en	traîn	e	l	’é	lim	in	a	tio	n	de	10“	^^	devant	1	(vo	ir	2.4	page	132).	1.4	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	ai	>•	O	Chiffrement	de	Hill	N	ous	a	llo	n	s	à	p	résent	u	tilis	e	r	nos	o	u	tils	de	ca	lcu	l	m	a	tricie	l	en	cryp	to	g	rap	hie.	E	n	1929,	Le
ste	r	H	ill	(1891	-1961)	proposa	une	m	éthode	de	ch	iffre	m	e	n	t	p	ar	b	locs	de	lettres	en	tra	v	a	illa	n	t	avec	des	m	a	trice	s	à	co	e	fficie	n	ts	dans	Z	/	2	6	Z	(co	m	b	ien	y	a	-t-il	de	lettres	dans	notre	a	lp	h	a	b	e	t?).	
Par	la	su	ite	nous	noterons	Z	„	l	’ensem	ble	Z	/	n	Z	.	C	ela	a	ouvert	le	d	om	aine	de	la	cryp	to	g	rap	hie	alg	ébriq	ue	et	de	nos	jo	u	rs,	c’est	I	’A	e	s	{A	d	va	nced	E	n	cry	p	tin	g	Sta	n	d	a	rd	],	né	en	2000,	q	u	i	assure	la	m	ajo	rité	de	la	sécu	rité	in	fo	rm	atiq	u	e	.	N	ous	a	llo	n	s	exp	lo	rer	cette	m	éthode	en	tra	v	a	illa	n	t	su	r	tous	les	caractères	affich	ab	les
en	A	S	C	II.	CL	U	1	.4	.1	Codage	C	haq	ue	caractère	est	asso	cié	à	un	codage	b	in	a	ire	,	en	général	su	r	b	its	(un	octet)	ce	q	u	i	donne	2^	=	256	caractères	p	o	ssib	les.	E	n	fa	it,	u	n	a	m	é	rica	in	a	m	is	au	p	o	in	t	en	1961	l	’A	S	C	II	(on	prono	nce	«	a	s	k	i»)	p	o	ur	«	A	m	e	rica	n	Standard	Code	fo	r	In	fo	rm	a	tio	n	In	terch	an	g	e	»	q	u	i	co	d	ait	128
caractères	su	r	7	b	its	ce	q	u	i	est	su	ffisa	n	t	p	o	ur	les	a	m	é	rica	in	s	q	u	i	n’ont	pas	de	lettres	accentuées.	
8	www.biblio-scientifique.net	94	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	Il	a	en	su	ite	fa	llu	étendre	ce	code	p	o	ur	les	langues	co	m	p	o	rtant	des	caractères	sp	é	cia	u	x	et	là	,	les	no	rm	es	d	iffè	ren	t,	ce	q	u	i	crée	des	p	rob	lèm	es	de	co	m	p	a	tib	ilité	.	D	ep	u	is	q	uelques	années,	le	codage	U	nicode	tente	de	rem	éd	ier	à	ce	p	rob	lèm	e	en	co
dant	tous	les	caractères	e	xistan	ts.	La	p	lu	p	a	rt	des	langages	de	p	ro	g	ram	m	atio	n	,	et	b	ien	sû	r	P	y	th	o	n	,	ont	une	com	m	ande	q	u	i	a	s​	socie	le	code	A	S	C	II	(éven	tu	ellem	en	t	étendu)	à	un	caractère.	O	n	p	o	u	rra	donc	L	u	tilis	e	r	p	o	ur	résoud	re	notre	p	rob	lèm	e.	Il	s’agit	de	la	com	m	ande	or	d	(	c	a	r	a	t	è	re	)	q	u	i	renvoie	le	code	A	S	C	II	du
caractère	caractère.	Caractère	Code	Caractère	Code	Caractère	Code	Caractère	Code	Caractère	Code	'■	34	5	53	F	G	H	70	71	72	Y	Z	[	89	90	91	1	m	n	108	109	110	!	33	4	52	32	3	51	#	35	6	54	$	36	7	55	%	37	8	56	K	75	&	38	9	57	L	76	■	39	(	40	;	58	59	I	M	N	J	73	74	77	78	'	a	\	1	92	93	94	95	96	97	r	O	P	s	t	q	111	112	113	114	115	116	)	41	<	60	O	79	b	98
U	117	-	*	42	=	61	P	80	c	99	V	118	+	43	>	62	Q	81	d	100	w	119	y	44	?	63	R	82	e	101	X	120	45	@	64	s	83	f	102	y	121	46	A	65	T	84	g	103	Z	122	/	47	B	66	U	85	h	104	{	123	0	48	C	67	V	86	i	105	1	124	1	49	D	68	W	87	j	106	}	125	2	50	E	69	X	88	к	107	126	T	a	b	l	e	3.1	-	Table	des	caractères	A	S	C	II	affich	ab	les	Par	exem	ple	:	»	>	ord(	'(a'	)	64	M	ais	atte	n
tio	n	!	C	ela	ne	fo	n	ctio	n	n	e	p	a	r	p	o	ur	les	ch	aîn	e	s	de	caractères	:	»	>	ord(	’	AB'	)	Traceback	(most	recent	c	a	ll	l	a	s	t	)	:	F	ile	"<	std	in	>	",	lin	e	1,	in	TypeError:	ord()	expected	a	c	h	ar	a	ct	er	,	but	s	t	r	i	n	g	of	len	g	th	2	found	II	fau	d	ra	donc	co	n	sid	ére	r	les	caractères	d	’une	ch	aîn	e	u	n	p	ar	u	n	:	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	ГМ	(y)	ai	>•	O	CL	U	def	a	s	c	i	i
(	c	h	a	i	n	e	)	:	re	tu	rn	[	o	r	d	(	c	)	-	o	r	d	(	'	')	f	o	r	c	in	ch	aine]	Le	-ord	(	'	'	)	p	erm	et	d’o	b	ten	ir	des	caractères	codés	entre	0	et	94.	»	>	a	s	c	i	i	(	"	3	h	de	retard	!!#(?/")	[19,	72,	0,	,	69,	0,	82,	69,	84,	65,	82,	6	8	6	8	,	0,	1,	1,	3,	32,	1]	Tant	q	u’on	y	est,	créo	ns	une	fo	n	ctio	n	d	e	a	s	c	i	i	q	u	i	effectu	era	l	’o	p	ératio	n	in	ve	rse	.	O	n	u	tilise	ra	alo	rs	la	com	m
ande	ch	r	q	u	i	renvo	ie	le	caractère	asso	cié	à	u	n	code	A	S	C	II.	O	n	u	tilise	j	o	i	n	p	o	ur	co	n	catén	er	p	lu	s	vite	des	ch	aîn	e	s.	def	d	e	a	s	c	i	i	(	c	h	a	i	n	e	)	:	re	tu	rn	'	'	.	]	o	i	n	(	c	h	r	(	x	+	o	r	d	(	(	'	')))	f	o	r	x	in	chaine)	Par	exem	ple	:	»	>	d	e	a	s	c	i	i	(	[	1	9	,	72,	0,	'	3h	de	retard	!	!#@/'	6	8	,	69,	0,	82,	69,	84,	65,	82,	www.biblio-scientifique.net	6	8	,	0,	1,
1,	3,	32,	1])	95	Thèmes	mathématiques	C	h	o	isisso	n	s	à	p	résent	un	m	essage	à	coder,	assez	long	:	A	rghh	!	!	Ce	1000	pattes	a	u	ra	it	314	pattes	?	
?	>	»	m	=	"Arghh	!	!	Ce	1000	pattes	a	u	ra	it	314	pattes	??"	Le	p	rin	cip	e	co	n	siste	alo	rs	à	regrouper	les	nom	bres	p	ar	paquets	de	lo	ng	ueur	co	nstante	p	et	donc	à	co	n	stru	ire	à	p	a	rtir	de	la	liste	L	une	m	a	trice	de	p	lig	nes	com	plétée	éven	tu	ellem	en	t	de	zéros.	N	ous	allo	n	s	p	o	ur	cela	cré	er	une	fo	n	ctio	n	t	o	.	H	i	l	l	(	l	i	s	t	e	,	p)	q	u	i	tran	sfo	rm
e	une	liste	en	une	m	a	trice	de	p	co	lo	nn	es	en	co	m	p	létan	t	p	ar	des	zéros	si	nécessaire	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	t	o	_	H	i	l	l	(	m	,	p	)	:	CS	=	a	s	c	ii	(m	)	w	h	ile	l	e	n	(	c	s	)	%	p	>	:	CS	+=	[0]	g	=	lambda	i	,	j	:	c	s	[	(	i	%	p	)	+	p*j]	re	tu	rn	Mat(	[	p	,	l	e	n	(	c	s	)	/	/	p	]	,	g)	0	Le	m	essage	en	c	la	ir	d	evient	une	m	a	trice	.	C	h	o	isisso	n	s	p	ar	exem	ple	u	n	3-ch
iffrem	en	t	de	H	ill;	la	m	a	trice	c	l	a	ir	au	ra	donc	3	lig	n	es	:	>	»	c	la	ir	»	>	c	la	ir	33	72	82	72	71	0	=	to_Hill(m	,3)	1	1	0	35	69	0	17	16	16	16	65	0	84	80	84	69	65	65	83	85	73	0	82	84	0	20	65	19	0	84	17	80	84	69	31	83	31	0	0	Il	fau	t	ch	o	isir	à	p	résent	une	clé	de	ch	iffre	m	e	n	t	:	ce	sera	une	m	atrice	carrée	de	ta	ille	3,	à	coeffi1	23	29	\	(	^^	J	co	n	vie	n	t.
0	3^1	1	N	ous	vo	u	d	rio	n	s	u	tilise	r	in	ver	se	m	ais	on	y	effectue	une	d	iv	isio	n	réelle	ce	q	u	i	n’est	pas	au	to	​	risée	dans	Z	.	N	ous	allo	n	s	donc	un	peu	tra	n	sfo	rm	er	in	ver	se	p	o	u	r	d	onner	la	m	éthode	d’in	​	versio	n	des	nom	bres	com	m	e	arg	um	ent.	Seule	la	d	ernière	lig	ne	de	d	ia	g	o	_tria	n	g	le	change	en	fa	it	:	9	5	"O	O	c	rj	Û	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def
d	i	a	g	o	_	t	r	i	a	n	g	l	e	(	s	e	l	f	,	i	n	v	)	:	y£>	O	r\l	ai	‘s_	>.	
CL	O	(J	T	=	T	.	m	u	l	t	_	l	i	g	n	e	(	i	n	v	(	T	[	k	,	r	-	1	]	)	,	k)	re	tu	rn	T	p	u	is	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	i	n	v	e	r	s	e	(	s	e	l	f	,	i	n	v	)	:	re	tu	rn	s	e	l	f	.	cat_carre_droite()	.t	r	ia	n	g	le	!	)	.d	iag	o	_tria	n	g	le	(in	v).e	xtra	it_ca	rre	_d	ro	ite	()	O	ui	m	ais	q	uel	est	l	’in	ve	rse	d’u	n	nom	bre	dans	Z	?	C	’est	u	n	p	roblèm	e	d’a	rith	m	é	tiq	u	e	q	u	i	se	réso	ut	à	l	’aide	de	l	’alg	o
rithm	e	d	’E	u	clid	e	étendu	:	Petit	rap	p	el	su	r	cet	alg	o	rithm	e	q	u	i	p	erm	et	de	p	ro	u	ver	le	théorèm	e	de	B	ézout	et	d	’o	b	ten	ir	des	co	efficien	ts	u	et	v	v	é	rifia	n	t	a	u	+	b	v	=	a	A	b	:	9	5	www.biblio-scientifique.net	96	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	k	Uk	Vk	rk	Vjk	0	1	0	ro	=	a	/	1	0	1	r\	=	b	^1	2	U	q	—	U	\	Cfi	v	ç	)	-	v	iq	i	3	U]	-	v\	-
U	2	Cf2	V	zq	r2	=	r	o	-	n	q	i	2	r3	=	r	i	-	;	T2q2	¿/3	;	\	P	-	1	P	p-i	-	a	r	\	b	Cjp-\	rp	=	0	P	L	a	d	ém	o	n	stratio	n	de	l	’alg	o	rithm	e	découle	de	la	re	latio	n	:	Uk	l^k+\	=	X	^k+\	Uk+2	et	de	la	relatio	n	sim	ila	ire	p	o	ur	les	Vk	et	les	r/tP	ar	exem	ple,	p	o	ur	19	et	15	:	k	Uk	Vk	rk	^k	0	1	0	19	/	Lo	1	0	1	15	1	Li	2	1	-1	4	3	L2	^	L	q	-|~	^	X	L	i	3	-3	4	3	1	4	4	-5	1	3	L3	L
i	—3	X	L2	L4	■*—L2	~	1	X	L3	5	û	'JD	O	(N	ai	‘s_	>•	O	CL	U	L5	—	L3	—3	X	L4	C	’est-à-d	ire	4	x	-	5x	=	1	et	19	A	15	=	1.	
O	n	va	u	tilis	e	r	les	tab	leau	x	de	numpy	q	u	i	p	erm	etten	t	d’effectu	er	des	o	p	ératio	ns	vecto	rie	lle	s	su	r	les	liste	s	:	1	9	•a	O	c13	0	1	1	5	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	im	port	numpy	as	np	def	bezout(a,b)	:	la	=	n	p	.a	rra	y([	Ib	=	n	p	.	a	r	r	a	y	i	[	w	h	ile	l	b	[	2	]	!=	0	q	=	la	[	l	a	,	Ib	=	Ib	,	re	tu	rn	la	1	0	2	,	,	,	,	:	]	//	la	0	1	a])	b])	lb	[	]	q	*lb	2	Soit	à	la	classe	de	l’e	n	tie	r
a	m	odulo	ri.	D	ém	o	ntro	ns	que	à	est	in	ve	rsib	le	dans	Z	„	si	et	se	u	le	​	m	ent	si	a	et	n	sont	p	rem	iers	entre	eux	:	à	^	b	=	i	O	a	b	=	l	[	n]	O	3	k	&	Z	a	b	=	l	+	k	n	O	3	k	E	Z	b	a	-	k	n	=	l	O	a	/\	n	=	l	,	la.	d	ernière	éq	u	ivalen	ce	étant	obtenue	grâce	au	théorèm	e	de	B	ézo	ut.	www.biblio-scientifique.net	97	Thèmes	mathématiques	Com	m	e	11	et	13	sont	p	re
m	ie	rs,	chaque	élém	ent	no	n	n	u	l	de	Z	n	et	Z	est	in	ve	rsib	le	.	M	ais	p	ar	exem	ple	n’est	pas	p	re	m	ie	r	avec	9,	donc	n’est	pas	in	ve	rsib	le	dans	Z	,	c	’est	p	o	u	rq	u	o	i	la	ré	so	lu	tio	n	de	l	’éq	u	atio	n	x	=	¿>[9]	pose	p	rob	lèm	e.	
N	ous	allo	n	s	donc	u	tilis	e	r	la	fo	n	ctio	n	bezout	créée	p	récédem	m	ent	p	o	ur	d	éterm	in	er	l	’in	verse	d’un	nom	bre	dans	Tn	:	1	3	6	6	9	6	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	inv_mod(p,n):	B	=	bezout(p,n)	a	s	s	e	r	t	B[2]	==	1,	s	t	r	(	p	)	+	'	non	in	v	e	r	s	ib	le	modulo	'	+	s	t	r	(	n	)	re	tu	rn	B	[	]	%	n	0	O	n	peut	alo	rs	o	b	ten	ir	d	irectem	en	t	l	’in	ve	rse	de	la	m	a	trice	d	e	:
»	>	d	e	=	U	s	t	2	m	a	t	(	[	[	l	,	23,29]	,	[	0	,	3	1	,	1	]	,	[	4	7	,	3	,	1	]	]	)	>	»	i	n	v	_	d	e	=	d	e	.	i	n	v	e	r	s	e	d	a	m	b	d	a	x	;	inv_mod(x,	95))	»	>	in	v_d	e	-1.82136E+09	-4.16311E+09	5.69826E+10	23312	-575552	-496	-30597	22638	651	O	u	p	s!	11	se	ra	it	p	lu	s	lis	ib	le	d’o	b	ten	ir	les	rep	résen	tan	ts	can	o	n	iq	u	es	de	Z	.	11	su	ffit	donc	de	ca	lcu	le	r	le	reste	de
chaque	co	e	fficie	n	t	dans	la	d	iv	isio	n	p	ar	95	donc	d’ap	p	liq	u	er	la	fo	n	ctio	n	lambda	coeff	:	coeff	%	95.	Com	m	e	ce	genre	d	’actio	n	est	stan	d	ard	,	on	cré	er	une	m	éthode	map	dans	notre	classe	Mat	(on	p	arle	alo	rs	de	fo	n	c	te	u	r	en	p	rog	ram	m	ation	fo	n	ctio	n	n	e	lle	q	u	i	re	jo	in	t	la	notion	hom	onym	e	en	th	éo	rie	des	catég	o	ries).	9	5	m	a	tr	i	c
e	,	p	y	I	def	map(	s	e	l	f	,	f	)	:	re	tu	rn	Mat(	s	e	l	f	.	D	,	lambda	i	,	j	:	f	(	s	e	l	f	.	F	(	i	,	j	)))	A	lo	rs	:	"O	0	c	=3	Q	'JD	0	(N	»	>	i	n	v	_	c	l	e	=	d	e	.	in	v	e	r	s	e	(	l	a	m	b	d	a	x:	inv_mod(x,	9	5	)	)	.map(lambda	coeff	:	coeff	%	95)	»	>	inv_cle	18	14	34	37	74	28	81	8	8	8	8	O	n	v	é	rifie	:	»>	(d	e	*	coeff	%	95)	-4-1	xz	DI	>Q.	0	U	1	0	0	0	1	0	0	0	1	N	ous	pouvons	m	u	ltip	lie
r	d	e	p	ar	c	l	a	i	r	p	o	u	r	co	der	notre	m	essage.	Po	ur	le	décoder,	il	su	ffira	de	m	u	ltip	lie	r	le	m	essage	codé	p	ar	i	n	v	_	c	l	e	.	L	a	m	a	trice	d	e	x	c	l	a	i	r	est	une	m	atrice	de	3	lig	n	es.	11	fau	d	ra	la	tra	n	sfo	rm	er	ensuite	en	liste	p	o	ur	lu	i	a	p	p	liq	u	er	decode.	O	n	u	tilise	la	fo	n	ctio	n	i	t	e	r	d	éfin	ie	dans	notre	classe	Mat.	»	>	crypte	=	d	e	a	s	c	i	i	(	i	t	e
r	(	(	d	e	*	c	l	a	i	r	)	.map(lambda	n	www.biblio-scientifique.net	95)))	98	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	»	>	crypte	"	sP_20u8?R'	QOyE(Xph_"	Si	on	le	com	pare	au	m	essage	in	itia	l	:	"Arghh	!	!	Ce	1000	pattes	a	u	r	a	i	t	314	pattes	??"	on	rem	arqu	e	que	le	p	re	m	ie	r	«	p	attes	»	est	codé	p	ar	h_	D	é	co	d	a	g	e	C	e	lu	i	q	u	i	reço	it	ce	m
essage	(l’é	tern	el	B	o	b	...)	possède	la	clé	de	décodage	q	u	i	est	i	n	v	_	c	l	e	.	»	>	décrypté	=	d	e	a	s	c	i	i	(	i	t	e	r	(	(	i	n	v	.	c	l	e	*	(	t	o	_	H	i	l	l	(	c	r	y	p	t	e	,	3	)	)	)	.map(lambda	n:	n%95)))	»	>	décrypté	'Arghh	!	!	Ce	1000	pattes	a	u	r	a	i	t	314	pattes	??	
'	Ç	a	m	arche	!	O	n	rem	arque	les	d	eu	x	espaces	(n	eutres)	rajo	u	tés	à	la	fin	p	o	u	r	o	b	ten	ir	une	ch	aîn	e	de	lo	ng	ueu	r	u	n	m	u	ltip	le	de	3.	TJ	O	c	rj	û	Ю	I	O	Гч]	ai	>.	O	Q	.	U	1.5	Chaînes	de	Markov	1	.5	.1	Q	u	’e	st-c	e	que	c	’e	st	?	А	н	д	р	ей	А	ндр	ееви	ч	М	А	Р	К	О	В	(1856	-	1922),	grand	m	a	th	é	m	a	ticien	ru	sse,	in	itia	te	u	r	des	p	ro	​	b	ab	ilité	s	m
od	ernes,	grand	am	ateu	r	de	p	oésie,	n’h	é	sita	p	o	u	rtan	t	pas	à	s’im	p	liq	u	e	r	dans	la	tu	​	m	u	ltu	eu	se	h	isto	ire	de	son	p	ays.	Il	n’eut	pas	p	eu	r	d	’a	ffirm	e	r	p	u	b	liq	u	em	en	t	son	a	n	ti-tsa	rism	e	et	fu	t	renvoyé	de	l	’U	n	iv	e	rsité	.	
Il	fu	t	ré	h	a	b	ilité	après	la	R	évo	lu	tio	n	.	N	ous	a	llo	n	s	illu	s	tre	r	de	m	anière	élém	en	taire	quelques	résu	ltats	de	ses	travau	x	su	r	les	p	ro	ces​	sus	aléato	ires	(ou	sto	ch	astiq	u	e	s),	c	’est-à-d	ire	l	’évo	lu	tio	n	dans	le	tem	ps	d’une	va	ria	b	le	a	lé	a	​	to	ire	appelée	ch	aînes	de	M	a	r	k	o	v	dont	les	a	p	p	lica	tio	n	s	sont	très	nom	breuses,	notam	m	ent	en	in
fo	rm	atiq	u	e	(reco	n	n	aissan	ce	de	la	langue	d’u	n	texte,	tech	n	iq	u	es	de	co	m	p	ressio	n,	l	’algo​	rith	m	e	PageRank	de	G	oogle,	file	s	d	’attente,	b	io	in	fo	rm	a	tiq	u	e	,...)	D	’u	n	p	o	in	t	de	vue	p	lu	s	p	ro	b	a	b	iliste	,	les	ch	aîn	e	s	de	M	a	r	k	o	v	p	erm	ettent	d	’étu	d	ier	des	v	a	​	ria	b	le	s	aléato	ires	non	in	d	ép	end	antes	ce	q	u	i	est	très	d	é	licat	à	faire	h
a	b	itu	e	lle	m	e	n	t.	L	a	p	a	rticu	la	rité	des	ch	aîn	e	s	de	M	a	r	k	o	v	est	de	rep	résen	ter	des	p	rocessus	où	la	p	ro	b	ab	ilité	p	erm	ettan	t	de	p	asser	à	u	n	in	sta	n	t	donné	d’u	n	état	p	résent	à	u	n	état	fu	tu	r	ne	dépend	du	passé	q	u’à	travers	le	p	résen	t	so	it	:	«	la	p	ro	b	ab	ilité	du	fu	tu	r	sach	an	t	p	résent	et	passé	est	égale	à	la	p	ro	b	a	b	ilité	du	fu	tu	r
sach	an	t	le	p	résent	».	N	ous	a	llo	n	s	p	résen	ter	des	exem	p	les	en	u	tilisa	n	t	des	o	u	tils	d’algèbre	lin	é	a	ire	.	1	.5	.2	M	a	rk	o	v	e	t	la	m	a	fia	Z	lo	t,	B	rzxxz	et	M	o	rzg	n	io	u	f	sont	tro	is	v	ille	s	situ	ées	resp	ectivem	en	t	en	Syld	avie,	B	o	rd	u	rie	et	B	o	u	zo	u	kstan	.	D	es	tra	fiq	u	a	n	ts	de	photos	déd	icacées	du	groupe	A	B	B	A	p	rennent	le	u	r	m	a	rch	a
n	​	dise	le	m	atin	dans	n’im	p	o	rte	laq	u	e	lle	de	ces	v	ille	s	p	o	ur	l	’ap	p	o	rter	le	so	ir	dans	n’im	p	o	rte	q	u	elle	autre.	On	notera	p	o	ur	sim	p	lifie	r	V	i,	V	et	V	ces	v	ille	s	et	p	i	j	la	p	ro	b	ab	ilité	q	u’une	m	arch	an	d	ise	p	rise	le	m	atin	dans	la	v	ille	V/	so	it	rend	ue	le	so	ir	dans	la	v	ille	V	y.	L	a	m	atrice	P	=	est	appelée	m	atrice	de	tran	sition	de	la	ch	aîn	e
de	M	a	r	k	o	v	.	2	3	www.biblio-scientifique.net	99	Thèmes	mathématiques	O	n	s’attend	donc	que	la	som	m	e	des	co	m	po	santes	de	chaque	vecteu	r	co	lonne	so	it	égal	à	1.	Supposons	que	P	so	it	co	nnue	et	v	a	ille	:	'	p=	0	,	8	0	,3	0	,2	\	0	,	1	0	,	2	0	,	6	0	,5	0	lo,i	,	,	2	Les	tra	fiq	u	a	n	ts	se	p	ro	m	enant	de	v	ille	en	v	ille	,	il	p	eut	être	u	tile	de	v	isu	a	lise	r	leu
rs	d	ép	lacem	ents	p	ar	le	diagram	m	e	de	tran	sition	su	iva	n	t	:	0,8	0,2	O	n	notera	la	p	ro	p	o	rtio	n	de	tra	fiq	u	a	n	ts	q	u	i	se	tro	u	ve	n	t	au	m	atin	du	jo	u	r	k	dans	la	v	ille	V	/.	E	n	p	ro	b	a	b	ilité	s,	on	ap	p	elle	vecteur	d'état	to	u	t	élém	en	t	{	xi	,	.	.	.	,	Xn)	de	IR"	tel	que	X\-\----	\-Xn	=	l	.	A	in	si,	est	un	vecteu	r	d’état.	O	n	m	ontre	que	les	vecteu	rs	d	’état	de
la	ch	aîn	e	sont	lié	s	p	ar	la	relatio	n	:	y	k	e	ll,n	l	x^^^	et	donc	p	ar	une	récu	rren	ce	im	m	éd	iate	:	■a	O	c:	rj	û	«JD	O	(N	Supposons	que	le	ch	e	f	de	la	m	a	fia	lo	cale	d	ispose	de	1	0	0	0	tra	fiq	u	a	n	ts	q	u	i	p	arten	t	tous	le	m	atin	du	jo	u	r	0	de	la	v	ille	de	Z	lo	t.	Q	uelle	sera	la	p	ro	p	o	rtio	n	de	tra	fiq	u	a	n	ts	dans	ch	acu	n	e	des	v	ille	s	au	bout	d	’une	sem
aine	?	d’un	an	?	CT	Il	s’agit	donc	de	ca	lcu	le	r	des	p	u	issan	ce	s	su	ccessives	de	P.	N	ous	allo	n	s	u	tilise	r	les	o	u	tils	de	la	sectio	n	p	récédente.	U	O	n	o	b	tient	les	p	ro	p	o	rtio	n	s	au	bout	d’une	sem	aine	en	ca	lcu	la	n	t	P^	•	‘s_	>.	CL	O	»>	P	=	list2m	at([[0	.8	,O	.3,O	.2	],[O	.l,0	.2	,0	.6	],[0	.1	,O	.5,0	.2	]])	>	»	X0	=	Mat	(	[	3	,	1	]	,	lambda	i	,	j	:	1	i	f	i	==	0
e	ls	e	0)	»	>	P>|;*7	*	X0	0.553887	0.226069	0.210044	www.biblio-scientifique.net	avec	x^®^	“	(§	)	*	100	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	i.e	.	des	p	ro	p	o	rtio	n	s	resp	ectives	dans	ch	acu	n	e	des	v	ille	s	d	’e	n	viro	n	56,4	%,	22,6	%	et	21	%.	Au	bout	d	’u	n	m	o	is,	les	p	ro	p	o	rtio	n	s	ne	changent	guère	:	»	>	P**30	*	X0	0.557377
0.229508	0.213115	O	n	observe	en	fa	it	que	cette	m	a	trice	«	à	l	’in	fin	i	»	a	tro	is	co	lo	nn	es	id	en	tiq	u	es	:	»	>	P**30	0.557377	0.229508	0.213115	0.557377	0.229508	0.213115	0.557377	0.229508	0.213115	O	n	retro	uve	le	vecteu	r	p	récéd	ent	su	r	chaque	co	lo	nn	e	q	u	i	est	en	fa	it	u	n	vecteu	r	propre	p	o	ur	la	va	le	u	r	propre	:	1	»	>	Xs	=	P**30	*	XO
»	>	D	=	P*Xs	-	Xs	»>	D	-2.79954E-09	1.47778E-09	1.32177E-09	1	.5	.3	L	itté	ra	tu	re	a	lé	a	to	ire	O	n	peut	p	ro	d	u	ire	des	textes	(ou	de	la	m	u	siq	u	e	...)	aléato	irem	en	t	à	l	’aide	de	ch	aîn	es	de	M	arkov.	
Par	exem	ple,	co	n	n	a	issa	n	t	un	co	uple	de	lettres	co	n	sécu	tives,	on	peut	ca	lcu	le	r	la	p	ro	b	ab	ilité	q	u’il	so	it	su	iv	i	p	ar	telle	lettre	en	fa	isa	n	t	un	ca	lcu	l	de	fréq	u	ence	su	r	un	très	grand	texte.	O	n	va	en	p	ro	fite	r	p	o	ur	v	o	ir	q	uelq	ues	o	u	tils	de	m	a	n	ip	u	la	tio	n	de	texte,	de	récu	p	ératio	n	de	textes	en	lig	n	e.	
On	crée	une	classe	p	o	u	r	être	p	lu	s	P	yth	o	n	e	sq	u	e...	m	a	r	k	o	v	.p	y	"O	O	c	=3	Q	from	from	from	from	codecs	im	port	open	u	r	l	l	i	b	.	r	e	q	u	e	s	t	im	port	u	r	l	r	e	t	r	i	e	v	e	random	im	port	choice	i	t	e	r	t	o	o	l	s	im	port	chain	tH	O	(N	class	M	a	r	k	o	v	(	o	b	j	e	c	t	)	:	03	"s_	>Q	.	O	U	def	__	i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	f	i	c	h	i	e	r	)	:	self.dicAssoc	=	{	}	s	e	l	f	.fich	ie	r
=	fich	ier	s	e	l	f	.	lettres	=	self.fich	ierV	ersLettresO	s	e	l	f	.	baseDeTuplets()	f	ic	h	ie	r	.	close()	def	f	i	c	h	i	e	r	V	e	r	s	L	e	t	t	r	e	s	(	s	e	l	f	)	:	"""	Renvoie	le	s	l	e	t	t	r	e	s	du	t	e	x	t	e	sous	forme	d'une	l	i	s	t	e	www.biblio-scientifique.net	101	Thèmes	mathématiques	data	=	s	e	l	f	.	f	i	c	h	i	e	r	.	read()	#	le	f	i	c	h	i	e	r	e	n	t	ie	r	de	type	s	t	r	in	g	l	e	t	t	r	e	s	=
map(lambda	l	e	t	t	r	e	:	'	,	'	.	j	o	i	n	(	l	e	t	t	r	e	)	,	d	a	t	a	)	#	on	sép	are	chaque	c	a	ra	c	tè	re	du	t	e	x	t	e	p	a	r	une	v	ir	g	u	le	re	tu	rn	l	i	s	t	(	c	h	a	i	n	.	f	r	o	m	_	i	t	e	r	a	b	l	e	(	l	e	t	t	r	e	s	)	)	#	on	en	f	a	i	t	une	l	i	s	t	e	def	t	u	p	l	e	t	s	(	s	e	l	f	)	:	......	Crée	un	gén	éra	teu	r	de	t	r	i	p	l	e	t	s	de	l	e	t	t	r	e	s	s	u	c	c	e	s	s	iv	e	s	"""	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	(	l	e	n	(	s	e	l	f	.	l	e	t	t	r	e
s	)	-	)	:	y	ie	ld	(	s	e	l	f	.	
l	e	t	t	r	e	s	[	i	]	,	s	e	l	f	.	l	e	t	t	r	e	s	[	i	+	]	,	s	e	l	f	.	l	e	t	t	r	e	s	[	i	+	]	)	2	1	2	def	b	a	s	e	D	e	Tu	pl	et	s	(s	e	lf)	:	......Crée	un	d	ic	t	io	n	n	a	ir	e	dont	le	s	c	lé	s	son	t	des	co	u	p	les	de	l	e	t	t	r	e	s	s	u	c	c	e	s	s	iv	e	s	e	t	la	v	a	le	u	r	la	l	i	s	t	e	des	su	c	c	e	sse	u	rs	o	b	se	rv	é	s.	"""	f	o	r	1	1	,1	2	,1	3	in	s	e	l	f	.	t	u	p	l	e	t	s	(	)	:	key	=	i	f	key	i	n	s	e	l	f	.	
d	i	c	A	s	s	o	c	:	s	e	l	f	.	d	ic	A	s	s	o	c	[	k	e	y	]	.	a	p	p	e	n	d	(	l	3	)	else:	s	e	l	f	.	d	i	c	A	s	s	o	c	[	k	e	y	]	=	[13]	1	1	,	1	2	def	genereMarkovText(self,	nbLettres	=	100):	"""	Génère	un	t	e	x	t	e	se	lo	n	la	d	is	t	r	ib	u	t	io	n	du	d	ic	t	io	n	n	a	ir	e	d	'a	s	s	o	c	ia	t	io	n	Il	II	II	(11,12)	=	c	h	o	i	c	e	(	l	i	s	t	(	s	e	l	f	.	d	i	c	A	s	s	o	c	.	k	e	y	s	(	)	)	)	#	on	c	h	o	is	i	t	un	couple	de	l	e	t	t
r	e	s	au	hasard	dans	le	d	ico	g	e	n	_	le	tt	r	e	s	=	""	#	on	i	n	i	t	i	a	l	i	s	e	le	te	x	te	généré	f	o	r	i	in	r	an	g	e	(n	b	L	e	t	t	r	e	s	):	g	e	n	_	le	tt	r	e	s	+=	I	l	#	on	é	c	r	i	t	11	dans	le	t	e	x	t	e	11,12	=	l	2	,	c	h	o	i	c	e	(	s	e	l	f	.	d	i	c	A	s	s	o	c	[	(	1	1	,	1	2	)	]	)	#	on	avance	d'	un	cran	p	r	i	n	t	(	g	e	n	_	le	t	t	r	e	s	)	O	n	peut	récu	p	é	re	r	des	textes	en	lig	ne	dont	les	d	ro	its
sont	lib	re	s	:	TJ	O	c	Z3	Û	KD	tH	Oi	rs	(S)	sz	OJ	>O	CL	#	Notre-Dame	de	P	a	ris	U	r	l	r	e	t	r	i	e	v	e	!	'	http	:	/	/	www.gutenberg.	org/cache/epub/19657/pg19657.t	x	t	'	,	'	ndp.	t	x	t	'	)	#	Gone	w	ith	the	wind	in	e	n	g	lis	h	u	r	l	r	e	t	r	i	e	v	e	(	'	http:	//	gut	en	ber	g.ne	t.a	u/e	bo	ok	s02	/0	200	16	1.tx	t',	'	a	u	t	a	n	t	.	t	x	t	'	)	Les	textes	sont	m	a	in	te	n	a	n	t	enreg
istrés	au	fo	rm	at	txt	dans	le	rép	erto	ire	co	u	ran	t.	Il	ne	reste	p	lu	s	q	u’à	en	faire	des	objets	de	type	M	arkov	:	ndp	=	Markov(open('	n	d	p	.	t	x	t	'	,	'	r	'	)	)	autant	=	Markov(open(	'	a	u	t	a	n	t	.	t	x	t	'	,	'	r	'	))	O	n	peut	alo	rs	générer	du	V	icto	r	H	u	g	o	aléato	ire	avec	la	com	m	ande	:	U	»	>	ndp.genereMarkovText(300)	O	chez-votre	p	ro	iq	ue	iîtu	sais	hom	m
e	pem	es	tous	de	M	ai	sourgeaunes	m	it	à	têtan	d	an	tres	te,	C	o	m	m	en	t	de	jo	u	i	v	o	in	t,	p	ria	c	u	r?	que	de	so	u	vraîn	e	Rym	bots	p	lu	s,	p	er	sée	lir	ro	ur,	é	tit	l	’égayeur.	À	nom	m	e,	ille	p	é	rim	C	h	ât	dest	ret	her,	un	die	s’é	ta	lla	c	ria	it	fies	b	le.	Q	uas	à	sau	p	i	co	e	in	it	d	irra	ld	a	n	d	re	fa	ista	is	www.biblio-scientifique.net	102	Programmation	en
Python	pour	les	mathématiques	ou	du	M	argarett	M	i	t	c	h	e	l	l	aléato	ire	:	Vot,	M	a	m	ill	befugh	tow	n	sh	er	to	h	a	n	ica	n	d	She	m	ong	fo	r	sestraid	and	he	sa	ir	ton’s	w	h	is	A	s	b	ey	yo	u	ts,	ass	w	elp	gionto	the	carm	e	:	He	depe	?	
A	tled	I	die	theard	the	w	rain	g	.	Eurgo	anked	,	streft	te	shou	de	up	sw	are	shand	m	or	w	h	ard	er	lan	k.	I	w	it.	
H	o	p	le	n	cith	e	ons.	D	on	sw	itay	:	To	d	d	ly	yo	u	rs.	D	e	a	rry	bee	O	n	p	eut	o	b	ten	ir	quelque	chose	de	p	lu	s	lisib	le	en	ne	co	m	b	in	an	t	p	lu	s	les	lettres	m	ais	les	m	ots	du	texte.	Il	su	ffit	de	faire	d	eux	légères	m	o	d	ifica	tio	n	s.	D	’une	p	art	la	p	rem	ière	fo	n	ctio	n	doit	renvoyer	la	liste	des	m	ots	ce	que	l	’on	peut	o	b	ten	ir	avec	la	m	éthode	s	p	l	i	t	:	def
f	i	c	h	i	e	r	V	e	r	s	L	e	t	t	r	e	s	(	s	e	l	f	)	:	data	=	s	e	l	f	.	f	i	c	h	i	e	r	.	read()	re	tu	rn	d	a	t	a	.	s	p	l	i	t	()	D	’autre	p	art,	dans	la	d	ern	ière	fo	n	ctio	n	,	on	in	tro	d	u	it	une	espace	entre	les	m	ots	:	g	e	n	_	le	tt	r	e	s	+=	'	'	+	I	l	C	ela	d	evien	t	presque	de	la	L	itté	ra	tu	re	...	
pressées	et	les	bourgeois	de	P	a	ris	ju	sq	u	’au	x	g	en	o	u	x.-C	eci	s’est	passé	il	n’y	a	u	ra	it	p	o	in	t	eu	de	l	’argent,	j	’a	i	fa	it	p	o	u	r	des	b	ed	eaux	!	E	t	les	escab	eaux	du	recteu	r	!	À	bas	!	re	p	rit	le	com	père	Jacques	se	ré	c	ria	.	«	Tout	de	su	ite	.	Sire	!	Le	b	ailliag	e	au	ra	vin	g	t	fo	is	l	’épaisse	porte	su	r	laq	u	e	lle	l	’om	bre	des	ch	ap	ite	au	x	saxo	ns,	d



’autres	m	ontagnes	que	les	van	d	ales	avaien	t	p	ro	d	u	it,	les	acad	ém	ies	l	’ont	tué.	A	u	x	siè	cle	s,	aux	révo	​	lu	tio	n	s	q	u	i	d	évastent	du	m	o	ins	le	reste	de	l	’année	d’é	ch	an	cre	r	de	leu	rs	ju	p	e	s	de	dessous,	p	lu	s	p	récieu	ses	encore	que	je	vous	d	is	que	n	o	n	!	»	L	a	bonne	dam	e,	fo	rt	entêtée	de	sa	tête.	
E	n	ang	lais	:	Ю	frie	n	d	s	cam	e	to	tow	n	to	see	M	am	m	y	or	D	ilce	y	or	even	affectio	n	?	O	r	have	I	ever	been	before.	P	u	b	lic	feeling	w	as	b	ack	in	no	tim	e	.	T	h	e	y	a	re	-rig	h	t	pretty,	he	co	n	ce​	ded.	I	’ll	hang	them	fo	r	th	at.	Po	rk.	I	’ve	got	to	have	a	governess	and	I	am	annoyed	at	m	y	se	lf	to	death,	and	the	w	om	en	w	ith	broods	o	f	tow-	h	aired	sile	n	t
ch	ild	re	n	spent	O	(N	the	evening	at	h	e	r	ow	n	age.	H	e	alw	ays	set	a	store	by	that	n	iece	o	f	yo	u	rs,	isn	’t	he	?	•a	O	c13	Q	x:	DI	>.	CL	O	U	1.6	Manipulation	d’images	D	ans	cette	sectio	n	,	des	m	athém	atiq	ues	co	ncrètes	vo	n	t	nous	p	erm	ettre	de	réd	u	ire,	ag	rand	ir,	asso	m	b	rir,	é	c	la	irc	ir,	co	m	presser,	b	ru	ite	r,	q	u	a	n	tifie	r,...	une	photo.	Pour	ce
la,	il	existe	des	m	é​	thodes	p	ro	venant	de	la	th	éo	rie	du	sig	nal	et	des	m	athém	atiq	ues	co	n	tin	u	e	s.	Nous	nous	p	en	ch	e​	rons	p	lu	tô	t	su	r	des	m	éthodes	p	lu	s	légères	basées	su	r	l	’algèbre	lin	é	a	ire	et	l’analyse	m	a	tricie	lle	.	U	ne	im	age	sera	p	o	u	r	nous	une	m	atrice	carrée	de	ta	ille	®à	co	e	fficie	n	ts	dans	]	,	^	-	]	.	C	ela	m	anque	de	ch	arm	e	?	C
’est	sans	co	m	p	ter	su	r	Le	n	a	q	u	i	d	ep	uis	q	uarante	ans	rend	les	m	aths	sexy	(la	p	o	p	u	latio	n	h	a	n	ta	n	t	les	lab	o	rato	ires	m	athém	atiq	ues	et	su	rto	u	t	in	fo	rm	atiq	u	e	s	est	p	lu	​	tôt	m	a	sc	u	lin	e	...).	2	www.biblio-scientifique.net	0	2	1	Thèmes	mathématiques	103	N	ous	étu	d	iero	ns	p	o	u	r	cela	la	«	D	éco	m	p	o	sitio	n	en	V	aleu	rs	Sin	g	u	lières	»
q	ui	a	p	p	araît	de	nos	jo	u	rs	com	m	e	u	n	co	uteau	su	isse	des	prob	lèm	es	lin	é	a	ire	s	:	en	traite	m	e	n	t	de	l'im	ag	e	et	de	tout	sig	n	al	en	g	énéral,	en	reco	n	n	aissan	ce	des	fo	rm	es,	en	ro	botiqu	e,	en	statistiq	u	e,	en	étude	du	langage	n	a	tu	re	l,	en	géologie,	en	m	étéorologie,	en	d	ynam	iq	ue	des	stru	ctu	re	s,	etc.	D	an	s	q	uel	d	om	aine	tra	v	a	ille	-	-on
alo	rs	:	algèbre	lin	é	a	ire	,	an	alyse,	p	ro	b	ab	ilité	s,	to	p	o	lo	g	ie,...	?	U	n	peu	de	tout	ce	la	et	d’autres	choses	encore	:	ce	la	s’a	p	p	e	lle	...L	a	m	athém	atiq	ue.	1	1	.6	.1	Le	n	a	N	ous	allo	n	s	tra	v	a	ille	r	avec	des	im	ages	q	u	i	sont	des	m	a	trice	s	de	n	ive	a	u	x	de	g	ris.	N	otre	b	elle	am	ie	Lé	n	a	sera	rep	résentée	p	ar	une	m	a	trice	carrée	de	ta	ille	2^	ce
q	u	i	p	erm	et	de	rep	ro	d	uire	Lé	n	a	à	l	’aide	de	2^^	=	262144	p	ixe	ls.	Lé	n	a	prend	alo	rs	beaucoup	de	p	lace.	
N	ous	a	llo	n	s	ten	ter	de	co	m	p	resser	la	p	auvre	Lé	n	a	sans	p	o	u	r	ce	la	q	u’elle	ne	perde	sa	q	u	alité	g	rap	hiq	ue.	U	ne	des	m	éthodes	les	p	lu	s	abordables	est	d	’u	tilis	e	r	la	d	éco	m	p	o	sitio	n	d’une	m	atrice	en	va	le	u	rs	sin	g	u	​	liè	re	s.	C	’est	un	su	je	t	extrêm	em	ent	rich	e	q	u	i	a	de	nom	breuses	a	p	p	lica	tio	n	s.	
L’alg	orithm	e	que	nous	u	tilise	ro	n	s	(m	ais	que	nous	ne	d	éta	ille	ro	n	s	pas)	a	été	m	is	au	p	o	in	t	p	ar	deux	très	ém	in	en	ts	ch	erch	eu	rs	en	1965	(G	ene	G	o	l	u	b	,	é	tats-u	n	ien	et	W	illia	m	Ka	h	a	n	,	can	ad	ien	,	père	de	la	norm	e	lE	E	E	-7	5	4	).	11	s’agit	donc	de	m	athém	atiq	ues	assez	récen	tes,	au	m	o	in	s	en	co	m	p	araiso	n	avec	votre	p	ro	g	ram	m
e...	La	p	etite	h	isto	ire	d	it	que	des	ch	erch	e	u	rs	a	m	é	rica	in	s	de	l	’U	n	iv	e	rsity	o	f	So	u	th	ern	C	a	lifo	rn	ia	étaien	t	pressés	de	tro	u	ve	r	une	im	age	de	ta	ille	2^^	p	ixels	p	o	ur	le	u	r	co	nférence.	Passe	alo	rs	un	de	le	u	rs	collègues	avec,	en	bon	in	fo	rm	a	tic	ie	n	,	le	d	e	rn	ie	r	P	layb	o	y	sous	le	bras.	Ils	d	écid	èrent	alo	rs	d’u	tilis	e	r	le	p	o	ster	ce	n
tra	l	de	la	Playm	ate	com	m	e	su	p	p	o	rt...	L	a	photo	o	rig	in	ale	est	ic	i	:	h	ttp	://w	w	w	.le	n	n	a	.o	rg	/fu	ll/le	n	_fu	ll.h	tm	l	m	ais	nous	n’u	tilise	ro	n	s	que	la	p	artie	scannée	p	ar	les	ch	erch	e	u	rs,	de	ta	ille	5	.1	2	in	x	5	.1	2	in	...	1	.6	.2	•a	E	n	v	iro	n	n	e	m	e	n	t	de	tra	v	a	il	N	ous	tra	v	a	ille	ro	n	s	dans	IP	yth	o	n	avec	l	’o	p	tio	n	p	y	l	a	b	q	u	i	charge	les	b	ib
lio	th	èq	u	es	n	écessaires	à	la	m	a	n	ip	u	la	tio	n	d’im	ages	(en	fa	it,	p	ylab	charge	les	b	ib	lio	th	èq	u	es	p	o	u	r	se	retro	u	ver	dans	un	en	viro	n	n	em	en	t	p	roche	de	ce	lu	i	de	lo	g	icie	ls	com	m	e	M	atLab	ou	S	c	ila	b	).	O	c13	û	O	(N	$	ipython	--pylab	Les	im	ages	sont	alo	rs	sous	form	e	d’a	r	r	a	y	de	la	b	ib	lio	th	èq	u	e	numpy.	N	ous	a	llo	n	s	créer	q
uelques	o	u	tils	p	o	u	r	co	n	tin	u	e	r	à	tra	v	a	ille	r	m	algré	to	ut	avec	notre	classe	Mat.	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	-4-1	x:	def	a	r	r	a	y	mat(	t	a	b	)	:	.....	.	c	o	n	v	e	r	t	it	un	a	rra	y	de	numpy	en	o	b	je	t	de	type	M	at'""'	dim	=	l	i	s	t	(	t	a	b	.	shape)	re	tu	rn	Mat(dim,	lambda	i	,	j	:	t	a	b	[	i	,	j	]	)	2	>•	Q.	O	U	def	mat	a	rr	a	y(	m	a	t	)	:	"""	c	o	n	v	e	r	t	ir	un	o	b	je	t	de	type	Mat
en	a	rra	y	de	numpy	.......	re	tu	rn	np.from	fun	cti	on	(m	at	.F,	tup	le(	ma	t.D	),	dt	ype	=	i	n	t	)	2	def	montre(mat):	www.biblio-scientifique.net	104	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	"""	permet	de	v	i	s	u	a	l	i	s	e	r	le	s	images	depu	is	un	term	in	al	"""	re	tu	rn	imshow(mat	a	rr	a	y(	m	a	t	)	,	стар	=	cm.gray)	2	P	ytho	n	co	n	tie	n	t	un	tab	leau
carré	de	ta	ille	512	co	n	ten	an	t	les	n	ive	a	u	x	de	gris	rep	résen	tan	t	Le	n	a	.	Il	su	ffit	de	ch	arg	er	les	bonnes	b	ib	lio	th	èq	u	es	:	from	scipy	im	port	mise	#	lena	sous	forme	d'un	o	b	je	t	de	type	Mat	m	atlena	=	a	r	r	a	y	m	a	t	(	m	i	s	c	.l	e	n	a	(	))	2	Le	n	a	est	b	ien	u	n	carré	de	5	1	2	x	5	1	2	p	ixels	:	In	[	9	]	:	matlena.D	0	u	t	[	9	]	:	[512,	512]	On	peut	v	o	ir	Le
n	a	:	In	[	3	]	:	montre(matlena)	0	u	t	[	3	]	:	et	on	o	b	tien	t	:	0	■a	O	c	û	Ю	tH	O	ГМ	XI	CTI	>Q.	O	U	100	200	Э00	400	300	On	p	eut	p	ré	fé	re	r	tra	v	a	ille	r	su	r	une	photo	de	fo	rm	at	jp	g	(q	u	i	sera	à	l	’envers)	ou	png	(q	u	i	sera	à	l	’e	n	d	ro	it).	Pytho	n	la	tran	sfo	rm	e	en	m	a	trice	avec	la	fo	n	ctio	n	im	read.	L	a	m	atrice	obtenue	est	en	RVB	:	chaque	co	e
fficie	n	t	est	un	ve	cte	u	r	(R	,V	,B	).	On	la	co	n	ve	rtit	en	n	iveau	de	gris	p	ar	exem	ple	en	ca	lcu	la	n	t	la	m	oyenne	des	tro	is	co	u	le	u	rs.	
O	n	récup	ère	d’abord	une	im	age	:	In	[4]	In	[5]	0ut[5]	from	u	r	l	l	i	b	.	request	im	port	u	r	l	r	e	t	r	i	e	v	e	u	r	l	r	e	t	r	i	e	v	e	!	'	a	d	d	r	e	s	s	e	de	l	a	photo	en	l	i	g	n	e	'	p	h	o	t	o	.	p	n	g	')	(	'	photo.	png'	,	)	et	on	la	tran	sfo	rm	e	en	m	a	trice	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	lena_fac	e_c	oul	eur	=	i	m	r	e	a	d	(	'	l	e	n	a	_	f	a	c	e	.	j	p	e	g	'	)	def	rvb_to_gray(m):	r	,	c	=	m.shape	r	e	t	u
r	n	(	n	p	.	a	r	r	a	y	(	[	[	s	u	m	(	m	[	i	,	i	])	/	3	f	o	r	j	in	range(c)]	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	(	r	)	]	)	)	le	n	a	_f	a	c	e	_a	r	ra	y	=	rvb_to_gra	y(l	ena	_f	ace	_c	oul	eur	)	len	a_face	=	a	r	r	a	y	mat(len	a_fac	e_arra	y)	2	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	105	E	n	e	xclu	sivité	m	o	n	d	iale,	v	o	ic	i	Le	n	a	de	face	:	In	[	3	]	:	montre(lena_face)	0	u	t	[	3	]	:	1	.6	.3	M
a	n	ip	u	la	tio	n	s	b	asiq	u	es	E	x	e	rc	ic	e	3	8	.	C	om	m	ent	o	b	ten	ir	les	d	eux	im	ages	de	gauche	sach	an	t	que	l	’im	age	o	rig	in	ale	est	à	d	ro	ite	:	S	o	lu	tio	n	.	Juste	p	ar	de	sim	p	les	m	a	n	ip	u	la	tio	n	s	des	co	e	fficie	n	ts	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	retourne(m):	[	r	,	c	]	,	f	=	m.D,	m.F	re	tu	rn	Mat(	[	r	,	c	]	,	lambda	i	,	j	:	f(r	-	1	-	i,	def	m	i	r	o	i	r	(	m	)	:	[	r	,	c	]	,	f	=
m.D,	m.F	re	tu	rn	Mat(	[	r	,	c	]	,	lambda	i	,	j	:	f(i,c	j))	-	1	-	]))	Sach	an	t	que	l	’éch	elle	de	g	ris	va	rie	entre	0	et	255,	co	m	m	ent	o	b	ten	ir	les	im	ages	su	ivan	tes	:	■a	O	c	13	Q	y£>	O	1—	1	r\i	©	ai	>	CL	‘s_	O	U	O	n	p	eut	m	o	d	ifie	r	le	co	n	traste	en	«	m	ap	p	ant	»	p	ar	une	fo	n	ctio	n	cro	issa	n	t	p	lu	s	rap	id	em	en	t	ou	p	lu	s	len	tem	en	t	que	la	fo	n	ctio	n	id
e	n	tité	su	r	[0	;255]	vers	[0	;2	5	5	].	P	ar	exem	p	le,	p	o	u	r	a	vo	ir	une	im	age	p	lu	s	foncée	:	m	atlena.map(lambda	x	:	i	n	t	(	x	*	*	3	/	2	5	5	*	*	2	)	)	www.biblio-scientifique.net	106	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	m	ais	en	fa	it	P	yth	o	n	n	o	rm	a	lise	auto	m	atiq	uem	ent	donc	ce	ci	su	ffit	:	m	atlena.map(lambda	x	:	x**3)	et	p	o	ur	o	b	ten
ir	une	im	age	p	lu	s	cla	ire	:	m	atlena.map(lambda	x	:	x	*	*	.	5	)	E	x	e	rc	ic	e	3	9	.	C	om	m	ent	o	b	ten	ir	l	’im	age	en	n	é	g	atif	de	Le	n	a	?	S	o	lu	tio	n	.	O	n	prend	le	co	m	p	lém	en	taire	p	ar	rap	p	o	rt	à	255	:	m	atlena.m	ap(lam	bda	x	:	255	-	x)	1.6.4	R	é	so	lu	tio	n	U	ne	m	atrice	de	ta	ille	^	co	n	tie	n	t	2^^	e	n	tie	rs	codés	entre	et	2^	-	1	ce	q	u	i	prend	pas	m
al	de	p	lace	en	m	ém	oire.	
Peut-on	être	p	lu	s	écono	m	iq	ue	sans	p	o	ur	ce	la	d	im	in	u	e	r	la	q	u	alité	esth	é​	tiq	ue	de	la	photo	?	L	a	p	rem	ière	idée	est	de	p	rend	re	de	p	lu	s	gros	p	ixe	ls,	c	’est-à-d	ire	une	m	atrice	p	lu	s	p	etite	:	on	e	xtrait	p	ar	exem	ple	rég	u	lièrem	en	t	un	p	ixe	l	su	r	k	(en	ch	o	isissa	n	t	k	p	arm	i	une	p	u	issan	ce	de	in	fé	rie	u	re	à	^).	2	0	2	2	C	om	m	ent	o	b	ten	ir
p	ar	exem	ple	ces	im	ages	?	TJ	O	c	rj	«JD	O	(N	û	tH	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	I	def	r	e	s	o	l	u	t	i	o	n	(	k	,	m	a	t	)	:	[	r	,	c	]	,	f	=	mat.D,mat.F	re	tu	rn	Mat([	r	/	/	k	,	c	/	/	k	]	,	lambda	i	,	j	x:	>.	Cl	O	U	:	f(k	*i,k	*j))	Par	exem	p	le,	p	o	ur	réd	u	ire	l	’im	age	à	128	x	128	de	cette	m	anière	:	r	e	s	o	l	u	t	i	o	n	(	4	,	matlena)	1	.6	.5	Q	u	a	n	tific	a	tio	n	O	n	peut	égalem	ent	réd	u	ire
le	nom	bre	de	n	ive	a	u	x	de	g	ris	en	reg	ro	upant	p	ar	exem	ple	tous	les	n	ive	a	u	x	entre	0	et	63	en	u	n	seu	l	n	ive	au	0,	p	u	is	64	à	127	en	64,	128	à	191	en	128,	192	à	256	en	192.	Par	exem	ple,	avec	4,	p	u	is	16	n	ive	a	u	x	:	8	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	107	Po	ur	ce	la	,	on	d	ivise	chaque	co	e	fficie	n	t	de	la	m	a	trice	p	ar	une	p	u
issan	ce	de	2.	m	atlena.map(lambda	x	:	x	/	/	2**4)	M	ais	une	d	iv	isio	n	d	’un	nom	bre	p	ar	une	p	u	issan	ce	de	2	re	vie	n	t	à	faire	un	décalage	de	la	ch	aîn	e	de	b	its	rep	résen	tan	t	ce	nom	bre	vers	la	d	roite	Ce	décalage	vers	la	d	roite	est	effectué	en	P	ytho	n	p	ar	l	’op	érateur	»	.	L’im	age	p	récédente	peut	donc	être	obtenue	p	ar	:	m	atlena.map(lambda	x	:
x	»	1.6.6	4)	E	n	le	v	e	r	le	b	ru	it	L	a	tra	n	sm	issio	n	d’in	fo	rm	a	tio	n	s	a	to	u	jo	u	rs	posé	des	prob	lèm	es	:	vo	le	u	rs	de	grands	ch	em	in	s,	p	o	teaux	télég	rap	hiq	u	es	scié	s,	attaques	d	’in	d	ie	n	s,	etc.	C	lau	d	e	Elw	o	o	d	S	h	a	n	n	o	n	(1916	-	2001)	est	u	n	m	a	th	é	m	aticien	-in	ven	te	u	r-jo	n	g	leu	r	a	m	é	rica	in	q	u	i,	su	ite	à	son	a	rticle	«A	m	a	th	em	a
tica	l	theory	o	f	com	m	u	n	ication	s»	p	aru	en	1948,	est	co	n	si​	déré	com	m	e	le	fo	n	d	ateu	r	de	la	théorie	de	l’inform	ation	q	u	i	est	b	ien	sû	r	une	des	bases	d	e	...	"O	O	c	D	Û	UD	y—	A	O	CM	(y)	ai	>•	O	Q.	U	y	inform	atique.	L’idée	est	d	’étu	d	ier	et	de	q	u	a	n	tifie	r	1’«	in	fo	rm	a	tio	n	»	ém	ise	et	reçue	:	quelle	est	la	co	m	p	res​	sio	n	m	axim	ale	de
données	d	ig	itales	?	Q	uel	d	éb	it	c	h	o	isir	p	o	u	r	transm	ettre	u	n	m	essage	dans	un	ca	n	a	l	«	b	ru	ité	»	?	Q	uel	est	le	n	ive	a	u	de	sûreté	d’u	n	ch	iffrem	en	t	?...	
L	a	th	éo	rie	de	l	’in	fo	rm	a	tio	n	de	S	h	a	n	n	o	n	est	fondée	su	r	des	m	odèles	p	ro	b	ab	iliste	s	:	le	u	r	étude	est	donc	u	n	p	réalab	le	à	l’étude	de	p	rob	lèm	es	de	réseau	x,	d’in	te	llig	e	n	ce	a	rtific	ie	lle	,	de	sys​	tèm	es	co	m	p	lexes.	P	ar	exem	ple,	dans	le	schém	a	de	co	m	m	u	n	ica	tio	n	p	résenté	p	ar	S	h	a	n	n	o	n	,	la	source	et	le	d	e	sti​	n	ataire	d	’une	in
fo	rm	a	tio	n	étant	sép	arés,	des	p	ertu	rb	a	tio	n	s	p	euvent	cré	er	une	d	ifféren	ce	entre	le	m	essage	ém	is	et	le	m	essage	reçu	.	Ces	p	ertu	rb	a	tio	n	s	(b	ru	it	de	fond	therm	iq	ue	ou	accoustiq	u	e,	e	rreu	rs	d’é	critu	re	ou	de	le	ctu	re,	etc.)	sont	de	natu	re	aléatoire	:	il	n’est	pas	p	o	ssib	le	de	p	ré	vo	ir	le	u	r	effet.	D	e	p	lu	s,	le	m	essage	source	est	p	ar
nature	im	prévisible	du	p	o	in	t	de	vue	du	d	estin	ataire	(sin	o	n	,	à	q	uo	i	bon	le	tra	n	sm	e	ttre	).	S	h	a	n	n	o	n	a	égalem	ent	em	p	runté	à	la	p	h	ysiq	u	e	la	n	o	tio	n	d’entro	p	ie	p	o	u	r	m	esurer	le	désordre	de	cette	tra	n	sm	issio	n	d	’in	fo	rm	a	tio	n	,	cette	m	êm	e	n	o	tio	n	d’entro	p	ie	q	u	i	a	in	sp	iré	notre	héros	n	a	tio	n	a	l,	C	é	d	ric	V	il	l	a	n	i	...	
M	ais	revenons	à	Le	n	a	.	N	ous	a	llo	n	s	sim	u	le	r	une	Le	n	a	b	ru	itée	.	Po	u	r	cela,	nous	a	llo	n	s	ajo	u	ter	ajo	u	ter	des	p	ixe	ls	aléato	irem	en	t	selo	n	une	lo	i	de	B	e	rn	o	u	lli	de	p	aram	ètre	p.	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	I	from	numpy.random	im	port	ran	d	in	t	www.biblio-scientifique.net	108	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	def	b	e	r	(	p	)	:	re	tu
rn	1	i	f	randomO	<	p	e	ls	e	0	def	rand_image(dim,p):	re	tu	rn	Mat(dim,	lambda	i	,	j	:	randint(0,255)*ber(p))	def	b	r	u	i	t	(	m	a	t	,	p	)	:	re	tu	rn	(mat	+	rand_image(mat.D,p))	Il	existe	de	nom	breuses	m	éthodes,	ce	rta	in	es	très	élabo	rées,	p	erm	ettan	t	de	m	in	im	ise	r	ce	b	ru	it.	U	ne	des	p	lu	s	sim	p	les	est	de	rem	p	lacer	chaque	p	ixe	l	p	ar	la	m	oyenne	de
lu	i-m	êm	e	et	de	ses	v	o	isin	s	d	ire	cts,	vo	ire	a	u	ssi	ses	24	v	o	isin	s	d	irects	et	in	d	ire	cts,	vo	ire	p	lu	s,	ou	de	la	m	éd	iane	de	ces	séries	de	«	cercles	»	co	n	ce	n	triq	u	es	de	p	ixe	ls.	8	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	moyenne(mat,	k	)	:	[	l	i	,	c	o	]	,	f	=	mat.D,	mat.F	re	tu	rn	M	a	t	(	[	l	i	-	k,co	-	k	]	,	lambda	i	,	j	:	np.	mean(	[	f	(	r,	c)	f	o	r	r	in	range(i	f	o	r	c	in	range(j	def
mediane(mat,	k	)	:	[	l	i	,	c	o	]	,	f	=	mat.D,	mat.F	re	tu	rn	M	a	t	(	[	l	i	-	k,co	-	k	]	,	lambda	i	,	j	:	n	p	.m	e	d	ia	n(	[f	(	r,	c)	f	o	r	r	in	rang	e(	i	f	o	r	c	in	range(j	k,	i	+	k	+	)	k,	j	+	k	+	)	]	)	)	1	1	-	k,	-	k,	i	+k	+	j	+k+	1	1	)	)]))	V	o	ici	les	résu	lta	ts	avec	resp	ectivem	en	t	la	m	oyenne	su	r	des	9	p	ixe	ls	p	u	is	25	p	ixels	et	à	doite	la	m	éd	iane	de	carré	s	de	9	p	ixe	ls.	L	a
m	éd	iane	est	p	lu	s	e	fficace	que	la	m	oyenne	!	•a	O	c13	Q	yo	O	1—	1	r\l	ai	>•	O	CL	U	1.6.7	C	o	m	p	re	ssio	n	p	ar	S	V	D	U	n	théorèm	e	dém	ontré	o	fficie	lle	m	e	n	t	en	1936	p	ar	C	a	ri	E	c	k	a	r	t	et	G	ale	Y	o	u	n	g	a	ffirm	e	alo	rs	que	toute	m	a	trice	rectan	g	u	laire	A	se	décom	pose	sous	la	form	e	:	A	=U	XS	XV	avec	U	et	V	des	m	a	trice	s	orthogonales	et
S	une	m	a	trice	n	u	lle	p	arto	u	t	sa	u	f	su	r	sa	diagonale	p	rin	cip	a	le	q	u	i	co	n	tie	n	t	les	va	le	u	rs	sin	g	u	liè	re	s	de	A	rangées	dans	Tordre	d	écro	issan	t.	L’ang	lais	www.biblio-scientifique.net	109	Thèmes	mathématiques	S	y	l	v	e	s	t	e	r	s’y	était	d	éjà	in	téressé	p	o	u	r	des	m	a	trice	s	carrées	rée	lles	en	1889	m	ais	ce	ré	su	lta	t	a	sem	blé	n’in	té	re	sse	r
p	erso	nne	p	end	ant	des	années.	Le	co	u	rt	a	rticle	de	E	c	k	a	r	t	et	Y	o	u	n	g	est	d	isp	o	n	ib	le	à	l	’adresse	su	ivan	te	:	.	Ce	q	u	i	est	rem	arq	u	ab	le,	c	’est	que	n’im	p	o	rte	q	uelle	m	a	trice	adm	et	une	telle	d	éco	m	p	o	sitio	n	,	alo	rs	que	la	d	éco	m	p	o	sitio	n	en	va	le	u	rs	p	rop	res	(la	d	iag	o	n	alisatio	n	d	’une	m	a	trice	)	n’est	pas	to	u	jo	u	rs	p	o	ssib	le	.	E
t	quand	on	d	it	n	’im	p	o	rte	q	uelle	m	a	trice	,	on	ne	rig	ole	pas	:	toute	m	a	trice	,	m	êm	e	rectan	g	u	laire	.	C	’est	vra	im	e	n	t	très	p	u	issa	n	t	et	à	la	fo	is	sim	p	le	m	ais	cette	d	éco	m	p	o	sitio	n	n’a	trouvé	d	’a	p	p	lica	tio	n	s	im	p	o	rtan	tes	q	u’assez	récem	m	ent	ce	q	u	i	exp	liq	ue	peut-être	q	u’on	en	p	arle	si	peu	en	p	re	m	ie	r	cycle	.	C	ep	end	ant,	la	d
éco	m	p	o	sitio	n	en	élém	ents	sin	g	u	lie	rs	u	tilise	la	d	éco	m	p	o	sitio	n	en	élém	ents	p	ro	p	res.	N	otons	r	le	rang	de	A	et	U/	et	V/	les	vecteu	rs	co	lo	nn	es	de	U	et	V.	La	d	éco	m	p	o	sitio	n	s’é	crit	:	\	'	O	l	A=(Ui	U2	Or	Um	)	Ur	<	"ViA	X	'V	,.	0.	OUformulé	autrement	:	A	—	-f-	02	•U	2	^	O'!	•U]	X	^^2	"H	•••-h	O/-	•U/-	X	^V/-	-l-	0	•U	/	-1-1	X	^V/’-i-i	-!-•••	=
Ol-Ui	X	Vi-h02-U2	X	V2-H----HO,--Ur	X	V,II	fau	t	en	su	ite	se	so	u	ve	n	ir	que	les	o/	sont	classés	dans	l	’ordre	d	écro	issan	t	ce	q	u	i	va	a	vo	ir	des	a	p	p	lica	tio	n	s	im	p	o	rtan	tes	en	in	fo	rm	atiq	u	e	.	D	an	s	de	no	m	b	reu	x	d	o	m	ain	es,	on	d	oit	tra	v	a	ille	r	avec	de	grosses	m	a	trice	s.	Il	est	alo	rs	très	im	​	p	o	rtan	t	de	d	éte	rm	in	e	r	une	m	a	trice	A^	de	m
êm	e	ta	ille	q	u	’une	m	a	trice	A	m	ais	de	rang	in	fé	​	rie	u	r	au	rang	r	de	A	et	q	u	i	m	in	im	ise	l’erreu	r	co	m	m	ise	p	o	u	r	une	ce	rtain	e	norm	e	(q	u	i	est	le	p	lu	s	souvent	la	norm	e	de	F	r	o	b	e	n	iu	s	,	i.e	.	la	racin	e	carrée	de	la	som	m	e	des	carrés	des	co	e	fficie	n	ts).	Le	théorèm	e	d’EcKA	RT-Y	o	u	n	g	p	erm	et	alo	rs	de	d	ire	que	:	5	■	a	O	c	13	û	y£)	O	1-
H	m	in	IIA	rsl	©	03	‘s_	>.	CL	O	U	X	||	f	=	||A-A^II	f	-	rg(X)^5	,	É	Ct2(A)	\	y=s+l	avec	A	=	Oi	-U	i	X	V	i	-i-	'U	x	V	-—	--	*	X	:	on	co	nsid	ère	que	les	élém	ents	diag	onaux	de	A	sont	n	u	is	en-dessous	d	’un	ce	rta	in	se	u	il.	
N	ous	a	llo	n	s	l	’illu	s	tre	r	in	fo	rm	atiq	u	e	m	e	n	t	à	défaut	de	le	dém	onter.	
O	n	v	o	it	tout	de	su	ite	des	co	nséq	uences	p	ratiq	u	e	s,	que	nous	allo	n	s	égalem	ent	illu	s	tre	r	in	fo	rm	atiq	u	e	m	e	n	t	dans	le	cas	de	la	co	m	p	ressio	n	des	im	ages.	La	m	atrice	donc	im	age	peut	être	décom	posée	sous	la	form	e	:	5	0	2	2	2	A	=	Qi	■U	i	X	1	1	0	5	1	3	5	^	5	-I-	02	•U	X	V	2	2	-I-	•■•	-I-	O,-	•U	r	X	V	r	avec	les	a	i	de	p	lu	s	en	p	lu	s	p	etits.	O
n	peut	donc	ap	p	ro	xim	er	A	en	ne	gardant	que	les	p	rem	iers	term	es	de	la	som	m	e	sach	an	t	que	les	d	ern	iers	sont	m	u	ltip	lié	s	p	ar	des	«	p	etits	»	o	/.	www.biblio-scientifique.net	110	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	Le	p	rob	lèm	e	est	d’o	b	ten	ir	cette	d	éco	m	p	o	sitio	n	.	Pyth	o	n	heureusem	ent	s’en	charge	grâce	à	la	fo	n	ctio	n	l	i
n	a	l	g	.	svd(mat)	q	u	i	renvo	ie	la	d	éco	m	p	o	sitio	n	en	va	le	u	rs	sin	g	u	lières	sous	la	form	e	de	tro	is	«	a	rra	y	»	de	numpy	U	,	S	et	V	.	
Par	so	u	ci	d’e	ffica	cité	,	nous	tra	v	a	ille	ro	n	s	ic	i	u	n	iq	u	em	en	t	avec	les	«	a	rra	y»	de	numpy.	
def	c	_	s	v	d	(	m	a	t	,	k	)	:	U	,	s	,	t	V	=	l	i	n	a	l	g	.	svd(mat)	d	=	mat.shape	C	=	np.zeros(d)	f	o	r	P	in	r	a	n	g	e	(	k	)	:	C	+=	s	[	p	]	*	(	n	p	.	d	o	t	(	U	[	:	,	p	]	.	reshape!(	d	[	0	]	,	1	)	)	,	t	V	[	p	,	:	]	.	reshape!(	l	,	d	[	l	]	)	)	)	)	re	tu	rn	C	V	o	ici	les	tro	is	n	ive	a	u	x	de	co	m	p	ressio	n	10,	50	et	100	:	obtenus	p	ar	:	In	[144]:	im	s	ho	w	!c	_	s	vd	!le	na	_	fa	c	e_	a	r	ra	y	,1	0	0
)	,	стар	=	cm.gray)	On	peut	o	b	server	la	d	écro	issan	ce	extrêm	em	ent	rap	id	e	des	va	le	u	rs	sin	g	u	lières	■	a	O	In	In	In	In	In	[11	[2]	[3]	[4]	[5]	U,s,tV	X	p	lo	t	!x	p	lo	t	!x	p	lo	t	!x	=	l	i	n	a	l	g	.	s	v	d	!	m	i	s	e	.	
l	e	n	a	!	))	=	np.arange!len!s))	[:1	0	],s[:1	0	])	[10	:	5	0	]	,	s	[	1	0	:	5	0	]	)	[50	:	]	,	s	[	5	0	:	]	)	c	13	Û	Ю	O	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	111	O	n	peut	égalem	ent	faire	une	p	etite	a	n	im	atio	n	des	im	ages	com	pressées	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	def	a	n	im	(i	m	,n	):	f	o	r	к	in	ran	g	e	(n	):	p	i	t	.	imsave("lena_face_svd"	+	str(10OO	+	k	)	,	c	_	s	v	d
(	l	e	n	a	_	f	a	c	e	_	a	r	r	a	y	,	k	)	,	стар	=	cm.pink)	P	u	is	en	su	ite	dans	u	n	te	rm	in	a	l	après	in	sta	lla	tio	n	de	imagemagick	:	m	a	tr	i	c	e	,	p	y	im	port	os	anim(150)	o	s	.	
system!"animate	le	n	a	_	f	a	c	e	_	s	v	d	*	.	png")	o	s	.	system!"	rm	le	n	a	_	f	a	c	e	_	s	v	d	*	.	png")	On	o	b	tien	t	l	’im	age	anim	ée	dont	on	peut	rég	ler	la	vite	sse	avec	les	touches	<	et	>.	U	ne	copie	au	fo	rm	at	m	pg	est	fo	u	rn	ie	dans	l	’arch	ive	.	1.7	Exercices	d’entraînement	Les	corrigés	so	n	t	d	isp	o	n	ib	les	s	u	r	le	site	d	u	n	o	d	.co	m	à	p	a	rtir	de	la	page
d	’accueil	de	l	’ouvrage.	E	x	e	rc	ic	e	4	0	.	iA	lg	o	rith	m	e	de	Strassen)	E	n	1969	(	«	G	aussian	elim	in	a	tio	n	is	not	o	p	tim	a	l	»	in	N	u	​	m	erische	m	athem	atik),	Konrad	S	t	r	a	s	s	e	n	propose	u	n	alg	o	rith	m	e	p	o	u	r	ca	lcu	le	r	le	p	ro	d	u	it	de	d	eux	m	a	trice	s	carrées	de	ta	ille	n.	Le	ca	lcu	l	h	a	b	itu	e	l,	p	o	u	r	le	p	ro	d	u	it	de	d	eux	m	a	trice	s	de	ta	ille	2
nécessite	8	m	u	ltip	lica	tio	n	s	et	4	a	d	d	itio	n	s.	
C	o	n	sid	éro	n	s	à	p	résent	le	p	ro	d	u	it	de	d	eux	m	atrice	s	de	ta	ille	2	x	2	:	a	c	■	a	O	b	d	g	h	W	X	y	Z	O	n	note	:	c	ГЗ	û	Ю	(p	i	=	a	i	f	-	h	)	,	p	2	=	(a-\-b)h,	ps	=	{c	+	d	)e	,	p	^	-	d	{	g	-	e	)	,	tH	O	[P	ГМ	5	=	{a	+	d	)	[	e	+	h),	pe	=	i	b	-	d	)	{	g	+	h	)	,	py	=	i	c	-	a	)	{	e	+	f	]	alo	rs	:	sz	CTI	>CL	O	L	.	U	'	U;	=	P4	+	P5	+	P6	-	P2	X	=	Pi	+	P2	y	=P3	+	P4	Z	=	pi-\-p5-
p3-\-p7	C	om	p	arez	le	nom	bre	d’o	p	ératio	ns	effectuées.	C	o	n	sid	érez	m	a	in	te	n	a	n	t	des	m	atrice	s	carrées	de	ta	ille	2^	(si	ce	n’est	pas	le	cas,	que	peut-on	faire	?).	www.biblio-scientifique.net	112	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	O	n	p	e	u	t	d	é	c	o	u	p	e	r	n	os	m	a	tric	e	s	e	n	q	u	a	tre	b	lo	cs	de	ta	ille	2^“	^	et	a	p	p	liq	u	e	r	ré	c	u
rsiv	e	m	e	n	t	n	o	tre	a	lg	o	rith	m	e	:	il	fa	u	t	q	u	a	n	d	m	ê	m	e	v	é	rifie	r	q	u	e	lq	u	e	ch	o	se	p	o	u	r	p	a	sse	r	des	fo	rm	u	le	s	s	u	r	les	c	o	e	f​	fic	ie	n	ts	a	u	x	fo	rm	u	le	s	s	u	r	les	m	a	tric	e	s	:	q	u	o	i	d	o	n	c	?	C	o	m	p	te	z	le	n	o	m	b	re	de	m	u	ltip	lic	a	tio	n	s	et	d	’a	d	d	itio	n	s	n	é	c	e	ssa	ire	s.	C	ré	e	z	u	n	e	fo	n	c	tio	n	P	y	th	o	n	q	u	i	im	p	lé	m	e	n	te	cet	a	lg	o
rith	m	e	.	E	x	e	r	c	ic	e	4	1	.	(D	é	te	c	tio	n	des	b	ord	s)	P	o	u	r	s	é	le	c	tio	n	n	e	r	des	o	b	jets	s	u	r	u	n	e	im	age,	o	n	p	e	u	t	e	s​	sa	y	e	r	de	d	é	te	cte	r	le	u	rs	b	o	rd	s,	i.e	.	
des	zo	n	e	s	de	b	ru	sq	u	e	c	h	a	n	g	e	m	e	n	t	de	n	iv	e	a	u	x	de	gris.	O	n	re	m	p	la	c	e	a	lo	rs	u	n	p	ix	e	l	p	a	r	u	n	e	m	e	su	re	des	é	ca	rts	des	v	o	is	in	s	im	m	é	d	ia	ts	d	o	n	n	é	e	p	a	r	e	x	e	m	p	le	p	a	r	:	-	r	r	iij-	iŸ	+	[rrii+ij	-	r	r	i	i	-	i	jf	É	c	riv	e	z	u	n	e	fo	n	c	tio	n	q	u	i	tra	ce	le	c	o	n	to	u	r	d	é	fin	i	ci-d	e	ssu	s.	2	L	e	s	n	o	m	b	re	s	:	e	n	t	r	e	a	n	a	ly	s	e	e	t	a	lg	è
b	re	2.1	Manipulation	des	entiers	comme	chaînes	de	bits	N	o	u	s	a	llo	n	s	essa	ye	r	de	n	o	u	s	ra	p	p	ro	c	h	e	r	d	u	cœ	u	r	de	la	m	a	c	h	in	e	(a	u	ta	n	t	que	fa	ire	ce	p	e	u	t	avec	P	y	th	o	n	...)	e	n	d	é	fin	is	s	a	n	t	les	o	p	é	ra	tio	n	s	a	rith	m	é	tiq	u	e	s	à	p	a	rtir	de	liste	s	de	b	its.	2	.1.1	M	u	lt	ip	lic	a	t	io	n	e	t	c	o	m	p	le	x	it	é	R	a	p	p	e	lo	n	s	d	’ab	o	rd	q	u	e	lq	u	e
s	d	é	fin	itio	n	s	de	n	o	tio	n	s	la	rg	e	m	e	n	t	u	tilis	é	e	s	en	a	lg	o	rith	m	iq	u	e	.	D	é	fin	it	io	n	3.1	(«	G	ra	n	d	O	»).	S	o	it	f	e	t	g	d	e	u	x	fo	n	c	tio	n	s	de	N	d	a	n	s	U.	O	n	d	it	q	ue	/	est	u	n	«	g	rand	O	»	de	g	et	on	n	o	te	/	=	0	(	g	)	ou	f	i	n	)	=	0	(g	(/	r	))	si,	et	s	e	u	le	m	e	n	t	si,	il	existe	u	n	e	co	n	sta	n	te	s	tric	te	m	e	n	t	p	o	sitive	G	te	lle	que	\	f	{	n	)	\	^	C	\	g	i	n	)
\	p	o	u	r	to	u	t	rz	e	N.	D	é	fin	it	io	n	3	.2	(«	G	ra	n	d	O	m	ég	a	»).	S	o	it	f	e	t	g	d	e	u	x	fo	n	c	tio	n	s	de	[R	d	a	n	s	lu	i-m	ê	m	e	.	O	n	d	it	que	/	est	u	n	«	g	rand	O	m	éga	»	de	g	et	o	n	n	o	te	f	=	ü	(	g	)	ou	f	(	n	)	=	n	(	g	(	n	)	)	si,	et	s	e	u	le	m	e	n	t	si,	il	•a	O	c13	Q	existe	u	n	e	c	o	n	sta	n	te	s	tric	te	m	e	n	t	p	o	sitiv	e	G	te	lle	q	ue	\	f	(	n	)	\	^	C	|g	(rz)|	p	o	u	r	to	ut	n	e
N	*	.	D	é	fin	it	io	n	3	.3	(«	G	ra	n	d	T	h	ê	ta	»).	/	=	0	(	g	)	=	0	(g	)	a	/	=	0	(g	)	y£>	1—I	O	r\i	(5)	CT	>•	CL	O	U	C	e	q	u	i	n	o	u	s	in	té	re	sse	ra	,	c	’est	en	fa	it	le	ta	u	x	de	c	ro	is	sa	n	c	e	d	u	te	m	p	s	d	’e	x	é	c	u	tio	n	,	c	’est	p	o	u	r​	q	u	o	i	ces	n	o	ta	tio	n	s	so	n	t	trè	s	p	ra	tiq	u	e	s	en	a	lg	o	rith	m	iq	u	e	c	a	r	elle	fo	n	t	a	b	stra	c	tio	n	des	te	m	p	s	d	’a	ccè	s	m	é	m
o	ire	,	de	la	c	a	d	e	n	c	e	d	u	p	ro	ce	sse	u	r,	etc.	q	u	i	d	é	p	e	n	d	e	n	t	de	c	h	a	q	u	e	m	a	c	h	in	e	et	éga​	le	m	e	n	t	des	langages	u	tilis	é	s	.	V	o	u	s	save	z	a	d	d	itio	n	n	e	r	d	e	u	x	e	n	tie	rs	de	n	c	h	iffre	s	:	c	e	la	n	é	ce	ssite	0	(rz	)	a	d	d	itio	n	s	de	n	o	m	b	re	s	de	u	n	c	h	iffre	c	o	m	p	te	-te	n	u	des	re	-te	n	u	e	s.	M	u	ltip	lie	r	u	n	e	n	tie	r	de	n	c	h	iffre	s	p	a	r	u	n
e	n	tie	r	de	1	c	h	iffre	p	re	n	d	0	(	/	i)	u	n	ité	s	de	te	m	p	s	selo	n	le	m	ê	m	e	p	rin	c	ip	e	.	E	n	u	tilis	a	n	t	l	’a	lg	o	rith	m	e	de	l	’éco	le	p	rim	a	ire	p	o	u	r	m	u	ltip	lie	r	d	e	u	x	n	o	m	b	re	s	de	n	c	h	iffre	s,	on	effe	ctu	e	n	m	u	ltip	lic	a	tio	n	s	d	’u	n	n	o	m	b	re	de	n	c	h	iffre	s	p	a	r	u	n	n	o	m	b	re	de	a	d	d	itio	n	des	n	n	o	m	b	re	s	o	b	te	n	u	s.	O	n	o	b	tie	n	t	u	n	te	m	p
s	de	c	a	lc	u	l	en	0(zz^).	O	n	p	e	u	t	esp	é	re	r	fa	ire	m	ie	u	x	e	n	a	p	p	liq	u	a	n	t	la	m	é	th	o	d	e	d	i	v	i	s	e	r	p	o	u	r	ré	g	n	e	r	.	www.biblio-scientifique.net	1	ch	iffre	p	u	is	u	n	e	Thèmes	mathématiques	113	O	n	co	u	p	e	p	a	r	e	x	e	m	p	le	c	h	a	q	u	e	n	o	m	b	re	en	d	e	u	x	p	a	rtie	s	de	m	=	[	n	!	2	\	c	h	iffre	s	:	\in	I	(1	0	'"	x	i	+	X	2	)(1	0	'"	y	i	+	У	2	)	=	1	0	^	'"	x	iy
i	+	10'"(Х2У1	+	Х	1	У	2	)	+	Х	2	У	2	Fonction	MUL(x	rentier	,y:	e	n	t	i	e	r	]	:	entier	Si	n==l	Alors	j	Retourner	x.y	Sinon	m	—	[n/2\	X	\,X	2	[x/1	0	'”J,	X	mod	1	0	'”	yny2	Ly/10'"J,	y	mod	10'"	a	,b	^	MUL(xi,yi,m),	MUL(x2	,yi,m)	c,d	*~	MUL(xi,y2	,m),	MUL(x2	,y2	,m)	Retourner	10^'"a+	10'"(Î7	+	c)	+	d	FinSi	L	e	s	d	iv	is	io	n	s	et	les	m	u	ltip	lic	a	tio	n	s	p	a	r	des
p	u	is	sa	n	c	e	s	de	10	n	e	so	n	t	que	des	d	écalag	es	e	ffe	c	​	tu	és	en	te	m	p	s	c	o	n	sta	n	t.	L	’a	d	d	itio	n	fin	a	le	est	en	0	(	«	)	d	o	n	c	le	te	m	p	s	d	’e	x	é	c	u	tio	n	est	d	é	fin	i	p	a	r	:	T	(^	)	=	4	T	(L	«	/	2	J	)	-h	(	è	{n	)	T	(l)	=	1	P	e	u	t-o	n	e	x	p	rim	e	z	T	{n)	e	x	p	lic	ite	m	e	n	t	en	fo	n	c	tio	n	de	n	sa	n	s	ré	c	u	rs	io	n	?	
Si	n	o	u	s	a	v	io	n	s	u	n	e	id	ée	de	la	so	lu	tio	n	,	n	o	u	s	p	o	u	rrio	n	s	la	d	é	m	o	n	tre	r	p	a	r	ré	c	u	rre	n	ce	.	C	h	e	rc	h	o	n	s	u	n	e	id	ée	d	o	n	c	...	Ç	a	s	e	ra	it	p	lu	s	sim	p	le	si	n	était	u	n	e	p	u	is	sa	n	c	e	de	кл)	_	n	=	2	^	et	T	(w	)	=	T	(	2	'^	=	X	k.	2	.	V	o	yo	ns,	p	o	so	n	s	A	lo	rs	la	re	la	tio	n	de	ré	c	u	rre	n	c	e	d	e	v	ie	n	t	Xk	=	4	x	k	-	i	+	©	i	2	'^	)	Xo	=	l	O	n	o
b	tie	n	t	:	TJ	O	c	rj	û	Ю	O	Гч]	(S)	Xk	=	4(4	xa:-2	+	0(2^	-^	))	-b0	(2	^	)	=	4	^X0	+	X	0	(2	^	)	=	4^	-Hк	в	{	2	П	=	+	\o	g	n	Q	{n	)	=	Q	{r?)	i=\	O	n	m	o	n	tre	a	lo	rs	p	a	r	ré	c	u	rre	n	c	e	fo	rte	q	ue	ce	ré	su	lta	t	est	v	ra	i	p	o	u	r	to	u	t	e	n	tie	r	n	a	tu	re	l	n	o	n	n	u	l.	B	re	f,	to	u	t	ça	p	o	u	r	m	o	n	tre	r	q	ue	l	’o	n	n	’a	p	as	a	m	é	lio	ré	la	s	itu	a	tio	n	...	gi	L	e	g	ran
d	А	н	д	р	е	й	Н	и	к	о	л	а	е	в	и	ч	К	О	Л	М	О	Г	О	Р	О	В	fin	it	m	ê	m	e	p	a	r	c	o	n	je	c	tu	re	r	d	a	n	s	les	a	n	​	>Q.	O	n	ées	1950	q	ue	l	’o	n	ne	p	o	u	rra	ja	m	a	is	tro	u	v	e	r	u	n	a	lg	o	rith	m	e	de	m	u	ltip	lic	a	tio	n	d	’e	n	tie	rs	en	U	o{n^).	L	o	rs	d	’u	n	s	é	m	in	a	ire	s	u	r	ce	su	je	t	e	n	1960,	u	n	je	u	n	e	é	tu	d	ia	n	t	so	vié	tiq	u	e	,	А	н	а	т	о	л	и	й	А	л	е	к	с	е	​	еви	ч
К	А	Р	А	Ц	У	Б	А	p	ro	p	o	se	c	e	p	e	n	d	a	n	t	au	M	a	ître	u	n	e	so	lu	tio	n	p	lu	s	s	im	p	le	et	n	a	v	ra	n	te	de	s	im	p	lic	ité	.	
11	fa	it	re	m	a	rq	u	e	r	à	К	О	Л	М	О	Г	О	Р	О	В	que	:	b	c	+	a	d	=	a	c	+	b	d	-	{a	-	b)	{c	-	d	)	www.biblio-scientifique.net	114	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	E	x	e	r	c	ic	e	4	2	.	E	n	q	u	o	i	c	e	la	s	im	p	lifie	le	p	ro	b	lè	m	e	?	Q	u	e	lle	est	a	lo	rs	la	n	o	u	v	e	lle	c	o	m	p	le	xité	?	S	o	lu	tio	n	.	E	n	n	e	c	o	n	sid	é	ra	n	t	q	ue	les	m	u	ltip	lic	a	tio	n	s	,
o	n	a	m	a	in	te	n	a	n	t	3	m	u	ltip	lic	a	tio	n	s	de	n	o	m	b	re	s	d	e	u	x	fo	is	p	lu	s	p	e	tits.	O	n	p	e	u	t	d	o	n	c	re	p	re	n	d	re	les	c	a	lc	u	ls	p	ré	c	é	d	e	n	ts	et	o	b	te	n	ir	Xj:	=	3*^+	fc0(2*)	=	2*^'°823	+	iog2	nQ(n	)	=	ce	q	u	i	est	p	lu	s	in	té	re	ss	a	n	t	c	a	r	log	2	3	2	.1.2	îïî	+	©(„log^	n)	=	0(n'“fe3)	1,58	C	la	s	s	e	d	e	c	h	a	în	e	s	d	e	b	it	s	N	o	u	s	a	llo	n	s	m	a	n	ip	u
le	r	les	e	n	tie	rs	sig	n	és	c	o	m	m	e	des	liste	s	de	b	its	de	m	a	n	iè	re	sim	p	le	.	P	a	r	e	xe	m	p	le	,	1	3	se	ra	re	p	ré	se	n	té	p	a	r	B	i	t	s	(	[	0	,	1	,	1	,	0	,	1	]	)	,	le	p	re	m	ie	r	b	it	re	p	ré	se	n	ta	n	t	le	signe	0	p	o	u	r	+	et	1	pour	-	.	B	its	.p	y	c	la	s	s	B	i	t	s	(	li	s	t	)	:	Il	II	II	Crée	des	o	b	j	e	t	s	p	ou	r	r	e	p	r	é	s	e	n	t	e	r	des	chaînes	de	b	i	t	s	correspondant	à	des	e	n	t	i	e
r	s	si	gnés	à	p	a	r	t	i	r	de	l	i	s	t	e	s	de	0	e	t	1.	Par	exemple	13	sera	B	i	t	s	(	[	0	,	1	,	1	,	0	,	1	]	)	d	e	f	__i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	b	i	t	s	=	[	]	)	:	"""	Une	chaîne	de	b	i	t	s	e	s	t	c	o	n	s	t	r	u	i	t	e	à	p	a	r	t	i	r	de	l	a	l	i	s	t	e	de	ses	b	i	t	s	"	"	"	s	e	l	f	.	b	i	t	s	=	b	it	s	d	e	f	__i	t	e	r	__	(	s	e	l	f	)	:	"""	On	i	t	è	r	e	s	u	r	l	a	l	i	s	t	e	des	b	i	t	s	"	"	"	return	it	e	r	(	s	e	l	f	.	b	it	s	)	TJ	d	e	f	__l	e	n
__	(	s	e	l	f	)	:	"""	Permet	de	donner	l	e	nombre	de	b	i	t	s	avec	l	a	méthode	l	e	n	"	"	"	return	le	n	(s	e	l	f	.	b	it	s	)	O	c	rj	kD	û	d	e	f	__g	e	t	it	e	m	__	(	s	e	l	f	,	d	e	)	:	"""	Pour	o	b	t	e	n	i	r	l	e	b	i	t	en	p	o	s	i	t	i	o	n	d	e	avec	b	[	c	l	e	]	ou	une	séquence	de	b	i	t	s	avec	b	[	d	e	b	.	.	f	i	n	]	......	O	rs]	(S)	ai	>•	CL	O	U	return	s	e	l	f	.	b	it	s	[	d	e	]	d	e	f	__r	e	v	e	r	s	e	d	__	(	s	e	l	f	)
:	"	"	"	P	o	u	r	re	nv	oy	er	l	a	chaîne	de	b	i	t	s	i	n	v	e	r	s	é	e	"	"	"	return	B	i	t	s	(	s	e	l	f	.	b	i	t	s	[	:	:	-	1	]	)	def	n	o	rm	(s	e	lf)	:	"	"	"	N	o	r	m	a	l	i	s	e	l	'	é	c	r	i	t	u	r	e	d	'	une	chaîne	de	b	i	t	s	en	supprimant	les	b	i	t	s	non	s	i	g	n	i	f	i	c	a	t	i	f	s	à	gauche'""'	if	l	e	n	(	s	e	l	f	)	==	0:	return	s	e	lf	if	le	n	(s	e	lf)	==	1	:	www.biblio-scientifique.net	115	Thèmes	mathématiques
return	B	it	s	(	s	e	lf	.b	it	s	+	s	e	lf.b	it	s	)	te	t	e	=	s	e	l	f	[	0	]	qs	=	s	e	l	f	[1	:]	i	f	qs[0]	==	t	e	t	e	:	r	e	t	u	r	n	B	i	t	s	(	q	s	)	.	norm{)	return	s	e	lf	d	e	f	__	s	t	r	__	(	s	e	l	f	)	:	'""'On	u	t	i	l	i	s	e	la	fo	n	c	tio	n	s	t	r	pour	a	f	f	i	c	h	e	r	la	l	i	s	t	e	des	b	i	t	s	.....	re	tu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	.	b	its	)	d	e	f	__	repr___(	s	e	l	f	)	:	......Une	b	e	l	l	e	re	p	ré	s	e	n	ta	tio	n	dans	l	'	i	n	t	e	r	p	r	é	t
e	u	r	B	i	t	s	(	[	0	,	1	,	1	,	0	,	1	]	)	e	s	t	a	f	f	i	c	h	é	0	:1	1	0	1	"""	n	=	s	e	lf.n	o	rm	O	return	s	t	r	(n	[0	]	)	2	.1.3	+	.	jo	in	(	s	t	r	(b	)	fo	r	b	in	n	.b	it	s	[	l:]	)	S	o	m	m	e	d	e	d	e	u	x	c	h	a	în	e	s	d	e	b	its	O	n	v	o	u	d	ra	it	a	d	d	itio	n	n	e	r	fa	c	ile	m	e	n	t	ces	n	o	m	b	re	s.	U	n	e	id	ée	se	ra	it	d	’u	tilis	e	r	l	’a	d	d	itio	n	posée	c	o	m	m	e	à	l	’éco	le	p	rim	a	ire	.	P	a	r	e	x	e	m	p	le
p	o	u	r	c	a	lc	u	le	r	5	+	9	+	00101	01001	01110	O	n	tro	u	ve	b	ie	n	14.	I	l	fa	u	t	fa	ire	a	tte	n	tio	n	à	re	p	o	rte	r	la	re	te	n	u	e	.	Q	u	e	se	p	a	sse	-t-il	q	u	a	n	d	o	n	a	d	d	itio	n	n	e	3	b	its	?	TJ	O	c	rj	«	JD	tH	O	CM	û	(y)	XI	OJ	>Q.	O	re	te	n	u	e	u	n	ité	0	0	0	0	1	0	1	0	1	0	0	1	0	1	1	1	0	1	0	0	0	1	1	0	1	1	0	1	1	0	1	0	1	1	1	1	1	b'i	^3	0	0	0	U	O	n	re	m	a	rq	u	e	q	ue	u	=	b
l	(b	2	b3)	avec	l	’o	p	é	ra	te	u	r	d	u	O	U	E	X	C	L	U	S	IF	.	Q	u	a	n	t	à	la	re	te	n	u	e	,	elle	v	a	u	t	1	s	i	au	m	o	in	s	d	e	u	x	des	b	its	so	n	t	à	1.	O	n	v	a	d	o	n	c	u	tilis	e	r	les	o	p	é	​	ra	te	u	rs	lo	g	iq	u	es	E	T	et	O	U	q	u	i	s’é	c	riv	e	n	t	&	et	|	e	n	P	y	th	o	n	.	B	its	.p	y	I	d	e	f	__	add__	(	s	e	l	f	,	Il	II	II	other)	:	www.biblio-scientifique.net	116	Programmation	en	Python	pour
les	mathématiques	A	d	dition	n	e	deux	e	n	t	i	e	r	s	en	base	2	sous	forme	de	la	l	i	s	t	e	de	le	u	r	s	b	i	t	s	Il	II	II	#	Formate	l	e	s	l	i	s	t	e	s	pour	q	u	'	e	l	l	e	s	s	o	ie	n	t	de	même	longueur	long	=	m	a	x	(	l	e	n	(	s	e	l	f	)	,	le	n	(	o	t	h	e	r	)	)	+	1	s	l	,	s	2	=	s	e	l	f	.	s	ig	n	e	(	)	,	o	t	h	e	r	.s	ig	n	e	(	)	opl	=	B	i	t	s	(	[	s	l	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	(	l	e	n	(	s	e	l	f	)	,	lo	n	g	)]	+	s	e	l	f	.	b	i	t
s	)	op2	=	B	i	t	s	(	[	s	2	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	(le	n	(	o	t	h	e	r	),	lo	n	g	)]	+	o	t	h	e	r	.b	it	s	)	#	sto	c	k	e	la	retenue	de	la	précédente	somme	de	2	b	i	t	s	retenue	=	0	#	On	sto	c	k	e	la	somme	in	t	e	r	m	é	d	ia	ir	e	res	=	[	]	;	#	on	i	t	è	r	e	dans	l	'	o	r	d	r	e	i	n	v	e	r	s	e	de	la	l	i	s	t	e	des	b	i	t	s	des	opérandes	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	d	,	long)	:	b	l,b	2	=	o	p	l	[	-	i	]	,	o	p	2	[-i]	#	u	n
ité	comme	x	o	r	des	deux	b	i	t	s	e	t	de	la	retenue	res	=	[b	l	b2	retenue]	+	res	#	retenue	:	vaut	1	s	i	au	moins	2	b	i	t	s	sont	à	1	retenue	=	(retenue	&	(b	l	|	b2))	|	(b	l	&	b2)	#	on	a	jo	u	te	l	'	é	v	e	n	t	u	e	l	l	e	d	e	r	n	iè	r	e	retenue	à	d	r	o	i	t	e	i	f	s	i	!=	s2:	res	=	[retenue	si	s2]	+	res	e	ls	e	:	i	f	retenue	!=	0:	res	=	[	s	i	,	retenue]	+	res	e	ls	e	:	res	=	[	s	i	]	+	res	#
on	remet	la	l	i	s	t	e	dans	le	bon	sens	return	B	i	t	s	(	r	e	s	)	.	
norm()	B	o	n	,	e	ssay	o	n	s	a	vec	des	n	o	m	b	re	s	n	ég	atifs.	C	o	m	m	e	n	t	les	re	p	ré	se	n	te	r	?	L	’id	ée	n	a	ïv	e	est	de	m	ettre	u	n	1	en	p	re	m	ie	r	p	u	is	de	g	ard	e	r	la	m	ê	m	e	«	v	a	le	u	r	a	b	so	lu	e	».	P	a	r	e	x	e	m	p	le	p	o	u	r	5	+	(	-	9	)	:	+	00101	11001	•a	O	c13	Q	O	ГМ	11110	M	a	is	o	n	tro	u	ve	5	+	(	-	9	)	=	-	1	4	!	I	l	fa	u	t	tro	u	v	e	r	u	n	e	au	tre	id	ée	s	in
o	n	il	fa	u	d	ra	it	c	ré	e	r	u	n	e	a	d	​	d	itio	n	p	o	u	r	les	p	o	sitifs	et	u	n	e	a	u	tre	p	o	u	r	les	n	o	m	b	re	s	de	sig	n	es	d	iffé	re	n	ts	ce	q	u	i	ra	le	n	tira	it	é	n	o	rm	é	m	e	n	t	le	tra	ite	m	e	n	t	des	n	o	m	b	re	s	s	u	r	m	a	c	h	in	e	.	ai	>	CL	O	U	C	o	n	s	id	é	ro	n	s	n=	+	1	1	1	1	0	et	c	a	lc	u	lo	n	s	n	+	2.	11110	00010	(1)00000	Si	Г	о	п	n	e	garde	q	ue	le	n	o	m	b	re	de	b	its	c
o	rre	sp	o	n	d	a	n	t	au	p	lu	s	lo	n	g	n	o	m	b	re	,	on	o	b	tie	n	t	0	(su	r	m	a	c	h	in	e	,	o	n	tra	v	a	ille	s	u	r	64	b	its	p	a	r	e	xe	m	p	le	et	to	u	t	ce	q	u	i	d	ép	asse	cette	ta	ille	n	’est	p	as	p	ris	en	c	o	m	p	te	).	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	O	n	p	e	u	t	d	o	n	c	c	o	n	sid	é	re	r	q	ue	est	l	’o	p	p	o	sé	de	1	1	1	1	0	0	0	0	10	117	en	c	o	n	se	rv	a	n	t	le	m	ê
m	e	a	lg	o	rith	m	e	d	’a	d	d	itio	n	.	E	n	fa	it,	a	jo	u	te	r	l	à	l	l	l	l	l	l	l	o	u	n	’im	p	o	rte	q	u	e	lle	a	u	tre	c	h	a	în	e	u	n	iq	u	e	m	e	n	t	c	o	m	p	o	sé	e	de	1	don​	n	e	ra	zéro	.	P	o	u	r	o	b	te	n	ir	cette	c	h	a	în	e	u	n	iq	u	e	m	e	n	t	co	m	p	o	sé	e	de	1	,	o	n	a	jo	u	te	a	u	n	o	m	b	re	in	itia	l	so	n	c	o	m	​	p	l	é	m	e	n	t	à	1,	c	’est-à	-d	ire	q	u	’o	n	re	m	p	la	c	e	c	h	a	q	u	e	b	it	p	a	r	so	n
c	o	m	p	lé	m	e	n	ta	ire	.	P	a	r	e	x	e	m	p	le	,	le	c	o	m	p	lé	m	e	n	t	à	1	de	0	10	0	1	est	1	0	1	1	0	.	E	n	ra	jo	u	ta	n	t	1	à	ce	n	o	m	b	re	,	o	n	o	b	tie	n	t	d	o	n	c	l	’o	p	p	o	sé	d	u	n	o	m	b	re	in	itia	l.	complément	à	1	+1	01001---	^10110—>10111	A	in	s	i	-	9	s	’é	c	rit	+	1	0	1	1	1	et	cette	fo	is	:	00101	10111	11100	P	o	u	r	sa	v	o	ir	le	n	o	m	b	re	q	ue	cette	c	h	a	în	e	re	p
ré	se	n	te	,	on	effe	ctu	e	les	tra	n	sfo	rm	a	tio	n	s	ré	c	ip	ro	q	u	e	s	d	a	n	s	l	’o	rd	re	in	v	e	rse	:	-1	complément	à	1	1	1	1	0	0	^	1	1	0	1	1	----	-----------	^00100	O	n	tro	u	v	e	4	:	en	effet,	5	-i-	(	-	9	)	=	-	4	!	C	ré	o	n	s	les	m	é	th	o	d	e	s	a	sso	cié	e	s	:	B	its	.p	y	d	e	f	m	a	p	(s	e	lf,fo	n	c	)	:	"""A	p	p	liq	u	e	une	fo	n	c	tio	n	aux	b	i	t	s	d'une	ch	a	în	e	......	r	e	t	u	r	n	B	i	t	s	(	l	i
s	t	(	m	a	p	(	f	o	n	c	,	s	e	l	f	.	b	i	t	s	)	))	d	e	f	c	o	m	p	l(s	e	lf	)	:	"""R	en	vo	ie	le	complément	à	1	d'une	chaîne'""'	x	==	1	e	l	s	e	1)	r	e	t	u	r	n	s	e	l	f	.m	ap(lam	bda	x	:	0	i	f	■a	O	cD	d	e	f	__	neg__	(	s	e	l	f	)	:	'""'Opposé	d'une	chaîne	en	u	t	i	l	i	s	a	n	t	le	symbole	-	......	bs	=	s	e	l	f	.	b	i	t	s	signe	=	bs[0]	i	f	signe	==	1:	r	e	t	u	r	n	(	s	e	l	f	+	B	i	t	s	(	[	l	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	l
e	n	(	b	s	)	)	]	)	)	.com	p	l()	r	e	t	u	r	n	s	e	lf.c	o	m	p	lO	+	B	i	t	s	(	[	0	,	l	]	)	Û	Ю	tH	O	Г	М	XI	ai	>O	Q.	U	def	sub	(	s	e	l	f	,	other)	:	......D	if	f	é	r	e	n	c	e	de	deux	chaînes	avec	........	r	e	t	u	r	n	s	e	l	f	+	(-o	th	e	r)	def	abs	(	s	e	l	f	)	:	......Valeur	absolue	d'une	chaîne'""'	r	e	t	u	r	n	-	s	e	l	f	i	f	s	e	l	f	.	s	i	g	n	e	O	==	1	e	l	s	e	s	e	l	f	www.biblio-scientifique.net	118
Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	2	.1.4	C	o	n	v	e	rs	io	n	en	b	a	se	1	0	O	n	ra	jo	u	te	q	u	e	lq	u	e	s	m	é	th	o	d	e	s	u	tile	s	:	B	its	.p	y	d	e	f	m	a	n	t	is	s	e	(	s	e	lf	)	:	"""L	a	l	i	s	t	e	des	b	i	t	s	sans	le	b	i	t	de	s	i	g	n	e	......	r	e	t	u	r	n	s	e	l	f	.n	o	r	m	(	)	[	1	:	]	d	e	f	__	eq__	(	s	e	l	f	,	other)	:	"""Permet	de	t	e	s	t	e	r	l	'	é	g	a	l	i	t	é	de	deux	chaînes	à	p	a	r	t	i	r
de	le	u	r	forme	n	o	rm	a	lisé	e	"	""	r	e	t	u	r	n	s	e	l	f	.	norm()	.	b	it	s	==	o	t	h	e	r	.norm()	.	b	it	s	def	s	ig	n	e	(s	e	lf)	:	"""R	en	vo	ie	le	b	i	t	de	s	ig	n	e	"	"	"	return	s	e	lf[0	]	def	p	a	ir(s	e	lf)	:	"	"	"	T	e	s	t	e	la	p	a	r	i	t	é	d'une	ch	a	în	e	......	==	0	return	s	e	lf	[	-	l]	O	n	v	a	m	a	in	te	n	a	n	t	p	a	sse	r	de	cette	re	p	ré	se	n	ta	tio	n	e	n	b	ase	2	à	la	re	p	ré	se	n	ta	tio	n	en	b
ase	10	m	a	is	san	s	u	tilis	e	r	d	’o	p	é	ra	tio	n	s	a	rith	m	é	tiq	u	e	s.	Il	existe	s	u	r	to	u	t	langage	des	opérations	bits	à	bits	q	u	i	tra	v	a	ille	n	t	d	ire	c	te	m	e	n	t	s	u	r	la	re	p	ré	​	s	e	n	ta	tio	n	en	base	2	des	n	o	m	b	re	s.	N	o	u	s	avo	n	s	d	éjà	v	u	les	o	p	é	ra	te	u	rs	O	U	E	X	C	L	U	S	IF	,	E	T	,	O	U	.	Il	existe	ég	a	le	m	e	n	t	les	o	p	é	ra	te	u	rs	de	décalage	v	e	rs	la	g	a
u	ch	e	«	ou	la	d	ro	ite	»	q	u	i	d	é	ca	le	la	c	h	a	în	e	de	b	its	d	’u	n	c	e	rta	in	n	o	m	b	re	s	de	b	its	d	’u	n	côté	ou	de	l	’a	u	tre	.	A	in	s	i	o	n	p	eu	t	m	a	n	ip	u	le	r	des	e	n	tie	rs	P	y	th	o	n	c	o	m	m	e	n	o	s	o	b	jets	B	i	t	s	.	
U	n	d	écalag	e	«	d	iv	is	io	n	p	a	r	2	n	c	o	rre	sp	o	n	d	ra	d	o	n	c	à	u	n	e	m	u	ltip	lic	a	tio	n	p	a	r	2	"	et	u	n	décalage	»	".	B	its	.p	y	d	e	f	t	o	_	d	e	c	(	s	e	lf	)	:	"""R	en	vo	ie	l	'	é	c	r	i	t	u	r	e	décimale	de	la	chaîne	de	b	i	t	s	"	"	"	ab	=	a	b	s	(	s	e	l	f	)	CS	=	a	b	.m	a	n	t	is	s	e	!)	[	:	:	-	1	]	"O	O	c13	Q	if	'JD	O	f	M	CS	==	[]:	return	0	n	=0	dec	=	0	f	o	r	c	i	n	es:	n	+=	i	n	t	(	c	)
«	xz	DI	>	CL	dec	dec	+=	1	r	e	t	u	r	n	n	i	f	s	e	l	f	.	s	ig	n	e	!)	==	0	e	l	s	e	O	U	-n	P	a	r	e	xe	m	p	le	:	In	In	[29]:	[30	]:	t	re	iz	e	=	B	i	t	s	!	[	0	,	1	,	1	,	0	,	1	]	)	d	ix	=	B	i	t	s	!	[	0	,	1	,	0	,	1	,	0	]	)	In	[	3	1	]	:	0	u	t[31]:	t	re	iz	e	0	:110	1	www.biblio-scientifique.net	n	à	une	119	Thèmes	mathématiques	I	n	[32]	0	ut[32]	t	re	iz	e	.to	_	d	e	c	(	)	13	0	ut[33]	I	n	[34]	In	d	ix	0
ut[34]	[33]	2	.1.5	-	t	re	iz	e	1:01	(	d	ix	-3	-	t	re	iz	e	)	.t	o	_	d	e	c	(	)	M	u	l	t	i	p	l	i	c	a	t	i	o	n	d	e	l	’é	c	o	l	e	p	r	i	m	a	i	r	e	N	o	u	s	a	llo	n	s	c	o	m	m	e	n	c	e	r	p	a	r	la	m	u	ltip	lic	a	tio	n	te	lle	q	u	’elle	est	en	g	én	éra	l	en	seig	née	d	a	n	s	n	o	s	éco	le	s	p	rim	a	ire	s	.	O	n	p	re	n	d	les	c	h	iffre	s	u	n	p	a	r	u	n	d	’u	n	n	o	m	b	re	,	o	n	les	m	u	ltip	lie	p	a	r	l	’au	tre	n	o	m	b	re
et	o	n	a	jo	u	te	les	ré	su	lta	ts	o	b	te	n	u	s	en	«	d	é	c	a	la	n	t	».	B	its	.p	y	def	m	u	l_	p	r	im	a	ir	e	(	s	e	lf	,	o	ther)	:	.....	'	M	u	l	t	i	p	l	i	c	a	t	i	o	n	avec	l	'	a	l	g	o	a	p	p	r	i	s	à	l	'	é	c	o	l	e	p	r	i	m	a	i	r	e	......	s	i	,	s2	=	s	e	l	f	.	s	i	g	n	e	(	)	,	o	t	h	e	r	.	s	i	g	n	e	(	)	s	ig	=	s	i	s2	o	p	l,	op2	=	a	b	s	(	s	e	l	f	)	[	1	:	]	,	ab	s(o	th	e	r)[1:]	m	=	B	i	t	s	(	[0	,0	])	dec	=	l	e	n	(	o	p	l	)	-	1	#	l	e
décalage	f	o	r	n	i	in	o	p	l:	ml	=	[]	f	o	r	n2	i	n	o	p2:	m	l.a	p	p	e	n	d	(	n	2	*	n	i	)	if	m	=	m	+	B	i	t	s	(	[	0	]	+	ml	+	[0	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	d	e	c	)	]	)	dec	-	=	1	#	on	va	de	gauche	à	d	r	o	i	t	e	s	i	g	==	1	:	r	e	t	u	r	n	-m	return	m	O	n	p	e	u	t	a	lo	rs	d	é	fin	ir	cette	m	u	ltip	lic	a	tio	n	c	o	m	m	e	p	ro	d	u	it	c	a	n	o	n	iq	u	e	:	B	its	.p	y	"O	O	c13	Q	yo	O	d	e	f	__mul__	(	s	e	l	f	,	o
t	h	e	r	)	:	......	D	é	f	i	n	i	t	l	a	m	u	l	t	p	l	i	c	a	t	i	o	n	de	deux	chaîne	avec	l	'	a	l	g	o	de	l	'	é	c	o	l	e	p	rim	a	ire""	“	re	tu	rn	s	e	l	f	.	m	u	l_	p	rim	a	ire	(o	th	e	r)	P	a	r	e	x	e	m	p	le	:	r\l	ai	In	[38	]:	0	u	t[38	]:	d	ix	*	-	t	r	e	iz	e	1:0	1111110	In	[39	]:	0	u	t[39	]:	(	d	ix	*	-t	r	e	iz	e	)	.t	o	_	d	e	c	-13	0	‘s_	>•	CL	O	U	2.2	Les	nombres	rationnels	N	o	u	s	u	tilis	e	ro	n	s	d	a	n	s	cette
se	c	tio	n	la	cla	sse	r	a	t	i	o	n	n	e	l	in	tro	d	u	ite	page	2	5	2	.	2	.2	.1	L	e	s	fr	a	c	t	io	n	s	c	o	n	t	in	u	e	s	-	V	o	u	s	c	o	n	n	a	iss	e	z	l	’a	lg	o	rith	m	e	s	u	iv	a	n	t	:	www.biblio-scientifique.net	120	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	172	=	3	x	5	1	-F	19	51	=	2	x	1	9	+	13	19	=	1x	13	+	6	13	=	2x	6	+	1	6	=	6	x	1+	0	-	O	n	p	e	u	t	d	o	n	c	fa	c	ile	m	e	n	t
c	o	m	p	lé	te	r	la	su	ite	d	’égalité	su	iv	a	n	te	172	19	1	--------—	3	H----------—	3	+	51	51	fl	—3	+	1	2	+	1^	P	r	a	t	iq	u	e	d	u	d	é	v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	Q	u	a	n	d	to	u	s	les	n	u	m	é	ra	te	u	rs	so	n	t	é	g	a	u	x	à	1,	o	n	d	it	q	u	’o	n	a	d	éve	lo	p	p	é	^	en	fra	c	tio	n	c	o	n	tin	u	e	,	et	p	o	u	r	s	im	p	lifie	r	l	’é	c	ritu	re	on	n	o	te	:	172	~5Ï	-	P	a	r	e	xe	m	p	le	,	on	p	e	u	t	d	é	ve	lo	p
p	e	r	^	=	[3	,2	,...]	en	fra	c	tio	n	c	o	n	tin	u	e	.	-	D	a	n	s	l	’au	tre	sen	s	o	n	p	e	u	t	é	c	rire	[2	,5	,4	]	so	u	s	la	fo	rm	e	d	’u	n	e	fra	c	tio	n	irré	d	u	c	tib	le	.	D	é	fin	is	s	o	n	s	u	n	e	v	e	rs	io	n	ré	c	u	rs	iv	e	d	u	c	a	lc	u	l	d	u	d	é	v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	e	n	fra	c	tio	n	s	c	o	n	tin	u	e	s	d	’u	n	ra	tio	n	n	e	l	p	o	sitif.	def	fc	r(F	)	:	def	a	u	x	(n	,d	,r,L	)	:	i	f	r	==	0:	L.append(n	/	/	d)
return	L	■	D	O	C	D	Û	UD	1—I	O	r\i	ai	>	-.	
Q	O	U	s_	e	lse	:	L.append(n	/	/	d)	r	e	t	u	r	n	a	u	x	(	d	,r	,d	%	r	,	L	)	r	e	t	u	r	n	a	ux(F.num	()	,	F	.d	e	n	(	)	,	F.num()	%	F	.d	e	n	(	)	,	[])	P	o	u	r	re	p	re	n	d	re	n	o	tre	e	xe	m	p	le	:	In	[1	7	0	]:	f	c	r	(	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	1	7	2	,	5	1	)	)	0	u	t	[	1	7	0	]	:	[3,	2,	1,	2,	6]	O	n	p	eu	t	d	é	m	o	n	tre	r	q	u	’u	n	n	o	m	b	re	est	ra	tio	n	n	e	l	s	i,	et	se	u	le	m	e	n	t	si,	il	a	d	m	e	t	u	n	d	é	v	e
lo	p	p	e	​	m	e	n	t	e	n	fra	c	tio	n	s	c	o	n	tin	u	e	s	fin	i.	V	o	ic	i	u	n	e	v	e	rs	io	n	im	p	é	ra	tiv	e	,	sim	p	le	tra	d	u	c	tio	n	de	la	v	e	rs	io	n	ré	c	u	rs	iv	e	:	def	f	c	i(	F	)	:	n	,	d	,	r	=	F.numO,	F	.d	e	n	O	,	F.numO	%	F	.d	e	n	()	L	=	[]	w	h	ile	r	>	0	:	www.biblio-scientifique.net	121	Thèmes	mathématiques	L.append(n	/	/	d)	n,	d,	r	=	d,	r	,	d	%	r	r	e	t	u	r	n	L	+	[n	/	/	d]	N	o	u	s
a	llo	n	s	à	p	ré	se	n	t	v	o	ir	c	o	m	m	e	n	t	e	ffe	ctu	e	r	l	’o	p	é	ra	tio	n	in	v	e	rse	,	c	’est-à-d	ire	c	o	m	m	e	n	t	o	b	​	te	n	ir	u	n	e	fra	c	tio	n	irré	d	u	c	tib	le	à	p	a	rtir	de	la	lis	te	d	u	d	é	v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	en	fra	c	tio	n	c	o	n	tin	u	e	.	L	’é	c	ritu	re	ré	c	u	rsiv	e	est	très	ra	p	id	e	:	def	fc2	f(L	)	:	i	f	le	n	(L	)	==	1	:	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	L	[	0	]	,1	)	r	a	t	io	n	n	e	l(	L	[	0	]	)	-i-	r	a	t
i	o	n	n	e	l	(	l	)	/	f	c	2	f	(	L	[	l	:	]	)	return	return	s	a	c	h	a	n	t	q	ue	L	1	1	:	]	re	n	vo	ie	la	liste	L	tro	n	q	u	é	e	de	so	n	p	re	m	ie	r	te	rm	e	.	P	a	r	e	x	e	m	p	le	:	C	u	rio	sité	:	In	[1	7	5	]:	f	c	2	f	(	[	3	,	2	,	1	,	2	,	6	1	)	0	u	t	[	1	7	6	]	:	172	/	51	In	[1	7	7	]:	f	c	2	f	(	[	0	,	3	,	2	,	1	,	2	,	6	1	)	0	u	t	[	1	7	7	]	:	51	/	172	O	n	p	e	u	t	e	ssa	ye	r	de	d	é	m	o	n	tre	r	ce	ré	s	u	lta	t...	2	.2	.2	L
e	s	ré	d	u	ite	s	d	’u	n	e	fr	a	c	t	io	n	c	o	n	t	in	u	e	U	n	e	fra	c	tio	n	c	o	n	tin	u	e	,	fin	ie	o	u	n	o	n	,	p	e	u	t	être	tro	n	q	u	é	e	ap	rè	s	so	n	1	c	j\	-\-	■	O	n	a	p	p	e	lle	ce	n	o	m	b	re	ra	tio	n	n	e	l	la	q	u	o	tie	n	t	:	j	_	ré	d	u	ite	de	la	fra	c	tio	n	c	o	n	tin	u	e	co	n	sid	é	ré	e	.	
C	o	m	m	e	c	’est	u	n	ra	tio	n	n	e	l,	il	s’é	c	rit	so	u	s	fo	rm	e	irre	d	u	c	tib	le	P	o	u	r	d	é	c	o	u	v	rir	u	n	e	é	ve	n	tu	e	lle	re	la	tio	n	de	ré	c	u	rre	n	c	e	,	o	n	p	e	u	t	o	b	se	rv	e	r	les	p	re	m	iè	re	s	ré	d	u	ite	s	:	No	=	i/o	Ni	=	qocji	-1-1	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	CM	tH	N	2	=	q	o	q	i	q	z	L>o=	1	Di	=	qi	+	^0	+	^2	=	¿	/1^	7	2	+	Nfc	=	i/jtNjt-i+Njt_2	Dfc	=	i/fcDjt-i	+Dfc-2	XI	OJ
U	D	2	=	1	=	O	n	p	e	u	t	m	o	n	tre	r	a	lo	rs	p	a	r	ré	c	u	rre	n	c	e	(ré	su	lta	t	d	û	à	Jo	h	n	W	allis	en	1655)	q	ue	:	(y)	>Q.	O	a	v	e	c	N	0	=	q	o	,D	o	=	1	,	N	1	=	q	o	q	i	+	l	e	t	D	i	=	q	i.	A	p	p	e	lo	n	s	P	y	t	h	o	n	à	la	re	sco	u	sse	:	d	e	f	re	d	u	ite	(k	,Q	)	i	f	k	==	0:	:	r	e	t	u	r	n	f	r	a	c	(	Q	[	0	]	,1	)	e	lif	k	==	1:	r	e	t	u	r	n	f	r	a	c	(Q	[l]*	Q	[0	]-	H	l,Q	[l]	)	e	ls	e	:	www.biblio-
scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	122	r	e	t	u	r	n	f	r	a	c	(	Q	[	k	]	*	{	r	e	d	u	i	t	e	(	k	-	l	,	Q	)	)	.num	+	(	r	é	d	u	i	t	e	(	k	-	2	,	Q	)	)	.	n	u	m	,	Q	[	k	]	*	{	r	é	d	u	i	t	e	(	k	-	l	,	Q	)	)	.den	+	(	r	é	d	u	i	t	e	(	k	-	2	,	Q	)	)	.d	e	n)	2.3	Les	nombres	réels	2	.3	.1	A	p	p	r	o	x	im	a	t	io	n	d	’ir	r	a	t	io	n	n	e	ls	à	l	’a	id	e	d	e	r	a	t	io	n	n	e	ls	A	lg	o	rith	m
e	d	e	H	éro	n	L	e	m	a	th	é	m	a	tic	ie	n	H	é	r	o	n	d	’A	le	x	a	n	d	rie	n	’a	v	a	it	p	as	a	tte	n	d	u	N	e	w	t	o	n	et	le	c	a	lc	u	l	d	iffé	re	n	tie	l	p	o	u	r	tro	u	v	e	r	u	n	e	m	é	th	o	d	e	p	e	rm	e	tta	n	t	de	d	é	te	rm	in	e	r	u	n	e	a	p	p	ro	x	im	a	​	tio	n	de	la	ra	c	in	e	ca	rré	e	d	’u	n	n	o	m	b	re	e	n	tie	r	p	o	s	itif	p	u	is	q	u	’il	a	v	é	c	u	seize	siè	cle	s	a	v	a	n	t	S	ir	Isa	a	c	.	Si	Xn	est	u	n
e	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	s	tric	te	m	e	n	t	p	o	sitiv	e	p	a	r	d	é	fau	t	de	\/â,	a	lo	rs	alXn	est	u	n	e	a	p	​	p	ro	x	im	a	tio	n	p	a	r	excès	de	y/â	et	v	ic	e	-v	e	rsa	.	L	a	m	o	y	e	n	n	e	a	rith	m	é	tiq	u	e	de	ces	d	e	u	x	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	s	est	^	\	x	n	+	3^	]	et	co	n	stitu	e	u	n	e	m	e	ille	u	re	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	q	ue	les	d	e	u	x	p	ré	cé	d	e	n	te	s.	O	n	p	e	u	t	m	o	n	tre	r	c	’est	u	n
e	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	p	a	r	excès	(en	d	é	v	e	lo	p	p	a	n	t	[	x	n	-	\	f	a	f	p	a	r	e	x	e	m	p	le	).	E	n	v	o	ic	i	d	e	u	x	v	e	rs	io	n	s	,	u	n	e	ré	c	u	rsiv	e	et	u	n	e	ité	ra	tiv	e	:	d	e	f	h	e	r	o	n	_	r	e	c	(	a	,fo	,n	)	i	f	n	==	0:	:	r	e	t	u	r	n	fo	r	e	t	u	r	n	h	e	r	o	n	_	r	e	c	(	a	,(f	o	+	r	a	t	io	n	n	e	l(a	)	/	fo)	/	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	2	)	,	n	-	1)	d	e	f	h	e	r	o	n	_	i	t	(	a	,f	o	,	n	)	:	app	=	fo	fo	r	k	in
range(n)	:	app	=	(app	+	r	a	t	io	n	n	e	l(a	)	/	app)	/	r	a	t	io	n	n	e	l(2	)	r	e	t	u	r	n	app	C	e	q	u	i	d	o	n	n	e	p	a	r	e	xe	m	p	le	:	In	[	1	]	:	h	e	r	o	n	_	r	e	c	(	2	,	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	l	)	,6	)	0	u	t	[	l	]	:	1572584048032918633353217	/	1111984844349868137938112	"O	O	c	=3	In	[	2	]	:	h	e	r	o	n	_	i	t	(	2	,	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	l	)	,6)	Out[	2	]	:	1572584048032918633353217	/
1111984844349868137938112	Q	ç	n	it	O	(N	XI	>	Q	.	so	it	~	1	572	584	048	032	918	633	353	217	1	1	1	1	9	8	4	8	4	4	3	4	9	868	1	3	7	9	3	8	1	1	2	•	n	p	ir	ta	n	t	H	p	cta	p	e	s	e	n	p	a	rta	n	t	a	e	~	1	~	i.	E	s	t-	c	e	q	u	e	la	s	u	ite	d	es	v	a	le	u	r	s	c	a	lc	u	lé	e	s	p	a	r	la	b	o	u	c	le	c	o	n	v	e	rg	e	v	e	rs	\	/	2	?	N	ous	a	u	ro	n	s	b	e	​	so	in	de	d	e	u	x	th	é	o	rè	m	e	s	q	ue	n	o
u	s	a	d	m	e	ttro	n	s	et	d	o	n	t	n	o	u	s	n	e	d	o	n	n	e	ro	n	s	que	des	v	e	rs	io	n	s	s_	O	s	im	p	lifié	e	s	.	U	T	h	é	o	rè	m	e	3.1	(T	h	é	o	rè	m	e	de	la	lim	ite	m	o	n	o	to	n	e	).	T	o	u	te	su	ite	c	ro	is	sa	n	te	m	a	jo	ré	e	(ou	d	é	​	c	ro	issa	n	te	m	in	o	ré	e	)	co	n	verg	e.	U	n	th	é	o	rè	m	e	fo	n	d	a	m	e	n	ta	l	est	c	e	lu	i	d	u	p	o	in	t	fixe	.	Il	fa	u	d	ra	it	p	lu	tô	t	p	a	rle	r	des	th	é	o	rè
m	e	s	du	p	o	in	t	fix	e	c	a	r	il	en	e	xiste	de	trè	s	n	o	m	b	re	u	x	a	v	a	ta	rs	q	u	i	p	o	rte	n	t	les	n	o	m	s	de	m	a	th	é	m	a	tic	ie	n	s	re	n	o	m	m	é	s	:	B	a	n	a	c	h	,	B	o	r	e	l	,	B	r	o	u	w	e	r	,	K	a	k	u	t	a	n	i	,	K	l	e	e	n	e	,	.	.	.	
C	e	lu	i	q	u	i	n	o	u	s	in	té	re	ss	e	ra	it	le	p	lu	s	e	n	in	fo	rm	a	tiq	u	e	est	c	e	lu	i	de	K	n	a	s	t	e	r	-T	a	r	s	k	i	.	O	n	p	e	u	t	en	tro	u	v	e	r	u	n	e	p	ré	se	n	ta	tio	n	www.biblio-scientifique.net	123	Thèmes	mathématiques	c	la	ire	d	a	n	s	[D	o	w	lO	].	Ils	d	o	n	n	e	n	t	to	u	s	des	c	o	n	d	itio	n	s	d	’e	x	iste	n	c	e	de	p	o	in	ts	fixes	(des	so	lu	tio	n	s	de	f	{	x	)	=	X	p	o	u	r	u	n	e	c
e	rta	in	e	fo	n	c	tio	n	).	
N	o	u	s	n	o	u	s	co	n	te	n	te	ro	n	s	de	la	v	e	rs	io	n	lig	h	t	v	u	e	au	lycée.	T	h	é	o	rè	m	e	3.2	(U	n	th	é	o	rè	m	e	lig	h	t	d	u	p	o	in	t	fix	e	).	So	it	I	u	n	in	te	rv	a	lle	fe	rm	é	de	IR,	so	it	/	u	n	e	fo	n	c	tio	n	de	I	v	e	rs	I	et	so	it	(	r	„	)	u	n	e	su	ite	d	'é	lé	m	e	n	ts	de	I	te	lle	q	ue	Vn+i	=	f	{	r	n	)	p	o	u	r	to	u	t	e	n	tie	r	n	a	tu	re	l	n.	S	I	(	r	„	)	est	co	n	ve	rg	e	n	te	A	L	O	R	S	sa
lim	ite	est	U	N	p	o	in	t	fixe	de	/	a	p	p	a	rte	n	a	n	t	C	e	la	v	a	n	o	u	s	a	id	e	r	à	é	tu	d	ie	r	n	o	tre	su	ite	d	é	fin	ie	p	a	r	r„	+	i	=	/	(	u	d	=	"2	et	ro	=	1.	à	I.	O	n	peut	a	lo	rs	d	é	m	o	n	tre	r	p	a	r	ré	c	u	rre	n	c	e	que	a)	p	o	u	r	to	u	t	e	n	tie	r	n	a	tu	re	l	n	o	n	n	u	l	n,	o	n	a	r„	^	y	/2	;	b)	la	su	ite	est	d	é	c	ro	issa	n	te	;	c)	\	/	2	est	l	’u	n	iq	u	e	p	o	in	t	fix	e	p	o	s	itif	de	/	.	O	n
p	e	u	t	a	lo	rs	c	o	n	c	lu	re	que	n	o	tre	a	lg	o	rith	m	e	v	a	n	o	u	s	p	e	rm	e	ttre	d	’a	p	p	ro	c	h	e	r	\	/	2	.	Q	u	e	lle	e	st	la	v	ite	s	s	e	d	e	c	o	n	v	e	rg	e	n	c	e	?	t-o	n	en	p	lu	s	à	chaque	Ic	i,	c	e	la	se	tra	d	u	it	p	a	r	«	c	o	m	b	ie	n	de	d	é	c	im	a	le	s	o	b	tie	n	t-	ité	ra	tio	n	?	».	In	tro	d	u	is	o	n	s	la	n	o	tio	n	d	’o	rd	re	d	’u	n	e	su	ite	:	D	é	fin	it	io	n	3.4	(O	rd	re	d	’u	n	e	su	ite
-	C	o	n	sta	n	te	a	sy	m	p	to	tiq	u	e	d	’e	rre	u	r).	Soit	(	r	„	)	u	n	e	su	ite	c	o	n	v	e	rg	e	a	n	t	v	e	rs	£.	S	’il	existe	u	n	e	n	tie	r	A:	>	lim	n	a	vec	C	7	^0	et	C	7	^+	0	0	^+00	0	tel	q	ue	:	\	r	n	+	l	-	^	\	^	----------	r	=	C	a	lo	rs	o	n	d	it	q	u	e	(	r	„	)	est	d	’o	rdre	k	et	que	C	est	la	c	o	n	sta	n	te	a	sy	m	p	to	tiq	u	e	d	’erre	u	r.	D	é	te	rm	in	o	n	s	l	’o	rd	re	et	la	c	o	n	sta	n	te	a	sy
m	p	to	tiq	u	e	d	’e	rre	u	r	de	la	su	ite	de	B	a	b	y	lo	n	e	d	o	n	n	a	n	t	-O	O	u	n	e	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	de	y	/2	.	O	n	d	é	m	o	n	tre	que	c	n	«JD	O	CM	û	(,rn	-\/2	f	rn+l	-	V	2	fl	tH	(y)	XI	CTI	>Q.	O	U	A	in	s	i	la	su	ite	est	d	’o	rd	re	2	et	sa	c	o	n	sta	n	te	a	sy	m	p	to	tiq	u	e	est	Ic	i,	o	n	p	eu	t	m	ê	m	e	a	v	o	ir	u	n	e	id	ée	de	la	vite	sse	san	s	étud	e	a	sy	m	p	to	tiq	u	e	.	E	n
effet,	o	n	a	^	I	donc	^	n+l	~	^	n	~	\/2	)	L	e	n	o	m	b	re	de	d	é	c	im	a	le	s	d	’u	n	n	o	m	b	re	p	o	s	itif	p	lu	s	p	e	tit	que	I	est	-	logjo	E	n	p	o	sa	n	t	d	n	=	-	lo	g	io	k/î	-	V^l	on	o	b	tie	n	t	d	o	n	c	q	ue	d	n	+	\	>	2	d	n	:	à	c	h	a	q	u	e	to	u	r	de	b	o	u	cle	,	o	n	d	o	u	b	le	au	m	in	im	u	m	le	n	o	m	b	re	de	b	o	n	n	e	s	d	é	c	im	a	le	s.	L	a	p	ré	c	is	io	n	de	la	m	a	c	h	in	e	étan	t	de
16	d	é	c	im	a	le	s	si	les	n	o	m	b	re	s	so	n	t	codés	e	n	b	in	a	ire	s	s	u	r	64	b	its,	i	l	fa	u	t	a	u	m	a	x	im	u	m	6	ité	r	a	t	io	n	s	p	o	u	r	o	b	te	n	ir	la	p	r	é	c	is	io	n	m	a	x	im	a	le	.	
www.biblio-scientifique.net	124	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	2	.3	.2	D	é	v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	e	n	f	r	a	c	t	io	n	s	c	o	n	t	in	u	e	s	d	e	n	o	m	b	r	e	s	ré	e	ls	à	p	a	r	t	ir	d	e	n	o	m	b	r	e	s	r	a	t	io	n	n	e	ls	N	o	m	b	re	s	ir	r	a	t	io	n	n	e	ls	O	n	p	e	u	t	u	tilis	e	r	les	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	s	p	ré	c	é	d	e	n	te	s	d	’irra	tio	n	n	e	ls	p	o	u	r	a	p	p	ro	c	h	e	r	le	d	é
v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	en	fra	c	tio	n	s	c	o	n	tin	u	e	s	d	’u	n	irra	tio	n	n	e	l.	É	tu	d	io	n	s	p	a	r	e	x	e	m	p	le	\	f	2	:	In	[	1	]	:	[	f	c	i	(	h	e	r	o	n	_	i	t	(	2	,	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	l	)	,	k	)	)	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	5	)	]	O	u	til]:	[	[	1	]	,	[	1	,	2	]	[	1	,	2	,	2	,	2	]	[	1	,	2	,	2	,	2	,	2,	2	,	2	,	2	]	,	[	1	,	2	,	2	,	2	,	2	,	2	,	2	,	2	,	In	[	2	]	:	0	u	t[2	]	:	[[1	],	[2	],	[1,	1,	[1,	1,	[1,	1,	t	2	,	[f	c	i(h	e	r	o	n	_	it	(3	,r	a
t	io	n	n	e	l(l)	,k	))	fo	r	k	in	range(5)]	3	],	2,	1,	2,	1,	3	]	,	2,	1,	2,	1,	2,	1,	In	[	3	]	:	[	f	c	i	(	h	e	r	o	n	_	i	t	(	5	,	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	2	)	,	k	)	)	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	5	)	]	0	u	t[3	]	:	[[2],	[2,	[2,	[2,	[2,	4	],	4,	4,	4	]	,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4	]	,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4,	4	]]	Il	se	m	b	le	que	le	d	é	v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	e	n	fra	c	tio	n	s	c	o	n	tin	u	e	s	d	’u	n	e	so	lu	tio	n	irra	tio	n	n
e	lle	d	’u	n	e	é	q	u	a	tio	n	d	u	se	co	n	d	degré	so	it	p	é	rio	d	iq	u	e	.	E	n	fa	it,	E	uler	d	é	m	o	n	tre	ra	la	c	o	n	d	itio	n	s	u	ffisa	n	te	p	u	is	L	agrange	la	c	o	n	d	itio	n	n	é	c	e	ssa	ire	.	TJ	O	P	o	u	r	é	ta	b	lir	c	e	rta	in	e	s	d	é	m	o	n	stra	tio	n	s	e	n	c	o	u	rs	avec	les	élè	ves,	o	n	p	e	u	t	se	ré	fé	re	r	à	l	’a	rtic	le	en	c	lig	n	e	à	cette	ad	resse	:	û	h	ttp	:/	/	fr.w	ik	ip	e	d	ia	.o
rg	/	w	ik	i/	F	r	a	c	tio	n	_	c	o	n	tin	u	e	_	d	’u	n	_	n	o	m	b	re	_q	u	a	d	ra	tiq	u	e	rj	«JD	O	(N	tH	O	n	p	e	u	t	to	u	te	fo	is,	au	n	iv	e	a	u	lycé	e	,	d	é	m	o	n	tre	r	la	fo	rm	e	des	d	é	ve	lo	p	p	e	m	e	n	ts	de	\T	{n	)	a	vec	n	u	n	e	n	tie	r	q	u	i	n	’est	p	as	u	n	c	a	rré	p	a	rfa	it.	P	a	r	e	xe	m	p	le	:	XI	OJ	>O	Q.	V2	U	=	I	+	V2	-	I	1+	1+	1	>/2+	1	1	2	+	y/2-l	A	in	s	i,	V	2	-	1	=	—
www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	O	n	e	n	d	é	d	u	it	q	ue	\	Î	2	-	1	125	=	[	0	,2	,2	,2	,2	,2	,2	,	•••]	p	u	is	que	\	Î	2	-	[1	,2	,2	,2	,2	,-	-	-	].	P	o	u	r	le	p	la	is	ir,	reg	ard	o	n	s	à	q	u	o	i	p	e	u	t	re	sse	m	b	le	r	le	d	éb	u	t	d	u	d	é	ve	lo	p	p	e	m	e	n	t	en	fra	c	tio	n	s	c	o	n	tin	u	e	s	d	u	n	o	m	b	re	d	’o	r	O	=	In	[	1	]	:	O	u	t	il]	:	to	u	jo	u	rs	a	ve	c	n	o	s	o	u	tils	ru
d	im	e	n	ta	ire	s	:	f	c	i	(	{	r	a	t	io	n	n	e	l(1)	+	h	e	ro	n	_	it(	5	,	r	a	t	io	n	n	e	l(	2	)	,3	))	/	r	a	t	io	n	n	e	l(2))	[1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	2]	E	n	u	tilis	a	n	t	les	ré	d	u	ite	s	é	tu	d	ié	e	s	à	la	se	c	tio	n	p	ré	c	é	d	e	n	te	,	o	n	p	e	u	t	o	b	te	n	ir	des	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	s	ra	tio	n	n	e	lle	s	de	p	ré	c	is	io	n	c	ro	is	sa	n	te	.	P	a	r	e	xe	m	p	le	,	v	o	ic	i
c	o	m	m	e	n	t	o	b	te	n	ir	des	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	s	ra	tio	n	n	e	lle	s	de	\	Î	2	:	In	[	1	]	:	O	u	t	il]	:	[	r	e	d	u	i	t	e	(	k	,	f	c	i	(	h	e	r	o	n	_	i	t	(	2	,	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	l	)	,	5	)	)	)	f	o	r	k	in	ran	ge(8)]	U	,	3	/	2	,	7	/	5	,	1	7	/	1	2	,	4	1	/	2	9	,	99	/	7	0	,	239	/	16	9	,	577	/	408]	U	n	e	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	r	a	t	io	n	n	e	lle	de	e	à	A	lo	rs	o	n	a	a	u	ssi	1f	+	1+	-	1	2	1	p	rè	s	10	P	o	so	n	s	1
1	1	f	+	-	1+	-	L	.	(	4	l	3	U	-1	Í	l	=	l	+^	+	1	+	-M	11)1	n]	II))	U	n	e	x	e	rc	ic	e	c	la	s	s	iq	u	e	m	o	n	tre	q	ue	e	-	e	n	<	A	in	s	i,	p	o	u	r	7?	=	167,	o	n	o	b	tie	n	d	ra	300	b	o	n	n	e	s	d	é	c	im	a	le	s	a	u	m	o	in	s	de	e.	def	ex	po	r(n)	:	i	f	n	==	1	6	7	:	return	r	a	t	io	n	n	e	l(1)	re	tu	rn	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	l	)	+	e	x	p	o	r(n	+	l)	/	r	a	t	io	n	n	e	l(	n	)	O	b	se	rv	o	n	s	le	d	éb	u	t	d	u	d	é
v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	en	fra	c	tio	n	s	c	o	n	tin	u	e	s	de	l	’a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	ra	tio	n	n	e	lle	de	e	p	ré	c	é	d	e	n	te	:	■a	O	c	D	Û	kD	Oi	rs	x:	CTI	>Q.	O	In	1	1	]	:	f	c	i(	e	x	p	o	r	(	1	)	)	O	u	t	il]	:	12,	1	,	2,	1	,	1	,	4,	1	,	1	,	1	,	18	,	1	,	1	,	20,	1	,	1	,	1	,	34,	1	,	1	,	36,	48,	1	,	1	,	50,	1	,	1	,	1	,	64,	1	,	1	,	66,	1	,	6,	1,	1,	52,	1,	1	,	1	,	8,	1	,	1	,	1	0	,	1	,	1	,	1	2	,	1	,	1	,	1	4	,	1	,	1	,	1
6	,	1	,	22,	1	,	1	,	24,	1	,	1	,	26,	1	,	1	,	28,	1	,	1	,	30,	1	,	1	,	32,	1	,	3	8	,	1	,	1	,	40,	1	,	1	,	4	2	,	1	,	1	,	44,	1	,	1	,	46,	1,	1,	1	,	1	,	5	4	,	1	,	1	,	5	6	,	1	,	1	,	5	8	,	1	,	1	,	60,	1	,	1	,	6	2	,	1	,	68,	1	,	1	,	7	0	,	1	,	1	,	72,	1	,	1,	74,	1	,	1	,	76,	1	,	1	,	78	,	1	,	1	,	80,	1	,	1	,	8	2	,	1	,	1	,	84,	1	,	1	,	86,	1	,	1	,	88,	1	,	1	,	90,	94,	1	,	1	,	96,	1	,	1	,	98,	1	,	1	,	10	0	,	1	,	1	,	10	2	,	1	,	1	,	104,	1	,	1
,	1	,	92,	1	,	10	6	,	1	,	108,	122,	136	,	1,	1	,	120,	1,	1,	1,	1	,	134	,	1	,	1,	1	,	1	1	,	1	,	7	,	---------	1,	1,	1,	1,	1,	1,	110	,	124,	138,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	112,	126	,	140,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	114	,	128	,	142,	1,	1,	1,	1,	1,	1,	116	,	1,	1,	130,	1	,	1	,	144,	1	,	1	,	118	,	132,	142,	1,	1,	1,	E	t	p	o	u	r	fqpY	:	U	r	a	t	io	n	n	e	l(	1	)	)	/	(e	x	p	o	r	(	l)	In	[	2	]	:	f	c	i(	(	e	x	p	o	r	(	l)	0	u	t[2]:	[0	,	2	,	6	,
1	0	,	1	4	,	1	8	,	2	2	,	2	6	,	3	0	,	3	4	,	3	8	,	4	2	,	4	6	,	8	2	,	86,	90	,	9	4	,	98,	1	0	2	,	1	0	6	,	1	1	0	,	1	1	4	,	118	,	146,	150,	15	4	,	15	8	,	16	2	,	166,	17	0	,	17	4	,	178,	206,	2	1	0	,	2	1	4	,	218	,	222,	226,	230,	234,	238,	26	6	,	270,	274,	278,	+	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	l	)	))	50	,	5	4	,	5	8	,	6	2	,	66,	7	0	,	12	2	,	126,	130,	134,	138,	1	8	2	,	18	6	,	19	0	,	1	9	4	,	19	8	,	2	4	2	,	24	6	,	2	5
0	,	2	5	4	,	2	5	8	,	2	8	2	,	28	6	,	29	0	,	2	8	6	,	---------	www.biblio-scientifique.net	7	4	,	78	,	142,	202,	262,	126	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	R	e	m	a	r	q	u	e	.	L’u	tilis	a	tio	n	des	d	é	ve	lo	p	p	e	m	e	n	ts	en	fra	c	tio	n	s	c	o	n	tin	u	e	s	p	e	u	t	être	é	c	la	ira	n	t	p	o	u	r	les	élèves	:	il	est	d	iffic	ile	de	d	iffé	re	n	c	ie	r	j	,	V	2	,	e	et	jt	à	l	’a	id	e	de	le
u	rs	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	s	en	é	c	r	i​	tu	re	d	é	c	im	a	le	(«	ça	ne	fin	it	ja	m	a	is	?	!?	...	»)	a	lo	rs	q	ue	la	d	is	tin	c	tio	n	est	b	ie	n	m	a	rq	u	é	e	a	vec	les	fra	c	tio	n	s	c	o	n	tin	u	e	s.	2	.3	.3	M	é	t	h	o	d	e	d	e	B	r	i	g	g	s	p	o	u	r	le	c	a	l	c	u	l	d	e	s	l	o	g	a	r	i	t	h	m	e	s	D	e	p	u	is	S	t	if	f	e	l	en	1544,	o	n	s’in	té	re	sse	a	u	x	fo	n	c	tio	n	s	v	é	rifia	n	t	£	i	x	-	y	)	=	£	i	x	)	+	i	i	y	)	a
fin	de	s	im	​	p	lifie	r	les	c	a	lc	u	ls	des	a	stro	n	o	m	e	s	et	des	n	a	v	ig	a	te	u	rs.	C	e	p	e	n	d	a	n	t,	c	e	la	n	é	ce	ssite	de	d	isp	o	se	r	de	ta	b	les	l	o	g	a	r	i	t	h	m	i	q	u	e	s	{	K	o	y	o	ç	:	m	o	t,	re	la	tio	n	,	a	p	iB	p	o	ç	:	n	o	m	b	re	;	les	lo	g	a	rith	m	e	s	so	n	t	d	o	n	c	des	re	la	tio	n	s	en	tre	les	n	o	m	b	re	s	a	v	a	n	t	d	’être	l	’a	n	a	g	ra	m	m	e	d	’a	lg	o	rith	m	e	s	...).	P	o	u	r
p	lu	s	de	fa	c	ilité	,	n	o	u	s	a	llo	n	s	n	o	u	s	o	c	c	u	p	e	r	d	u	lo	g	a	rith	m	e	de	b	ase	10	que	n	o	u	s	n	o	te	ro	n	s	log.	S	a	c	h	a	n	t	q	ue	log|o(10)	=	1	et	q	ue	logjQ	{	a	^	)	=	p	•	l	o	g	iQ	ia	)	p	o	u	r	to	u	t	ra	tio	n	n	e	l	p	,	o	n	e	n	d	é	d	u	it	a	lo	rs	q	ue	log^o	logjo	(	x	A	T	Îo	j	=	etc.	N	o	u	s	p	o	u	rrio	n	s	d	a	n	s	u	n	p	re	m	ie	r	te	m	p	s	tra	v	a	ille	r	avec	n	o	s	ra	tio	n
n	e	ls	et	l	’a	lg	o	rith	m	e	de	H	é	​	r	o	n	p	o	u	r	le	c	a	lc	u	l	des	ra	c	in	e	s	.	N	o	u	s	a	llo	n	s	ce	p	e	n	d	a	n	t,	p	o	u	r	p	lu	s	d	’e	ffic	a	c	ité	,	tra	v	a	ille	r	avec	des	d	é	c	im	a	u	x	c	o	m	m	e	les	m	a	​	th	é	m	a	tic	ie	n	s	des	XVI®	et	X	V	IP	s	iè	c	le	s	...m	a	is	avec	P	y	t	h	o	n	.	N	o	u	s	p	o	u	r	r	io	n	s	u	t	ilis	e	r	l	’a	lg	o	r	it	h	m	e	d	e	H	é	r	o	n	p	o	u	r	c	a	lc	u	le	r	d	e	s	a	p
p	r	o	x	im	a	t	io	n	s	d	é	c	im	a	le	s	d	e	s	r	a	c	in	e	s	c	a	r	r	é	e	s	.	E	n	s	u	it	e	,	o	n	u	t	ilis	e	In	[1]:	l	’a	lg	o	r	it	h	m	e	d	e	H	é	r	o	n	p	o	u	r	a	v	o	ir	u	n	e	г	=	h	e	r	o	n	_	i	t	(	2	,	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	l	)	,6	)	In	[2]:	0	u	t[2]:	a	p	p	r	o	x	im	a	t	io	n	d	é	c	im	a	le	d	e	V	z	:	flo	a	t	(r	)	1.4	14	2	13	5	6	2	3	7	3	0	9	5	P	o	u	r	p	lu	s	de	lis	ib	ilité	,	n	o	u	s	u	tilis	e	ro	n	s	d	o	ré	n	a	v	a	n	t
le	m	o	d	u	le	m	a	th	de	P	y	t	h	o	n	q	u	i	p	e	rm	e	t	d	’o	b	te	n	ir	d	ire	c	te	m	e	n	t	u	n	e	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	d	é	c	im	a	le	(a	vec	17	c	h	iffre	s	a	ffich	é	s)	des	ra	c	in	e	s	c	a	r​	rée	s	à	l	’aid	e	de	s	q	r	t	:	■a	O	cn	û	Ю	tH	O	@	In	[	1	]	:	In	[	2	]	:	0	u	t[2	]:	In	[	3	]	:	0	u	t[3	]:	from	math	import*	sq	rt(2	)	1.4142135623730951	s	q	r	t	(10)	3.1622776601683795	In	[	4	]	:
0	u	t[4	]:	In	[	5	]	:	0	u	t[5	]:	s	q	r	t	(	s	q	r	t	(1	0	))	1.7782794100389228	s	q	r	t	(	s	q	r	t	(	s	q	r	t	(1	0	))	)	1.333521432163324	ГМ	4	-1	O	n	o	b	tie	n	t	d	o	n	c	le	ta	b	le	a	u	s	u	iv	a	n	t	:	XI	CTI	>Q.	O	U	N	o	m	b	re	s	10	,0	0	0	0	3,1623	1,7783	1,3335	1,0	0	0	0	Lo	g	a	rith	m	e	s	1	0,5	0,25	0,125	0	L	e	p	ro	b	lè	m	e	,	c	’est	q	ue	c	o	n	n	a	ître	le	lo	g	a	rith	m	e	de
3,1623	n	’est	p	as	très	in	té	re	ssa	n	t.	O	n	a	im	e	​	ra	it	p	lu	tô	t	c	o	n	n	a	ître	c	e	u	x	des	e	n	tie	rs	de	C	’est	ic	i	q	u	’in	te	rv	ie	n	t	l	’a	n	g	la	is	H	e	n	ry	rith	m	e	s	d	é	c	im	a	u	x	c	o	n	te	n	a	n	t	1	0	0	0	B	1	à	1	0	r	ig	g	s	.	
q	u	i	p	u	b	lia	e	n	1617	ses	p	re	m	iè	re	s	ta	b	les	de	lo	g	a	​	v	a	le	u	rs	avec	q	u	a	to	rze	d	é	c	im	a	le	s.	V	o	yo	ns	c	o	m	m	e	n	t	il	a	p	ro	céd	é	p	o	u	r	le	c	a	lc	u	l	de	lo	g	(2	).	Il	a	c	o	m	m	e	n	c	é	p	a	r	o	b	te	n	ir	des	v	a	le	u	rs	a	p	p	ro	c	h	é	e	s	des	n	o	m	b	re	s	s	u	iv	a	n	t	:	www.biblio-scientifique.net	127	Thèmes	mathématiques	102	\/2	=	22	>/7ш=	lo	i	y	^	=2
i	\/\/7îo	=	lo	i	V	v	^	=2	i	•••VTÏÏ=	10254	•••\/2	=	2:	,54	I	l	a	fin	a	le	m	e	n	t	a	b	o	u	ti	à	:	254	10	1,000	000	000	000	000	127	819	149	320	032	35	1+iZ	2	i^	^	1,000	000	000	000	000	038	477	397	965	583	10	^	N/	^	1+^	7	O	r	o	n	c	h	e	rc	h	e	à	d	é	te	rm	in	e	r	x	=	lo	g	(	2	)	m	a	is	x	=	lo	g	(	2	)	о	D	’a	p	rè	s	les	c	a	lc	u	ls	de	B	r	ig	g	s	1	0	^	=	2.	:	1+	b	=	22^
=	(lO^)^	=	(1	+a)^	U	n	ré	su	lta	t	c	la	s	s	iq	u	e	m	o	n	tre	q	ue	{I	+	a	)	^	^	l	+	a	x	p	o	u	r	x	assez	p	ro	c	h	e	de	zéro	.	O	n	en	d	é	d	u	it	q	ue	l	+	b	^	l	+	a	x	e	i	d	o	n	c	q	ue	:	,	,	,	b	3	847	739	796	558	310	lo	g	(	2	)	=	X	«	-	=	a	12	7	8	1	9	1	4	932	003	235	In	[	1	]	:	3847739796558310	/	12781914932003235	O	u	t	i	l	]	:	0.30102999566398114	A	in	s	i,	log(2)
0,301	029	995	663	981	14.	C	e	la	n	o	u	s	p	e	rm	e	t	a	lo	rs	d	’a	v	o	ir	é	g	a	le	m	e	n	t	log(4)	=	2	•	•	-log(	2	)	et	lo	g	(	8	)	=	3	x	lo	g	(	2	)	m	a	is	a	u	s	si	log(5)	=	lo	g	(1	0	)-	lo	g	(2	).	■a	O	c	ГЗ	Il	n	o	u	s	fa	u	d	ra	it	d	o	n	c	o	b	te	n	ir	de	m	ê	m	e	log(3)	et	log(7)	p	o	u	r	c	o	m	p	lé	te	r	n	o	tre	c	o	lle	c	tio	n	c	a	r	lo	g	(	6	)	=	log(3)	+	log(2)	et	log(9)	=	2	■lo	g	(3	).	O	n
p	e	u	t	d	o	n	c	à	titre	d	’e	x	e	rc	ic	e	c	a	lc	u	le	r	ces	d	e	u	x	lo	g	a	rith	m	e	s	p	o	u	r	o	b	te	n	ir	:	û	Ю	tH	O	log(3)	-	0,477	121	254	719	662	44	log(7)	0,845	098	040	014	256	7	ГМ	L	a	ro	u	te	est	lo	n	g	u	e	ju	s	q	u	’a	u	x	1	000	lo	g	a	rith	m	e	s	de	B	r	ig	g	s	...	
ai	>•	O	2	.3	.4	M	é	t	h	o	d	e	d	e	s	d	if	f	é	re	n	c	e	s	d	e	N	e	w	t	o	n	e	t	a	p	p	lic	a	t	io	n	a	u	c	a	lc	u	l	d	e	s	lo	g	a	r	it	h	m	e	s	CL	U	O	n	c	o	n	n	a	ît	m	a	in	te	n	a	n	t	q	u	e	lq	u	e	s	v	a	le	u	rs	d	u	lo	g	a	rith	m	e	d	é	c	im	a	l	et	l	’o	n	v	o	u	d	ra	it	c	o	n	n	a	ître	des	v	a	le	u	rs	in	te	rm	é	d	ia	ire	s	.	N	o	u	s	a	llo	n	s	p	o	u	r	c	e	la	p	ro	c	é	d	e	r	p	a	r	in	te	rp	o	la	tio	n	:	é	ta	n
t	d	o	n	n	é	e	s	q	u	a	tre	v	a	le	u	rs,	n	o	u	s	a	llo	n	s	c	h	e	rc	h	e	r	u	n	p	o	ly	n	ô	m	e	P	de	degré	3	tel	q	ue	P	(x	)	=	lo	g	(x	)	p	o	u	r	ces	4	v	a	le	u	rs.	P	o	u	r	c	e	la	,	n	o	u	s	a	llo	n	s	u	tilis	e	r	la	m	é	th	o	d	e	p	ré	se	n	té	e	p	a	r	Isa	a	c	N	e	w	t	o	n	e	n	1676.	A	vec	des	n	o	ta	tio	n	s	m	o	d	e	rn	e	s,	p	o	so	n	s	P	(	x	)	=	a	+	b	x	+	c	x	^	+	d	x	^	.	O	n	c	o	n	n	a	ît	les	v	a	le	u
rs	d	u	lo	g	a	rith	m	e	s	p	o	u	r	1,	2,	3	et	4.	www.biblio-scientifique.net	128	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	X	=	1	p{x)	=	a	+	b	+	c	+	d	=	y	i	X	=2	p{x)	=	a	+	2b	X	=3	p	{x)	=	a	+	3	b	+	9	c	+	27	d	=	ys	x	=4	p	{	x	)	=	fl	+	4	^	7	+	16c	+	6	4	d	=	y	4	3d	=	y2	4c	E	n	s	o	u	s	tra	y	a	n	t	les	lig	n	e	s	d	e	u	x	p	a	r	d	e	u	x,	o	n	fa	it	d	is	p	a	ra	ître	a
;	y2-	y	i	=	b	+	3c	+	7	d	=	A	y	i	ys	-	yz	=	b	+	5c	+	I	9	d	=	A	y2	y	4	~	y	3	=	b	+	7	c	+	3	7	d	=	Aya	E	n	s	o	u	s	tra	y	a	n	t	les	lig	n	e	s	d	e	u	x	p	a	r	d	e	u	x,	o	n	fa	it	d	isp	a	ra	ître	b	:	A	y	2	-	A	y	i	=	2	c	+	I	2	d	=	A	^	yi	A	ya	-	A	y	2	=	2	c	+	I	8	d	=	A^ya	E	n	s	o	u	s	tra	y	a	n	t	les	lig	n	e	s	d	e	u	x	p	a	r	d	e	u	x,	o	n	fa	it	d	isp	a	ra	ître	c	:	A^y2-A^yi	=	6d	=	^^yl	ce	q	u
i	d	o	n	n	e	:	d	=	|A	'V	i	c	=	^A^yi	-	A	^	y	i	b	=	A	y	i	-	IA	^	y	i	+	3A	^	yi	-	I	a	V	i	=	A	y	i	-	f	A	^	yi	+	^	A	^	y	i	3y	i	=_	y	i	~	A	y	i	+	A	^	yi	-	A^yi	Il	a	3	1	a	2	fl	=	y	i	-	A	y	i	+	I	A	^	yi	-	^	A-"yi	-	^	A^yi	+	A-"yi	-	¿1Aa^	E	in	a	le	m	e	n	t	:	1	2	2	1	6	q	P	U	)	=	y	i	+	(	x	-	l)A	y	i	+	-	(	x	-	l)(x	-	2	)A	^	y	i	+	-	(	x	-	l)	(	x	-	2	)	(	x	-	3	)	A	^	y	i	N	e	w	t	o	n	a	v	a	it	l	’h	a	b	it	u	d	e
d	e	r	é	u	n	i	r	le	s	r	é	s	u	lt	a	t	s	d	a	n	s	u	n	s	c	h	é	m	a	d	e	c	e	tte	fo	r	m	e	:	yi	A	yi	A	^	yi	y2	TJ	A*yi	A	y2	O	c	rj	ys	û	^	y	z	A	ys	y£>	1—I	O	y4	r\l	avec	Ay,-	=	yj+i	-	y,-,	A^y;	=	Ay,+i	-	Ay,-	et	A^y,-	=	DJ	>	Q.	O	U	-	à^yi.	O	n	p	e	u	t	g	é	n	é	ra	lise	r	à	d	’a	u	tre	s	v	a	le	u	rs	d	’e	n	tie	rs	s	u	c	c	e	ssifs	et	à	u	n	n	o	m	b	re	q	u	e	lc	o	n	q	u	e	de	p	ô	les.	In	te	rp	o	la	tio	n
de	N	e	w	t	o	n	p	a	s	s	a	n	t	p	a	r	les	p	o	in	ts	(a	,	y	i	)	,	(a	+	1	,	y	a	),—,	ioL	+	n	-	1,	y	«	)	:	1	O	1	p(x)	=	yi	+	(x-a)Ayi	+	-	(	x	-	a	)	(	x	-	a	-	DA^yi	+•••	+	-----	—	(	x	-	a	)	-	-	-	(	x	-	a	-	(	f	l	-	2	)	)	A	"	2!	(fl-1)!	P	o	u	r	des	p	ô	les	q	u	e	lc	o	n	q	u	e	s,	on	p	o	u	rra	se	ré	fé	re	r	à	la	s	e	c	tio	n	4	page	199.	E	t	P	y	t	h	o	n	d	a	n	s	to	u	t	ça	?	U	n	e	p	re	m	iè	re	m	é	th	o	d	e	«	à	la
m	a	in	»	:	www.biblio-scientifique.net	^yi	129	Thèmes	mathématiques	n	e	w	to	n	,	p	y	def	d	if	f	_	n	e	w	t	(	x	l,y	l,y	2	,	y	3	,y	4	,p	a	s	)	Dyl	Dy2	:	=	y2	-	y	l	=	y	3	-	y2	Dy3	=	y	4	-	y3	D	2	y	l	=	Dy2	-	D	y	l	D	2y2	=	Dy3	-	Dy2	D	3	y	l	=	D2y2	-	D	2	y	l	def	P(x)	:	r	e	t	u	r	n	y	l	+	(x	-	x	l	)	*	(	D	y	l	+	(x	-	x	l	-	l	)	*	(	D	2	y	l	/	2	+	(x	-	x	l	-	2	)	*	D	3	y	l	/	6))	return	[	[	(	x	l	+
k*pas),	P	(	x	l	+	k*pas)]	fo	r	k	in	r	a	n	g	e	(	in	t	(3	/	p	a	s))]	V	o	ic	i	u	n	e	m	é	th	o	d	e	p	lu	s	g	én	érale	:	n	e	w	to	n	.p	y	def	r	e	d	u	it	_	lis	t	e	(	L	)	:	.....	.	C	a	lcu	le	la	l	i	s	t	e	des	d	i	f	f	é	r	e	n	c	e	s	2	à	2	d'une	l	i	s	t	e	de	nbs	......	
return	[a	-	b	f	o	r	def	r	é	d	u	it(	L	)	(a	,b	)	in	z	ip	(	L	[	l:j,	L)j	:	"""	Renvoie	la	l	i	s	t	e	des	l	i	s	t	e	s	de	d	i	f	f	é	r	e	n	c	e	s	:	le	t	r	i	a	n	g	l	e	de	Newton	a	p	p	la	t	i	......	if	L	==	[]	:	return	L	r	e	t	u	r	n	[L]	+	r	é	d	u	i	t	(	r	e	d	u	i	t	_	l	i	s	t	e	(	L	)	)	def	d	iff_n	e	w	to	n	(L	)	:	.....	.	Renvoie	le	s	y	l	,	Dyl,	D2yl,	e	t	c	.	......	return	[	l	i	s	t	e	[	0	]	f	o	r	l	i	s	t	e	in	r	e	d	u	i	t	(	L	)	]	•a
O	c13	Q	y£>	O	(N	def	base_newton(alpha,	x	,	n)	:	.......	Renvoie	la	l	i	s	t	e	des	é	v	a	lu	a	tio	n	s	des	(	x	-	a	)	(	x	-	a	-	1	)	.	
une	l	i	s	t	e	"""	terme	=	1	base	=	[terme]	f	o	r	k	in	r	a	n	g	e	(l,n	)	:	terme	*=	(	(	x	-	alpha	-	(k	-	1	))	/	k	)	b	a	s	e	.append(terme)	return	base	/n!	accumulées	dans	xz	DI	>	Q	.	O	U	def	in	t	e	r	p	o	l_	n	e	w	t	o	n	(	lis	t	e	,	alpha,	x)	:	.......	ren	voie	l	'é	v	a	l	u	a	t	i	o	n	du	p	o	ly	de	Newton	en	x	en	p	a	rta	n	t	de	a	avec	une	l	i	s	t	e	de	v	a	le	u	rs	donnée	......	return	sum([
a	*	b	f	o	r	(a	,b	)	in	z	i	p	(	d	i	f	f	_	n	e	w	t	o	n	(	l	i	s	t	e	)	,	base_newton(alpha,	X	,	l	e	n	(	l	i	s	t	e	)	)	)	])	def	l	i	s	t	e	_	l	o	g	_	e	n	t	i	e	r	s	(	a	,	b	)	:	.....	.	ren	voie	la	l	i	s	t	e	des	logarithm	es	décimaux	des	e	n	t	i	e	r	s	de	a	à	b	i	n	c	l	u	s	......	return	[m	ath.lo	g	lG	(k)	f	o	r	k	in	range(a,	b	+	1)]	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les
mathématiques	130	P	a	r	e	x	e	m	p	le	,	p	o	u	r	a	v	o	ir	les	lo	g	a	rith	m	e	s	d	é	c	im	a	u	x	des	ré	e	ls	en	tre	1	et	4	a	ve	c	u	n	p	as	de	0,25	en	u	tilis	a	n	t	les	v	a	le	u	rs	d	é	jà	c	o	n	n	u	e	s	de	lo	g	(2),	log(3)	et	log(4)	:	In	[	1	]	:	[	(	k	,	i	n	t	e	r	p	o	l	_	n	e	w	t	o	n	(	l	i	s	t	e	_	l	o	g	_	e	n	t	i	e	r	s	(	l	,	4	)	,	1,	k	)	)	f	o	r	k	in	np.	l	i	n	s	p	a	c	e	(	1	,4	,1	3	)	]	O	u	til]:	(1	.2	5	,	(1	.5
,	(1	.7	5	,	(2	.0	,	(2	.2	5	,	(2	.5	,	1	(1	.0	,	0	.	
0	)	,	0.091005689059948658),	0.17074397829308552),	0.24036777729567488),	0.3010299956639812),	0.35388354299426877),	0.4000813288828019),	(2	.7	5	,	(3	.0	,	(3	.2	5	,	(3	.5	,	(3	.7	5	,	(4	.0	,	0.44077626292584499),	0.47712125471966244),	0.51026921386051849),	0.54137304994467772),	0.5715856725684042),	0.60205999132796229)]	C	o
m	m	e	P	y	t	h	o	n	sa	it	c	a	lc	u	le	r	des	lo	g	a	rith	m	e	s,	n	o	u	s	p	o	u	v	o	n	s	c	o	m	p	a	re	r	cette	m	é	th	o	d	e	v	ie	ille	de	350	a	n	s	a	vec	les	ré	su	lta	ts	a	ctu	e	ls	:	R	eg	a	rd	o	n	s	p	a	r	e	xe	m	p	le	p	o	u	r	les	lo	g	a	rith	m	e	s	des	n	o	m	b	re	s	en	tre	44	et	47	:	In	[	2	]	:	[	(	k	,	in	t	e	r	p	o	l	_	n	e	w	t	o	n	(	lis	t	e	_	lo	g	_	e	n	t	ie	r	s	(	4	4	,4	8	)	,	44,	k)	-	m	a	th	.lo	g	lO	(k
))	f	o	r	k	in	n	p	.l	in	s	p	a	c	e	(	4	4	,4	8	,17)]	0	u	t[2	]:	(4	4	.2	5	,	(4	4	.5	,	(4	4	.7	5	,	(4	5	.0	,	(4	5	.2	5	,	(4	5	.5	,	(4	5	.7	5	,	(4	6	.0	,	[	(	4	4	.0	,	0	.	0	)	,	-1.4762764344311563e-09),	-1.4248640O45622O96e-09),	-	7	.	4078276846023527e-10),	0	.0	),	4.83041828758246O8e-lO),	5.99479799134883256-10),	3	.	9161784926022847e-1	0	),	0	.0	),	(4	6	.2	5	,	(4	6	.5	,
(4	6	.7	5	,	(4	7	.0	,	(4	7	.2	5	,	(4	7	.5	,	(4	7	.7	5	,	(4	8	.0	,	-3.8808622981889584e-lO),	-	5	.	8871596486653743e-10),	-4.70090188997573936-10),	0	.0	),	7.07972347413488026-10),	1.3494656503354463e-09),	1.3855363523163O78e-09),	0	.0	)	]	L’e	rre	u	r	c	o	m	m	is	e	est	de	l	’o	rd	re	de	10“	^.	
2	.3	.5	A	lg	o	r	ith	m	e	C	O	R	D	I	C	TJ	O	c	A	vec	l	’a	p	p	a	ritio	n	des	p	re	m	iè	re	s	c	a	lc	u	la	te	u	rs	é	le	c	tro	n	iq	u	e	s,	les	p	ro	g	ra	m	m	e	u	rs	d	e	v	a	ie	n	t	c	o	n	c	i​	û	«JD	H	O	lie	r	p	ré	c	is	io	n	et	é	c	o	n	o	m	ie	de	m	é	m	o	ire	.	À	p	a	rtir	de	1956,	l	’a	rm	é	e	de	l	’a	ir	des	É	ta	ts-U	n	is	v	o	u	​	rj	t	rs]	lu	t	a	m	é	lio	re	r	le	systè	m	e	de	n	a	v	ig	a	tio	n	e	m	b	a	rq
u	é	des	b	o	m	b	a	rd	ie	rs	B	-5	8	.	C	’est	a	in	s	i	q	ue	Ja	c	k	E.	V	O	LD	E	R	m	it	au	p	o	in	t	l	’a	lg	o	rith	m	e	C	O	R	D	IC	(p	o	u	r	C	o	o	rd	in	a	te	R	o	ta	tio	n	D	ig	ita	l	C	o	m	p	u	te	r)	(S)	p	o	u	r	c	a	lc	u	le	r	ra	p	id	e	m	e	n	t	des	lig	n	e	s	trig	o	n	o	m	é	triq	u	e	s.	Il	fu	t	e	n	su	ite	re	p	ris	d	an	s	des	d	o	m	a	in	e	s	ai	p	lu	s	p	a	c	ifiq	u	e	s	,	n	o	ta	m	m	e	n	t	d	a	n	s	la	p	ro
g	ra	m	m	a	tio	n	des	c	a	lc	u	la	tric	e	s	sc	ie	n	tifiq	u	e	s	p	o	u	r	c	a	l​	>•	O	c	u	le	r	n	o	n	se	u	le	m	e	n	t	des	fo	n	c	tio	n	s	trig	o	n	o	m	é	triq	u	e	s	m	a	is	a	u	ssi	des	lo	g	a	rith	m	e	s	c	o	m	m	e	le	CL	U	m	o	n	tra	Jo	h	n	W	a	l	t	h	e	r	en	1971.	N	o	u	s	a	u	ro	n	s	b	e	so	in	de	c	o	n	n	a	ître	q	u	e	lq	u	e	s	v	a	le	u	rs	p	a	rtic	u	liè	re	s	de	la	fo	n	c	tio	n	In	;	p	lu	s	p	ré	​	c	isé
m	e	n	t	des	v	a	le	u	rs	de	l	n	(	l	-i-1	0	“	')	p	o	u	r	des	v	a	le	u	rs	de	i	e	n	tiè	re	s,	te	lle	s	que	c	o	m	p	ris	en	tre	0	et	1	0	1	-f	1	0	“	'	reste	.	N	o	u	s	p	o	u	v	o	n	s	c	o	n	su	lte	r	les	ta	b	le	s	de	B	r	ig	g	s	.	P	o	u	r	a	lle	r	p	lu	s	v	ite	,	n	o	u	s	a	llo	n	s	u	n	p	eu	tric	h	e	r	et	u	tilis	e	r	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	c	a	lc	u	le	r	ces	v	a	le	u	rs	.	N	o	u	s	a	llo	n	s	c	ré	e	r	u	n	d	i	c	t	i	o	n	n	a	i
r	e	q	u	i	à	c	h	a	q	u	e	v	a	le	u	r	de	i	a	sso	cie	In	(	l	-f	10“	')	s	a	u	f	p	o	u	r	/	=	-	1	q	u	i	est	a	sso	cié	à	In	(lO	)	:	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	131	def	d	ic	_	lo	g	(n	)	:	die	=	{	x	:	l	o	g	(	l	+	1	0	*	*	(	-	x	)	)	f	o	r	x	in	ra	n	g	e	(n	+	l)}	d	i	c	[	-	l	]	=	log(10)	r	e	t	u	r	n	(d	ic	)	P	a	r	e	x	e	m	p	le	:	In	[1]	:	from	math	import	log	In	[2]	:	D	=	d	ic	_	lo	g	(5	)
In	[3]	:	D	0	ut[3	]	:	{	0	:	0.6931471805599453,	1	0.	09531017980432493,	2	0.	009950330853168092,	3	0.	0009995003330834232,	A	in	s	i,	D	[2	]	4	9.	9995000333297326-05,	5	9.	9999500003988416-06,	-1	2.	30258509299404}	In	[4]	:	D[2]	0	ut[4	]	:	0.009950330853168092	In	[5]	:	D	[	-	l]	0	ut[5	]	:	2.302585092994046	re	n	vo	ie	l	n	(	l	+	10	^).	O	n	u
tilis	e	e	n	su	ite	le	th	é	o	rè	m	e	s	u	iv	a	n	t	[p	o	u	r	u	n	e	d	é	m	o	n	stra	tio	n	v	o	ir	B	o	p	07	])	:	T	h	é	o	rè	m	e	3	.3	.	S	o	it	x	u	n	ré	e	l	s	tric	te	m	e	n	t	c	o	m	p	ris	en	tre	1	et	10.11	existe	alo	rs	u	n	e	su	ite	d	’e	n	​	tie	rs	{rii)ieM	te	lle	que	:	a)	0	^	ïii	^	10;	b)	p	o	u	r	to	u	t	e	n	tie	r	p	o	s	itif	N	:	X	(	A	n	î	1	+	10	"M	K	I	O	^	X	^i-0	^	)	N	ce	q	u	i	p	e	rm	e	t	de	m	o	n
tre	r,	en	p	o	sa	n	t	1+	1	0	/	.	=	In	(lO	)	-	^	n/	In	1	-h	10	M	:	i=0	^	T	h	é	o	r	è	m	e	3	.4	.	P	o	u	r	to	u	t	e	n	tie	r	p	o	s	itif	N	,	il	existe	u	n	e	su	ite	d	’e	n	tie	rs	p	o	sitifs	^	10	tels	que	yN	so	it	u	n	e	v	a	le	u	r	a	p	p	ro	c	h	é	e	de	ln	(x	)	à	10“	^	p	rès.	
■a	O	c	U	û	«JD	tH	O	CM	(y)	xz	ai	>•	O	CL	U	C	e	la	d	o	n	n	e	,	a	ve	c	P	y	t	h	o	n	:	def	c	o	rd	ic	(x	,N	)	:	D	=	d	ic-lo	g	(N	)	y	=	D	[	-	l]	f	o	r	i	in	range(N+1)	:	a	=	1	+	1	0	**(-	i)	w	h	ile	x*a	www.biblio-scientifique.net	132	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	In	[	2	]	:	lo	g	(3	.1	9	57	)	0	u	t	[	2	]	:	1.1618061561640467	In	[	1	]	:	c	o	rd	ic	(3	.1	9	5	7
,1	5	)	O	u	t	[	l	]	:	1.1618061561640456	2.4	Réels	et	flottants	:	un	très	rapide	survol	de	la	norme	IE	EE7	5	4	2	.4	.1	Le	co	n	stat	L	e	c	a	lc	u	l	de	so	m	m	e	s	est	u	n	fa	v	o	ri	de	l	’in	itia	tio	n	à	l	’algo	a	u	lycé	e	.	
P	re	n	o	n	s	la	so	m	m	e	p	a	rtie	lle	de	la	sé	rie	h	a	rm	o	n	iq	u	e	:	k=n	1	E	k=	l	^	R	ie	n	de	p	lu	s	sim	p	le	à	p	ro	g	ra	m	m	e	r	:	d	e	f	sommel(n)	:	S	=	0	fo	r	к	in	r	a	n	g	e	(l,n	+	l)	S	+=	1.0	/	к	return	S	:	O	n	o	b	tie	n	t	:	In	[	1	]	:	sommel(100000)	Out[	1	]	:	12.090146129863335	O	u	i	m	a	is	est-ce	q	ue	c	’est	c	o	rre	c	t	?	A	llo	n	s	v	o	ir	d	u	côté	d	u	lo	g	ic	ie	l	S	a
g	e	:	c	’est	la	m	ê	m	e	fo	n	c	tio	n	q	u	’e	n	P	y	t	h	o	n	m	a	is	o	n	p	e	u	t	tra	v	a	ille	r	a	ve	c	des	ra	tio	n	n	e	ls	et	e	n	su	ite	d	e	m	a	n	d	e	r	u	n	e	a	p	p	ro	x	i​	m	a	tio	n	avec	la	m	é	th	o	d	e	n	(ta	ille	de	la	m	a	n	tis	se	).	Sage	sage:	d	e	f	sommel(n)	:	5	=0	fo	r	к	in	ra	n	g	e	(	l,n	+	l)	:	S	+=	1	/	к	*a	O	c	D	Û	O	ГМ	return	S	sage:	sommel(100000).	n	(64)
12.0901461298634279	C	e	n’est	p	as	to	u	t	à	fa	it	p	a	re	il.	A	lle	z	,	e	n	co	re	u	n	e	id	ée	sa	u	g	re	n	u	e	!	C	a	lc	u	lo	n	s	la	so	m	m	e	d	a	n	s	l	’a	u	tre	se	n	s	:	de	100	000	ju	s	q	u	’à	1...	d	e	f	somme2(n)	xz	CTI	>Q.	O	U	:	5	=0	fo	r	к	in	r	a	n	g	e	(	n	,	0	,	-1)	:	5	+=	1.0	/	к	return	5	qui	donne	:	In	[2	2	]:	somme2(100000)	0	u	t	[	2	2	j:	12.090146129863408	C	e	n
’est	p	as	p	a	re	il	!	?	O	n	n	o	u	s	a	u	ra	it	m	e	n	ti	:	la	so	m	m	e	des	ré	e	ls	n	’est	p	as	c	o	m	m	u	ta	tiv	e	!	?	E	lle	n	’est	d	’a	ille	u	rs	m	ê	m	e	p	as	a	sso	c	ia	tiv	e	:	www.biblio-scientifique.net	133	Thèmes	mathématiques	In	[	1	4	]	:	0	u	t[14	j:	(1	+	le	-1	6	)	1.0	In	[	1	5	]	:	0	ut[15]:	+	le	-1	6	1	+	(	le	-1	6	+	le	-16	)	1.00	0	0	0	0	00	0	0	0	0	0	0	02	E	t	la	m	u	ltip	lic	a
tio	n	n	o	n	p	lu	s	:	In	[	1	]	:	O	ut[	1	]	:	(1.0	0	0	0	0	0	0	1	*	l	e	-	1	5	)	1.0	0	0	0	0	0	0	10	0	0	0	0	0	0	2	*	le	l5	In	[	2	]	:	0	u	t[2]:	1.0	0	0	0	0	0	01	*	(	l	e	-	1	5	*	l	e	l	5	)	1	.0	0	0	0	0	0	0	1	E	t	cette	d	e	rn	iè	re	n’est	p	as	d	is	trib	u	tiv	e	s	u	r	la	p	re	m	iè	re	:	In	[3	]:	O	ut[3	]:	2	.4	.2	In	[4	]:	O	ut[4	]:	l	e	l	5	*	(	l	e	-	1	6	+	1)	10	0	0	00	0	000000000.0	(	le	l5	*	le	-16	)	+	(	le	l5
10	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	0	.1	*	1)	C	o	m	m	e	n	t	la	m	a	c	h	i	n	e	f	a	i	t	-	e	l	l	e	d	e	s	a	d	d	i	t	i	o	n	s	?	E	t	b	ie	n	p	as	c	o	m	m	e	n	o	u	s	!	M	a	is	elle	c	a	lc	u	le	«	b	ie	n	»	q	u	a	n	d	m	ê	m	e	...s	e	lo	n	ses	c	ritè	re	s	et	ses	c	a	​	p	a	c	ité	s.	L	e	c	a	lc	u	l	en	v	irg	u	le	flo	tta	n	te	est	u	n	su	je	t	d	’étud	e	en	so	i	m	a	is	trop	m	é	c	o	n	n	u	à	la	fo	is	p	a	r	les	m	a	th	é	m	a	tic
ie	n	(ne)	s	(tro	p	p	rè	s	de	la	m	a	c	h	in	e	et	tro	p	lo	in	des	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	«	h	a	b	i​	tu	e	lle	s	»	...)	et	les	in	fo	rm	a	tic	ie	n	(ne)	s	(trop	p	rè	s	des	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	...e	t	é	g	a	lem	en	t	tro	p	p	rè	s	de	la	m	a	c	h	in	e	p	o	u	r	b	e	a	u	co	u	p	!).	In	[	9	]	:	2	.**5	3	0	u	t	[	9	]	:	9007199254740992.0	In	[1	2	]:	2	.*	*5	3	+	3	0	u	t	[	1	2	]	:	9007199254740996.0	In
[10]	:	2.	**53	-t-	1	0ut[10]	:	9007199254740992.0	In	[1	3	]:	2.	**53	+	4	0	u	t	[	1	3	]	:	9007199254740996.0	In	[11]	:	2.	**53	-1-	2	0	u	t	[	l	l	]	:	9007199254740994.0	In	[1	4	]:	2	.*	*5	3	+	5	Out[1	4	]:	9007199254740996.0	TJ	O	c	rj	Q	O	rs]	(S)	Il	fa	u	t	a	v	o	ir	en	tête	q	ue	la	m	a	c	h	in	e	n	e	tra	v	a	ille	p	as	d	a	n	s	U	m	a	is	s	u	r	u	n	e	n	se	m	b	le	fin	i	où	o	n	p	e	u
t	p	a	rle	r	de	s	u	c	c	e	s	se	u	r	et	de	p	ré	d	é	ce	sse	u	r.	N	o	u	s	tra	v	a	ille	ro	n	s	d	a	n	s	l	’e	n	se	m	b	le	le	p	lu	s	c	o	m	​	m	u	n	,	V	6	4	,	c	e	lu	i	des	b	in	a	ry	6	4	c	’est-à	-d	ire	des	n	o	m	b	re	s	e	n	b	ase	2	q	u	i	s	é	c	riv	e	n	t	s	u	r	64	b	its	se	lo	n	le	d	éco	u	p	ag	e	s	u	iv	a	n	t	:	gi	-	u	n	b	it	de	signe	5	q	u	i	v	a	u	t	0	si	le	n	o	m	b	re	est	p	o	sitif,	1	s	in	o	n	;	>•	Q	.	O	-	U
11	b	its	d	’e	x	p	o	sa	n	t	d	é	ca	lé	e	;	-	53	b	its	de	m	a	n	tis	se	(o	u	«	s	ig	n	ifica	n	d	o	»	e	n	fra	n	g	la	is)	m	,	1	^	m.	O	u	p	s	11-1-11-1-53	=	6	5	...E	n	fa	it,	o	n	re	p	ré	se	n	te	u	n	n	o	m	b	re	de	V	e	4	so	u	s	fo	rm	e	n	o	r	m	a	le	:	u	=	i-lŸ	xl,fx2^^	a	vec	m	=	l	,	f	:	p	o	in	t	n	’est	b	e	so	in	de	sto	c	k	e	r	le	1	q	u	i	est	im	p	lic	ite	d	o	n	c	o	n	ne	sto	cke	q	ue	/	et	o	n	gagne
1	b	it.	
O	n	a	p	p	e	lle	/	la	p	se	u	d	o	-m	a	n	tisse	.	
D	e	m	ê	m	e	il	fa	u	d	ra	it,	p	o	u	r	l	’exp	o	sa	n	t,	g	ard	e	r	u	n	www.biblio-scientifique.net	134	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	b	it	p	o	u	r	s	to	c	k	e	r	so	n	sig	ne.	O	n	v	a	e	n	fa	it	le	d	é	c	a	le	r	p	o	u	r	q	ue	l	’e	x	p	o	sa	n	t	sto	cké	c	o	m	m	e	n	c	e	à	1	:	o	n	gagne	e	n	co	re	u	n	b	it	de	sto	ckag	e.	P	o	u	r	c	e	la	o	n	le	d	é	ca	le	de	l	’e	x	p	o	sa	n	t
p	o	s	itif	m	a	x	im	u	m	-	1	.	
O	n	va	v	o	ir	que	l	’o	n	ré	se	rve	l	’e	x	p	o	sa	n	t	0	et	l	’e	x	p	o	sa	n	t	m	a	x	im	u	m	p	o	u	r	re	p	ré	se	n	te	r	des	n	o	m	b	re	s	s	p	é	c	ia	u	x	.	E	n	b	in	a	ry	64,	c	e	la	s	ig	n	ifie	que	le	d	écalag	e	v	a	u	t	ô	=	1111111111	0	2	=	2^^“	^	-	1	=	1023	et	^stocké	~	Eféel	S	P	o	u	r	e	n	re	v	e	n	ir	à	n	o	tre	p	ro	b	lè	m	e	p	ré	c	é	d	e	n	t,	c	o	m	m	e	n	t	re	p	ré	se	n	te	r	2^^	+	1
su	r	64	b	its	?	S	u	r	m	a	c	h	in	e	253	^	^i^000...000	X	0	10000110100	0000000000000000000000000000000000000000000000000000	1=	(-1)0	X	1,000...000	X2	О+102З	0	01111111111	0000000000000000000000000000000000000000000000000000	Or,	p	o	u	r	a	d	d	itio	n	n	e	r	d	e	u	x	n	o	m	b	re	s	à	v	irg	u	le	flo	tta	n	te	,	il	fa	u	t	d	’ab	o	rd	e	x	p	rim	e
r	le	p	lu	s	p	e	tit	d	a	n	s	l	’e	x	p	o	sa	n	t	d	u	p	lu	s	g	ran	d	(d	o	n	c	a	u	ssi	é	v	e	n	tu	e	lle	m	e	n	t	le	«	d	é	n	o	rm	a	lis	e	r	»).	1	=	0,000...000	1	x	2	'----	V----	'	53	52bits	C	e	la	d	o	n	n	e	1,0000000000000000000000000000000000000000000000000000I	0,0000000000000000000000000000000000000000000000000000|1
1,0000000000000000000000000000000000000000000000000000I1	O	n	p	e	u	t	illu	s	tre	r	p	a	r	le	s	c	h	é	m	a	s	u	iv	a	n	t	:	TJ	O	253	2^3	+	2	c	rj	û	Ю	tH	O	0.1	ulp	0.1	ulp	ГМ	ai	'^	2^3	+	1	1	>•	O	CL	O	n	n	e	p	e	u	t	p	as	m	e	ttre	le	d	e	rn	ie	r	1	d	a	n	s	la	p	se	u	d	o	-m	a	n	tisse	q	u	i	n	’a	que	52	cases.	L	e	n	o	m	b	re	U	o	b	te	n	u	n	’est	d	o	n	c	p	as	u	n	«	flo
tta	n	t	»	:	il	v	a	fa	llo	ir	l	’a	rro	n	d	ir.	L	a	n	o	rm	e	I	E	E	E	754	p	ro	p	o	se	q	u	a	tre	m	o	d	es	d	’a	rro	n	d	i.	L	e	m	o	d	e	p	a	r	d	éfau	t	est	l	’a	rro	n	d	i	a	u	p	lu	s	p	ro	c	h	e	(R	N	:	R	o	u	n	d	to	th	e	N	e	a	re	st).	E	n	cas	d	’é	q	u	id	ista	n	c	e	,	o	n	c	h	o	is	it	le	flo	tta	n	t	d	o	n	t	la	p	se	u	d	o	-m	a	n	tisse	se	te	rm	in	e	p	a	r	u	n	0.	11	n	’y	a	d	o	n	c	p	as	de	n	o	m	b	re	V	F
en	tre	2^^	et	2^^	-1-	2	c	o	m	m	e	illu	s	tré	s	u	r	le	sch	é	m	a	.	
L’U	L	P	est	l	’é	c	a	rt	en	tre	d	e	u	x	V	F	su	c	c	e	s	sifs	q	u	i	v	a	rie	se	lo	n	l	’o	rd	re	de	g	ra	n	d	e	u	r	du	n	o	m	b	re	.	U	L	P	sig	n	ifie	U	n	i	t	i	n	t	h	e	L	a	s	t	P	l	a	c	e	:	l	’u	n	ité	en	d	e	rn	iè	re	p	o	sitio	n	.	Si	V	est	u	n	VF,	en	tre	v	et	so	n	su	c	c	e	sse	u	r,	il	n	’y	a	p	as	de	V	F	!	www.biblio-scientifique.net	135	Thèmes	mathématiques	Ic	i,	il	n	e	fa	u	t	p	as	o	u	b	lie	r	q
ue	Г	о	п	tra	v	a	ille	en	b	ase	2	:	n	o	tre	n	o	m	b	re	,	q	u	i	n’est	p	as	u	n	flo	tta	n	t	de	У	б	4	,	est	à	é	q	u	id	ista	n	c	e	de	1	,0	0	0	...0	0	0	et	1	,0	0	0	...0	0	1	.	I	l	se	ra	a	rro	n	d	i	à	c	e	lu	i	q	u	i	se	te	rm	in	e	V	^	^--------------V	-------------	'	52bits	52bits	p	a	r	u	n	0:2^	^	.	RN(2^^	+	1)	=	2^^	V	o	u	s	p	o	u	v	e	z	alo	rs	co	m	p	re	n	d	re	p	o	u	rq	u	o	i	:	RN(2^^	+	3)	=



2^^+4	L	a	m	a	u	v	a	is	e	n	o	u	v	e	lle	:	u	n	e	a	d	d	itio	n	en	tre	d	e	u	x	n	o	m	b	re	s	flo	tta	n	ts	p	e	u	t	d	o	n	c,	d	a	n	s	c	e	rta	in	s	cas,	c	ré	e	r	u	n	e	erre	u	r.	L	a	b	o	n	n	e	n	o	u	v	e	lle	:	o	n	p	e	u	t	ré	c	u	p	é	re	r	cette	erre	u	r.	2	.4	.3	L	e	s	s	o	m	m	e	s	c	o	m	p	e	n	s	é	e	s	de	d	e	u	x	flo	tta	n	ts	P	a	r	la	su	ite	,	o	n	n	o	te	ra	x	e	y	l	’a	rro	n	d	i	de	la	so	m	m	e	de	x	-	y	c
’est-à	-d	ire	x	-	y	-	i	-	e	r	r	(	x	e	y	)	.	V	o	ic	i	u	n	le	m	m	e	p	u	b	lié	en	1973	p	a	r	P	at	S	t	e	r	b	e	n	z	:	T	h	é	o	rè	m	e	3	.5	(L	e	m	m	e	de	S	t	e	r	b	e	n	z	(1	9	7	3	)).	S	o	it	(	x	,y	)	e	X	v	é	rifia	n	t	—	^	y	^	2	x	.	O	n	a	x	e	y	=	x	-y	L	a	d	iffé	re	n	c	e	de	d	e	u	x	n	o	m	b	re	s	de	V	s	u	ffis	a	m	m	e	n	t	p	ro	c	h	e	s	est	d	o	n	c	exacte.	X	L	a	c	o	n	d	itio	n	—	^	y	^	2	x	sig	n	ifie	en
fa	it	q	ue	x	et	y	so	n	t	d	ista	n	ts	d	’u	n	e	p	u	is	sa	n	c	e	de	2	a	u	m	a	x	i​	m	u	m	.	Q	u	e	se	p	a	sse	-t-il	q	u	a	n	d	o	n	ne	p	e	u	t	p	as	s	’a	ss	u	re	r	à	c	h	a	q	u	e	in	s	ta	n	t	q	ue	les	o	p	é	ra	n	d	e	s	so	n	t	s	u	ffis	a	m	m	e	n	t	p	ro	ch	e	s	?	V	o	ic	i	m	a	in	te	n	a	n	t	u	n	p	re	m	ie	r	a	lg	o	rith	m	e	d	û	à	T.I.	D	ekker	et	W.	Ka	h	a	n	q	u	i	ré	p	o	n	d	à	cette	q	u	e	stio	n	e	n	P	y	t
h	o	n	:	T	h	é	o	rè	m	e	3	.6	(F	a	st2	S	u	m	-	D	ekker	&	Ka	h	a	n	).	O	n	c	o	n	sid	è	re	d	e	u	x	V	F	x	et	y	te	ls	q	ue	|x	|	^	|y|	et	l	’a	lg	o	rith	m	e	s	u	iv	a	n	t	:	TJ	O	c	5	■«—	X	0	y	rj	У¿;■	Ю	d	*-	y	e	y	v	û	tH	O	ГМ	XI	OJ	>Q.	O	U	Retourner	{s,d)	A	lo	rs	x	+	y	=	s	+	d	avec	5	=	x	©	y	e	t	i	i	=	e	r	r	(	x	©	y	)	.	D	e	p	lu	s	5	et	ne	se	c	h	e	v	a	u	c	h	e	n	t	p	as.	
L	a	lig	n	e	1	d	o	n	n	e	5	=	x	+	y	+	e	r	r	(	x	©	y	)	.	D	e	p	lu	s,	c	o	m	m	e	|x	|	^	|y	|,	c	’est	x	q	u	i	«	gagne	»	d	o	n	c	s	et	X	o	n	t	le	m	ê	m	e	sig	ne.	L	a	lig	n	e	2	c	a	lc	u	le	u	n	y	v	irtu	e	l	{y	^	)	q	u	i	v	a	u	t	5©	x	:	o	n	a	im	e	ra	it	b	ie	n	q	ue	ça	fa	sse	s	-	x	c	’est-à	-d	ire	y	-i-e	rr(x	©	y	).	
E	n	fin	la	lig	n	e	3	c	a	lc	u	le	y	e	y	^	:	on	a	im	e	ra	it	b	ie	n	a	u	ssi	que	ça	fasse	y	-	y	v	c	’est-à	-d	ire	-	e	r	r	(	x	©	y	)	c	o	m	m	e	ç	a	on	ré	c	u	p	é	re	ra	it	e	x	a	c	te	m	e	n	t	l	’e	rre	u	r	c	o	m	m	ise	.	E	n	p	lu	s,	c	o	m	m	e	d	-	-	e	r	r	(	x	©	y	)	=,	on	a	|r/|	^	^	u	lp	(s	)	d	o	n	c	s	e	t	d	n	e	se	c	h	e	v	a	u	c	h	e	n	t	p	as	d	ans	le	u	r	so	m	m	e	.	O	n	a	im	e	ra	it	b	ie	n	,	o	n	a	im	e
ra	it	b	ie	n	...E	n	fa	it	to	u	t	s	’a	rran	g	e	c	a	r	n	o	u	s	a	llo	n	s	p	o	u	v	o	ir	u	tilis	e	r	le	le	m	m	e	de	S	te	r	b	e	n	z	.	Il	s	u	ffit	de	d	is	tin	g	u	e	r	d	e	u	x	cas	:	www.biblio-scientifique.net	136	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	a)	si	X	et	y	so	n	t	de	m	ê	m	e	sig	ne	O	U	si	|y|	<	-y	:	a	lo	rs	|	<	5	<	2	x	et	o	n	p	eu	t	a	p	p	liq	u	e	r	le	le	m	m	e	;	b)	s	in	o	n
:	o	n	a	X	et	y	de	sig	n	es	o	p	p	o	sés	E	T	y	>	^	a	lo	rs	si	y	est	n	é	g	a	tif	x	/	2	.	
O	n	illu	s	tre	ra	e	n	co	re	m	ie	u	x	le	p	ro	b	lè	m	e	p	a	r	ce	s	c	h	é	m	a	:	X	X	i	a	:2	yz	T	l	=s	•^1	•^	2	-X	+y	y	z	est	p	erd	u	i	yi	■yz	-y	O	n	ré	cu	p	è	re	T	e	rre	u	r	-	y	2	.	
A	in	s	i,	X	+	y	=	5	+	i	i	se	lit	:	Jî:2	X	i	X	'-------------------------------	\	+y	T2	yi	=	5	X2	+	y	z	X	i	y	2	est	p	e	rd	u	T2	-\-d	O	n	ré	c	u	p	è	re	T	e	rre	u	r	y	2	2	.4	.4	L	e	s	s	o	m	m	e	s	c	o	m	p	e	n	s	é	e	s	d	’un	n	o	m	b	re	q	u	e	lc	o	n	q	u	e	d	e	flo	tt	a	n	ts	L’id	ée	de	cet	a	lg	o	rith	m	e	,	d	it	de	s	o	m	m	a	tio	n	en	cascad	e	,	est	d	’a	d	d	itio	n	n	e	r	d	an	s	u	n	a	c	c	u	m	u	la	​	T3	O	c
3	Û	kD	O	te	u	r	les	e	rre	u	rs	p	u	is	les	a	d	d	itio	n	n	é	e	à	la	p	se	u	d	o	-so	m	m	e	à	la	fin	.	C	ette	id	ée	a	été	p	u	b	lié	e	p	a	r	M	ic	h	è	le	PiCHAT	en	1972	d	a	n	s	u	n	m	é	m	o	ire	de	m	a	îtris	e	et	s	im	u	lta	n	é	m	e	n	t	p	a	r	A	rn	o	ld	N	e	u	-	MAiER	et	e	n	su	ite	g	é	n	é	ra	lisé	en	2008	p	a	r	S	i	e	g	f	r	i	e	d	M	.	R	u	m	p	,	T	a	k	e	s	h	i	O	g	i	t	a	et	S	h	i	n	’I	c	h	i	O
iSHi.	L’id	ée	tie	n	t	en	u	n	p	e	tit	d	e	s	sin	:	rs]	(S)	Xi	X2	^3	X4	e\	^2	^3	^4	CT	>•	O	CL	Xo	U	V	o	yo	ns	to	u	t	de	su	ite	u	n	e	xe	m	p	le	.	O	n	v	e	u	t	e	ffe	ctu	e	r	la	so	m	m	e	en	b	i	n	a	r	y	6	4	de	xi	=2^^	etX2	=	-(2^^-2).	Q	u	e	v	a	u	t	la	so	m	m	e	exacte	(sa	n	s	m	a	c	h	in	e	c	a	r	la	m	a	c	h	in	e	se	tro	m	p	e	...)	?	www.biblio-scientifique.net	xq	=	2^^	-	1,	137
Thèmes	mathématiques	>53	-(254-2)	253-1	-1	En	P	y	th	o	n	:	d	e	f	Fast2Sum(a,b)	i	f	a	>=	b:	def	P	ic	h	a	t(lis	te	)	:	s	=	a	+	b	Z	=	s	-	a	r	e	t	u	r	n	(	s	,	b	-	z)	e	ls	e	:	r	e	t	u	r	n	Fast2Sum(b,a)	:	accS	=	0	accE	=	0	fo	r	k	in	lis	t	e	:	s	,e	=	Fast2Sum(acc5,k)	accS	=	s	accE	+=	e	r	e	t	u	r	n	accS	+	accE	et	o	n	o	b	tie	n	t	:	In	[	1	]	:	P	i	c	h	a	t	(	[	1	.0	/	k	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g
e	(	1,1	0	0	00	1	)])	Out[	1	]	:	12.090146129863427	2	.4	.5	L	a	m	a	c	h	in	e	c	o	m	p	te	en	b	ase	2	C	o	m	m	e	n	t	e	x	p	liq	u	e	r	les	ré	su	lta	ts	su	iv	a	n	ts	In	[	2	]	:	s	u	m	(	[0.125	f	o	r	k	i	n	In	[	1	]	:	sum	([0.1	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	!	1	0	0	0	0	0	0	0	0	)]	)	rangedOOOOOOOO)])	0	u	t	[	2	]	:	12500000.0	0	u	t	[	l	]	:	9999999.98112945	■	a	O	c13	Q	y£>	O	D	é	te	rm	in	o	n
s	l	’é	c	ritu	re	de	0	,1	en	b	ase	2.	C	e	n	o	m	b	re	est	égal	à	1/10	en	base	10	c	’est-à	-d	ire	1/1010	en	b	ase	2.	P	o	so	n	s	la	d	iv	is	io	n	:	rsl	1010	(y)	4-J	ai	>CL	O	U	10	100	1000	10000	1010	0,00011	1100	1010	10	www.biblio-scientifique.net	138	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	Ç	a	ne	to	m	b	e	p	as	ju	ste	,	a	lo	rs	q	ue	0	,1	2	5	en	b	ase	2	s’é
c	rit	0,001	e	x	a	c	te	m	e	n	t	c	a	r	il	est	égal	à	l/8	=	2"3.	V	o	ic	i	u	n	p	e	tit	a	lg	o	rith	m	e	p	e	rm	e	tta	n	t	de	c	o	n	v	e	rtir	u	n	n	o	m	b	re	en	base	10	de	v	a	le	u	r	a	b	so	lu	e	in	fé	rie	u	re	à	1	en	base	2.	S	o	it	X	=	fli	X	2	“	^+	«2	X	2	“	^+	«3	X	2	“	^	+	•••	+	X	2	"	l	’é	c	ritu	re	de	x	tel	que	|x	|	<	1	en	b	ase	2	avec	les	fl/	ég	a	u	x	à	0	ou	1.	A	lo	rs	2	x	=	fli	+	fl	2	X	2
“	^+	fl	3	X	2	“	^	H-----	h	fl„	x	2	"	“	^	:	fl]	est	d	o	n	c	la	p	a	rtie	en	tiè	re	de	2	x	.	P	u	is	2	(	2	x	-	fli)	=	fl2	+	fl3	X2	“	^	+	—	i-fl„	x	2	"	“	^	:	fl2	e	s	t	a	lo	r	s	la	p	a	r	t	ie	e	n	t	iè	r	e	d	e	2	(	2	x	-	fl]),...	from	math	im	p	o	r	t	f	l	o	o	r	def	p	e	t	it	s	2	b	its	(x	,n	m	a	x	)	dec	=	a	b	s	(	x	)	a	s	s	e	r	t	dec	<	1	,	b	i	n	=	""	k	=	0	w	h	i	l	e	dec	:	"Le	nombre	d	o	i	t	ê	t	r	e	de	v	a	l	e	u
r	a	b	s	o	l	u	e	<	1"	!=	0	and	k	<	nmax:	a	=	flo	o	r	(	2	*	d	e	c	)	b	in	+=	s	t	r	(	a	)	dec	=	2*	d	e	c	-	a	k	+=	1	return	'0	:'	+	b	in	O	n	re	tro	u	v	e	les	ré	s	u	lta	ts	p	ré	c	é	d	e	n	ts	:	In	[1]	0	u	t[l]	p	e	t	it	s	2	b	i	t	s	(	0	.	12	5	,5	0	)	I	n	[2]	0	ut[2]	p	e	t	it	s	2	b	i	t	s	(	0	.	1,5	0	)	■0:001'	■0:00011001100110011001100110011001100110011001100110'	Il	fa	u	d	ra	d	o	n	c
é	v	ite	r	de	d	iv	is	e	r	des	n	o	m	b	re	s	p	a	r	des	p	u	is	sa	n	c	e	s	de	10	et	p	ré	fé	re	r	les	p	u	is	sa	n	c	e	s	de	2.	2	.4	.6	-O	O	C	a	lc	u	l	d	e	lim	it	e	s	-	In	d	é	t	e	r	m	in	a	t	io	n	s	O	b	se	rv	o	n	s	:	c	n	û	«JD	X	=	le50O	I	n	[5]	0	ut[5]	4	-	X	I	n	[2]	0	ut[2]	1	+	X	in	f	I	n	[6]	0ut[6]	I	n	[3]	0ut[3]	I	n	[4]	0	ut[4]	x**2	in	f	1	/	X	I	n	[7]	0	ut[7]	x**2	nan	x**2	-	In	[1]	tH	O	rsj	ai	>•
Q.	O	U	0	.0	I	n	[8]	0ut[8]	-in	f	F	a	lse	X	*	(x	F	a	lse	O	n	ra	p	p	e	lle	q	u	’u	n	V	F	est	re	p	ré	se	n	té	p	a	r	u	n	b	it	de	signe,	u	n	e	m	a	n	tis	se	(o	u	s	ig	n	ific	a	n	d	e	en	fra	n	g	la	is)	et	u	n	e	x	p	o	sa	n	t	:	V	=	(-1	)^	X	m	X	2'	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	139	L	e	s	fo	rm	a	ts	h	a	b	itu	e	ls	so	n	t	le	b	i	n	a	r	y	3	2	(o	u	s	i	n	g	l	e	m	e	iis	c	’est	a	m
b	ig	u	)	a	vec	(#	E	,#	m	)	=	(8	,2	4	)	et	le	b	i	n	a	r	y	6	4	(o	u	d	o	u	b	l	e	)	a	ve	c	(#	E	,#	m	)	=	(1	1	,5	3	).	P	o	u	r	s	im	p	lifie	r	n	o	s	p	ré	s	e	n	ta	tio	n	s,	o	n	illu	s	tre	ra	so	u	v	e	n	t	n	o	s	p	ro	p	o	s	avec	des	re	p	ré	se	n	ta	tio	n	s	t	o	y	?	p	lu	s	p	e	tite	s,	c	o	m	m	e	p	a	r	e	xe	m	p	le	(#	E	,#	m	)	=	(3	,4	).	L	a	m	a	n	tis	se	d	o	it	d	a	n	s	la	m	e	su	re	d	u	p	o	ssib	le	v	é
rifie	r	1	^	m	<	2	ce	q	u	i	m	in	im	is	e	l	’e	x	p	o	sa	n	t	et	a	p	p	o	rte	p	lu	s	d	’in	fo	rm	a	tio	n	s	.	P	a	r	e	xe	m	p	le	,	e	n	t	o	y	?	:	г;	=	0,01007	x2^	0	=	0,1007	x2“	^	O	=	1,001	x2"^	C	’est	I	n	f	o	r	m	e	n	o	r	m	a	l	e	d	’u	n	V	E	O	n	n	o	te	ra	m	=	1	,	/	.	O	n	ra	p	p	e	lle	q	u	’o	n	p	e	u	t	gagner	de	la	p	la	ce	en	ne	s	to	c	k	a	n	t	p	as	le	signe	de	l	’e	x	p	o	sa	n	t	:	il	s	u	ffit
de	le	tra	n	s	la	te	r	de	-	1	R	e	p	ré	se	n	to	n	s	0	,7	5	ю	en	to	y?	.	
3io	0	,7	5	io	=	^	=	I	I	2	X	2	"	^	=	1	,	IOO	2	X	2	2a^	-	1	'10	L	’e	x	p	o	sa	n	t	sto	cké	e	v	é	rifie	avec	le	d	écalag	e	:	e-(2^"^-l)=E	=	-	lo	e	=	-	l+	3	=	2	=	IO2	A	in	s	i	:	5	(1	b	it)	e	(3	b	its)	0	0	1	0	f	(3	b	its)	1	0	0	O	n	d	o	it	é	g	a	le	m	e	n	t	s’o	c	c	u	p	e	r	des	e	xp	o	sa	n	ts	e	xtrê	m	e	s	q	u	i	ne	c	o	rre	sp	o	n	d	e	n	t	p	as	à	des	fo	rm	e	s	n	o	rm	a	le	s.	■	a	O	c	=3	Q	KD
1-H	O	rsl	N	o	u	s	v	e	n	o	n	s	de	v	o	ir	q	ue	l	’e	x	p	o	sa	n	t	E	,	q	u	i	est	u	n	e	n	tie	r	sig	n	é,	est	sto	cké	s	u	r	#	E	b	its	so	u	s	la	fo	rm	e	e	=	E	+	-	1.	C	o	m	m	e	e	est	u	n	e	n	tie	r	n	a	tu	re	l	sto	cké	s	u	r	#	E	b	its,	il	v	a	rie	en	tre	emin	=	0	et	e	^	a	x	=	2^^	-	1.	P	a	r	e	xe	m	p	le	,	en	toy?,	#	E	=	3	d	o	n	c	е	^	т	=	000	et	e	^	a	x	=	111	=	1000	-	1.	
C	E	P	E	N	D	A	N	T	les	v	a	le	u	rs	e	xtrê	m	e	s	de	E	so	n	t	ré	se	rvé	e	s	p	o	u	r	des	cas	s	p	é	cia	u	x.	C	e	la	d	o	n	n	e	:	03	>.	CL	O	U	Emin	=	(emin	-	+	1)	+	1	=	0	-	2=*-'	+	1+	1=	-2	Emax	=	+	l)	-	1	=	(	2	^	-	1)	-2	=	^	-’	+	1	-	1	=	7	-	4	+	1	-	1	=	3	E	n	effet,	des	p	ro	b	lè	m	e	s	a	p	p	a	ra	is	s	e	n	t	avec	les	fo	rm	e	s	n	o	rm	a	le	s	:	-	o	n	ne	p	e	u	t	p	as	re	p	ré	se	n	te
r	zéro	so	u	s	fo	rm	e	n	o	rm	a	le	;	-	des	n	o	m	b	re	s	d	u	typ	e	0	.0	0	0	...0	0	1	1	x	2^	=	1.1	x	2	“	^^^+h	n	e	so	n	t	p	as	re	p	ré	se	n	ta	b	le	s	so	us	#E	fo	rm	e	n	o	rm	a	le	c	a	r	il	fa	u	d	ra	it	u	n	e	x	p	o	sa	n	t	p	lu	s	p	e	tit	q	ue	Emin-	www.biblio-scientifique.net	140	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	L	a	n	o	rm	e	I	E	E	E	754	a	d	o	n	c	in	tro	d	u
it	les	n	o	m	b	re	s	s	o	u	s	-	n	o	r	m	a	u	x	p	o	u	r	re	m	p	lir	le	v	id	e	q	u	i	e	x	is	​	te	ra	it	en	tre	0	et	le	p	lu	s	p	e	tit	n	o	m	b	re	n	o	rm	a	l.	P	o	u	r	les	s	ig	n	a	le	r	et	les	d	is	tin	g	u	e	r	des	n	o	rm	a	u	x	,	la	n	o	rm	e	im	p	o	se	q	ue	le	u	r	exp	o	sa	n	t	d	é	ca	lé	e	so	it	0	:	em	in	est	d	o	n	c	u	n	e	v	a	le	u	r	réservé	e.	U	n	cas	p	a	rtic	u	lie	r	:	si	e	=	e	,n	in	et	/	=	0,	a	lo	rs	la
n	o	rm	e	ne	c	o	n	sid	è	re	ce	n	o	m	b	re	n	i	c	o	m	m	e	u	n	n	o	m	b	re	n	o	rm	a	l	n	i	c	o	m	m	e	u	n	n	o	m	b	re	s	o	u	s	-n	o	rm	a	l.	C	’est	la	re	p	ré	se	n	ta	tio	n	de	zéro	.	R	e	p	re	n	o	n	s	à	p	ré	se	n	t	u	n	e	xe	m	p	le	c	la	s	s	iq	u	e	:	v	o	u	s	v	o	u	le	z	c	a	lc	u	le	r	u	n	e	n	o	rm	e	N	=	y	/	+	y^	a	ve	c	JC	=	1	X	2^	et	y	=	1,1	X	2^	en	to	y7	.	L	e	s	ca	rré	s	de	ces	n	o	m	b	re	s
p	o	se	n	t	p	ro	b	lè	m	e	:	le	u	r	e	x	p	o	sa	n	t	est	tro	p	g	ran	d	.	O	n	est	d	a	n	s	u	n	cas	de	d	é	p	a	s	s	e	m	e	n	t	ou	ô	’o	v	e	r	f	l	o	w	en	e	n	g	lish	de	s	p	é	c	ia	lité	.	U	n	e	p	re	m	iè	re	id	ée	s	e	ra	it	de	re	m	p	la	c	e	r	x	^	et	y^	p	a	r	le	p	lu	s	g	ran	d	n	o	m	b	re	d	is	p	o	n	ib	le	1,111	x	2"^	so	it	:	s	(1	b	it)	0	A	lo	rs	jc^	p	u	is	y	^	p	u	is	x	^	-I-	y	^	e	(3	b	its)	/	(3	bits)	1	1
1	1	1	1	se	ra	ie	n	t	re	m	p	la	c	é	s	p	a	r	1	,1	1	1	x2	^	O	n	a	u	ra	it	d	o	n	c	N	=	(	l	,	111	x	2^^)	1./2	a	rro	n	d	i	à	1,010	x	2^	ce	q	u	i	est	d	ra	m	a	tiq	u	e	m	e	n	t	fa	u	x.	L	a	n	o	rm	e	in	tro	d	u	it	d	o	n	c	d	e	u	x	in	fin	is	co	d	és	en	t	o	y	7	:	-boo	:	-o	o	:	5	(1	b	it)	0	e	(3	b	its)	/	(3	b	its)	1	0	1	1	0	5	(1	b	it)	0	1	e	(3	b	its)	1	1	1	/	(3	bits)	0	0	0	So	it,	p	lu	s	g	é	n	é	ra	le	m	e
n	t,	e	=	^max	e	i	f	=	0.	O	n	re	tro	u	v	e	a	lo	rs	les	lim	ite	s	h	a	b	itu	e	lle	s	vu	e	s	a	u	lycé	e	:	E	n	fin	la	n	o	rm	e	in	tro	d	u	it	le	NaN	(c	o	m	m	e	d	a	n	s	N	o	t	a	N	u	m	b	e	r	)	d	a	n	s	les	cas	o	ù	le	c	a	lc	u	l	d	e	m	a	n	d	é	est	«	in	d	é	fin	i	».	
U	n	NaN	n	’est	p	as	c	o	m	p	a	ra	b	le	.	T	rie	r	u	n	ta	b	le	a	u	c	o	m	p	o	rta	n	t	u	n	NaN	n	e	pose	d	o	n	c	p	as	de	p	ro	​	b	lè	m	e	.	
■a	O	c	D	Û	O	In	In	In	Out	In	[4	5	]:	Out	[4	5	]:	In	[4	6	]:	Out	[4	6	]:	142]:	X	=	leSOO	143]:	n	=	X	-	X	[4	4	]:	n	>	3	[4	4	]:	F	al	se	n	Гч]	(S)	ai	>O	Q.	R	e	p	re	n	o	n	s	n	os	fo	rm	e	s	in	d	é	te	rm	in	é	e	s	In	[7	1	]:	X	Out	[7	2	]:	nan	In	[7	3	]:	x	*	(	x	-	1)	Out	[7	3	]:	i	n	f	=	le500	U	In	[7	2	]:	x**2	-	X	P	o	u	r	é	v	ite	r	le	N	a	N	,	o	n	lève	l	’in	d	é	te	rm	in	a	tio	n	...	S	e	lo	n
la	IE	E	E	7	5	4	,	u	n	NaN	est	re	p	ré	se	n	té	avec	l	’e	x	p	o	sa	n	t	m	a	x	im	u	m	et	u	n	e	m	a	n	tis	se	n	o	n	n	u	lle	il	y	a	d	o	n	c	to	u	te	u	n	e	fa	m	ille	de	NaN	!	E	n	v	o	ic	i	u	n	e	xe	m	p	le	en	t	o	y	7	:	www.biblio-scientifique.net	141	Thèmes	mathématiques	e	(3	b	its)	/	(3	b	its)	1	1	0	e	f	s	(1	b	it)	1	L	a	m	a	c	h	in	e	tra	ite	d	o	n	c	u	n	e	c	h	a	în	e	de	b	its	O	n	n	o	te
ra	^	V	-	(-1	)^	X0	.	/	X	-	(-1	)^	XO	O	f9^0	-	N	aN	f	^	O	-	V	f^	O	1	...1	a	in	s	i	:	f	=	0	e	=	0	...0	0	.	.	.	0	<	e	<	0	v	=	i-lV	xO	.O	/	=	e	=	l..A	s	1	-	=	0	...0	e	1	0	V	=	(	-	1	)	'^	X1	./	X	=	2	“	"	V	e	p	s	i	l	o	n	de	la	m	a	c	h	in	e	,	c	'e	st-à	-d	ire	le	s	u	c	c	e	s	se	u	r	de	1.	O	n	n	o	te	ra	À	le	p	lu	s	p	e	tit	V	F	n	o	rm	a	l	p	o	sitif.	O	n	n	o	te	ra	p	le	p	lu	s	p	e	tit	V	F	s	o	u	s	-n	o	rm
a	l	p	o	sitif.	O	n	n	o	te	ra	O	le	p	lu	s	g	rand	V	F	n	o	rm	a	l.	O	n	o	b	tie	n	t	a	lo	rs	le	ta	b	le	a	u	s	u	iv	a	n	t	:	Form	at	#E	3	#/	3	Emin	-2	Emax	to	y	?	b	in	3	2	8	23	-126	127	11	b	in	6	4	52	-1	0	2	2	3	1023	Cm	2“	^	=	1	/	8	2-23	1,2	X	10“	"^	2-52	«	2	,	2	x	10"^®	E	x	e	r	c	ic	e	4	3	.	
In	■O	O	[49]:	A	a	P	=1/32	2-126-23	1,111	x	2	^	=	15	«	1,2	X	10“	^^	2-1022	~	1,4	X	10“	"^^	2-1074	=	i	3	,4	x	10^^	(253	_1)21023-52	Si	2,2	X	10“	^°®	^	5	X	10“	^24	«	1,	8	x	1	0	^	®^	2	“	^	=	1/4	2-126	2~^	-	1)	X	a)	C	o	m	m	e	n	t	e	x	p	liq	u	e	r	les	ré	su	lta	ts	s	u	iv	a	n	ts	:	f	=lam	bda	x	:	In	[50	]:	O	ut[50	]:	f	(	le	S	O	O	)	nan	In	[	5	1	]	:	O	ut[	5	1	]	:	f(le
lO	O	)	le	+	5	0	In	f	(	le	l5	0	)	x**2	/	s	q	rt	(x	*	*	3	+	1)	c	n	Q	«JD	[52]:	tH	O	CM	(y)	XI	ai	>•	O	Cl	U	O	v	e	rflo	w	E	rro	r	T	r	a	c	e	b	a	c	k	(most	r	e	c	e	n	t	c	a	l	l	l	a	s	t	)	<	i	p	y	t	h	o	n	-	i	n	p	u	t	-	5	2	-	7	9	7	7	5	d	8	5	f	3	1	a	>	i	n	<	m	o	d	u	le	>	()	--------	>	1	f	(	l	e	l	5	0	)	<	i	p	y	t	h	o	n	-	i	n	p	u	t	-	4	9	-	b	a	3	d	b	a	7	9	9	3	9	6	>	i	n	<	la	m	b	d	a	>	(x	)	--------	>	1	f	=lam
bda	x	:	x	**	2	/	s	q	r	t	(	x	*	*	3	+	1	)	O	v	e	rflo	w	E	rro	r:	(34,	'	N	u	m	e	r	ic	a	l	r	e	s	u	l	t	o	ut	o	f	r	a	n	g	e	'	)	b)	C	o	m	m	e	n	t	é	v	ite	r	le	p	re	m	ie	r	N	aN	?	S	o	lu	tio	n	.	I	e	5	0	0	d	ép	asse	la	ta	ille	m	a	x	im	u	m	s	u	r	64	b	its	don	e	est	égal	à	i	n	f	.	L	e	c	a	lc	u	l	de	f	[	x	)	e	n	tra	în	e	ic	i	u	n	ra	p	p	o	rt	en	tre	d	e	u	x	i	n	f	d	o	n	c	est	égal	à	nan.	www.biblio-
scientifique.net	142	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	P	o	u	r	le	100	o	n	a	la	ré	p	o	n	se	a	tte	n	d	u	e	s	a	c	h	a	n	t	q	ue	le3	00	+	1	=	le30O.	P	o	u	r	le	d	e	rn	ie	r,	c	’est	u	n	e	e	rre	u	r	d	ue	à	u	n	e	m	a	u	v	a	ise	im	p	lé	m	e	n	ta	tio	n	de	la	n	o	rm	e	I	E	E	E	7	5	4	s	u	r	P	y	t	h	o	n	q	u	i	re	n	v	o	ie	u	n	e	e	rre	u	r	p	o	u	r	le	c	a	lc	u	l	de	le	l5	0	*	*	3	m
a	is	a	u	ra	it	d	û	re	n	vo	ye	r	i	n	f	.	2	.4	.7	T	r	o	p	d	e	p	r	é	c	i	s	i	o	n	t	u	e	la	p	r	é	c	i	s	i	o	n	O	n	v	e	u	t	a	v	o	ir	u	n	e	a	p	p	ro	x	im	a	tio	n	de	la	d	é	rivé	e	d	’u	n	e	fo	n	c	tio	n	e	n	u	n	p	o	in	t	d	o	n	n	é	.	O	n	u	tilis	e	la	d	é	fin	itio	n	s	ta	n	d	a	rd	:	d	e	f	d	e	r	i	v	(	f	,	h	,x	)	:	r	e	t	u	r	n	(	f	(	x	+	h)	-	f	(	x	)	)	E	t	p	o	u	r	la	d	é	rivé	e	h	/	:	def	d	e	r	iv	n	(f,x	,h	,n	)	i	f	n	==	0:
return	f(x	)	:	e	ls	e	:	r	e	t	u	r	n	d	e	r	iv	n	(	lam	bda	x	:	d	e	r	i	v	(	f	,	h	,	x	)	,	x	,	h	,	n	-	l	)	R	eg	ard	o	n	s	ce	q	u	i	se	p	asse	p	o	u	r	x	^	e	n	1	:	o	n	d	o	it	o	b	te	n	ir	1,	4	,1	2	,	24,	24	p	u	is	to	u	jo	u	rs	0.	In	[	1	]	:	[	d	e	r	iv	n	(lam	bda	x	:	x	*	*	4	,	1	,	l	e	-	7	,k	)	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	5	)	]	0	u	t[l]:	[1,	4.000000501855902,	12.012613126444194,	-222044.6049250313,
2220446049250.313]	P	re	n	o	n	s	a	lo	rs	u	n	h	p	lu	s	p	e	tit	p	o	u	r	être	p	lu	s	p	ré	c	is	:	In	[	2	]	:	Out[	2	]	:	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	[	d	e	r	iv	n	(lam	bda	x	:	x	*	*	4	,	1	,	l	e	-	8	,k	)	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	5	)	j	[1,	4.000000042303498,	11.102230246251565,	0	.0	,	2	.	22O446O49250313e+16]	In	s	is	to	n	s	:	In	[	3	]	:	0	u	t[3	j:	[	d	e	r	iv	n	(lam	bda	x	:	x	*	*	4	,	1	,	l	e	-	9	,k
)	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	5	)	]	[1,	4.000000330961484,	0	.0	,	0	.0	,	0	.0	]	P	re	n	o	n	s	en	fa	it	u	n	p	lu	s	g	ran	d	h	:	ai	In	[	4	]	:	[	d	e	r	iv	n	(lam	bda	x	:	x	*	*	4	,	1	,	l	e	-	3	,k	)	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	6	)	]	0	u	t[4	]:	>•	O	[1,	CL	U	4.006004000999486,	12.024014000244776,	24.03599941303014,	24.001245435556484,	-2.4424906541753444]	C	’est	d	é	jà	m	ie	u	x	.	E	n
s	u	ite	o	n	se	so	u	v	ie	n	t	q	u	’il	fa	u	t	é	v	ite	r	les	d	iv	is	io	n	s	p	a	r	des	p	u	is	sa	n	c	e	s	de	10	et	p	ré	fé	re	r	les	p	u	is	sa	n	c	e	s	de	2	:	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	In	[	5	]	:	0	u	t[5	]:	143	[	d	e	r	iv	n	(	lam	bda	x	:	x	*	*	4	,	k	)	f	o	r	k	in	range(6)]	[1,	4.005863190628588,	12.02345085144043,	24.03515625,	2	4	.0	,	0	.0	]	C	’est	q	u	a	n	d
m	ê	m	e	m	ie	u	x	m	a	is	il	ne	fa	u	t	p	as	exag	érer	:	In	[	7	]	:	0	u	t[7	]:	2	.4	.8	[	d	e	r	iv	n	(lam	b	da	x	:	x	*	*	4	,	1	,	2	*	*	-	2	0	,k	)	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	6	)	]	[1,	4.000005722045898,	1	2	.0	,	0	.0	,	268435456.0,	-844424930131968.0]	D	e	s	s	u	je	t	s	d	e	B	a	c	d	a	n	g	e	r	e	u	x	L	e	su	je	t	d	u	B	a	c	S	des	C	e	n	tre	s	É	tra	n	g	e	rs	2012	fa	it	é	tu	d	ie	r	la	su	ite	(vu	d	an
s	B	V	A	P	M	E	P	507)	d	é	fin	ie	s	u	r	N	\	{0}	p	a	r	:	dx	ln	=	Jo	O	n	o	b	tie	n	t	p	a	r	in	té	g	ra	tio	n	p	a	r	p	a	rtie	s	:	1	1	n+1	In+2	—2^	2	E	n	c	lasse	,	il	est	s	o	u	v	e	n	t	d	e	m	a	n	d	é	de	d	e	v	in	e	r	le	c	o	m	p	o	rte	m	e	n	t	de	la	su	ite	en	o	b	se	rv	a	n	t	les	p	re	m	ie	rs	te	rm	e	s	:	d	e	f	bac(n)	:	i	f	n	==	1:	r	e	t	u	r	n	0	.5	*	(	e	x	p	(	l	.	)	-	1	.	)	r	e	t	u	r	n	(0	.5	*	(	e	x	p	(	l
.	)	-	(n	-	1)	*	bac(n	-	2	)	)	)	In	[	1	]	:	TD	O	c13	û	Ю	O	ГМ	>	Q.	O	U	[(2	*	k	+	l,	b	a	c	(	2	*	k	+	1	))	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(3	0	)]	0	u	t[l]:	[	(	1	,	0.8591409142295225),	(3	,	0	.	5	)	,	(5,	0.35914091422952255),	(7,	0.2817181715409549),	(9,	0.2322682280657029),	(11,	0.197799773901008),	(13,	0.17234227082347453),	(15,	0.15274501846520083),	(17,
0.13718076650791589),	(19,	0.12451401565827958),	(21,	0.11400075764672679),	(23,	0.10513258011552784),	(25,	0.09754995284318846),	(27,	0.09099152726807258),	(29,	(31,	(33,	(35,	(37,	(39,	(41,	(43,	(45,	(47,	(49,	(51,	(53,	(55,	(57,	(59,	0.08525953247650642),	0.0802479270819263),	0.07517408091870181),	0.08118153861159172),
-0.1021267807791284),	3.299549749032962),	-64.63185406642971),	1358.6280763092534),	-29888.458537889346),	687435.9055123692),	-16498460.373155948),	412461510.6880396),	-10723999276.52989),	289547980467.66614),	-8107343453093.293),	235112960139706.84)]	d	o	n	c	la	su	ite	o	s	c	ille	en	tre	-i-oo	et	-	o	o	...	p	o	u	rta	n	t	la	su	ite
est	d	é	c	ro	issa	n	te	et	à	v	a	le	u	rs	p	o	sitiv	e	s	si	l	’o	n	é	tu	d	ie	la	d	é	fin	itio	n	de	la	su	ite	so	u	s	fo	rm	e	in	té	g	ra	le	;-)	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	144	2.4.9	Prolongements	Pour	explorer	plus	avant	Tarithmétique	des	flottants	et	des	intervalles,	des	références	ont	été	données	en	bibliographie	:	-	des
pages	personnelles	très	riches	:	[Kahl4],	[dD14],	[Goul4]	;	un	article	de	référence	sur	le	mauvais	traitement	des	flottants	par	Java	:	[KD98]	;	les	articles	historiques	introduisant	les	théorèmes	cités	dans	ce	chapitre	:	[Ste73],	[Pic72]	;	La	référence	pour	comprendre	l’arithmétique	des	flottants	:	[MBdD^	10]	;	un	article	qui	résume	l’essentiel	:	[Gol91].
2.5	Les	nombres	complexes	2.5.1	Les	c	o	m	p	le	x	e	s	c	o	m	m	e	cou	ple	s	de	réels	Une	première	idée	est	de	construire	les	complexes	comme	des	couples	de	réels.	On	définit	pour	cela	une	classe	la	plus	basique	possible	avec	un	opérateur	alg	pour	afficher	la	forme	algébrique	:	class	cplx:	def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	pa	rt	ie	_	re	el	le	,p	a	r	ti	e	_i	m	a	g	in	a	ir	e)	s
e	l	f	.	r	=	p	a	r	t	i	e	_	r	e	e	ll	e	s	e	l	f	.	i	=	partie_imaginaire	def	a	l	g	(	s	e	l	f	)	:	return	s	t	r	(	s	e	l	f	.	r)	+	:	+	'+	str(self.i)	+	'	(	i	)	'	Par	exemple	:	In	[1]	In	[2]	ut[	]	0	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	(S)	ai	>•	CL	O	U	2	Z	=	cplx(3,2)	z.algO	■	3	+	2(i)'	On	peut	alors	définir	addition	et	multiplication	en	utilisant	les	opérateurs	de	base	de	Pyth	on	.	On	pourrait,	si
nécessaire,	ne	travailler	qu’avec	les	rationnels	définis	dans	une	section	précé​	dente	et	utiliser	alors	les	opérateurs	spécifiques	qui	avaient	été	introduits.	def	cso	m(	zl,	z	)	:	return	c	p	l	x	(	z	l	.	
r	+	z	.	r,	z	l	.	i	+	z	.i	)	def	c	p	r	o	d	(	z	l	,	z	)	:	return	c	p	l	x	(	z	l	.	r	*	z	.	r	-	z	l	.	i	*	z	.	i	,	z	l	.	r	*	z	.	i	+	z	l	.	i	*	z	.r)	2	2	2	2	2	2	2	On	vérifie	qu’il	existe	bien	un	complexe	dont	le	carré	vaut	-1	:	In	[1]	In	[2]	ut[	]	0	2	z	l	=	cplx(	,l)	cprod(zl,zl).alg()	+	(i)■	0	■	-	1	0	On	définit	le	conjugué	:	def	conj(z)	:	return	c	p	l	x	(	z	.	r	,	z	.i.	Par	exemple	:	www.biblio-
scientifique.net	2	145	Thèmes	mathématiques	In	[1]	In	[2]	ut[	]	0	2	=	cplx(3,4)	c	p	r	o	d	(	z	,c	o	n	]	(	z	)	)	.	a	l	g	(	)	■	25	+	0	(	i	)	'	Z	Pour	le	module,	on	utilisera	l’opérateur	sq	rt	du	module	math	de	P	y	t	h	o	n	:	def	cmod(z)	:	return	s	q	r	t	(	z	.	r	*	z	.	
r	+	z	.	i	*	z	.	i	)	On	précise	à	P	y	th	o	n	qu’on	prend	la	partie	réelle	de	z-~z	même	si	l’on	sait	que	la	partie	imagi​	naire	est	nulle	pour	pouvoir	utiliser	sq	rt	sur	un	objet	de	type	réel	et	non	pas	complexe.	In	[3]:	cmod(z)	0ut[3]:	5.0	In	[1]:	from	math	import	sqrt	In	[2]:	Z	=	c	p	l	x	(	3	,4)	On	peut	également	définir	l’inverse	d’un	complexe	non	nul	et	donc	une
division	:	def	cinv(z)	:	i	f	z	==	c	p	l	x	(	,	)	:	ra	is	e	ZeroDivisionError	return	c	p	l	x	(	z	.	r	/	(cmod(z))**	,	-	z	.	i	/	(cmod(z)**	)	)	0	0	2	2	def	c	d	i	v	(	z	l	,	z	)	:	return	c	p	r	o	d	(	z	l	,	i	n	v	(	z	)	)	2	2	Par	exemple	:	In	[1]	In	[2]	ut[	]	0	•a	2	In	[3]:	c	pr	o	d	(z,	ci	nv	(z	))	.	a	l	g	O	0ut[3]	:	■	l.O	-h	O.O(i)	■	z	=	cplx(l,l)	cinv(z).alg()	■	0.5	-h	-	0	.5	(	i	)	■	Il	y	a	cependant
quelques	petits	problèmes	avec	le	calcul	des	inverses	dès	qu’on	s’approche	trop	de	zéro	:	O	c	13	û	Ю	tH	O	(N	In	[1]	In	[2]	ut[	]	0	2	z	=	cp	lx(l,le-	)	cinv(z).alg()	■	-H	-	le	-	08	(i	)	■	In	[3]:	c	p	r	o	d	(	z	,	c	i	n	v	(	z	)	)	.	a	l	g	(	)	0	u	t	[	3	]	:	■	l.O	+	0	.	0	(	i	)	■	8	1	.	0	xz	DI	>Q.	O	U	2.5.2	Les	c	o	m	p	le	x	e	s	c	o	m	m	e	matri	ces	Notons	U	=	(q	j)	et	J	=	(Ç	-Q^).	On
vérifie	aisément	que	=	-U	et	=	U.	On	considère	l’ensemble	des	matrices	obtenues	par	combinaisons	linéaires	de	U	et	J.	Elles	sont	de	la	forme	Z	=	aU	+	b]	=	[^	avec	a	et	b	des	réels.	Appelons	ces	matrices	cellules	et	Gleur	ensemble.	
On	peut	demander	aux	élèves	de	comparer	(2	et	C.	On	peut	alors	définir	les	opérations	sur	les	nombres	complexes	à	partir	des	opérations	sur	les	matrices.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	146	Nous	reprendrons	les	notations	et	les	opérations	matricielles	introduites	à	la	section	1	page	78	pour	définir	une
nouvelle	classe	de	nombres	et	les	opérations	introduites	dans	la	section	pré​	cédente	à	partir	des	opérations	sur	les	matrices	:	c	la	s	s	cplx:	def	_i	n	i	t	_(	s	e	lf	,	p	a	r	t	i	e	_	r	e	e	l	l	e	,	p	a	r	t	i	e	_	i	m	a	g	i	n	a	i	r	e	)	s	e	l	f	.	r	=	partie_reelle	s	e	l	f	.	i	=	partie_imaginaire	:	def	m	c	p	lx	(	s	e	lf	)	:	return	(U	*	s	e	l	f	.	r	)	+	(J	*	s	e	l	f	.	i	)	def	a	l	g	(	s	e	l	f	)	:	return	s	t
r	(	s	e	l	f	[	]	[	]	)	+	’	+	•	+	s	t	r	(	s	e	l	f	[	]	[	]	)	+	'	(	i	)	’	0	0	1	def	add	(	s	e	l	f	,	other)	:	return	s	e	l	f	.mcplx()	+	o	t	h	e	r	.	mcplx()	def	mul	(	s	e	l	f	,	other)	:	return	s	e	l	f	.mcplx()	*	o	t	h	e	r	.	mcplx()	0	def	mconj(self)	:	return	U	*	s	e	l	f	.	r	+	J	*	-	s	e	l	f	.	i	Par	exemple	:	In	[1]:	ZI	=	c	p	lx	(	3	,	4	)	,	Z2	=	c	p	l	x	(	l	,	l	)	In	[2]:	ZI	*	Z2	u	t	[	]	:	-1	-7	7	-1	In	[3]:	(ZI	*	Z	2
).a	lg	()	0ut[3]	:	•-1	+	7	(	i	)	‘	0	■a	O	c	D	Û	kD	O	2	In	[4]:	0ut[4]:	Z2.mconj()	1	1	-	1	1	In	[5]:	alg(mconj(Z2))	Out[5]:	+	-l(i)'	■1	rs]	2.6	ai	>•	CL	O	U	Exercices	d’entraînement	Les	corrigés	sont	disponibles	sur	le	site	dunod.com	à	partir	de	la	page	d'accueil	de	l'ouvrage.	Exercice	44.	(Multiplication	du	paysan	russe)	Voici	ce	qu’apprenaient	les	petits
soviétiques	pour	multiplier	deux	entiers.	Une	variante	de	cet	algorithme	a	été	retrouvée	sur	le	papyrus	de	Rhind	datant	de	1650	av.	J.-C,	le	scribe	A	h	m	e	s	affirmant	que	cet	algorithme	était	à	l’époque	vieux	de	350	ans.	11a	survécu	en	Europe	occidentale	jusqu’aux	travaux	de	F	ib	o	n	a	c	c	i	.	
www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	147	Fonction	MULRUSSE(x:	entier	,y:	entier,	acc:entier	)	lenrier	Si	x==	0	Alors	I	Retourner	acc	Sinon	Si	X	est	pair	Alors	I	Retourner	MULRUSSE(x	U	2,	y*2,	acc)	Sinon	Retourner	MULRUSSE((x	-1)	//	2,	y*2,	acc	+	y)	FinSi	FinSi	Que	vaut	acc	au	départ?	Écrivez	une	version	récursive	de	cet
algorithme	en	évitant	l’alternative	des	lignes	5	à	9.	Écrivez	une	version	Python	pour	notre	classe	Bits	Exercice	45.	(Algorithme	de	Karatsouba)	On	s’attaque	d’abord	à	l’algorithme	naïf	de	multi​	plication	en	divisant	la	taille	des	opérandes	par	2	:	B	its	.p	y	def	m	u	l	_	d	i	v	i	s	(	s	e	l	f	,	other)	....	A	l	g	o	:	dichotom	ique	n	a	ïf	de	m	u	l	t	i	p	l	i	c	a	t	i	o	n	opl,	op
=	s	e	lf	.	n	o	r	m	(	)	,	o	t	h	e	r	.	norm()	i	f	o	p	l	.	s	i	g	n	e	O	==	:	return	-	(	(	-opl).mul_divis(op	)	)	i	f	op	.signe()	==	:	return	-	(opl.mul_divis(-op	)	)	long	=	max(len(opl),	len(op	))	opl	=	B	it	s	([	0	f	o	r	i	in	range(len(opl)	op2	=	B	it	s	([	0	f	o	r	i	in	range(len(op2)	.....	2	1	2	2	1	2	2	long)]	long)]	opl.bits)	op	.	bits)	2	i	f	long	■a	O	c	n	û	mO	=	(long	+	1)	»	ml	=	long	»
1	#	i	e	//	2	1	O	ГМ	ai	>Q	.	O	U	x0	xl	y0	yl	=	=	=	=	B	i	t	s	([0]	B	i	t	s	(	[0]	B	i	t	s	(	[0]	B	i	t	s	(	[0]	p	pl	p	p3	=	=	=	=	x	.mul_divis(y	)	xl.	m	u	l_	d	iv	is	(y	)	x	.mul_divis(yl)	x	l.m	ul	_d	iv	is	(y	i)	0	2	0	+opl[	+	opl[m0	+	op2[	+	op2[m0	m	]	)	.	norm()	D.normO	m	]	)	.	norm()	D.normO	0	0	0	0	0	z0	=	B	i	t	s	(	p	0	.	b	i	t	s	+	fo	r	i	in	range(0,	ml	«	1)])	z	l	=	B	i	t	s	(	(	p	l	+
p	2	)	.	b	i	t	s	+	[0	f	o	r	i	in	range(0,	ml)])	[	0	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	148	z2	=	p3	return	z	0	+	zl	+	z	2	Modifiez	légèrement	le	code	précédent	pour	écrire	la	fonction	correspondant	à	l’algorithme	de	Karatsouba.	Exercice	46.	(Le	Pape	Grégoire	et	les	fractions	continues)	Voici	l’énoncé	d’un	problème
pro​	posé	par	Ernst	Hairer	et	Gerhard	WANNER[voir	HWOO,	p.	78]	:	La	longueur	d’une	année	astronomique	est	de	(Euler	1748)	:	365	jours	5	heures	48’55”	Calculer	le	développement	de	5	heures	48’55”	(mesurés	en	jours)	en	une	fraction	continue	et	chercher	les	réduites	correspondantes.	Le	Pape	Grégoire	XIll	aurait	apprécié	vos	précieux	conseils
pour	la	réforme	de	son	calendrier,	même	si	la	précision	retenue	est	largement	suffi​	sante.	Exercice	47.	(Algorithme	de	MALCOLM-GENTLEMAN)	Expliquez	le	rôle	de	l’algorithme	sui​	vant	:	Algorithme	de	Malcolm-G	entleman	a	—	1.0	¿7-^	1.0	R(R(a	-t-1.0)	-	a)	==	1.0	Faire	a->—	R(2	X	a)	TantQue	I	FinTantQue	R(R(a	+b)-	a)^b	I	b	^	b+	1	TantQue	Faire
FinTantQue	■a	O	c	D	Q	y£>	Retourner	b	qu’on	peut	écrire	en	P	y	t	h	o	n	:	1—	I	O	fM	(y)	xz	DI	>Q.	O	U	def	basel(a)	:	i	f	(a	+	.	)	-	a	!=	return	a	e	ls	e	:	return	b	a	s	e	l	(	1	0	2	.	0	def	base	(a,	b)	:	i	f	(a	+	b)	-	a	==	b:	return	b	e	ls	e	:	return	base	(a,	b	+	2	1	.	:	0	*	a)	2	1	.	)	0	Regardons	la	première	boucle.	On	y	construit	une	suite	{ai)	vérifiant	pour	tout
naturel	i	ai+\	2üi	avec	üq	=	1.0.	Une	récurrence	immédiate	démontre	que	ai	-	2'	pour	tout	entier	naturel	i	et	notre	boucle	ne	s’arrête	jamais	et	pourtant	:	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	149	In	[2];	2**53	Out[2]:	9007199254740992	In	[1]:	base	l(l	.O	)	Out[1]:	9007199254740992.0	3	Le	n	o	m	b	r	e	tt	3.1	L	’approximation	de	ti	de
Nicolas	De	Cues	Nicolas	De	Cues,	cardinal	allemand	du	siècle,	s’est	beaucoup	intéressé	aux	mathéma​	tiques.	
En	1450,	il	publie	De	Quadratura	circuli	qui,	comme	son	nom	l’indique,	étudie	le	pro​	blème	de	la	quadrature	du	cercle.	
En	voici	une	version	simplifiée	mais	suivant	le	même	principe	:	on	«	cale	»	des	polygones	ré​	guliers	de	2"	côtés	et	de	périmètre	2	entre	deux	cercles.	
On	a	alors	:	2	iih	n	^	2	^	27tr„	c’est-à-dire	:	1	1	Thfi	T	“	Il	reste	à	trouver	une	relation	donnant	rn	et	D	•a	O	c	13	Q	'■D	O	(N	XI	D3	>Q.	O	U	Notons	AB	un	côté	du	polygone	régulier	de	2"	côtés	de	périmètre	2	et	de	centre	O.	Comme	EF	=	^	alors	EF	est	le	côté	du	polygone	suivant.	Ainsi	OD	=	r„,	OG	=hn,	OE	=	r„+i,	OC	=	h„+i	Comme	OC	=	alors	h	n	.,
=	+	hfi	Ensuite,	ODE	est	rectangle	en	E,	on	peut	faire	démontrer	en	2^	que	OE^	=	OH	x	OD	et	donc	que	^n+l	—\/	^n^n+1	www.biblio-scientifique.net	150	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	On	part	d’un	carré	de	périmètre	2	donc	de	côté	On	a	donc	ho	=	^	etro	=	Le	problème,	c’est	que	nous	ne	travaillons	pas	en	précision	infinie.	En
chargeant	le	module	sys,	on	a	accès	à	la	commande	f	l	o	a	t	_	i	n	f	о	.	e	p	s	i	l	o	n	qui	donne	la	différence	entre	.	et	le	flottant	suivant	le	plus	proche.	1	0	»	>	from	sys	import*	>	»	flo	a	t_	in	fO	.e	ps	il	o	n	2.2204460492503136-16	On	peut	donc	définir	une	fonction	qui	déterminera	à	partir	de	quand	deux	flottants	seront	considérés	comme	égaux	par	le
système	:	def	pseudo_egal_float(a,	b)	:	return	abs(a	-	b)	Si	l’on	n’y	prête	pas	attention,	on	peut	arriver	à	des	résultats	surprenants	:	»	>	pseudo_egal_float(.	1	+	.1	+	.1	,	0.3)	T	rue	»	>	.14-	.1-1-	.1	==	0.3	False	»	>	3	*	0.1	==	0.3	False	»	>	4	*	0.1	==	0.4	T	rue	»	>	104-float_info.epsilon-10	0	.	0	>	»	-i-f	loa	t_i	nfo	.	e	p	s	i	l	o	n	2	.	220446049250313e-16	»
>	10-i-10*float_inf	O	.	e	p	s	i	l	o	n	-	10	1	.	7763568394002505e-15	1	-	1	Car	en	plus,	le	processeur	compte	en	binaire...	
Ces	dangers	étant	écartés,	construisons	eues	(	)	:	"O	O	c	=3	Q	Ю	O	(N	def	cuesO	:	h	=	1/4	г	=	sqrt(2)/4	compteur	=	while	not(pseudo_egal_float(	/	h	,	/	r	)	)	:	h	=	(r-i-h	г	=	s	q	r	t	(	r*h)	compteur	-i-=	return	/	r	,	/	h	,	/h-l/r,compteur	0	1	xz	DI	>Q	.	O	U	1	)	/	2	1	1	1	1	Alors	on	obtient	15	bonnes	décimales	en	25	itérations...Mais	cela	suppose	de	pouvoir
calculer	des	racines	carrées	avec	assez	de	précision...	»	>	cuesO	(3.1415926535897927,	3.141592653589793,	4	.	440892098500626e-16,	25)	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	3.2	151	Approximation	de	ti	et	calcul	approché	d'intégrale	On	s’intéresse	à	Tintégrale	sur	[0,	1]	de	la	fonction	/	:	V	l-	car	bien	sûr	tt	=	4	/	f[t)dt.	JO	from	math
import	s	q	r	t	,	p	i	def	f	(	t	)	:	return	s	q	r	t	(	l	-	t	*	*	)	2	Un	problème	demeure	:	comment	calculer	une	approximation	de	cette	intégrale	?	Pour	un	traitement	plus	complet	des	méthodes	d’intégrations	numériques,	on	pourra	se	ré​	férer	à	la	section	6	page	205.	3	.	2	.1	M	é	t	h	o	d	e	des	re	ct	a	ng	le	s	C’est	la	plus	grossière	:	def	i	nt	_	re	c	_	d	ro	it	e(	f,a	,b	,N
)	:	def	int_rec_gauche(f,a,b,N)	5	=0	5	=0	t	=	a	dt	=	(b-a)/N	while	t	<	b:	S	+=	f	(	t	)	*	d	t	t	+=	dt	return	S	t	=	a	dt	=	(b-a)/N	while	t+dt	<	b:	5	+=	f(	t+	d	t)	*d	t	t	+=	dt	return	5	Il	semble	falloir	2^^	itérations	pour	obtenir	trois	bonnes	décimales	de	tt.	•a	O	c	13	Q	y£>	1—	I	In	[5]:	for	k	in	range(15)	:	p	r	i	n	t	(	p	i	-	4*int_rec_gauche(f,	0	,	l	,	2	*	*	k	)	)
3.141592653589793	1.409541846020916	0.6458835854873524	0.3017735092326199	0.14333961576205168	0.06899023071266264	0.033545740810107194	0.016436861193178665	0.008099570632563058	0.004007750870138604	0.0019890120507732867	0.0009892506783506505	0.0004927672320342857	0.0002457266651032519
0.00012263106339993612	O	r\i	3.2.2	CT	>•	CL	O	U	M	é	t	h	o	d	e	des	t	r	a	p	è	z	e	s	def	in	t	_	t	r	a	p	(	f	,	a	,	b	,N	)	:	5	=	0	dt	=	(b-a)/N	fo	r	k	in	range(N)	:	5+=(f(a+k*dt)+f(a+(k+l)*dt)	)*dt/2	return	5	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	152	In	[7]:	fo	r	к	in	range(15)	:	p	r	i	n	t	(	p	i	-	4*int_trap(f,0	,l,2	*	*	k	))
1.1415926535897931	0.4095418460209159	0.1458835854873528	0.05177350923261992	0.01833961576205212	0.006490230712662637	0.0022957408101085264	0.0008118611931777764	0.00028707063256350196	0.0001015008701394926	3.58870507768394e-05	1.268817834665370-05	4.4859820356180080-06	1.58604011746277250-06
5.607508928306970-07	Pour	plus	de	précision,	on	pourrait	être	tenté	de	prendre	un	plus	petit	arc	de	cercle,	disons	entre	^	et	en	utilisant	encore	/	.	En	effet,	la	fonction	n’étant	pas	dérivable	en	1,	on	a	un	peu	peur	que	cela	crée	des	perturbations.	Et	intuitivement,	on	se	dit	qu’en	limitant	l’intervalle	d’intégration,	on	devrait	limiter	l’ampleur	de
l’approximation.	In[	]	fo	r	к	in	range(15)	:	p	r	i	n	t	(pi	*	(	i	n	t	_	t	r	a	p	(	f	,	,	l	/	,	**k)	-	sqrt(3)/8))	8	1	2	0	2	2	0.14159265358979312	0.035893249610888134	0.009008728472729821	0.0022544939728321722	0.0005637697200326919	0.00014095159728411133	3.52384727166921150-05	8.80965402183520-06	2.20241574577784150-06
5.5060407389007080-07	1.37651026577145790-07	3.44127588647324960-08	8.6031821666665560-09	2.15078577170402240-09	5.377085443569740-10	On	a	utilisé	des	segments	de	droite	horizontaux,	des	segments	de	droite	obliques...Et	si	l’on	utilisait	des	segments	de	parabole	:	intuitivement,	cela	colle	plus	à	la	courbe,	cela	devrait	être	plus
précis.	3.2.3	•a	O	c	Q	Ю	O	ГМ	M	é	t	h	o	d	e	de	Simps	on	On	interpole	la	courbe	par	un	arc	de	parabole.	On	veut	que	cet	arc	passe	par	les	points	ex​	trêmes	de	la	courbe	et	le	point	d’abscisse	le	milieu	de	l’intervalle.	Pour	cela,	on	va	déterminer	les	Ci	tels	que	:	(	a	+b	fix]dx	=	Соfia)	+	ci	f	+	c	if	ib	)	/	J	a	■	*->	xz	DI	>Q.	
O	U	soit	exacte	pour	f{x)	successivement	égale	à	1,	x	et	Posons	h	—b	—a	et	ramenons-nous	au	cas	a	=	0.	On	obtient	le	système	suivant	:	co	+	Cl	-b	C2	=	/г	O	+	2	c2	=	h	Cl	-ь	4	с2	=	alors	co	=	C2	=	I	et	Cl	=	f	/(x)dx	=	b-a	f{a)+4f	(a	+	b	www.biblio-scientifique.net	+	f{b)	153	Thèmes	mathématiques	On	subdivise	l’intervalle	d’intégration	et	on	utilise	la
méthode	de	S	im	p	s	o	n	sur	chaque	subdi​	vision	:	def	int_simps(f,a,b,N)	:	S	=	0	t	=	a	dt	=	(b-a)/N	while	t-f-dt	f(t-fdt))	*	d	t	-I-	/	6	1	In	[13]:	fo	r	k	in	range(15)	:	print(pi	*	(i	nt	_	si	m	ps	(f	,	,	l	/	,	**k)	-	sqrt(3)/8))	1	2	0	2	0.0006601149512537319	4.72214266773463e-05	3	.	0824728671774437e-06	1	.	9496909775540416e-07	1.222303502856903e-08	2	7	.
645306610015723e-10	4	.	779110440722434e-11	2	.	9887203822909214e	-12	1.8474111129762605e-13	7.993605777301127e-15	-	4	.	440892098500626e-16	-	1	.	3766765505351941e-14	-	8	.	881784197001252e-15	-	4	.	440892098500626e-16	-	1	.	7763568394002505e-15	On	est	allé	un	peu	trop	loin	:	aller	jusqu’à	2^	suffira.	
Résumons	la	situation	:	p	r	i	n	t	(	■	-'*75)	p	r	i	n	t	(	'	{	:	s}	I	{	:	p	rin	t('-'*75)	2	2	2	2	s>	|	{	:	2	2	s>'	.	format(	'	rectangle	gauche',	'trapeze',	'simpson'))	fo	r	k	in	range(	)	:	p	r	i	n	t	(	"	{	:	1	.	1	6	e	>	I	{	:	1	.	1	6	e	}	|	{	:	1	.	1	6	e	}	"	.	format(\	pi	-	12*(int_rec_gauche{f,	0,	1/2,	2**k)	-	sq	rt	(3	)/8	),	\	pi	-	1	2	*	(	i	n	t	_	t	r	a	p	(	f	,	0,	1/2,	2**k)	-	sq	rt	(3	)/8	),	\	pi	-	12
*(i	nt_simps(f,	0,	1/2,	2**k)	-	sqrt(3	)/8	))	)	1	0	■a	O	c	û	«	JD	1—1	O	rs]	ai	>CL	O	U	On	obtient	un	beau	tableau	:	rectangle	gauche	5	.	7396688649431091e-i-00	2	.	8349313552875461e-H00	1	.	4085277813110586e-i-00	7.0201402039199667e-01	3.5044353292961450e-01	1	.	7508083320207346e-01	8.7505179275115363e-02	4	.	3743780055221393e-
02	2	.	1869687616345779e-02	1.0934293204373891e-02	I	trapeze	1.4159265358979312e-01	3	.	5893249610888134e-02	9.0087284727298211e-03	2	.	
2544939728321722e-03	5	.	6376972003269188e-04	1.4095159728411133e-04	3.5238472716692115e-05	8	.	8096540218352004e-06	2	.	2024157457778415e-06	5	.	5060407389007082e-07	simpson	6.6011495125373187e-04	4.7221426677346301e-05	3	.	0824728671774437e-06	1	.	9496909775540416e-07	1	.	
2223035028569029e-08	7	.	
6453066100157230e-10	4	.	7791104407224339e-11	2	.	9887203822909214e-12	1.8474111129762605e-13	7	.	9936057773011271e-15	www.biblio-scientifique.net	154	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	On	distingue	mieux	cette	fois	la	hiérarchie	des	méthodes	selon	leur	efficacité.	
Nous	n’avons	pas	le	choix	:	il	est	temps	à	présent	d’invoquer	les	mathématiques	pour	préciser	un	peu	ces	observations.	En	fait,	ces	trois	méthodes	sont	des	cas	particuliers	d’une	même	méthode	:	on	utilise	une	interpolation	polynomiale	de	la	fonction	/	de	degré	0	pour	les	rectangles,	de	degré	1	pour	les	trapèzes	et	de	degré	2	pour	Simpson.	On	peut
également	voir	la	méthode	de	Simpson	comme	le	premier	pas	de	l’accélération	de	convergence	de	Romberg	de	la	méthode	des	trapèzes...mais	bon,	laissons	cela	pour	plus	tard.	Nous	allons	nous	contenter	dans	un	premier	temps	d’étudier	l’erreur	commise	par	la	mé​	thode	des	trapèzes.	Nous	avons	juste	besoin	du	théorème	de	Rolle	qui	peut	être	étudié
en	Terminale	à	titre	d’exercice.	On	considère	une	fonction	/	de	classe	sur	un	intervalle	[a,	b]	à	valeurs	réelles.	On	considère	une	subdivision	régulière	de	[a,	b]	et	on	pose	:	b-a	N	où	N	désigne	le	nombre	d’intervalles.	On	cherche	une	fonction	polynomiale	P	de	degré	au	plus	1	telle	que	P{a)	=	f{a)	et	P(ù)	=	f{b).	L’intégrale	de	P	sur	[a,	b]	vaut	J	=	(fi	Soit
Xe]	a,	b[.	On	introduit	la	fonction	définie	sur	[a,	b]	par	:	Xj	=	a	+	j	gxit)	=	f{t)-Fit)	+	k	A	t	-	a	)	{	b	-	t	)	où	le	réel	kx	est	choisi	tel	que	gx(x)	=	0.	La	fonction	gx	est	de	classe	et	s’annule	en	a,	x	et	b	donc	on	peut	appliquer	le	théorème	de	Rolle	sur	]a,x[	et	]x,b[	et	s’annule	donc	sur	chacun	de	ces	intervalle.	On	applique	alors	une	nouvelle	fois	le	théorème
de	Rolle	à	g'^	sur	]a,	b[	et	g”	s’annule	donc	au	moins	une	fois	en	un	réel	Cx	de	]a,b[.	f	'iC	x	)	On	pose	kx	=	—-—	.	On	obtient	finalement	que	pour	tout	x	e]a,	b[,	il	existe	Cx	e]a,b[	tel	que	:	fix)	-P(x)	=	-	{x	-	a){b-	x)	■a	O	c	13	û	'JD	O	fiCx)	2	On	peut	évidemment	inclure	les	bornes	de	l’intervalle.	Soit	M2	un	majorant	de	|/"	|	sur	[a,b].	On	obtient	donc,	par
intégration	de	l’égalité	précé​	dente	:	(N	CT	‘s_	>.	
CL	O	li	M2	12	Q	fix)	dx	-	J	^	—-	i	b	-	a)^	puis,	par	application	de	cette	inégalité	sur	chaque	intervalle	[Xj,Xj+i]	:	U	avec	Jn	=	T	/(a)	N-1	On	obtient	donc	que	quand	N	est	multiplié	par	2,	le	majorant	de	l’erreur	est	divisé	par	4.	
Cela	correspond	en	effet	à	ce	que	nous	observons	avec	P	y	t	h	o	n	:	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	155	>	»	fo	r	k	in	rang	e(l	,15	)	:	p	rin	t(pi-12*(int_trap(f,0	,l/2,2**k)-sqrt(3)/8),	"\t",\	(	p	i	-	*	(	i	n	t	_	t	r	a	p	(	f	,	,	/	,	*	*	(k-	)	)	-	s	q	r	t	(	3	)	/	8	)	)	/	)	1	2	0.035893249610888134	0.009008728472729821	0.0022544939728321722
0.0005637697200326919	0.00014095159728411133	3.5238472716692115e-05	8.8096540218352e-06	2.20241574577784156-06	5.5060407389007086-07	1.37651026577145796-07	3.44127588647324966-08	8.6031821666665566-09	2.15078577170402246-09	5.377085443569746-10	0	1	2	2	1	4	0.03539816339744828	0.008973312402722033
0.0022521821181824553	0.0005636234932080431	0.00014094243000817297	3.5237899321027836-05	8.8096181791730296-06	2.20241350545886-06	5.5060393644446046-07	1.3765101847251776-07	3.44127566442864466-08	8.6031897161831246-09	2.1507955416666396-09	5.3769644292600566-10	Dans	la	colonne	de	gauche	se	trouvent	les
résultats	déjà	calculés.	Dans	la	colonne	de	droite,	le	résultat	de	la	ligne	i	est	celui	de	la	ligne	/	-	1	de	la	colonne	de	gauche	divisé	par	4	:	Terreur	sur	le	majorant	et	sur	le	calcul	lui-même	est	bien	corrélée.	On	peut	démontrer	de	même	qu’avec	la	méthode	de	Simpson,	si	/	est	de	classe	alors	le	majorant	de	Terreur	est	sur	[a,	b],	M4	{	b	-	a	f	2880	N4	avec
M4	un	majorant	de	sur	[a,	b].	Cette	méthode	subtile,	comme	celles	aussi	de	Romberg	o	u	de	Gauss,	sont	efficaces	pour	des	fonctions	régulières	(ici	de	classe	Pour	les	fonctions	plus	«sauvages»,	la	méthode	des	trapèzes	sera	souvent	meilleure.	Cette	fois,	on	obtient	que	quand	N	est	multiplié	par	2,	le	majorant	de	Terreur	est	divisé	par	16.	On	observe
bien	le	même	phénomène	qu’avec	la	méthode	des	trapèzes	:	TJ	O	c	rj	Q	(O	O	r\i	@	OJ	‘s_	>.	CL	O	U	>	»	fo	r	k	in	range(l,9)	:	print(pi-12*(int_simps(f,0	,l/2,2**k)-sqrt(3)/8),	"\t",\	(	p	i	-	1	2	*	(	in	t	_	s	im	p	s	(	f	,0	,	1	/	2	,2	*	*	(	k	-	1	)	)	-sq	rt(3)/8))/16)	4.722142667734636-05	3.08247286717744376-06	1.94969097755404166-07	1.2223035028569036-08
7.6453066100157236-10	4.7791104407224346-11	2.98872038229092146-12	1.84741111297626056-13	4.1257184453358246-05	2.9513391673341446-06	1.92654554198590236-07	1.2185568609712766-08	7.6393968928556436-10	4.7783166312598276-11	2.9869440254515216-12	1.8679502389318266-13	Alors,	sommes-nous	condamnés	à	ne	pas
dépasser	une	précision	de	16	décimales?	Pourtant	on	parle	du	calcul	d’un	milliard	de	décimales	de	tt.	Pourtant,	les	logiciels	de	calcul	formel	dépassent	eux	aussi	cette	limitation.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	156	Pour	cela,	il	faut	repenser	totalement	la	façon	de	calculer	et	réfléchir	à	des	algorithmes
per​	mettant	de	passer	outre	la	limitation	de	représentation	des	nombres.	Mais	ceci	est	une	autre	histoire...	Moralité,	comme	aurait	pu	le	dire	un	contemporain	français	de	Newton,	démonstration	ma​	thématique	et	domination	de	la	machine	valent	mieux	qu'observation	et	utilisation	au	petit	bonheur	ou	encore	les	mathématiques	ne	sont	pas
uniquement	une	science	expérimentale	as​	sistée	par	ordinateur^.	3.3	Le	nombre	tt	et	les	arctangentes	3	.3	.1	Le	nombr	e	tt	e	t	Mac	hi	n	P	y	t	h	o	n	possède	un	module	de	calcul	en	multiprécision	avec	les	quatre	opérations	arithmé​	tiques	de	base	et	la	racine	carrée	:	»	>	from	decimal	import*	#	on	re	g	ie	la	p	r	e	c	is	i	o	n	a	30	c	h	i	f	f	r	e	s	»	>
getcontext	(	).	prec	=	30	#	on	re	n	tre	le	s	nombres	e	n	tre	apostrophes,	comme	des	chaines	»	>	deux	=	Decimal!'2	'	)	»	>	deux.sqrt!	)	Decimal!'1.41421356237309504880168872421')	»	>	getcontext!	)	.prec	=	50	»	>	deux.sqrt!	)	Decimal!'1.4142135623730950488016887242096980785696718753769')	Mais	ça	ne	va	pas	nous	avancer	à	grand	chose
puisque	pour	avoir	15	bonnes	décimales	avec	la	méthode	de	Simpson,	il	nous	a	fallu	dix	millions	d’itérations.	Faisons	un	petit	détour	par	l’histoire...	Tout	commence	à	peu	près	en	1671,	quand	l’écossais	James	Gregory	découvre	la	formule	suivante	:	•a	O	c	13	Q	1—1	O	r\i	ai	‘s_	>.	CL	O	Arctan(x)	=	>	----	;------2fc+l	L’inévitable	Leibniz	en	publie	une
démonstration	en	1682	dans	son	Acta	Eruditorum	où	il	est	beaucoup	question	de	ces	notions	désuètes	que	sont	la	géométrie	et	la	trigonométrie.	Dans	la	même	œuvre,	il	démontre	ce	que	nous	appelons	aujourd’hui	le	critère	spécial	des	séries	alternées	:	Soit	{Un)	une	suite	réelle	alternée.	Si	{\Un\)	est	décroissante	et	converge	vers	0	alors	:	-	^	Un
converge;	U	-	1R„1^	IUn+i	I	où	(R„)	est	la	suite	des	restes	associés	àJ^Un.	On	peut	même	envisager	d’évoquer	une	démonstration	de	ce	théorème	en	terminale	puis​	qu’on	y	parle	essentiellement	de	suites	adjacentes	[voir	par	exemple	RodlO,	p.	53].	1.	Toute	allusion	aux	nouveaux	programmes	du	lycée	ne	serait	que	pure	coïncidence...	www.biblio-
scientifique.net	Thèmes	mathématiques	157	On	en	déduit	donc	que	:	Arctan	(jc)	-	^	k^O	2k+\	<	X	2n+3	2/1	+	3	On	peut	alors	utiliser	P	y	t	h	o	n	pour	déterminer	une	fonction	mini_g	reg	(	a	,	d	)	avec	0	<	a	<	1	2n+3	déterminant	une	valeur	de	n	telle	que	^	10\~d	.	pipy	def	mini_greg(a,d)	:	g	e	t	c	o	n	t	e	x	t	(	)	.	prec	=	d	n	=	ad	=	Decimal(	'	1	'	)	/	D	ec
im	a	l(	s	t	r(	a	)	)	D	=	Decimal!'	l	e	-	'	+	st	r	(	d	)	)	nd	=	ad**3	dd	=	Decimal(	'	3	'	)	fd	=	nd/ad	while	fd	>	D	:	nd	*=	ad*ad	dd	+=	fd	=	nd/ad	n	+=	return	n	+	2	1	2	1	Elle	n’est	pas	très	efficace.	
On	peut	toutefois	remarquer	que	l’inégalité	équivaut	à	‘	2+-	n)	"O	O	c	=3	Q	y£>	O	r\l	03	>.	Q.	O	U	,	1	d	log(2/i	+	3)	l	o	g	-	>	----------------a	n	n	Donc	pour	n	grand,	le	rapport	entre	le	nombre	de	décimales	cherchées	et	le	nombre	de	termes	nécessaires	est	de	l’ordre	de	2log^.	On	peut	établir	les	formules	d’addition	des	tangentes	puis	montrer	que,	a	et	h
étant	deux	réels	tels	que	ah	7^	1,	on	a	,	(	a	+b	arctan	a	+	arctan	b	=	arctan	+	£7T	V1	-	ab,	avec	£	=	0	si	ah	<	1,	£	=	1	si	ah	>	1	et	iï	>	0	et	e	=	-	1	si	flh	>	1	et	a	<	0.	Seul	le	premier	cas	va	nous	intéresser	dans	ce	paragraphe.	
En	1706,	l’anglais	John	Machin	en	déduisit	la	fameuse	formule	:	1	1	JT	4	arctan	—	arctan----=	—	5	239	4	ce	qui	lui	permit	d’obtenir	100	bonnes	décimales	de	Ji	sans	l’aide	d’aucune	machine	mais	avec	la	formule	proposée	par	son	voisin	écossais.	On	appelle	polynômes	de	G	regory	les	polynômes	G„(X)	=	^	2fc+l	Écrivons	une	fonction	g	reg	(	a	,	N)	qui
donne	une	valeur	de	Gn	(a)	:	p	i.	p	y	I	def	greg(a,N)	:	ad	=	Décimal!'	1	'	)	/	D	ec	im	a	l(s	tr(	a	))	www.biblio-scientifique.net	158	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	nd	=	ad	dd	=	Decimal(	'	1	'	)	s	=	nd/dd	fo	r	k	in	range(l,N)	:	nd	*=	Decimal('	-	1	'	)*ad*ad	dd	+=	Decimal(	'	2	'	)	s	+=	nd/dd	return	s	Il	ne	reste	plus	qu’à	l’utiliser	dans	la
formule	de	M	a	c	h	in	pipy	:	def	pi_machin(d)	:	g	e	t	c	o	n	t	e	x	t	{	)	.prec	=	d	rap	=	2*log(5)/log(10)	N	=	in	t(d/rap)+	l	return	4*(4*greg(	5	,	N)	-	g	r	e	g	(239,N))	+	2	Ce	n’est	pas	optimal	car	on	lance	deux	fois	g	reg.	On	récupère	une	approximation	de	ttquelque	part	pour	vérification	et	on	compare	juste	pour	le	plaisir	(enfin	pas	seulement	car	on	a	un
peu	peur	des	erreurs	d’arrondi	!)	:	In	[212]:	PI	-	pi_machin(100O)	Out[212]:	D	é	c	i	m	a	l	e	-2.1	19	0	4	7	4	27	..	.99O1E-1O0O')	En	une	seconde	et	demie,	on	a	mille	bonnes	décimales	de	tt	:	les	voici...	In	[213]:	pi_machin(1000)	Out[215]:	Decimal('3.141592653589793238462643383279...	...2787661119590921642019915')	Pour	d’autres	formules	avec
des	arctangentes,	on	pourra	se	référer	à	un	vieil	article	de	la	revue	PLOT	[Bri91].	3.3.2	•a	O	c	13	Q	y£>	1—	I	O	r\i	gi	>.	O	Q	.	U	D	é	t	o	u	r	par	l’arit	hm	ét	iqu	e	:	«	dissection	»	d	’	un	a	r	c	t	a	n	g	e	n	t	e	On	a	noté	que	plus	le	plus	petit	dénominateur	d’une	formule	à	la	M	a	c	h	in	sera	grand,	moins	il	faudra	d’itérations	(vous	avez	plus	ou	moins	suivi	?).	
On	veut	pouvoir	transformer	un	arctan	en	un	arctan	-i-arctan	^	avec,	on	espère,	a	et	b	plus	grands	que	n.	Or,	en	manipulant	la	fameuse	formule	d’addition	des	tangentes	:	tan(fl)	-ftan(¿?)	1	-	tan(fl)	tan(b)	on	démontre	que,	sous	nos	conditions	de	température	et	de	pression,	comme	déjà	vu	page	précédente	:	tan(fl	+	¿>)	=	1	1	arctan	—-I-	arctan	—=
arctan	a	h	a	+b	^	a	b	-l	puis	a	:	n{a	+	b)	+	1	=	ab	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	159	On	relie	une	somme	et	un	produit	de	a	et	de	b.	Il	fut	un	temps	(maintenant	très	reculé)	où	un(e)	élève	de	lycée	en	déduisait	qu’il	fût	judicieux	d'introduire	un	polynôme	quadratique	dont	a	et	b	fussent	les	racines	:	+1=	-	n{a	+	b)	+	ab	Finalement,
la	dissection	de	l’arctangente	de	revient	à	chercher	a	et	b	tels	que	:	\	=	{a	-	n){b	-	ri)	C’est	donc	un	problème	de	recherche	des	diviseurs	de	l’entier	/7^	+	1.	P	y	t	h	o	n	peut	bien	sûr	nous	y	aider	:	p	i.p	y	def	dissec(n)	:	N	=	n*n+l	L	=	[[1,N],[-1,-N]]	if	n	==	:	L	+=	[[2,N//2],[-2,-N//2]]	e	ls	e	:	f	o	r	k	in	range{3,N//2,2)	:	i	f	N%k	==	0:	L	+=	[[k,N//k],[-k,-
N//k]]	fo	r	j	in	range(	len(	L)	)	:	i	f	n	o	t(	-n	in	L	[	j	])	:	p	r	i	n	t	(	'	Arctan	l	/	’	,	n	,	'	=	Arctan	1	/	'	,	L	[	j	]	[0]+n,'	+	Arctan	/	'	,	L	[	j	]	[l]	+	n	,	e	n	d	=	'\	n	')	%	2	0	1	Par	exemple,	on	a	:	TT	—=	arctan(l)	4	Or	TJ	In	[225]:	d	i	s	s	e	c	(	l	)	Arctan	1/	1	=	Arctan	1/	2	Arctan	1/	1	=	Arctan	1/	3	+	Arctan	1/	3	+	Arctan	1/	2	O	c	3	Û	k1—	D1	O	CM	donc	on	en	déduit,
comme	Hutton	en	1776	:	sz	puis,	comme	:	OJ	’v_	>O	Q	.	U	TT	1	1	—=	arctan	-	+	arctan	4	2	3	In	[226]:	dissec(2)	Arctan	1/	2	=	Arctan	1/	3	Arctan	1/	2	=	Arctan	1/	I	+	Arctan	1/	7	+	Arctan	1/	-3	on	en	déduit	deux	autres	formules	dues	à	Hutton	:	JT	1	1	1	1	—=	2	arctan	-	+	arctan	-	=	2	arctan	—	arctan	4	3	7	2	7	et	on	peut	continuer	ainsi	très	longtemps..
www.biblio-scientifique.net	160	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	On	peut	même	s’amuser	à	«trisséquer	»	les	arctangentes	sous	la	forme	:	1	1	1	1	n	a	b	e	arctan	—=	arctan	—+	arctan	—+	arctan	avec	des	considérations	similaires	pour	arriver	à	la	condition	:	[rr	b	+	c	-	n)	-	{a	-	n){b	-	n){c-	n)	et	c’est	parti	pour	de	nouvelles	formules...
En	voici	quelques-unes	de	célèbres	:	-	12	arctan	3^	+	8arctan	^	-	5	arctan	^	(G	a	u	s	s	)	;	-	6arctan^-h2arctan^	-t-a	r	c	ta	n239	^	(St	ü	r	m	e	r	-	1896).	3.3.3	Calculs	On	s’aperçoit	vite	que	sous	cette	forme,	nos	algorithmes	peuvent	nous	fournir	quelques	mil​	liers	de	décimales	mais	à	partir	de	dix	mille,	il	faut	commencer	à	être	vraiment	patient.	On	peut
tenter	d’accélérer	un	peu	les	choses	en	ne	relançant	pas	plusieurs	fois	g	reg.	On	peut	également	généraliser	la	fonction	pour	l’adapter	à	toutes	les	formules.	p	i.p	y	def	greg(p,C,A)	:	rap	=	2	*	lo	g	l0	(	A	[0	]	)	N	=	int(p/rap)	+	1	s	=	(-1	)	g	e	t	c	o	n	t	e	x	t	(	)	.	prec	=	p	-I-	2	ex	=	[	s	*	D	ec	i	m	a	l(	s	t	r(	C	[j	]))	for	in	range(len(C))	ax	=	[	D	ec	im	a	l(	s	t	r(	A	[
j]))	for	in	range(len(C))	X	=	[	cx	[	j]	/	ax[j]**(2*N	+	1)	for	in	range(len(C))	kx	for	[	ax	[j]	*	ax[j]	in	range(len(C))	sum(X)	/	(2*N	+	)	S	for	k	in	range(2*N	-	1,	0,	-2)	:	X	=	[	-X[j]	*	kx[j]	f	o	r	j	in	range(len(C))	]	S	--=	sum(X)	/	Decimal(str	(k	)	)	return	S	1	■a	O	c	D	Û	y—	A	O	1	Quelques	explications	:	CM	(y)	xz	CTI	>Q	.	O	U	-	on	peut	montrer	que	le	rapport	entre
le	nombre	de	décimales	désirées	et	le	nombre	de	termes	de	la	somme	nécessaires	est	de	l’ordre	de	2logio(	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	Comparons	les	formules	après	avoir	chargé	les	modules	math	et	time	161	:	-	pour	la	formule	de	Machin	:	In	[233]:	%timeit	greg(1000,[	1	6	,	-	4	]	,[	5	,	2	3	9	])	100	loops,	best	of	3:	6.71	ms	per
loop	-	pour	dix	mille	décimales	avec	la	formule	de	Gauss	:	In	[234]:	%timeit	greg(10000,[48,32,-20],[18,57,239])	1	loops,	best	of	3:	238	ms	per	loop	3.4	Méthodes	modernes	En	1975,	Richard	Brent	et	Eugene	Salamin	mettent	au	point	un	algorithme	qui	leur	permet	de	calculer	en	1999	plus	de	200	milliards	de	décimales	de	ti.	Il	est	basé	sur	des	travaux
de	Gauss	et	de	Legendre	et	sur	les	intégrales	elliptiques.	On	se	reportera	à	l’article	que	Jean-Pierre	Demailly	consacre	au	sujet	[Dem08].	Le	principe	est	très	simple	:	oq-	I	V2	1	^0	=	-	puis	:	î	7m“h	h)f	A	1	Alors,	pn	=	^	i^n+l	—\/^n^n>	.	.	^n+1	~	^n+\	^n+l>	^n+1	—	2	Cn+1-	J	est	une	approximation	de	tt.	pipy	TJ	O	c	3	Û	O	Гч]	(S)	gi	>.	Q.	O	U	def
brent(n)	:	d	=	Decimal!'2	'	)	a	=	Decimal!'	1	'	)	u	=	Decimal!'0	.	5	'	)	s	=	u	b	=	s*	d	.	s	q	r	t	!)	c,	k	=	a*a	-	b*b,	fo	r	j	in	range!n)	:	a,	b	=	!a	+	b)*u,	c,	k	=	a*a	-	b*b,	s	=	s	-	c*k	return	d*a*a	/	s	1	!a*b).sqrt!)	*k	2	En	une	seconde,	on	a	presque	6	000	décimales	de	л	et	on	double	le	nombre	de	bonnes	déci​	males	à	chaque	itération...	In	[242]:	PI	-	brent!15)
0ut[242]:	Decimal!'-3.4252257719542	3684791E-6020')	In	[243]:	%timeit	brent!15)	1	loops,	best	of	3:	718	ms	per	loop	www.biblio-scientifique.net	162	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	3.5	Algorithme	de	Plouffe	Le	Canadien	Simon	Plouffe	est	mondialement	connu	pour	son	algorithme	de	calcul	de	la	n-ième	décimale	de	tt	Voici
quelques	éléments	en	Cython	pour	aller	vite	(18	s	pour	le	dix-millionième	caractère	du	développement	en	base	16	de	ir)	en	n’oubliant	pas	au	préalable	de	prévenir	ipython	:	In	[1]:	%load_ext	cythonmagic	puis	il	suffira	de	coller	les	lignes	suivantes	avec	%paste	:	p	lo	u	ffe	.	p	y	%%cython	-a	cimport	cython	cdef	f	l	o	a	t	mod_exp(int	a,	i	n	t	b,	i	n	t	m):	cdef
i	n	t	bb,	P	cdef	long	aa	aa	=	a	bb	=	b	P	=	1	while	bb	>	:	P	=	cython.	
cmod(P	*	(aa**(bb	&	1	==	1))	aa	=	cython.	cmod(aa	*	aa,m)	bb	=	bb	»	return	P	0	,	m)	1	(acython.	cd	iv	isi	o	n	(T	rue)	cdef	f	l	o	a	t	s	l	p	a	r	t	(	i	n	t	n,	i	n	t	k,	i	n	t	j	)	:	cdef	f	l	o	a	t	nu,	de	nu	=	mod_exp(16,	n	-	k,	*k	+	j)	de	=	(k	*	+	j)	return	nu	/	de	1	8	8	.	0	T3	O	c	û	D	O	rM	tH	(acython.	
cd	iv	isi	o	n	(True)	cdef	f	l	o	a	t	s	p	a	r	t	(	i	n	t	n,	i	n	t	k,	i	n	t	j	)	:	cdef	f	l	o	a	t	de	de	=	(((k	«	3)	+	j)	«	((k	+	1	-	n)	«	return	/	de	2	2))	1	.	0	(y)	x:	CTI	>Q.	O	U	cdef	f	l	o	a	t	s	l	(	i	n	t	n):	cdef	f	l	o	a	t	s	cdef	i	n	t	k	s	=	fo	r	k	from	0	1	0	2	.	*slpart(n,k,4)	0	6	2.	www.biblio-scientifique.net	-	1	.	*slpart(n,k,	)	0	5	Thèmes	mathématiques	cdef	f	l	o	a	t	s	(in	t	n):	cdef	f	l	o
a	t	s	cdef	i	n	t	k	s	=	fo	r	k	from	n	163	2	0	.	
0	1	0	2	1	.	*	s	pa	rt	(n	,	k	,	5)	0	2	6	cdef	extern	from	"math.h":	f	l	o	a	t	f	l	o	o	r	(	f	l	o	a	t	r)	cdef	f	l	o	a	t	prem_hexa(float	r	)	:	cdef	f	l	o	a	t	x	X	=	r	-	floor(r)	return	flo	or(16*x)	def	pi	_	p	lo	u	f	fe	(	in	t	n):	cdef	f	l	o	a	t	s	s	=	sl(n)	+	s	(n)	return	hex(int(prem_hexa(s))	)	[	:]	2	2	Voici	le	temps	de	calcul	pour	obtenir	le	dix-millionième	caractère	du	développement	en
base	16	de	TT:	In	[15]:	p	i	_	p	lo	u	ff	e	(10000000)	0ut[15]:	'	'	8	In	[16]:	%timeit	pi_plouffe(10000000)	1	loops,	best	of	3:	18.5	s	per	loop	Et	les	dix-mille	premiers	caractères	du	développement	de	tt	en	base	16	:	■a	o	c	=3	Q	o	r\i	03	>.	Q.	O	u	In	[40]:	'	'	.	jo	in	(	[p	i	_	p	lo	u	f	f	e	(k	)	fo	r	k	in	range(10000)])	Out[40]:	■
3243f6a8885a308d313198a2e03707344a4093822299f31d0082efa98ec4e6c89452821e638d01377be	5466cf34e90c6cc0ac29b7c97c50dd3f84d5b5b54709179216d5d98979fblbdl310ba698dfb5ac2ffd72	C63ad456edf5f457a814551875a64cd3099fl69b5fl8a8c73ee0b5e57368f6c79f4bb7a595926aab49ec	4	P	r	o	b	a	b	ilit	é	s	Remarque.	On	utilisera	dans
toute	cette	section	le	module	numpy.	random	et	non	pas	le	module	random	qui	est	beaucoup	plus	lent.	Attention!	Avec	le	premier,	la	borne	supérieure	n’est	pas	comprise	alors	qu’elle	l’est	avec	le	second.	www.biblio-scientifique.net	164	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	4.1	Pile	OU	face?	On	lance	trois	fois	de	suite	une	pièce	de
monnaie.	On	compte	combien	de	fois	pile	(ou	face)	tombe	:	p	ro	b	a	s	.	p	y	def	p	i	e	c	e	(	n	)	:	T	=	[]	fo	r	k	in	range(n):	X	=	0	fo	r	j	in	ra	nge(3)	:	X	+=	randint(0,2)	T.append(X)	return([	(T.count(i)	/	f	l	o	a	t	(	n	)	)	f	o	r	i	in	range(0,4)	])	sachant	que	:	-	randint	(1	,2)	renvoie	un	entier	aléatoirement	compris	entre	1	et	2	;	-	T.	count	(j	)	compte	le	nombre	de	fois
ou	j	apparaît	dans	la	liste	T.	Par	exemple,	pour	un	million	de	lancers	:	In	[250]:	p	i	e	c	e	(1000000)	0ut[250j:	[0.124758,	0.375741,	0.374742,	0.124759]	m2_	1	En	effet,	Q	(i)«	(1)^	=	1	=	0,125	et	Q	(	ni)i‘	r[¡Y	=	i	=	0,375.	4.2	Tirage	de	boules	dans	des	urnes	On	peut	adapter	sans	problème	ce	programme	à	la	situation	classique	suivante	:	on	dispose	de
trois	urnes,	la	première	contenant	7	boules	blanches	et	4	noires,	la	deuxième	5	blanches	et	2	noires,	la	troisième	6	blanches	et	3	noires.	On	tire	une	boule	dans	chaque	urne	et	on	note	le	nombre	de	boules	blanches	obtenues.	•a	O	c	13	Q	y£>	1—	1	O	(N	xz	CTi	‘s_	>.	CL	O	U	p	ro	b	a	s	.	p	y	def	bo	u	le	s(	n	)	:	T	=	[]	fo	r	k	in	range(n):	X	=	0	X	+=
randint(1,12)	6	et	on	obtient	par	exemple	pour	un	million	de	simulations	:	In	[252]:	bo	ule	s(1000000)	0ut[252]:	[0.03488,	0.217687,	0.444994,	0.302439]	En	effet,	par	exemple,	^	x	|	x	|	0,303	e	t	^	x	|	x	|	0,034.	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	4.3	165	Tirage	de	boules	avec	remise	Simulons	le	tirage	successif	de	quatre	boules	avec
remise	dans	une	urne	contenant	7	boules	blanches	et	3	boules	noires.	Comptons	la	fréquence	des	tirages	contenant	:	-	exactement	deux	boules	blanches	;	-	au	moins	une	boule	blanche.	p	ro	b	a	s	.	
p	y	def	boul	e(	n,n	b):	X=0	for	к	in	range(n):	B	=	0	for	j	in	range(l,6)	:	B	+=	randint(	1	,	1	1	)	Alors	pour	100	000	tirages,	on	obtient	pour	deux	boules	blanches	:	In	[254]:	boule(1000000,2)	0ut[254j:	0.264975	En	effet,	le	tirage	se	fait	sans	remise.	La	probabilité	d’obtenir	(N,	N,	B,	B)	est	:	3	3	7	7	_	441	T	Ô	''Î	Ô	'^	Î	Ô	''Ï	Ô	“	10	000	Les	tirages	de	deux
boules	exactement	sont	les	anagrammes	de	(N,	N,	B,	B).	On	multiplie	donc	le	résultat	précédent	par	21^2!	=6.	6X	441	10	000	0,264	6	Obtenir	au	moins	une	boule	blanche	est	le	contraire	de	n’en	obtenir	aucune	:	In	[255]:	l-boule(lOOOO0O,O)	0ut[255]:	0.992068	TJ	O	C	rj	En	effet	û	Ю	O	1-	—	10	tH	ГМ	XI	OJ	>Q	.	
O	U	4.4	«0,9919	Problème	du	Duc	de	Toscane	Cosme	11	de	Médicis	(Florence	1590-1621),	Duc	de	Toscane,	fut	le	protecteur	de	l’illustre	Gallilée	(né	à	Pise	le	15	février	1564	et	mort	à	Florence	le	8	janvier	1642)	son	ancien	précepteur.	
Profitant	d’un	moment	de	répit	du	savant	entre	l’écriture	d’un	théorème	sur	la	chute	des	corps	et	la	création	de	la	lunette	astronomique,	le	Grand	Duc	lui	soumet	le	problème	suivant	:	il	a	observé	qu’en	lançant	trois	dés	cubiques	et	en	faisant	la	somme	des	numéros	des	faces,	on	obtient	plus	souvent	10	que	9,	alors	qu’il	y	a	autant	de	façons	d’obtenir	9
que	10,	à	savoir	six.	Après	quelques	réflexions,	Galilée	rédigea	un	petit	mémoire	sur	les	jeux	de	hasard	en	1620	expliquant	le	phénomène.	www.biblio-scientifique.net	166	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	p	ro	b	a	s	.	
p	y	def	t	o	sc	a	n	e	(n	):	T	=	n*[0]	fo	r	k	in	range(n):	T[k]	=	randint(1,6)	+	r	a	n	d	i	n	t	(	l	,	)	+	r	a	n	d	i	n	t	(	l	,	)	return	'Obtenir	9	:'	+	s	t	r	(	T	.	count(9)*100.0/n)	+	'%,	Obtenir	10	str(T.count(10)*100.0/n)	+	6	6	Pour	un	million	de	simulations	:	In	[279]:	toscane(lO00O0O)	0ut[279j:	'Obtenir	9	:11.52965	Obtenir	10	:12.4879%'	On	peut	préférer	comparer	les
données	expérimentales	aux	données	théoriques.	p	ro	b	a	s	.	P	y	from	numpy.random	import	randint	from	c	o	l	l	e	c	t	i	o	n	s	import	Counter	from	i	t	e	r	t	o	o	l	s	import	product	nObs	=	144000	#	s	é	r	i	e	s	d	'o	b	se	rva	tio	n	s	de	s	é	r	i	e	s	de	la	n	cers	de	3	dés	sObs	=	lambda	n	:	[sum(	r	a	n	d	i	n	t	(	l	,	7	,	s	i	z	e	=	n)	)	f	o	r	k	in	range(nObs)]	sTheo	=	lambda
n	:	[sum(t)	fo	r	t	in	product(	r	a	n	g	e	(	l	,	7),	repeat	=	n)]	#	d	ic	t	io	n	n	a	ir	e	des	fréquences	de	ces	s	é	r	i	e	s	#	d	ic	o	.it	e	m	s	O	renvoie	la	l	i	s	t	e	des	couples	(	c	l	é	,	valeur)	de	dico	def	pObs(n)	:	s	=	sObs(n)	return	{x:	100*v/len(s)	fo	r	x	,v	in	Counter(s)	.	items()}	def	pTheo(n):	s	=	sTheo(n)	return	{x:	100*v/len(s)	f	o	r	x	,v	in	Co	u	nt	e	r	(	s	)	.it	e	m	s(	)}
TJ	O	c	rj	Q	In	[	]:	p0bs(3)	ut[	]	:	{3	0.5027777777777778,	4	I	.	363888888888889,	5	2.7840277777777778,	6	4.572916666666667,	7	6.838888888888889,	8	9.699305555555556,	9	II.	861805555555556,	10	12.506944444444445,	11	12.460416666666667,	12	11.565277777777778,	13	9.696527777777778,	14	6.9847222222222225,	6	0	O	rsj	JZ	DJ	>O
s_	Q	.	U	6	4.625694444444444,	2.682638888888889,	1.3597222222222223,	0.49444444444444446}	15	16	17	18	In	[7]:	pTheo(3)	0ut[7]:	{3	0.46296296296296297,	4	I	.	3888888888888888,	5	2.7777777777777777,	6	4.62962962962963,	7	.944444444444445,	8	9.722222222222221,	574074074074074,	9	II.	6	www.biblio-scientifique.net	Thèmes
mathématiques	:	:	:	13:	14:	1	0	1	1	1	2	15:	16:	17:	18:	12.5,	12.5,	11.574074074074074,	9.722222222222221,	.944444444444445,	167	4.62962962962963,	2.7777777777777777,	1.3888888888888888,	0.46296296296296297}	6	Lancers	d’une	pièce	et	résultats	égaux	4.5	On	lance	10	fois	de	suite	une	pièce	de	monnaie	et	Гоп	s’intéresse	au	nombre
maximal	de	résultats	consécutifs	égaux.	
On	crée	un	programme	qui	simule	autant	de	séries	de	lancers	que	l’on	désire.	p	ro	b	a	s	.	p	y	def	piece_max(n):	S	=	n*[l]	fo	r	к	in	range!n):	s	=	[]	P	=	[randint(0,	2)	fo	r	z	in	range(lO)]	P	=	0	while	P	<	9:	j	=	P	+	1	while	(P[]l	==	P[p]	and	j	<	9):	i	+=	1	s	.	append(j	-	p)	P	=	i	s	.	so	r	t	(	reve	rse=T	rue)	S[k]	=	s[0]	m	=	sum(5)	/	n	return	'Sur	'+str(n)+'	s	é	r	i
e	s	de	10	la	ncers,	la	moyenne	du	nombre	maximal	de	r	é	s	u	lt	a	t	s	co	nsécutifs	égaux	e	st	'+str(m)	■a	O	c	ГЗ	û	Ю	O	Гч]	(S)	+-I	xz	DI	>•	CL	O	U	-	On	crée	une	liste	S	remplie	de	n	zéros	pour	y	mettre	les	maxima	;	on	boucle	les	essais	;	on	crée	une	liste	s	enregistrant	le	nombre	de	résultats	consécutifs	égaux	;	on	crée	une	liste	P	de	10	lancers	de	0	ou	1
;	tant	qu’on	n’est	pas	au	bout	de	la	liste	p	On	obtient	:	In	[286]:	piece_max(100000)	0ut[286]:	'Sur	100000	s	é	r	i	e	s	de	10	lanc	ers,	la	moyenne	du	nombre	maximal	de	r	é	s	u	lt	a	t	s	consé	cu	tif	s	égaux	est	3.52318'	www.biblio-scientifique.net	168	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	4.6	Le	Monty	Hall	Le	jeu	oppose	un	présentateur	à	un
candidat.	Ce	joueur	est	placé	devant	trois	portes	fermées.	Derrière	Lune	d’elles	se	trouve	une	voiture	et	derrière	chacune	des	deux	autres	se	trouve	une	chèvre.	Il	doit	tout	d’abord	désigner	une	porte.	Puis	le	présentateur	ouvre	une	porte	qui	n’est	ni	celle	choisie	par	le	candidat,	ni	celle	cachant	la	voiture	(le	présentateur	sait	quelle	est	la	bonne	porte
dès	le	début).	Le	candidat	a	alors	le	droit	ou	bien	d’ouvrir	la	porte	qu’il	a	choisie	initialement,	ou	bien	d’ouvrir	la	troisième	porte.	Les	questions	qui	se	posent	au	candidat	sont	:	-	Que	doit-il	faire?	-	Quelles	sont	ses	chances	de	gagner	la	voiture	en	agissant	au	mieux?	On	peut	avoir	deux	idées	contradictoires	:	-	le	présentateur	ayant	ouvert	une	porte,	le
candidat	a	une	chance	sur	deux	de	tomber	sur	la	voiture	;	-	Au	départ,	le	candidat	a	une	probabilité	de	|	de	tomber	sur	la	voiture.	
Ensuite,	s’il	garde	son	choix	initial,	il	a	toujours	la	même	probabilité	^	de	gagner	donc	s’il	change	d’avis,	la	probabilité	qu’il	gagne	est	donc	1	-	|	=	|.	Qui	a	raison	?	p	ro	b	a	s.	
p	y	def	monty(n):	gagne_sans_changer	=	gagne_en_changeant	=	fo	r	j	in	range(n):	voit	ure	=	randint(	,	)	choix	=	randint(	,	)	i	f	choix	==	voiture:	ouverte	=	(voiture	+	+	randint(0,1))	%	3	e	ls	e	:	ouverte	=	+	-	choix	-	voiture	changement	=	+	-	choix	-	ouverte	i	f	choix	==	voiture:	gagne_sans_changer	+=	i	f	changement	==	voiture:	gagne_en_changeant
+=	return	'Gagne	en	changeant	:	'	+	s	t	r	(	.*gagne_en_changeant/n)+'%	sans	changer	:	'+	s	t	r	(	.*gagne_sans_changer/n)+'%'	0	0	0	2	0	2	1	•a	O	c	13	Q	O	ГМ	(y)	0	0	1	1	+	+	2	2	1	1	>.	Q.	O	1	0	0	1	0	0	U	Alors,	pour	100	000	expériences	:	In	[288]:	monty(1000000)	0ut[288]:	'Gagne	en	changeant	66.7266%	Gagne	sans	changer	:	33.2734%'	La	deuxième
option	semble	la	bonne...il	reste	à	le	prouver!	Dressons	un	arbre	en	trois	étapes	:	www.biblio-scientifique.net	Gagne	Thèmes	mathématiques	169	-	Le	candidat	choisit	d’abord	une	porte	de	manière	équiprobable	;	-	Le	présentateur,	sachant	où	se	trouve	la	voiture,	choisit	une	porte	cachant	une	chèvre	;	-	Le	candidat	prend	ensuite	la	décision	de	garder
ou	de	changer	son	choix	initial.	
Nous	en	déduisons	que	:	-	s’il	conserve	son	choix	initial,	la	probabilité	que	le	candidat	gagne	la	voiture	est	:	1	1	1	1	1	—	I—	x	—	=	—	3	2	3	2	3	TJ	O	c	rj	—	X	û	«JD	O	tH	-	s’il	change	son	choix	initial,	la	probabilité	que	le	candidat	gagne	la	voiture	est	:	CM	1	(y)	-	3	XI	OJ	>Q	.	O	U	1	x	l	+	-	3	2	x	l	=	-	3	11	vaut	donc	mieux	pour	le	candidat	changer	son	choix
initial.	4.7	Exercice	d’entraînement	Le	corrigé	est	disponible	sur	le	site	dunod.com	à	partir	de	la	page	d'accueil	de	l’ouvrage.	Exercice	48.	(Le	lièvre	et	la	tortue)	On	rappelle	le	jeu	bien	connu	:	on	dispose	d’un	dé	cu​	bique.	On	le	lance.	Si	un	six	sort,	le	lièvre	gagne	sinon	la	tortue	avance	d’une	case.	La	tortue	a	gagné	lorsqu’elle	a	avancé	six	fois	de
suite.	Quelle	est	la	probabilité	que	la	tortue	gagne	?	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	170	5	R	e	la	t	io	n	s	5.1	Relations	binaires	sur	un	ensemble	5.1.1	b	in	a	ir	e	s	e	t	g	r	a	p	h	e	s	Définition	e	t	représentations	Rappelons	ce	qu’est	une	relation	binaire	sur	un	ensemble	:	On	appelle	relation	binaire	sur
l’ensemble	E	tout	couple	(E,	Notons	“	Jl	(ou	E	ou	f	ou..,)	ce	couple	:	où	est	une	partie	deExE.	On	peut	représenter	une	relation	par	un	diagramme	sagittal	ou	un	dictionnaire	:	Sommet	a	b	c	d	e	5.1.2	en	relation	avec	{a,	b}	{a}	{d,e}	{b}	{}	Re	pré	sen	ta	ti	on	sur	P	y	th	o	n	Avec	Pyth	on,	on	peut	utiliser	également	un	dictionnaire	qui	est	un	type	de
variable	présent	(cf	le	chapitre	1)	:	TD	O	C	=3	Q	R	=	{	'a'	'b'	'c'	•d'	■	e'	:	:	:	:	:	s	e	t	(	[	'	a	',	'	b	s	e	t	(	[	'	a	']),	s	e	t	(	[	'	d	'	,	'e	se	td	'b	'l),	set([])	1	)	,	1	)	,	}	O	(N	x:	ai	‘s_	>.	CL	O	U	Les	sommets	en	relations	avec	un	sommet	donné	sont	donnés	dans	un	ensemble	(de	type	set)	ce	qui	induira	les	opérateurs	permettant	de	le	manipuler	:	>	»	R[	'	a	'	]	s	e	t	(	[	'a	',
'b'])	>	»	R['a']	I	R['c']	s	e	t	(	[	'a	',	'b	',	'e	',	»	>	'b'	in	R[	'	d	'	]	T	rue	'd'])	Voici	quelques	méthodes	utiles	pour	manipuler	les	dictionnaires	:	www.biblio-scientifique.net	Thèmes	mathématiques	»	>	l	i	s	t	(R)	[■	a',	'	c	'	,	'	b	'	,	»	>	len(R)	5	»	>	fo	r	U	in	R:	print	U	'e',	a	c	b	e	d	»	>	f	o	r	U	in	R:	fo	r	V	in	R[u]:	print	u,v	aa	ab	ce	cd	'	d	']	171	b	a	d	b	Il	faudra	garder
en	tête	que	l’affectation	de	structures	complexes	sous	P	yt	h	o	n	est	une	copie	d’adresses	:	il	faudra	donc	utiliser	deepcopy	du	module	copy	pour	copier	un	dictionnaire	en	profondeur	:	147845164	>	»	C	=	deepcopy(R)	>	»	id(C)	149979180	»>	B	=	R	»	>	id(B)	147845164	»	>	id	(R)	Nous	sommes	maintenant	prêts	à	manipuler	les	relations	binaires	sur
un	ensemble.	
5.1.3	C	o	m	p	os	it	io	n	de	relations	Le	graphe	d	e	S	oIRest	l’ensemble	des	couples	(x,	y)	de	E	tels	qu’il	existe	au	moins	un	z	dans	E	tel	que	xOlz	et	zSy.	On	appelle	aussi	cette	relation	«	01	suivi	de	S	».	Voici	une	définition	possible	sur	P	y	t	h	o	n	:	g	ra	p	h	e	s	,	p	y	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	tH	CM	(y)	def	compose(R,S):	.....	R	s	u	i	v	i	de	5	.....	C	=	{}	#	Le	d	ic	t	io	n
n	a	ir	e	de	la	composée	e	s	t	vide	au	départ	fo	r	U	in	R:	#	pour	chaque	sommet	u	de	E	C[u]	=	s	e	t	(	[	]	)	#	U	n	'	e	s	t	encore	en	re	la	t	io	n	avec	personne	par	C	fo	r	V	in	R[u]:	#	pour	chaque	v	t	e	l	que	uRv	C[u]	1=	S[v]	#	uCw	vSw	return	C	On	aura	besoin	de	définir	sur	quel	ensemble	est	définie	la	relation	et	la	relation	identité	sur	cet	ensemble	:	g	ra	p	h
e	s	,	p	y	XI	DI	>•	O	CL	def	ens(R):	return	s	e	t	(	l	i	s	t	(	R	)	)	U	def	i	d	(	E	)	:	D	=	{}	fo	r	in	E:	#	chaque	sommet	u	v	é	r	i	f	i	e	uRu	D[u]	=	s	e	t	(	[	u	]	)	return	D	U	On	en	déduit	une	définition	récursive	de	la	composition	itérée	de	d’une	relation	:	www.biblio-scientifique.net	172	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	g	ra	p	h	e	s	.p	y	def
iter_compo(R,n):	.....	
R'^n	version	re	c	u	r	s	iv	e	.....	i	f	n	==	:	return	id{ens(R))	#	R'^O	=	id	e	ls	e	:	#	sinon	R'^n	=	R.R'^(n-l)	return	compose(R,iter_compo(R,n-1))	0	5.1.4	Propriétés	d	’une	relation	On	vérifie	si	une	relation	est	réfiexive,	c’est-à-dire	que	chaque	élément	est	en	relation	avec	lui-même	:	g	ra	p	h	e	s	.p	y	def	e	s	t	_	r	e	f	l	e	x	i	v	e	(	R	)	:	fo	r	U	in	R:	i	f	not(u	in
R[u]):	#	dès	qu'on	trouve	un	contre-exemple,	on	s	o	r	t	return	False	return	True	#	s	i	on	n	'	e	s	t	pas	déjà	s	o	r	t	i	c	'	e	s	t	que	la	re	la	t	io	n	e	s	t	r	é	f	l	e	x	i	v	e	On	vérifie	qu’une	relation	est	symétrique	c’est-à-dire	que	uOlu	g	ra	p	h	e	s	.p	y	def	est_symetrique(R):	fo	r	U	in	R:	i	f	U	not	in	[R[v]	f	o	r	V	in	R[u]]:	return	False	return	True	On	a	utilisé	une	liste
par	compréhension	pour	plus	d’efficacité.	
Le	test	d’antisymétrie	s’en	déduit	:	g	ra	p	h	e	s	.p	y	■a	o	c	D	Q	kD	1—	1	O	rs]	gi	>•	C	O	l	U	def	est_antisymetrique(R):	fo	r	U	in	R:	i	f	U	in	[R[v]	f	o	r	V	in	R[u]	i	f	v	!=	u	]	:	return	False	return	True	Le	V	!=	Upermet	de	ne	pas	exclure	les	cas	«	uJlu	».	Pour	la	transitivité,	on	utilisera	le	résultat	classique	:	La	relation	Ll	est	transitive	si,	et	seulement	si,	‘Jl^^
Q	Jl.	On	notera	que	l’inclusion	des	ensemble	se	note	def	e	s	t	_	t	r	a	n	s	i	t	i	v	e	(	R	)	:	R2	=	compose(R,R)	fo	r	U	in	R2:	i	f	not(R2[u]	www.biblio-scientifique.net	V:	173	Thèmes	mathématiques	On	rappelle	que	la	fermeture	transitive	d’une	relation	est	notée	et	est	définie	par	|E|	0^"-	=	U	k=l	On	fera	bien	attention	à	Tutilisation	de	deepcopy	:	g	ra	p	h	e	s	,
p	y	def	r_plus(R):	Rp	=	deepcopy(R)	fo	r	k	in	r	a	n	g	e	(	l	,	l	e	n	(	R	p	)	+	l	)	:	Rk	=	iter_compo(R,k)	fo	r	U	in	Rp:	Rp[u]	1=	Rk[u]	return	Rp	Il	s’agit	de	la	plus	petite	relation	transitive	contenant	^	au	sens	de	l’inclusion.	5.2	Graphes	Les	graphes	sont	étudiés	en	utilisant	la	programmation	orientée	objet	dans	le	chapitre	consa​	cré	aux	classes	(cf	page	page
236).	Nous	étudierons	ici	d’autres	algorithmes	et	sans	utiliser	de	classes.	5.2.1	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	ai	>•	CL	O	U	R	e	c	h	e	rc	h	e	de	plus	c	o	u	rt	chemin	Intéressons-nous	tout	d’abord	à	l’algorithme	de	Bellman-Ford,	plus	efficace	et	général	mais	plus	facile	à	programmer.	On	considère	un	graphe	valué	sans	circuit	de	valeur	négative	(ou	circuit
absorbant)	mais	ayant	éventuellement	des	arcs	pondérés	négativement.	On	s’intéresse	à	la	distance	d’un	sommet	particulier,	la	source,	aux	différents	sommets	du	graphe.	On	note	Ti(r')	la	distance	de	la	source	5	à	un	sommet	v.	
Au	départ,	on	pose	tt(s)	=	0	et	pour	tous	les	autres	sommets	du	graphe,	{	)	=	+	.	L’idée	est	que,	pour	tout	sommet	v,	si	passer	par	un	prédécesseur	ude	u	raccourcit	la	distance,	alors	on	remplace	n{u)	par	{	)	+	p{u,	v)	avec	p{u,	v)	la	pondération	de	l’arc	(u,	v).	
La	propriété	de	Bellman	est	donc	la	suivante	:	ti	t	i	u	n{v)	=	min	¡Tiiu)	+	piu,v)\	uer-Hv]	www.biblio-scientifique.net	v	o	o	174	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	Algorithme	Bellman	7T(5)	=	0	Pour	tous	les	somm	ets	du	graphe	s	Faire	I	7T(s)	“^	+00	FinPour	TantQue	Ji	change	Faire	Pour	chaque	arc	{	u	,	v)	de	G	Faire	Si	n	{	v	)	>	n	{	u
)	+	p	{	u	,	v)	Alors	I	T	i	{	v	)	n	{	ü	)	+	p	{	u	,	v]	FinSi	FinPour	FinTantQue	Retourner	tt	Comme	pour	les	relations,	les	graphes	seront	considérés	comme	des	dictionnaires.	Dans	le	cas	qui	nous	occupe,	il	s’agit	de	graphes	valués	:	nous	les	programmerons	donc	comme	des	dictionnaires	dont	les	sommets	font	référence	à	un	«	sous-dictionnaire	».	{	'a	'
{■b'	'	b'	{■a'	{	'a	'	■	c'	■	d'	'e'	■	f■	C:	},	d	'	:	5,	'c	:	1},	■b'	:	1,	d'	:	,	■	c'	:	,	'e	:	},	10,	■	d'	:	,	f	:	3},	:	3,	■	d’	:	5}}	4,	:	4,	:	,	5,	2	8	2	{'b'	{	’	c{'e'	8	2	2	Ainsi,	g	[	'	a	'	]	est	lui-même	un	dictionnaire	:	>»	g['a'	]	{	'	c	'	:	2,	'	b	'	:	4}	»>	g	[	'a	'	['	b'	4	>	»	'	c	'	in	g	[	'	a	'	]	T	rue	1	"O	O	c	13	Q	y£>	1—1	O	r\l	1	Voici	une	traduction	quasi	directe	de	l’algorithme	en
langage	deepcopy:	g	ra	p	h	e	s	,	p	y	DI	>Q.	O	U	from	copy	import	deepcopy	def	bellman_ford(graphe,	source):	.....	Programme	d	i	r	e	c	t	sans	le	s	chemins	.....	pi	=	{}	fo	r	s	in	graphe:	pi	[	s]	=	f	l	o	a	t	(	'	i	n	f	’	)	pilsour	ce]	=	piO	=	{}	0	k=1	www.biblio-scientifique.net	Python	qui	utilise	la	méthode	Thèmes	mathématiques	175	while	pi	!=	p	i	:	piO	=
deepcopy(pi)	f	o	r	U	in	graphe:	f	o	r	V	in	graphe[u]:	i	f	pi[v]	>	pi[u]	+	g	ra	ph	e[	u	][v	]:	pi[v]	=	pi[u]	+	graphe[u][v]	k+=l	return	pi	0	On	a	utilisé	la	possibilité	de	calculer	avec	«	l’infini	»	qui	est	en	fait	programmé	pour	être	un	flottant	suivant	les	propriétés	du	calcul	dans	U.	On	le	note	f	lo	at	{'	in	f	'	).	Rappelons	à	présent	l’algorithme	de	Dijkstra	qui
permet	lui	aussi	de	déterminer	les	plus	courts	chemins	dans	un	arbre	pondéré,	mais	uniquement	dans	le	cas	d’arcs	pondérés	positi​	vement.	Algorithme	D	ijkstra	Début	p	i	^	dictionnaire	vide	7T[début]	=0	Visités-^	liste	vide	Chaîne-^	[début]	X	début	Pour	tout	s	de	X	\{début}	Faire	n(s)	"—	f-oo	chaîne-^	a	FinPour	TantQue	x	fin	Faire	Pour	V	^	Visités
et	voisin	de	x	Faire	7t[v]	^m	in	{ji[i;],7T[x]	+	p{x,	u)}	FinPour	Extraire	un	sommet	n	^Visités	tel	que	n	[	u	]	x-	■O	O	c	n	û	«JD	O	CM	tH	ai	>•	CL	O	=	min{7r[y],	y	^Visités}	Fin	U	P	y	t	h	o	n	permet	de	gagner	un	peu	de	temps	grâce	à	des	petites	particularités	de	traitement	des	dictionnaires.	Voici	même	une	version	récursive	de	l’algorithme.	Pour
trouver	la	clé	correspondant	à	la	valeur	minimale	d’un	dictionnaire,	on	utilise	une	syn​	taxe	très	pythonesque.	Par	exemple,	pour	avoir	le	voisin	le	plus	proche	de	'a’	:	>	»	min	(	g	[	'	a	'	],	key=g	[	'	a	'	].	get	)	'c'	www.biblio-scientifique.net	176	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	De	plus	d	i	c	t	.	g	e	t	(	d	e	,	d	e	f	a	u	t	)
retourne	la	valeur	de	et	d	e	f	a	u	t	sinon.	On	procède	en	trois	étapes	:	d	e	si	elle	se	trouve	dans	le	dictionnaire	g	ra	p	h	e	s	,	p	y	def	a	ffic	h	e_	p	e	res(p	ere	,d	e	p	art,ex	trém	ité	,tra	je	t):	Il	II	II	À	p	a	r	t	i	r	du	d	ic	tio	n	n	a	ir	e	la	l	i	s	t	e	des	On	p	a	r	t	if	extrém	ité	de	som	m	ets	la	fin	==	e	t	des	p	è	re	s	de	du	p	lu	s	c	o	u	rt	chem	in	on	rem	onte	v	e	rs	chaque



le	sommet	tro	u	v	é	.	
d	é	p	a	rt	on	r	e	n	v	o	ie	C	a	lcu	l	du	r	é	c	u	r	s	if.	chem	in.	depart:	return	[depart]	+	tra	je	t	return	(affiche_peres(pere,	else:	depart,	p	ere[ex	trem	ite],	[extrem	ite]	+	t	r	a	je	t)	)	def	p	lu	s_	co	u	rt(g	rap	h	e,etap	e,fin	,v	is	ite	s	,d	is	t,p	e	re	,d	e	p	a	rt):	II	II	II	R	ech	erch	e	v	i	s	i	t	e	s	graphe	é	ta	p	e	de	e	s	t	:	:	le	le	fin	la	:	p	lu	s	une	graphe	sommet	b	u	t	c	o	u
r	te	l	i	s	t	e	du	e	t	é	tu	d	ié	en	t	r	a	j	e	t	v	i	s	i	t	e	s	:	l	i	s	t	e	;	d	ic	tio	n	n	a	ir	e	som	m	ets	:	du	d	e	p	a	rt	:	(	d	ie	t	des	d	e	b	u	t	des	e	t	fin	a	vec	I'a	lg	o	de	D	ijk	s	tr	a	d	ic	tio	n	n	a	ir	e	s	(som	m	et)	de	v	i	s	i	t	é	s	:	:	d	é	p	a	rt	de	a	c	tu	e	lle	som	m	ets)	e	n	tr	e	d	é	p	a	rt	e	t	le	s	c	o	rre	sp	o	n	d	a	n	t	aux	i	n	t)	a	c	tu	e	ls	sommet	(lo	n	g	u	e	u	r	(	l	i	s	t	e	d	is	ta	n	c	e
sommet	p	è	re	s	(	d	ie	t	g	lo	b	a	l	c	o	u	p	le	d	é	jà	m	e	ille	u	r	e	chem	ins	som	m	et	le	d	'é	tu	d	e	som	m	ets	graphe	e	n	tr	e	p	e	re	(som	m	et)	d	ic	tio	n	n	a	ir	e	m	e	ille	u	r	s	R	eto	u	rn	e	des	e	t	(d	ic	tio	n	n	a	ir	e	)	co	u	rs	d	i	s	t	p	e	re	c	h	a	in	e	d	i	s	t	des	som	m	ets	som	m	et)	(som	m	et)	m	in	i	(	in	t	)	,	t	r	a	j	e	t	c	o	rre	sp	o	n	d	a	n	t	(	l	i	s	t	e	so	m	m	ets))	"O	O	c
n	û	«tJH	D	O	CM	(y)	x:	gi	>Q	.	O	U	#	s	i	if	on	a	r	r	iv	e	etap	e	==	return	#	si	c	'e	s	t	m	et	if	#	à	la	d	ist[fin	],	for	la	p	re	m	iè	re	commence	voisin	if	in	voisin	#	on	a	f	f	i	c	h	e	la	d	is	ta	n	c	e	e	t	le	s	p	e	re	s	a	f	fic	h	e	_	p	e	r	e	s	(	p	e	r	e	,d	e	p	a	r	t,	f	i	n	,	[])	d	is	t[	e	ta	p	e	]	len	(v	isites)	on	fin	,	fin:	la	à	==	v	i	s	i	t	e	,	c	'e	s	t	que	à	0	0	:	dist[etape]=	0	t	e	s	t	e	r	le
s	v	o	is	in	s	non	l'é	ta	p	e	a	c	tu	e	lle	e	s	t	le	d	é	p	a	rt	:	v	i	s	i	t	é	s	g	rap	h	e[etap	e]:	not	in	v	isites:	d	is	ta	n	c	e	e	s	t	s	o	i	t	la	d	is	ta	n	c	e	c	a	lc	u	lé	e	précédem	m	ent	s	o	i	t	l	'	i	n	f	i	n	i	d	ist_	v	o	isin	#	on	=	d	i	s	t	.	g	e	t	(	v	o	i	s	i	n	,	f	l	o	a	t	(	'	i	n	f	'))	c	a	lc	u	le	la	n	o	u	v	e	lle	d	is	ta	n	c	e	candidat_dist	=	d	ist[etape]	#	le	s	on	e	ffe	c	tu	e	c	a	lc	u	lé	e	en	p	a	s
sa	n	t	p	a	r	l'é	ta	p	e	+	graph	e[etap	e][v	o	isin	]	changem	ents	s	i	c	e	la	donne	www.biblio-scientifique.net	un	chem	in	p	lu	s	c	o	u	rt	on	T	h	è	m	e	s	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	if	#	on	a	candidat_dist	<	dist_	v	o	isin	:	d	ist[v	o	isin	]	=	pere[voisin]	=	etap	e	reg	a	rd	é	to	u	s	le	s	177	candidat_dist	v	o	is	in	s	:	le	noeud	e	n	tie	r	e	s	t	v	i	s	i	t	é	du	d	é	p	a	rt	visites.ap	p
en	d	(etap	e)	#	on	ch	erch	e	n	o	n_visites	le	sommet	*non	=	d	ic	t((s,	visité*^	le	p	lu	s	p	ro	ch	e	d	i	s	t	.	g	e	t	(	s	,	f	l	o	a	t	(	'i	n	f	')))	for	s	in	graphe	if	s	not	in	v	isites)	noeud_plus_proche	#	on	a	p	p	liq	u	e	p	lu	s	retu	rn	def	ré	c	u	r	siv	e	m	e	n	t	en	key	p	re	n	a	n	t	=	n	o	n	_	v	isites.g	et)	comme	n	o	u	v	e	lle	é	ta	p	e	le	som	m	et	le	p	ro	ch	e	p	lu	s_	co	u	rt(g	ra	p
h	e,n	o	eu	d	-p	lu	s_	p	ro	c	h	e,fin	,v	isites,d	ist,p	e	re,d	ép	a	rt)	d	ij_	re	c(g	ra	p	h	e	,d	e	b	u	t,	f	i	n	)	:	retu	rn	5.2.2	=	m	in(non_visites,	p	lu	s_	co	u	rt(g	rap	h	e,d	eb	u	t,fin	,[],{	}	,[],!)	Coloration	de	graphes	Colorier	les	sommets	du	graphe	simple	non	orienté	G	=	(X,A),	c’est	affecter	une	couleur	à	chaque	sommet	de	sorte	que	deux	sommets	quelconques
adjacents	aient	toujours	des	cou​	leurs	différentes.	Le	nombre	minimal	de	couleurs	nécessaires	pour	colorier	les	sommets	du	graphe	est	appelé	le	nombre	chromatique	du	graphe.	La	coloration	des	sommets	d’un	graphe	est	un	problème	difficile	en	ce	sens	que	si	le	nombre	de	sommets	est	grand	et	si	le	graphe	comporte	beaucoup	d’arêtes,	on	ne
connaît	pas	d’algo​	rithme	performant	pour	déterminer	la	solution	minimale.	On	propose	ici	un	algorithme	glouton	de	coloration	:	à	chaque	étape,	on	choisit	la	meilleure	coloration	pour	le	sommet	considéré	en	espérant	que	globalement	elle	sera	satisfaisante.	
Soit	G	un	graphe	défini	par	un	dictionnaire.	On	codera	les	couleurs	par	des	entiers	dans	l’ordre	croissant.	Considérons	un	sommet	associé	à	une	couleur.	Cherchons	le	prochain	sommet	non	coloré.	On	le	colorie	avec	le	plus	petit	entier	non	utilisé	par	ses	voisins.	On	affiche	ensuite	le	nombre	de	couleurs	utilisées.	TJ	o	c	3	Û	V	'tD	H	g	ra	p	h	e	s	,	p	y	def
co	lo	(g	):	n	=	len(g)	#	nb	de	o	couleurs-dispo	=	(5)	g_	co	lo	r	le	CM	for	Oi	>O	u	Q	.	=	U	in	{}	g:	#	som	m	ets	s	e	t	(range(1	,n+1))	#	d	ic	tio	n	n	a	ir	e	#	pour	chaque	co	u	leu	rs-in	terd	ites	#	on	i	n	t	e	r	d	i	t	g_color[u]	#	retu	rn	on	le	s	des	som	m	et	=	du	s	e	t	(	[g_color[v]	c	o	u	le	u	rs	des	c	e	l	le	qu	i	p	o	r	te	des	c	o	u	le	u	rs	c	o	lo	r	é	s	avec	d	is	p	o	n	ib	le
s	le	u	rs	c	o	u	le	u	rs	graphe	for	v	in	g[u]	if	v	in	g_	co	lo	r])	a	d	ja	c	e	n	ts	=	m	in	(co	u	leu	rs_	d	isp	o	c	h	o	i	s	i	t	ensem	ble	som	m	ets	le	-	co	u	leu	rs-in	terd	ites)	p	lu	s	p	e	t	i	t	num	éro	g	_	c	o	l	o	r	,	m	a	x	(	g	_	c	o	l	o	r	.	v	a	l	u	e	s	!	))	L’ordre	dans	lequel	les	sommets	sont	choisis	a-t-il	une	influence	?	Essayer	avec	un	autre	ordre	en	créant	une	permutation
aléatoire	des	sommets.	On	va	utiliser	m	a	x	(g	.	
v	a	l	u	e	s	(	)	)	qui	donne	la	valeur	maximale	des	valeurs	associées	aux	labels	du	dictionnaire	g.	www.biblio-scientifique.net	178	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	On	importera	la	commande	s	h	u	f	f	l	e	du	module	d’une	liste	:	random	qui	permet	de	mélanger	les	éléments	g	ra	p	h	e	s	,	p	y	from	def	n	u	m	p	y	.random
im	port	shuffle,	random	colo_rand(g):	n	=	len{g)	dic_col	=	#	nb	{}	#	de	d	ic	tio	n	n	a	ir	e	ch	ro	m	a	tiq	u	e	liste_som	m	ets	for	k	in	som	m	ets	des	m	e	ille	u	r	e	s	c	o	lo	r	a	tio	n	s	in	d	e	x	é	p	a	r	le	nb	p	r	o	v	is	o	ir	e	=	list(g	)	range(10O	0):	s	h	u	f	f	l	e	(	l	i	s	t	e	_	s	o	m	m	e	t	s	,r	a	n	d	o	m	=	r	a	n	d	o	m	.	random)	#	le	s	som	m	ets	m	élangés	en	p	la	c	e	co
uleurs_dispo	=	se	t(ran	g	e	(l,n	+	l))	#	g	_	color	le	for	=	U	in	{}	#	d	ie	des	liste_som	m	ets:	#	co	u	leu	rs_	in	terd	ites	g_color[u]	=	som	m	ets	p	o	u	r	ens	des	c	o	lo	r	é	s	chaque	avec	sommet	s	e	t	(	[g_color[v]	=	m	in	(co	u	leu	rs_	d	isp	o	c	o	u	le	u	rs	-	le	u	rs	du	for	v	d	is	p	o	n	ib	le	s	c	o	u	le	u	rs	graphe	in	o	rd	re	g[u]	if	v	a	lé	a	to	ir	e	in	g_co	lo	r])	co	u	leu
rs_	in	terd	ites)	m	=	m	a	x	(	g	_	c	o	l	o	r	.	v	a	l	u	e	s	!	))	dic_col[m	]	=	g_color	#	on	a	s	s	o	c	ie	#	le	p	lu	s	le	d	ic	tio	n	n	a	ir	e	de	c	o	lo	r	a	tio	n	à	c	h	i_	p	r	o	v	is	o	ir	e	mi	=	m	i	n	(	d	i	c	_	c	o	l	.	k	e	y	s	(	))	return	'c	h	i(g	)	c	o	lo	r	a	tio	n	p	e	t	i	t	'+	str(m	i),d	ic	_	c	o	l[m	i]	nb	#	c	h	ro	m	a	tiq	u	e	on	a	f	f	i	c	h	e	p	r	o	v	is	o	ir	e	une	p	lu	s	p	e	t	i	t	e	p	o	s	s	ib	le	On
obtient	par	exemple	une	réponse	du	style	:	»	>	('c	h	i(g	)	2,	'd	e	':	3,	{	'b	d	':	'e	c	':	1,	4,	'b	e	':	1,	'd	a	':	3,	'c	d	':	'a	c	':	2,	'a	e	':	2,	1})	TJ	O	c	rj	Q	V	D	tH	O	rsj	XI	DJ	>•	Q.	O	U	www.biblio-scientifique.net	'b	a	1,	'	e	d	':	1,	'c	a	'	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	r	iq	u	e	s	Sommaire	1	2	3	4	5	6	•a	O	c	13	Q	y£>	O	7	Les	nombres	en	notation	scientifique
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O	U	Ce	chapitre	est	consacré	à	la	présentation	de	quelques	méthodes	usuelles	d’analyse	numé​	rique.	On	s’attache	surtout	à	programmer	ces	méthodes	en	Python.	L’exposé	des	fondements	théoriques	des	schémas	numériques	ne	rentrant	pas	dans	le	cadre	de	cet	ouvrage,	on	renvoie	le	lecteur	intéressé	à	l’ouvrage	de	référence	[Dem96].	Pour	un
exposé	systématique	des	mé​	thodes	numériques	les	plus	classiques,	on	pourra	également	consulter	[Gri09].	www.biblio-scientifique.net	180	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	I	L	es	n	o	m	b	re	s	en	n	o	ta	tio	n	s	c	ie	n	tifiq	u	e	Comme	nous	y	avons	déjà	fait	allusion	notamment	au	chapitre	1	,	les	nombres	décimaux
sont	représentés	en	Python	par	une	mantisse	(c’est-à-dire	la	partie	fractionnaire)	et	un	exposant	(la	puissance	de	1	0	par	laquelle	il	faut	multiplier	la	mantisse).	Considérons	par	exemple	la	représentation	de	en	entier	et	en	notation	scientifique	:	»>	2	**1	0	0	,	2	.*	*	1	0	0	(1257650600228229401496703205376,	1	.2676506002282294e+30)	La	mantisse
de	2.	*	*	1	0	0	est	alors	1.2676506002282294	et	son	exposant	+30.	Pour	éviter	de	manipuler	des	représentations	différentes	d’un	même	nombre,	on	convient	de	placer	la	virgule	décimale	^	après	le	premier	chiffre	non	nul,	d’où	le	nom	de	nombre	à	virgule	flottante	(plus	couramment	appelé	nombre	en	notation	scientifique)	:	»	>	2OOelO0,	(2e+102,	O
.2el0O	2e+99)	Les	nombres	réels	sont	représentés	en	Python	avec	le	type	double	précision	de	la	norme	IEEE	754.	Comme	nous	l’avons	déjà	mentionné	à	la	page	31,	les	valeurs	possibles	pour	l’exposant	sont	limités	;	approximativement,	en	deçà	de	le	nombre	est	arrondi	à	0	;	au	delà	de	I	qSOS,	q	y	a	dépassement	de	capacité	:	le	nombre	est	considéré
comme	infini	(de	valeur	i	n	f	).	»	>	le-324,	(0	.0	,	»	>	le-323	le-323)	le308,	(le+	308,	le309	inf)	II	existe	également	des	limitations	pour	la	mantisse;	les	flottants	sont	représentés	avec	15	chiffres	significatifs,	comme	on	peut	le	vérifier	à	l’aide	d’une	boucle	:	■O	O	c	n	û	«tJH	D	O	»	>	i	»	>	w	hile	1.	+	i	+=	1	»	>	=	1	10**(-i)	>	1	.:	p	r	i	n	t	(	"	1	+	1	0	''(-{	:d
}	)=	=	l	1	+	1	0'"(-16)=	=	!	--->	—	>	True"	.fo	rm	at	(i)	)	True	Plus	précisément,	le	module	s	y	s	permet	d’accéder	à	la	constante	donne	la	différence	entre	1	.0	et	le	flottant	suivant	le	plus	proche	:	f	lo	a	t_	in	f	o	.	e	p	s	i	l	o	n	qui	CM	(y)	4-1	sz	CTI	>Q	.	
O	U	»	>	from	»	>	flo	at_	in	fO	.e	p	silo	n	sys	im	port	*	2	.	2	2	0	4	4	6	0	4	9	2	5	0	3	1	3	e	-	16	On	notera	ce	nombre	e	dans	la	suite	du	paragraphe.	Notons	que	cette	constante	peut-être	utilisée	pour	écrire	une	fonction	qui	teste	1’«	égalité	»	entre	deux	flottants	dans	la	limite	de	la	précision	de	l’interpréteur	:	def	equ	al_	flo	at(a,	b):	return	b)	abs(a	-	sy	s.flo
at_	in	fo	.ep	silo	n	1.	Noter	que	la	virgule	décimale	(comme	on	dit	en	françaivS)	est	en	fait	un	point	dans	les	pays	anglo-saxons	(et	en	informatique).	www.biblio-scientifique.net	181	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	Un	nombre	réel	x	sera	donc	stocké	en	mémoire	sous	forme	arrondie	Jevérifiant	x	=	x(l	+	ejc)	avec	lE:cl	0	1	1	+	X-	1	>	0}	Soit	à	calculer	la
somme	de	deux	nombres	x	et	y.	La	valeur	stockée	sera	z	avec	z	=	x	+	ÿ.	Dans	ce	cas,	l’erreur	absolue	est	Ôz	=	Ôx	+	Ôy	+	ze	=	xzx	+	ycy	+	z{x	+	y)	et	l’erreur	relative	est	majorée	par	,	,	U	ll£	x	l+	y	4x1+	Iy	|£	z	l	^	--------^	^	—	r	-	^	^	+	e	<	U	+y	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	ГМ	sz	OJ	>Q	.	O	U	+1	On	constate	notamment	que	si	l’on	calcule	la	différence	de	deux
nombres	très	proches	l’un	de	l’autre	(si	l’on	calcule	x	-	y	,	avec	|	x	-	y	|	très	petit	devant	|x|	(et	|	y	|	))	la	perte	de	précision	risque	d’être	très	importante.	En	outre,	en	calculant	l’erreur	relative	de	la	somme	de	trois	nombres,	on	peut	constater	que	l’addition	des	réels	n’est	plus	commutative.	Pour	un	exemple	de	calcul	avec	perte	vertigineuse	de
précision,	on	reviendra	à	l’exemple	donné	dans	la	section	2.5	du	chapitre	2.	Pour	un	examen	précis	des	questions	liées	aux	calculs	numériques	approchés,	on	renvoie	au	premier	chapitre	de	[Dem96].	Pour	une	étude	encore	plus	approfondie,	on	consultera	[LZ04]	2	.	En	conclusion,	les	problèmes	d’arrondis	sont	à	prendre	en	compte	dès	que	l’on
travaille	avec	des	nombres	à	virgule	flottante.	En	général,	pour	éviter	les	pertes	de	précision,	on	essayera	autant	que	peut	se	faire	de	respecter	les	règles	suivantes	:	-	éviter	d’additionner	ou	de	soustraire	deux	nombres	d’ordres	de	grandeur	très	diffé​	rents	;	-	éviter	de	soustraire	deux	nombres	presque	égaux.	Sinon,	on	travaillera	en	précision	étendue.
De	plus,	pour	calculer	une	somme	de	termes	ayant	des	ordres	de	grandeur	très	différents	(par	exemple	dans	le	calcul	des	sommes	partielles	d’une	série),	on	appliquera	le	principe	dit	de	«	la	photo	de	classe	»	:	les	petits	devant,	les	grands	derrière.	Par	exemple,	si	on	souhaite	donner	une	approximation	décimale	de	((4)	=	7^?	dont	la	4	valeur	exacte
est	,	on	constate	qu’on	obtient	une	meilleure	précision	en	commençant	par	sommer	les	termes	les	plus	petits	:	2.	Article	disponible	à	l’adresse	http:	//hal.	inria.fr/inria-00071477/PDF/RR-	5105.pdf	www.biblio-scientifique.net	182	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	from	def	m	ath	zeta(n,	return	def	pi	p	):	sum	(l/i**p
zeta_reverse(n,	return	n,	im	port	for	in	range(l,	n+1))	i	in	range(n,	0,	p	):	sum	(l/i>K	*p	p	=	2**18,	i	for	-1))	4	p	rin	t("{	:	.	1	6	f}".fo	rm	at(zeta(n	,	p	rin	t("{	:	.	1	6	f}".fo	rm	at(zeta_	rev	erse(n	,	p)	-	pi**4/90))	p)	-	pi**4/90))	-0.0000000000002764	0.0000000000000002	2	R	é	s	o	lu	tio	n	d	’é	q	u	a	t	i	o	n	s	non	lin	é	a	ire	s	Pour	résoudre	numériquement	une
équation	non	linéaire	de	la	forme	f	{	x	)	=	0,	il	faut	au	préa​	lable	étudier	les	variations	de	la	fonction	pour	isoler	les	zéros.	On	suppose	dans	la	suite	que	cette	étude	est	déjà	réalisée	et	que	Гоп	dispose	d’un	intervalle	[a,	b]	sur	lequel	la	fonction	est	strictement	monotone,	et	tel	que	l’on	ait	f	i	a	)	f	{	b	)	<	0.	D’après	le	théorème	de	la	bijection	monotone,
on	en	déduit	que	/	admet	un	unique	zéro	dans	]a,b[.	Pour	programmer	les	différentes	méthodes	numériques	de	résolution,	nous	allons	utiliser	la	classe	parente	suivante	:	equations,	py	class	N	o	n	L	i	n	e	a	i	r	e	(	o	b	j	e	c	t	):	d	e	f	__	i	n	i	t	___(	s	e	l	f	,	s	e	l	f	.	approx	self.ep	s	def	о	c	n	Û	Ю	tH	о	гм	ai	>.	
CL	О	и	m	axlter=	10**7):	=	approx	=	m	axiter	reso	lu	tio	n	(self,	raise	ep	s=	le-14,	=	eps	se	lf.m	ax	iter	TJ	approx,	f):	N	otIm	plem	entedE	rror	Pour	éviter	les	risques	de	bouclage,	on	a	introduit	une	borne	maxiter	pour	limiter	ultérieure​	ment	le	nombre	d’itérations.	2.1	Méthode	de	dichotomie	Cette	méthode	consiste	à	construire	un	couple	de	suites
adjacentes	qui	convergent	vers	la	racine	£	de	/	.	On	pose	oq	=	a	et	bo	=	b.	
Puis	pour	tout	n	e	N,	on	pose	{an,Cn)	si	f	(an)	fiCn)	(^n+l	)	bfi	+l)	—	icn,bn)	si	f	[an)	f	{	C	n	)	>	0	ou	Cn	=	Cln	"h	L’erreur	absolue	de	l’approximation	de	£	par	an	ou	bn	est	alors	majorée	par	bn~	cinl’erreur	relative	est	de	l’ordre	de	www.biblio-scientifique.net	)	et	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	183	e	q	u	a	t	io	n	s	.p	y	class	D	ichotom	ie(N	onL	ineaire):
def	su	b	d	iv	ise(self,	retu	rn	def	(a+b)	a,	reso	lu	tio	n	(self,	[a,	a,	b]	m	axiter	i	in	c	=	if	f):	b),	=	m	ax(a,	b)	se	lf.e	p	s,	se	lf.m	ax	lter	range(m	axlter):	s	e	l	f	.subdivise(a,	b-a	b,	f)	<	eps:	return	if	f):	self.ap	p	ro	x	b	=	m	in(a,	eps,	for	=	b,	*	0.5	f(a)	b	=	*	c	f(c)	<	0:	c	else:	a	retu	rn	2.2	=	c	c	Méthode	«	régula	falsi	»	Cette	méthode	est	une	variante	de	la
précédente	:	au	lieu	de	choisir,	pour	découper	l’inter​	valle	[an,	bn],	le	milieu	Cn	=	^”2	^”,	on	considère	l’intersection	de	la	corde	joignant	les	points	et	Bnibn,fibn))	avec	l’axe	des	abscisses.	On	pose	alors	fi^n)	TJ	o	c	n	Û	U	D	tH	bn	fibn)-f(an)	La	convergence	est	souvent	plus	rapide	qu’avec	la	méthode	de	la	dichotomie.	Pour	écrire	une	classe
RegulaFalsi,	il	suffit	de	la	faire	hériter	des	méthodes	de	la	classe	pa​	rente	Dichotomie	et	en	surchargeant	le	méthode	subdivise	(c’est	un	exemple	de	polymor​	phisme)	:	e	q	u	a	t	io	n	s	.p	y	class	R	egulaF	alsi(D	ichotom	ie):	def	o	CM	su	b	d	iv	ise(self,	a,	retu	rn	*	a	-	f(a)	b,	f):	(b-a)	/	(f(b)	-	f(a))	(5)	XI	CTl	>Q	.	O	U	2.3	Méthode	du	point	fixe	On	se	propose	de
résoudre	une	équation	de	la	forme	f	{x	)	=X	Les	solutions	de	cette	équation	sont	appelés	des	points	fixes	de	f	;	géométriquement,	ce	sont	les	abscisses	des	points	d’intersection	entre	la	courbe	représentative	de	/	et	la	première	bis​	sectrice	des	axes.	www.biblio-scientifique.net	184	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s
Une	méthode	fructueuse	pour	résoudre	ce	type	d’équation	est	de	procéder	par	itération,	à	condition	toutefois	que	soient	vérifiées	par	exemple	les	hypothèses	du	théorème	du	point	fixe,	dont	voici	l’énoncé	:	Soit	I	un	intervalle	fermé	stable	pour	une	application	contractante	/	de	rapport	de	L	i	P	S	C	H	i	T	Z	/:	e	[0	,	1	[	;	alors	-	/	possède	un	unique	point
fixe	£	e	l	;	iX	o	=	-	CL	pour	tout	a	e	I,	la	suite	x+	i	=	fix	)	V	neN	,	\	X	f	i	-	^\	<	^	et	on	a	la	majoration	\x	q	-	£	\	Les	points	fixes	peuvent	être	classés	en	différentes	catégories	suivant	la	valeur	de	f'{£)	en	points	fixes	attractifs	(	|	f	{	£	)	\	<	1	),	répulsifs	(	|	f'i£)	\	>	1	),	super-attractifs	if'i£)	=	0	),	indiffé​	rents	(	I/'(^)	I	=	1	).	e	q	u	a	tio	n	s	.p	y	class
PointFixe(N	onL	ineaire):	def	re	so	lu	tio	n	(se	lf,	eps,	xO,	for	m	axlter	xl	i	=	xO,	2	.4	se	lf.m	ax	iter	f	(	s	e	l	f	.approx)	range(m	axlter):	abs(x0	return	retu	rn	se	lf.e	p	s,	s	e	l	f	.	approx,	in	if	=	f):	xl	-	xl)	<	eps:	xl	=	xl,	f(xl)	xl	M	é	th	o	d	e	d	e	N	ew	to	n	L	a	m	é	th	o	d	e	de	N	e	w	to	n	e	s	t	u	n	e	d	e	s	m	é	t	h	o	d	e	s	le	s	p	l	u	s	u	t	i	l	i	s	é	e	s	p	o	u	r	la	r	é	s	o	l	u	t	i
o	n	d	e	s	é	q	u	a	​	t	i	o	n	s	n	o	n	l	i	n	é	a	i	r	e	s	;	e	n	e	f	f	e	t,	d	’u	n	e	p	a	r	t	,	e	lle	c	o	n	v	e	r	g	e	g	é	n	é	r	a	l	e	m	e	n	t	t	r	è	s	v	i	t	e	,	d	’	a	u	t	r	e	p	a	r	t	,	e	lle	se	g	é	n	é	r	a	lis	e	a	u	x	s	y	s	t	è	m	e	s	n	o	n	lin	é	a	ir	e	s	.	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	(S)	Le	principe	en	est	le	suivant	:	partant	d’une	valeur	xq,	on	trace	la	tangente	à	la	courbe	re​	présentative	de	f	au	point
Mo(xo,/(xo))	;	cette	droite	coupe	l’axe	des	abscisses	en	un	point	d’abscisse	fixo)	X	l	=	X	o	-	——	f'ixo)	On	réitère	alors	l’opération	tant	que	deux	valeurs	consécutives	sont	distantes	d’au	moins	la	valeur	de	seuil	eps.	Ceci	revient	à	appliquer	la	méthode	du	point	fixe	avec	la	fonction	>Q	.	O	U	c	p	(x	)	f	ix	)	=	X	-	f'ix)	Pour	programmer	cet	algorithme,	on
utilise	alors	la	classe	Point	Fixe,	dont	on	surcharge	la	méthode	resolu	tion	:	e	q	u	a	tio	n	s	.p	y	class	N	ew	ton(	P	o	i	n	t	F	i	x	e	)	:	def	reso	lu	tio	n	(self,	retu	rn	f,	fp):	P	o	in	tF	ix	e.reso	lu	tio	n	(self,	lam	bda	x	:x	-f(x	)/fp	(x	))	www.biblio-scientifique.net	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	2.5	185	Méthode	de	la	sécante	Dans	le	cas	où	l’évaluation	numérique	de
la	dérivée	de	/	s’avère	complexe,	on	peut	modifier	la	méthode	de	N	ew	ton	en	remplaçant	le	calcul	de	la	dérivée	par	un	taux	d’accroissements	;	on	obtient	alors	la	méthode	de	la	tangente,	qui	est	une	méthode	à	deux	points	:	Xn	Xn-l	fiXn)-fiXn-l)	Xn+l=Xn-fiXn)	Dans	ce	cas,	la	convergence	est	moins	rapide	que	dans	le	cas	de	la	méthode	de	Newton,	mais
le	résultat	peut	être	obtenu	plus	rapidement	si	le	calcul	de	/	'	est	très	long.	e	q	u	a	t	io	n	s	,	p	y	class	S	ecante(N	onL	ineaire):	def	re	so	lu	tio	n	(se	lf,	eps,	m	axlter	[x0,	xl]	for	i	=	in	=	f):	se	lf.e	p	s,	range(m	axlter):	x2	=	xl	if	abs(x0	-	f(xl)	*	-	<	eps:	x2)	return	X0,	retu	rn	2.6	■a	O	c	=3	Q	O	rvJ	se	lf.m	ax	lter	s	e	l	f	.	approx	xl	=	xl,	(xl-x0)	/	(f(xl)	-	f(x0))	x2	x2
x2	Comparatif	des	différentes	méthodes	Comparons	les	différentes	méthodes	de	résolution	sur	la	recherche	d’une	approximation	dé​	cimale	de	\/	2	.	D’une	part,	on	peut	appliquer	les	méthodes	précédentes	(hormis	celle	du	point	fixe)	à	l’équation	-	2	=	0	.	D’autre	part,	on	peut	appliquer	la	méthode	du	point	fixe	en	réécrivant	cette	équation	sous	la	forme
X	=	/(x	)	où	/(x	)	=	^	(x	+	^).I	1	est	aisé	de	prouver	que	l’intervalle	]0	,+oo[	est	stable	p	a	r	/	et	que	/(	]	0	,	-i-oo[)	c	[^/â,	+oo[	;	donc	quelle	que	soit	la	valeur	de	Xq	>	0	,	on	a	V«	>	1	,	x^^	>	y/â;	de	plus	la	fonction	/	est	^-lipschitzienne	sur	[\/â,+oo[	et	possède	(sur	cet	intervalle)	pour	unique	point	fixe	le	réel	y/a,	qui	est	un	point	super-attractif.	(X	q	=	Cl
Donc	la	suite	définie	par	^	f	[	x	)	converge	vers	va.	Comme	cela	a	déjà	été	mentionné	dans	la	section	2.3.1	du	chapitre	3,	l’algorithme	était	déjà	connu	des	Grecs,	notamment	de	H	éron	d	’A	l	e	x	a	n	d	r	ie	^.	e	q	u	a	tio	n	s	.p	y	gi	>Q.	O	from	m	ath	im	port	*	p	rin	tr{	:>	7	}	|	{	:''9	}	.form	at(	"m	axlter",	U	"S	écante",	for	i	di	in	ran	g	ed	,	|	{:'^9}	"D
ichotom	ie",	"P	ointF	ixe",	1	{:'^9}	"	"R	egulaF	alsi",	"N	ew	ton"))	8)	:	=	D	i	c	h	o	to	m	i	e	!	[1,	2],	m	axlter=	i)	3.	Si	l’on	prend	д	=	2	et	si	l’on	choisit	jcq=	3/2,	alors	on	trouve	X2	=	17/12	et	X3	=	^	(Ц	тт)	“	lü	^	^	•••en	numération	sexagésimale.	On	a	trouvé	un	jour	cette	valeur	sur	une	tablette	babylonienne	du	xviii^	siècle	avant	Iésus-C	hrist	!	Par
ailleurs	un	texte	indien	pouvant	dater	du	vi®siècle	avant	l’ère	chrétienne	fournit	sans	explication	pour	\/2	la	valeur	1	+	j	+	3^	-	3	x4x34	’	autrement	dit	JC3	!	www.biblio-scientifique.net	186	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	rg	=	R	e	g	u	l	a	F	a	l	s	i	(	[1,	pf	=	P	ointF	ixe(2,	nw	=	N	e	w	t	o	n	(	2	,	se	m	axlter=	i)	m
axlter=	i)	m	axlter=	i)	=	S	ecante([l,	comp	=	2],	2],	m	axlter=	i)	[e	v	al(m	).	reso	lu	tio	n	(lam	b	d	a	x:x**2-2)	for	c	o	m	p	.ap	p	e	n	d	(p	f.re	so	lu	tio	n	(lam	b	d	a	x	:	0	.	5	*	(	x	+	2	/	x	)	))	com	p.ap	p	en	d	(n	w	.reso	lu	tio	n	(lam	b	d	a	x:x**2-2,	comp	=	[sqrt(2)	p	rin	tr{	:>	6	d	}	I	{:	.fo	rm	at(i,	m	axlterl	c	for	c	in	comp]	.2e}	|	{:	.2e}	com	p[0],	com	p[l],	D	i	c	h	o
t	o	m	i	e	1R	e	g	u	l	a	F	a	l	s	i	|	1	1	-8.5	8	e-0	2	1	8.09e-02	|	{:	m	in	lam	bda	.2e}	com	p[2],	|	{:	[	'd	i',	'	rg	x:2*x))	.2e}	com	p[3],	|	{:	.2e}'	com	p[4]))	Sécante	1	P	ointFixe	1	1	8.09e-02	1	-2	.4	5	e-0	3	1	-2.4	5	e-0	3	Newton	1.42e-02	1	-2	.1	2	e-0	6	1	1.64e-01	1	1.4	2	e-0	2	1	3	1	3.92e-02	1	2.4	5	e-0	3	1	-4.2	1	e-0	4	1	-2	.1	2	e-0	6	1	-1.5	9	e-1	2	4	1	-2.3	3	e-0	2	1
4.20e-04	1	2.12e-06	1	2.2	2	e-1	6	1	0.00e+00	5	1	7.9	6	e-0	3	1	7.21e-05	1	3.1	6	e-1	0	1	2.2	2	e-1	6	1	2.22e-16	6	1	-7	.5	6	e-0	3	1	1.24e-05	1	-2	.2	2	e-1	6	1	2.2	2	e-1	5	1	2.22e-16	7	1	1	2.1	2	e-0	6	1	1	2.2	2	e-1	6	1	2.22e-16	2	1.51e-04	0.00e+00	s	e	']]	1	-1.5	9	e-1	2	La	méthode	du	point	fixe	converge	id	à	une	vitesse	vertigineuse	du	fait	que	le	point	fixe	est
super-attractif.	On	constate	de	plus	que	l’algorithme	de	H	é	r	o	n	semble	coïncider	avec	la	mé​	thode	de	N	e	w	t	o	n	appliquée	à	la	fonction	x	-	2	,	ce	que	l’on	vérifie	par	un	calcul	rapide.	À	noter	que	même	si	la	méthode	de	N	e	w	t	o	n	permet	en	général	d’obtenir	une	convergence	quadratique,	un	mauvais	choix	de	la	valeur	initiale	peut	provoquer	la
divergence	de	cette	mé​	thode	(notamment	si	la	courbe	représentative	de	/	présente	au	point	d’abscisse	xo	une	tan​	gente	à	peu	près	horizontale).	D’où	l’importance	d’une	étude	préalable	soignée	de	la	fonc​	tion	/	.	3	3.1	R	é	s	o	lu	tio	n	n	u	m	é	riq	u	e	d	’é	q	u	a	t	i	o	n	s	d	i	f	r	é	r	e	n	t	i	e	l	l	e	s	Position	du	problème	TJ	O	c	rj	û	«tJH	D	O	CM	Dans	cette
section,	on	s’intéresse	aux	équations	différentielles	d’ordre	1	dont	la	fonction	in​	connue	est	soit	à	valeurs	réelles,	soit	à	valeurs	vectorielles.	
Soit	U	un	ouvert	d	e	U	x	U	^	et	f	:	U	—	^IR"	une	application	continue	sur	l’ouvert	U.	Alors	pour	[	t	o	,	Xo	)	e	U,	on	appelle	solution	du	problème	de	C	a	u	c	h	y	:	(y)	XI	OJ	>Q.	O	U	x'{t)	=	(C)	x(io)	=	-^0	une	solution	sur	I	de	l’équatout	couple	(I,	x)	où	I	est	un	intervalle	contenant	îq	et	x	:	1	tion	différentielle	x'	{	t	)	=	f	{	t	,	x	{	t	)	)	telle	que	x(io)	=	-
ToL’équation	différentielle	qui	apparaît	dans	(C)	sera	appelée	équation	différentielle	scalaire	si	77	=	1	,	et	système	différentiel	sinon.	Si	l’application	/	:	U	—	-	IR"	est	de	classe	(^^	sur	l’ouvert	U,	alors,	d’après	le	théorème	de	C	a	u	c	h	y	-	L	i	p	s	c	h	i	t	z	,	pour	{to,xo)	e	U,	il	existe	une	unique	solution	maximale	au	problème	de	C	a	u	c	h	y	{(^).
www.biblio-scientifique.net	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	187	Dans	la	plupart	des	cas,	on	ne	sait	pas	résoudre	explicitement	le	problème	de	Cauchy	(C)	;	d’où	la	nécessité	de	mettre	au	point	des	méthodes	numériques	de	résolution	approchée	d’un	tel	problème.	Nous	allons	créer	une	classe	ODE	qui	servira	d’interface	pour	la	programmation	des
différents	schémas	numériques.	Cette	classe	possède	comme	attribut	la	fonction	/	,	le	pas	h,	les	condi​	tions	initiales	(ro>^o)	;	de	plus,	elle	programme	la	résolution	de	l’équation	de	départ	sur	un	intervalle	I	=	[a,b];	pour	ce	faire,	il	faut	parcourir	l’intervalle	I	à	partir	de	to	vers	la	droite	jusqu’à	atteindre	b,	puis	à	partir	de	to	vers	la	gauche	jusqu’à
atteindre	a.	o	d	e	.p	y	class	0	D	E	(	o	b	j	e	c	t	):	def	def	__	i	n	i	t	___(	s	e	l	f	,	s	e	lf.f	=	f	se	lf.h	=	h	h):	ite	ra	tio	n	(s	e	lf)	:	raise	def	f,	N	otlm	plem	entedE	rror	C	I(se	lf,	tO	,	s	e	lf	.lis	te	x	0	):	=	[	[tO	,	x0]]	s	e	lf	.k	=	0	def	re	so	lu	tio	n	(se	lf,	se	lf.in	d	ic	e	w	hile	=	a,	b):	-1	s	e	l	f	.	l	i	s	t	e	[	-	l	]	[0]	b:	s	e	l	f	.	l	i	s	t	e	.	a	p	p	e	n	d	(	s	e	l	f	.	i	t	e	r	a	t	i	o	n	!	))	se	lf.h	=	-
se	lf.in	d	ic	e	w	hile	se	lf.h	=	0	s	e	l	f	.l	i	s	t	e	[0][0]	>=	s	e	l	f	.	l	i	s	t	e	.	i	n	s	e	r	t	(0,	retu	rn	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	3.2	a:	s	e	l	f	.	i	t	e	r	a	t	i	o	n	!	))	s	e	lf	.lis	te	Méthode	d’Euler	La	méthode	d	’	E	U	L	E	R	est	la	méthode	la	plus	simple	pour	résoudre	numériquement	une	équa​	tion	différentielle.	Elle	présente	un	réel	intérêt	théorique,	puisque	elle	peut	être
utilisée	pour	démontrer	le	théorème	de	C	a	u	c	h	y	-	L	i	p	s	c	h	i	t	z	,	Toutefois,	son	intérêt	pratique	est	limité	par	sa	faible	précision.	L	’i	d	é	e	d	’E	u	L	E	R	c	o	n	s	i	s	t	e	à	u	t	i	l	i	s	e	r	l	’a	p	p	r	o	x	i	m	a	t	i	o	n	:	ai	>•	CL	O	,	X	{t)	^	U	x{t	+	h	)	-	x	[	t	)	-------	;-------h	pour	h	petit	Autrement	dit.	x	{t	+	h)	~	x{t)	+	h-x'it)	=	x[t)	+	h	-	f	{t	,x	{t	))	Partant	du	point
ito,xo),	on	suit	alors	la	droite	de	pente	f{to,xo)	sur	l’intervalle	de	temps	[	t	o	,	t	o	+	h].	On	pose	alors	:	t\	=	to	h	Xi	=	xo	+	h-	f{to,xo)	www.biblio-scientifique.net	188	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	De	nouveau,	partant	du	point	(ii,xi),	on	suit	alors	la	droite	de	pente	/(ii,x	i)	sur	l’intervalle	de	temps	[ti,ti	+	h],	et
ainsi	de	suite.	
On	construit	ainsi	une	suite	de	points	de	la	manière	suivante	:	Vfce[0,Nl,	=	+	\xjc+i=Xk	+	h-fitjc,Xic)	^	La	ligne	brisée	joignant	les	points	{iticXjc)	|	k	e	[0	,N]}	donnera	une	solution	approchée	de	notre	équation	différentielle.	Voici	une	manière	de	programmer	ce	schéma	numérique	:	o	d	e	.p	y	class	E	uler(O	D	E	):	def	i	t	e	r	a	t	i	o	n	(	s	e	l	f	):	f,	h	=	[t,	s
e	lf.f,	x]	=	return	se	lf.h	se	lf.lis	te	[se	lf.in	d	ic	e	]	[	t	+	h	,	x	+	h	*	f	(	t	,	x)	]	o	d	e	.p	y	"O	O	from	=3	im	port	c	Q	kDI	O	r\i	4	-J	x:	ai	>•	CL	O	U	def	a,	m	ath	h	=	approx	exp	P	o	stS	crip	t	f	(	t	,	b,	im	port	=	x	);	as	return	-3,	3,	ps	x	0.1	E	u	ler(f,	h);	a	p	p	ro	x	.C	I(0,	1.0)	liste_	ap	p	ro	x	=	ap	p	ro	x	.re	so	lu	tio	n	(a,	liste_	ex	acte	=	nom	Fichier,	zoom,	rouge,	[[t,
b	o	ite	=	bleu,	['E	u	le	r	=	40,	b	o	ite,	[1	.5	,	avec	for	t	b)	in	p	s.sran	g	e(a,	"o	d	e_	ex	p	o	n	en	tiellel",	noir	p	s	.p	lo	t(n	o	m	F	ich	ier,	['a	p	p	ro	x	',	exp	(t)]	3],	h	=	0	.1	',	(1,	zoom,	bleu],	[-3,	9],	0,	0),	[-4	.5	,	(0,	0,	noir],	h)]	-2,	1),	[	[liste_	ap	p	ro	x	,	['e	x	a	c	te	',	b,	[0	.7	,	3.5,	(0,	bleu],	5],	ratio	Y	=	.4	,	www.biblio-scientifique.net	14]	0,	0)	[liste_	ex	acte,
rouge],	m	arge=	l.l)	rouge]],	189	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	Il	f	a	u	t	b	ie	n	c	o	m	p	r	e	n	d	r	e	q	u	’à	c	h	a	q	u	e	é	t	a	p	e	,	o	n	r	e	p	a	r	t	d	a	n	s	la	d	i	r	e	c	t	i	o	n	d	’u	n	e	s	o	l	u	t	i	o	n	e	x	a	c	t	e	d	e	l	’é	q	u	a	t	i	o	n	d	i	f	f	é	​	r	e	n	t	i	e	l	l	e	,	m	a	i	s	q	u	i	n	’e	s	t	p	a	s	c	e	l	le	q	u	i	est	s	o	lu	tio	n	d	u	p	ro	b	lè	m	e	d	e	C	a	u	​	i	n	i	t	i	a	l	.	S	u	r	le	g	r	a	p	h	i	q	u	e	c	i
-	c	o	n	t	r	e	,	c	h	y	o	n	tra	c	e	u	n	e	s	o	lu	tio	n	a	p	p	r	o	c	h	é	e	p	o	u	r	la	c	o	n	d	i	t	i	o	n	i	n	i	t	i	a	l	e	JciO	)	=	1	e	t	le	s	c	o	u	r	b	e	s	in	té	g	ra	le	s	d	e	n	o	t	r	e	é	q	u	a	t	io	n	q	u	i	p	a	s	s	e	n	t	p	a	r	le	s	p	o	i	n	t	s	{tjc,	x	j	c	)	.	ode.py	from	m	ath	im	port	def	a,	f	(	t	,	b,	im	port	x	)	:	h	=	0,	approx	=	courbes	=	as	return	5,	ps	x	0.5	E	u	ler(f,	liste_	ap	p	ro	x	for	exp	P	o
stS	crip	t	h);	a	p	p	ro	x	.CI(0,	1.0)	=	ap	p	ro	x	.re	so	lu	tio	n	(a,	b)	[]	X	in	liste_	ap	p	ro	x	:	[xO,	yO]	=	X	cou	rb	es.append![	[	[t,	p	s.sran	g	e(a,	b,	exp(t-xO	)	0	.0	5	)],	*	yO]	(1	-	0,	1),	c	o	u	rb	es.append![liste	_	a	p	p	ro	x	,	10/	p	s	.	p	lo	t	!	'	o	d	e	_	e	x	p	o	n	e	n	tie	lle	2	',	[-0	.5	,	for	t	xO	/10,	in	0.1,	xO	/30),	0	.4])	1])	-2	.5	,	3	.5	,	1	1.5],	80,	courbes,	ratio	Y	=	.2	)
Pour	juger	de	la	qualité	d’une	méthode	(ou	schéma)	numérique	de	résolution	d’équations	différentielles,	il	faut	prendre	en	compte	plusieurs	critères.	Pour	un	exposé	rigoureux	de	ces	notions,	on	se	reportera	à	l’ouvrage	de	référence	[Dem96].	"O	O	c	=3	Q	'JD	O	(N	xz	DI	>Q	.	O	U	-	Il	erreur	de	consistance	donne	l’ordre	de	grandeur	de	l’erreur	effectué
à	chaque	pas.	Par	exemple,	dans	le	cas	de	la	méthode	d	’	E	U	L	E	R	,	l’erreur	de	consistance	mesure	l’erreur	qu’entraîne	le	fait	d’approcher	le	nombre	dérivé	par	un	taux	d’accroissement.	La	som​	mation	des	erreurs	de	consistance	à	chaque	pas	donnera	l’ordre	de	grandeur	de	l’erreur	globale	(sous	des	hypothèses	de	régularité	pour	la	fonction	/).	À
l’aide	de	la	formule	de	T	aylor	-L	agran	g	e	,	on	peut	montrer	que	dans	le	cas	de	la	méthode	d	’	E	u	L	E	R	,	l’erreur	de	consistance	est	dominée	par	;	on	dit	alors	que	cette	méthode	est	d’ordre	1.	Ainsi,	d’un	point	de	vue	théorique,	plus	le	pas	est	petit,	meilleure	sera	l’approximation.	Un	schém	a	num	ériq	u	e	est	dit	consistant	si	la	som	m	e	des	erreurs	de
consistance	ten	d	vers	0	q	u	an	d	le	pas	h	ten	d	vers	0	;	ce	qui	est	le	cas	de	la	m	éth	o	d	e	d	’EuLER	(en	gros,	car	N/z^	~	/2	^	0	où	N	désigne	le	nom	bre	d	’itérations).	-	La	stabilité	c	o	n	t	r	ô	l	e	la	d	if	f	é	r	e	n	c	e	e	n	t	r	e	d	e	u	x	s	o	lu	t	io	n	s	a	p	p	r	o	c	h	é	e	s	c	o	r	r	e	s	p	o	n	d	a	n	t	c	o	n	d	it	io	n	s	in	it	ia	le	s	v	o	is	in	e	s	:	u	n	s	c	h	é	m	a	e	s	t	d	it	t	io	n	s
in	itia	le	s	c	u	rre	n	t	des	x{to)	=	xq	e	t	x{to)	=	x	o	+	e	e	t	X]c	p	r	o	v	o	q	u	e	n	t	stable	àdeux	s	i	u	n	p	e	t	i	t	é	c	a	r	t	e	n	t	r	e	le	s	c	o	n	d	i	​	d	e	p	e	t	i	t	e	s	e	r	r	e	u	r	s	d	’a	r	r	o	n	d	i	d	a	n	s	le	c	a	l	c	u	l	r	é	​	u	n	e	e	r	r	e	u	r	f	in	a	le	\X]ç-Xjc\	www.biblio-scientifique.net	c	o	n	tr	ô	la	b	le	.	La	m	é	t	h	o	d	e	d	’E	U	L	E	R	190	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p
o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	est	une	méthode	stable.	Un	schéma	est	dit	convergent	lorsque	l’erreur	globale	(qui	est	le	maximum	des	écarts	entre	la	solution	exacte	et	la	solution	approchée)	tend	vers	0	lorsque	le	pas	tend	vers	0	.	En	fait,	pour	que	le	schéma	soit	convergent,	il	suffit	que	la	méthode	soit	consistante	et	stable.	Enfin	pour	la	mise	en
application	du	schéma,	il	faut	aussi	prendre	en	compte	l’influence	des	erreurs	d’arrondi.	En	effet,	afin	de	minimiser	l’erreur	globale	théorique,	on	pourrait	être	tenté	d’appliquer	la	méthode	d’EuLER	avec	un	pas	très	petit,	par	exemple	de	l’ordre	de	1	0	“^®,	mais	ce	faisant,	outre	que	le	temps	de	calcul	deviendrait	irréaliste,	les	erreurs	d’arrondi
feraient	diverger	la	solution	approchée	très	rapidement,	puisque	pour	des	flottants	Python	de	l’ordre	de	1	0	“^®,	les	calculs	ne	sont	plus	du	tout	exacts	!	En	pratique,	il	faut	prendre	h	assez	petit	(pour	que	la	méthode	converge	assez	rapide​	ment	du	point	de	vue	théorique),	mais	pas	trop	petit	non	plus	(pour	que	les	erreurs	d’arrondis	ne	donnent	pas
lieu	à	des	résultats	incohérents,	et	que	les	calculs	puissent	être	effectués	en	un	temps	fini).	La	question	de	trouver	de	manière	théorique	le	pas	op​	timal	peut	s’avérer	un	problème	épineux.	Dans	un	premier	temps,	on	peut	se	contenter	de	faire	des	tests	pratiques	comme	dans	l’exemple	suivant.	
Dans	le	script	suivant,	on	applique	la	méthode	d’EULER	sur	l’intervalle	[0,1]	avec	la	condi​	tion	initiale	x(0)	=	1.	Pour	minimiser	le	temps	de	calcul,	l’algorithme	est	réécrit	sous	forme	abrégée.	
o	d	e	.p	y	from	m	ath	im	port	im	port	exp	P	o	stS	crip	t	as	ps	I	print("{:"10}	|	{	:"	1	2	0,	1	}	|	{	:"	1	3	}	"	.fo	rm	a	t(	'	h	x	(	t	)	e	x	p	(	t	)	e	r	r	e	u	r	'))	p	r	i	n	t	('-'*	5	7	)	for	i	in	h,	r	a	n	g	e	(	1,	t	,	w	hile	t,	X	t	=	<	8):	10*	*	(-i),	1:	X	=	t	+	p	rin	t("{0	:>	1	0	g	}	TJ	O	c	rj	h,	X	*	(h	+	1)	I	{	l:>	.1	0	f}	•form	at(h,	x,	|	{2:>	.10f}	ex	p	(t),	ex	p	(t)	|	-	{3:>	.10f>"	x))	û	x(t)
exp(t)	1	0.1	2.8531167061	3.0041660239	1	h	erreur	O	(N	0.1510493178	0.01	2.7048138294	2.7182818285	|	0.0134679990	DJ	0.001	2.7169239322	2.7182818285	|	0.0013578962	>O	0.0001	2.7184177414	2.7185536702	|	0.0001359288	l	e	-05	2.7182954199	2.7183090114	1	0.0000135915	le-06	2.7182804691	2.7182818285	|	0.0000013594	le-07
2.7182819660	2.7182820996	|	0.0000001336	le-08	2.7182817983	2.7182818347	|	0.0000000363	le-09	2.7182820738	2.7182818299	|	-0	.0	0	0	0	0	0	2	4	3	8	XI	Q	.	U	Pour	un	pas	/7	<	10	le	temps	de	calcul	devient	trop	important,	de	plus,	on	voit	poindre	l’effet	des	erreurs	d’arrondis,	puisque	la	solution	approchée	est	devenu	supérieure	à	l’expo-
www.biblio-scientifique.net	191	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	nentielle,	ce	qui	est	mathématiquement	faux,	en	vertu	de	l’inégalité	:	(	Vn	e	1+	-	I	n	1/r^.	La	résolution	numérique	sur	[1,5]	s’effectue	de	la	manière	suivante	:	ode.py	from	m	ath	im	port	def	a,	approx	exp	P	o	stS	crip	t	f(t,	b,	im	port	h	=	=	x	)	:	1,	as	return	5,	ps	3	*	x	/	t	-	5	/	t**3	G	.1	E	u
ler(f,	h);	a	p	p	ro	x	.CI(1,	1.0)	liste_	ap	p	ro	x	=	ap	p	ro	x	.re	so	lu	tio	n	(a,	b)	liste_	ex	acte	=	t	in	p	s.sran	g	e(a,	rouge,	b	o	ite	(0,	0,	1),	bleu,	[[t,	p	s	.	p	l	o	t	(	"m	al_pose",	['a	p	p	ro	x	',	1	/	=	t**2]	(1,	0,	b	o	ite,	[3	.5	,-3	],	for	0),	60,	bleu],	[-.5	,	[	[liste_	ap	p	ro	x	,	['e	x	a	c	te	',	b,	-5	.5	,	bleu],	[3	.5	,.3	],	h)]	5.5,	2.7]	[liste_	ex	acte,	rouge],	ratio	Y	=	.5	,	rouge]],
m	arg	e=	l.l)	■a	O	c	n	û	«tJH	D	O	CM	(y)	ai	>•	CL	O	U	On	constate	qu’ici	la	solution	approchée	s’écarte	assez	rapidement	de	la	solution	exacte	cp.	
En	effet,	la	forme	générale	des	solutions	de	l’équation	différentielle	précédente	est	donnée	par	t	X	x	^	+	1	/	x^.	La	condition	x(l)	=	1	impose	A	=	0	,	mais	dès	qu’on	s’écarte	de	la	solution	cp	on	suit	«	tangentiellement	»	des	courbes	intégrales	qui	comportent	un	terme	en	Xx^	et	donc	qui	www.biblio-scientifique.net	192	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t
h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	diffère	notablement	de	la	solution.	Donc	le	problème	est	mal	posé.	Ici	le	schéma	numérique	n’est	pas	en	cause.	S	o	i	t	à	r	é	s	o	u	d	r	e	à	p	r	é	s	e	n	t	le	p	r	o	b	l	è	m	e	d	e	C	a	u	c	h	y	:	ix(l)	=	l	\x'{t)	=	10	0	(sin(r)	-	x)	dont	la	solution	est	la	fonction	(p:	r	—>lôüüî	^	r	+	1	0	0	exp(	Que	se	passe-t-il	si	on	résout	ce
problème	avec	un	pas	de	l’ordre	de	0	.0	2	?	
-	10	0	•	t))	~	sin	t.	o	d	e	.p	y	from	m	ath	im	port	def	f(t,	def	g	(t):	a,	b,	approx	im	port	*	P	o	stS	crip	t	x	):	return	return	h	=	0,	=	as	10,	ps	100	*	(sin(t)	(	-100>K	cos(t)	+	-	10000*sin(t)	+	100*exp(-100*t))/10001	0.02012	E	u	ler(f,	h);	a	p	p	ro	x	.C	I(0	.0	,	liste_	ap	p	ro	x	=	ap	p	ro	x	.re	so	lu	tio	n	(a,	liste	_	e	x	ac	te	=	rouge,	b	o	ite	bleu,	x)	[[t,	g(t)]	=	(1,	for	0,
p	s	.p	l	o	t	(	"m	al_	co	n	d	itio	n	n	e",	[liste_	ex	acte,	['e	x	a	c	te	',	in	5],	p	s.sran	g	e(a,	(0,	b	o	ite,	rouge,	[0	.7	,	t	0),	0.0)	b)	0,	80,	1]],	rouge],	1),	b,	[-.5	,	h)]	-2,	10,	[	[liste_	ap	p	ro	x	,	['a	p	p	ro	x	',	[1	.5	,	2]	bleu],	3],	bleu],	m	arg	e=	l.l)	•a	O	c	13	Q	1—1	O	r\i	J-J	x:	ai	‘s_	>.	CL	O	U	Avec	un	tel	pas,	la	solution	approchée	oscille	en	s’éloignant	de	plus	en	plus	de
la	solution	exacte.	En	effet,	le	schéma	numérique	est	donné	par	:	X]c+i	=	xjc	+	1	0	0	h	(	s	i	n	f	j	t	-	X	f	c	)	=	(1	-	l0	0	h	)	X	]	c	+	lO	O	h	sin	tk	Donc	une	erreur	de	Cjt	sur	xjc	aura	les	répercussions	suivantes	sur	le	calcul	des	termes	ulté​	rieurs	:	ejt+l	=	(1	-	100/Z)£fc	=	>	E]c+n	=	(1	-	lOO/zl'^Efc	www.biblio-scientifique.net	193	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u
e	s	Ainsi	donc,	tant	que	1	-	lOOh	>	-1,	c’est-à-dire	tant	que	h	<	0.002,	une	petite	erreur	sur	l’un	des	termes	aura	des	répercussions	allant	en	s’amplifiant.	Bien	que	le	problème	soit	numériquement	bien	posé,	il	est	en	fait	mal	conditionné.	3.3	Méthode	de	Runge-Kutta	d’ordre	4	S	i,	c	o	m	m	e	n	o	u	s	l	’a	v	o	n	s	d	é	j	à	d	i	t	,	la	m	é	t	h	o	d	e	d	’	E	u	L	E	R	p	r
é	s	e	n	t	e	u	n	i	n	t	é	r	ê	t	t	h	é	o	r	i	q	u	e	,	o	n	p	r	é	​	f	è	r	e	e	n	p	r	a	t	i	q	u	e	d	e	s	m	é	t	h	o	d	e	s	d	’o	r	d	r	e	p	l	u	s	é	le	v	é	.	P	a	r	m	i	l	a	m	u	l	t	i	t	u	d	e	d	e	s	s	c	h	é	m	a	s	n	u	m	é	​	r	i	q	u	e	s	(	m	é	t	h	o	d	e	s	à	u	n	p	a	s	c	o	m	m	e	c	e	l	le	d	e	T	a	ylo	r	,	m	é	t	h	o	d	e	s	à	p	a	s	m	u	l	t	i	p	l	e	s	c	o	m	m	e	c	e	lle	s	d	’A	D	A	M	S	-	B	A	S	H	F	O	R	T	H	,	d	’A	D	A	M	S	-	M	o
u	L	T	O	N	,	d	e	p	r	é	d	i	c	t	i	o	n	-	c	o	r	r	e	c	t	i	o	n	)	c	e	lle	q	u	i	p	r	é	s	e	n	t	e	le	m	e	i	l	l	e	u	r	r	a	p	p	o	r	t	p	r	é	c	i	s	i	o	n	/	c	o	m	p	l	e	x	i	t	é	e	s	t	c	e	r	t	a	i	n	e	m	e	n	t	c	e	l	le	d	e	R	u	n	g	e	-K	u	t	t	a	d	’o	r	d	r	e	4	.	
En	voici	le	schéma	pour	VA:	£	|[0,N]|,	tk	+	l	-	^k+i	h	+	h	ou	—	X]^	+	^	{	k	\	+	2	k	2	+	2	ks	+JC4	)	kl	=	h-f	{t	n,	Xn)	k2	=	h	-	f	i	t	n	+	^,	Xn	+	Y	ks	=	h-f\^tn	+	^,	Xn	+	^	k4	=	h	-	f	{	t	n	+	h,	Xn	+	k3)	Les	coefficients	qui	apparaissent	dans	ces	formules	mystérieuses	sont	judicieusement	ajustés	pour	obtenir	une	méthode	d’ordre	4	,	sans	pour	autant	avoir
à	calculer	les	dérivées	succes​	sives	de	/	(comme	c’est	le	cas	dans	les	méthodes	de	T	a	y	l	o	r	)	,	ou	à	recourir	à	une	formule	de	récurrence	d’ordre	au	moins	2	pour	définir	xjc	(comme	c’est	le	cas	dans	les	méthodes	à	pas	multiples).	Sans	plus	attendre,	complétons	notre	fichier	ode.	py	en	y	ajoutant	ce	schéma.	o	d	e	.p	y	class	RK4(0DE):	def	i	t	e	r	a	t	i	o	n
(	s	e	l	f	):	f,	h	=	[t,	-a	O	c	rj	O	CM	@	=	se	lf.h	se	lf.lis	te	[se	lf.in	d	ic	e	]	kl	=	h	♦	f(t,	k2	=	h	*	f(t	+	h/2,	X	+	k	l/2	)	k3	=	h	*	f(t	+	h/2,	X	+	k2/2)	k	4	=	x)	h	*	f	(	t	+	h	,	retu	rn	û	«tJH	D	s	e	lf.f,	x]	[t	+	h,	x	+	k	3	)	X	+	(kl	+	2*k2	+	k4)	/	Effectuons	une	comparaison	des	méthodes	d’EuLER	et	de	au	problème	de	C	a	u	c	h	y	:	5]	Ru	n	g	e	ix'(r)	=	x[	t	)	4-1	SI	gi	>Q	.
O	U	+	2*k3	o	d	e	.p	y	from	m	ath	def	a,	f	(	t	,	b,	im	port	exp	P	o	stS	crip	t	x	):	h	=	0	,	liste_	ex	acte	as	return	1,	=	ps	x	0.1	[[t,	ex	p	(t)]	for	t	in	ps.sran	g	e(a,	www.biblio-scientifique.net	u	tt	a	en	les	appliquant	(C)	\xi	0)	=	l	im	port	-K	b,	h)]	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	194	p	r	i	n	t	("{:'"10}	1	|	{	:'"1	7	}	".	fo	r	m	a
t	(	'	h	',	'	erreu	r	e	u	l	e	r	'	,	'erreu	r	rk4')	p	r	i	n	t	('-'*	5	2	)	for	i	in	r	a	n	g	e	(	1,	h	=	eu	ler	e	7):	l0	*	*	(-i)	=	E	u	ler(f,	h);	e	u	le	r.C	I(0	,	=	eu	le	r.re	so	lu	tio	n	(a	,	rk4	=	RK4(f,	h);	rk	4	.C	I(0	,	r	=	rk	4	.re	so	lu	tio	n	(a	,	p	rin	t("	{0	:>	1	0	g	}	I	{!:>	.fo	rm	at(h	,	h	erreur	1	0.1	1.0)	b	)[-l]	1.0)	b	)[-l]	.	10e}	exp(e[0])	eu	ler	|	|	{2	:>	-	e	[l],	erreur	.	10e}	"	exp(r[0])
1.5104931784e-01	|	2.5338874514e-06	2	.	2	4	6	4	3	4	1	4	9	8	e	-	10	0.01	1	1.3467999038e-02	|	0.001	1	1.3578962232e-03	|	2	.	2	2	0	4	4	6	0	4	9	3	e	-	14	0.0001	1	1.3592881559e-04	|	-2.6645352591e-13	le-05	1	1.3591551171e-05	|	-5.2180482157e-12	le-06	1	1.3591611072e-06	|	2.1464163780e-ll	t	iv	e	s	d	u	n	o	m	b	r	e	e,	h	=	r[l]))	rk4	1	O	n	c	o	n	s	ta	te
q	u	e	p	o	u	r	-	0	.0	0	1	,	la	m	é	t	h	o	d	e	d	'	E	U	L	E	R	n	e	d	o	n	n	e	q	u	e	t	r	o	i	s	d	é	c	i	m	a	l	e	s	s	i	g	n	i	f	i	c	a	​	a	lo	r	s	q	u	e	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	Ru	n	g	e	-K	utta	e	n	d	o	n	n	e	q	u	a	t	o	r	z	e	Ru	n	g	e	-K	u	tta	a	v	e	c	u	n	é	g	a	l	e	m	e	n	t	q	u	’	i	l	e	s	t	i	n	u	t	i	l	e	d	’a	p	p	l	i	q	u	e	r	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	!	O	n	re	m	a	rq	u	e	pas	h	>	0	.0	0	1	,	p	u	i	s	q	u	e	d	a	n	s	c	e	c	a	s
le	s	e	r	r	e	u	r	s	d	’	a	r	r	o	n	d	i	p	r	e	n	n	e	n	t	le	d	e	s	s	u	s	p	a	r	r	a	p	p	o	r	t	a	u	g	a	i	n	t	h	é	o	r	i	q	u	e	d	e	p	ré	c	is	io	n	.	3	.3.1	U	ne	é	q	u	a	tio	n	d	ifférentielle	non	linéaire,	du	1^*^	ord	re	Soit	à	représenter	au	voisinage	de	l’origine	les	courbes	intégrales	de	l’équation	différentielle	:	x'{t)	=	1	+	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	ГМ	(y)	XI	OJ	>Q	.	O	U	-x{tŸ	Si	l’on	tente
de	résoudre	cette	équation	avec	la	classe	précédente,	le	déroulement	du	pro​	gramme	sera	arrêté	à	un	moment	par	une	erreur	indiquant	un	dépassement	de	capacité	pour	les	flottants.	En	effet,	si	on	considère	par	exemple	la	solution	maximale	correspondant	à	la	solution	initiale	x(0	)	=	0	,	on	peut	montrer	qu’elle	est	définie	sur	un	intervalle	ouvert
borné	et	symétrique	par	rapport	à	0	;	de	plus,	elle	admet	des	limites	infinies	aux	bornes	de	cet	inter​	valle,	ce	qui	explique	qu’à	partir	d’une	certaine	valeur	de	t,	x	prend	des	valeurs	au-delà	des	valeurs	permises	pour	les	flottants.	Nous	sommes	donc	amenés	à	modifier	notre	classe	ODE	en	ajoutant	la	possibilité	d’indiquer	une	condition	d’arrêt	dans	la
résolution	numérique	d’une	équation	différentielle.	On	s’inspire	ici	d’une	classe	donnée	dans	[Lan09].	
o	d	e	.p	y	class	0	D	E	(	o	b	j	e	c	t	):	def	__	i	n	i	t	___(	s	e	l	f	,	s	e	lf.f	=	f	se	lf.h	=	h	f,	h):	www.biblio-scientifique.net	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	def	195	i	t	e	r	a	t	i	o	n	(	s	e	l	f	):	raise	def	N	otIm	plem	entedE	rror	C	I(se	lf,	tO	,	s	e	lf	.lis	te	se	lf.k	def	xO	):	=	[[to,	=	0	re	so	lu	tio	n	(se	lf,	if	term	ine	is	term	ine	a,	b,	term	ine=	N	one):	None:	=	lam	bda	s	e	l	f	.
in	d	ice	w	hile	x0]]	=	x:	False	-1	(	s	e	l	f	.	l	i	s	t	e	[	-	l	]	[0]	b	and	not	te	rm	in	e	(s	e	lf.lis	te	[-1][1]))	s	e	l	f	.	l	i	s	t	e	.	a	p	p	e	n	d	(	s	e	l	f	.	i	t	e	r	a	t	i	o	n	(	))	se	lf.h	=	-	se	lf.h	s	e	l	f	.	in	d	ice	=	0	(	s	e	lf	.lis	t	e	[	0	]	[0]	>=	a	a	n	d	n	o	t	term	in	e(self.liste[0	][1	])	)	:	s	e	l	f	.	l	i	s	t	e	.	in	sert(0,	se	lf.ite	r	a	tio	n	())	r	e	t	u	r	n	s	e	l	f	.lis	t	e	w	hile	class	RK4(0DE):	def	i	t	e
r	a	t	i	o	n	(	s	e	l	f	):	f,	h	=	[t,	x]	s	e	lf.f,	=	kl	=	h	*	f(t,	k2	=	h	*	f(t	+	h/2,	X	+	k	l/2	)	k3	=	h	*	f(t	+	h/2,	X	+	k2/2)	k	4	=	c	D	Q	y£>	x)	h	*	f	(	t	+	h	,	retu	rn	■a	o	se	lf.h	s	e	l	f	.	l	i	s	t	e	[	s	e	l	f	.	in	d	ice]	[t	+	h,	x	+	k	3	)	X	+	(kl	+	2*k2	+	2*k3	+	k4)	/	6]	Pour	résoudre	Téquation	x'	=	l	+	t^x^,	on	indique	alors	comme	condition	d’arrêt	de	la	résolu​	tion	numérique,
le	dépassement	d’une	certaine	valeur	par	x	:	dès	que	|x(r)|	>	4.5,	on	sort	de	la	boucle.	o	d	e	.p	y	im	port	P	o	stS	crip	t	as	ps	o	r\i	def	a,	>.	C	O	(J	def	f(t,	b,	x	)	:	h,	return	bleu,	b	o	ite	horscadre(x):	1	+	t**2	=	-4,	retu	rn	*	x**2	4,	0.01,	abs(x)	(0,	0,	1),	[-4	.5	,	-4	.5	,	>	4.5	l	courbes	for	k	in	sol	=	[]	p	s	.	s	r	a	n	g	e	(	-4,	=	RK4(f,	h);	4,	0	.2	):	sol.C	I(0	,	k)	cou	rb
es.append![so	l.re	so	lu	tio	n	(a	,	p	s	.p	l	o	t	(	"exem	ple-rk4",	b	o	ite,	40,	b,	horscadre),	courbes)	www.biblio-scientifique.net	bleu])	4	.5	,	4.5]	196	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	(a)	Courbes	intégrales	de	x'	=	1	+	(b)	L’oscillateur	de	van	der	Pol	F	ig	u	r	e	4.1	-	Résolutions	numériques	par	la	méthode	de	Runge-
Kutta	3	.3	.2	Un	sy	stè	m	e	a	u	to	n	o	m	e	Soit	à	représenter	les	courbes	intégrales	du	système	autonome	suivant,	appelé	oscillateur	de	van	der	Pol	:	i^=	y	XJ	O	c	rj	û	«tJH	D	O	CM	(y)	XI	CTI	>Q	.	O	U	Il	faut	au	préalable	adapter	la	classe	RK4	aux	cas	des	systèmes	différentiels	:	en	effet,	dans	la	fonction	ite	r	a	tio	n	,	les	variables	x,	kl,...	k	4	représentent
à	présent	des	listes.	Or	une	ins​	truction	comme	x	-i-	A:l/	2	renverra	un	message	d’erreur.	En	effet,	la	division	d’une	liste	par	un	entier	n’est	pas	définie	;	de	plus,	l’addition	de	deux	listes	effectue	la	concaténation	des	listes,	et	non	l’addition	des	listes	composante	par	composante.	Si	on	souhaite	utiliser	la	classe	RK4	sans	modification,	il	faut	alors
travailler	non	plus	avec	des	listes,	mais	avec	des	objets	suppor​	tant	la	vectorisation,	comme	c’est	le	cas	des	tableaux	de	la	librairie	de	tierce	partie	NumPy	;	en	outre,	cette	option	a	l’avantage	de	réduire	de	manière	significative	les	temps	de	calcul.	Cette	option	sera	présentée	dans	l’exercice	51.	Dans	un	but	pédagogique,	faisons	ici	le	choix	de	réécrire
une	nouvelle	classe	adaptant	la	mé​	thode	de	Ru	n	g	e	-K	u	tta	à	des	vecteurs	représentés	par	des	listes.	o	d	e	.p	y	class	R	K	4_system	e(0D	E	):	def	i	t	e	r	a	t	i	o	n	(	s	e	l	f	):	f,	h	=	s	e	lf.f,	[t,	kl	x]	=	=	[h	se	lf.h	s	e	l	f	.l	i	s	t	e	[	s	e	l	f	.in	d	ice]	*	U	for	U	in	f(t,	x)]	www.biblio-scientifique.net	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	V	=	k2	[w[0]	=	[h	V	=	k3	+	w	[l]/2	*
[w[0]	=	[h	V	=	*	[h	V	=	U	for	+	[t	+	zip	(x	,	+	h/2,	w	in	f(t	w	in	f(t	kl,	kl)]	v)j	zip	(x	,	+	h/2,	k2)]	v)j	zip	(x	,	k3)j	+	v)j	+	2*w[2]	zip(x,	h,	f(t	U	in	(w	[lj	w	in	retu	rn	for	U	for	w	in	for	U	in	+	w	[l]	*	[w[0]	for	U	in	+	w	[l]/2	[w[0]	k4	=	U	for	for	h/2,	+	2*w[3]	k2,	k3,	197	+	w	[4])/6	k4)j	v]	On	l’applique	ensuite	à	l’oscillateur	de	gure	4.1b	:	P	ol	donné	plus	haut	et
on	obtient	la	fi​	van	der	o	d	e	.p	y	im	port	P	o	stS	crip	t	def	f(t,	def	horscadre(x):	a,	sol	b,	x	)	:	h,	as	ps	return	b	o	ite	[x[l],	retu	rn	=	0,	30,	=	R	K	4_system	e(f,	sol.C	I(0	,	so	lu	tio	n	courbes	b	=	15	for	k	in	sol	[0	.0	1	,	=	=	[x[l]	0.5	*	x[l]	abs(m	ax(x))	0.01,	[-3	.5	,	for	X	in	p	s.sran	g	e(0	,	20,	0	.4):	=	R	K	4_system	e(f,	[0	.3	*	k	-3	,	O	c	D	Q	«y—	JD	A	O	solu	tio	n
[x[l]	3.5]	[x[l]	b,	horscadre)]	h)	for	[3	-	0	.3*k,	=	3	.5	,	3])	X	in	=	R	K	4_system	e(f,	so	l.C	I(0	,	XJ	-3	.5	,	0)]]	s	o	l.	reso	lu	tio	n	(a,	c	o	u	rb	es.append![so	lu	tio	n	,	sol	x[l]**3]	>	4	so	l.reso	lu	tio	n	(a,	0,	=	-	h)	(1,	solu	tio	n	x[0]	0	.01])	[[so	lu	tio	n	,	S	O	I.C	K	0	,	-	(k/20,	0	.32,	b,	horscadre)]	0.4	8	-k	/4	4	)])	h)	-3])	for	X	in	s	o	l.	reso	lu	tio	n	(a,	cou	rb	es.append!
[solu	tio	n	,	p	s	.p	lo	t	!	"syst_autonom	e",	!k/20,	b	o	ite,	40,	0.32,	b,	horscadre)]	0.4	8	-k	/4	4	)])	courbes,	etiq	u	e	tte=	F	a	lse	)	CM	x:	OJ	>•	O	Q.	U	3	.3	.3	Un	ex	em	p	le	d	’é	q	u	a	tio	n	d	ifféren	tielle	linéaire	d	’o	rd	re	2	On	rappelle	qu’une	équation	différentielle	linéaire	d’ordre	n	peut	toujours	s’écrire	comme	un	système	différentiel	d’ordre	1.	Illustrons
ceci	dans	le	cas	n	-	2	\	e	n	notant	:	A(r)	=	1	0	-	b{	t)	-ait)}’	X{t)	=	?,«)•	www.biblio-scientifique.net	^	0	c{t)	198	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	on	a	les	équivalences	X	V	rel	=	X	x"	+	a{t)x'	+	b{t)x	=	c	{	t	)	<	^	^	y	t	£	l	x	”	-	-	b	x	-	ax'	+	c	d	(x	\	'	Uj	dt	<	=^yt£l	\	(x\	ÎO]	•	.\	+	\	0	1	-b	-a)	—	[X)	X	'	=	M	t	)	-	X	+	C{t)
Considérons,	par	exemple,	l’équation	différentielle	du	2	®ordre	dite	de	B	essel	:	0	-a^)x(r)	=	0	X'(r)	=	A(r)-X(i)	avec	A{t)	=	a2_^2	-t	V	t2	+	ix'(r)	+	Traçons	quelques	solutions	pour	a	=	^	à	l’aide	de	la	classe	RK4_systeme	:	o	d	e	.p	y	im	port	def	P	o	stS	crip	t	f	(	t	,	=	0.5	return	b,	h,	courbes	for	k	in	sol	ps	x	)	:	alp	h	a	a,	as	[x[l],	b	o	ite	=	(alpha**2	=	0	.01,
-	18.9,	t**2)	0.01,	/	t**2	[-1	.5	,	*	x[0]	-9	.2	,	-	x[l]	19,	9.2]	/	t]	[]	p	s.sran	g	e(0	,	20,	=	R	K	4_system	e(f,	so	lu	tio	n	=	[[x[0],	0	.5	):	h);	co	u	rb	es.append![so	lu	tio	n	,	p	s	.	p	l	o	t	{"	b	e	s	s	e	l	"	,	so	l.C	I(a,	x	[l][0	j]	b	o	ite,	17,	for	[0.2*k-2,	X	in	(k/20,	courbes,	0])	s	o	l.	reso	lu	tio	n	(a,	0	.32,	b)j	0.4	8	-k	/4	4	)])	ratioY	=	0.5,	gradH	=0.2)	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	ai
>•	CL	O	U	www.biblio-scientifique.net	1	t)	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	3	.3	.4	199	In	c	o	n	v	é	n	ien	ts	d	e	la	m	é	th	o	d	e	d	e	R	u	n	g	e	-K	u	tta	La	méthode	de	Runge-Kutta	est	appréciée	par	sa	simplicité	de	mise	en	œuvre	;	en	effet,	elle	ne	nécessite	que	quatre	évaluations	de	/	par	pas,	tout	en	offrant	une	bonne	précision.	Cependant,	aucune	méthode
numérique	n’étant	parfaite...	elle	souffre	de	deux	inconvénients.	D’une	part,	on	ne	dispose	d’aucune	indication	sur	l’erreur	de	troncature	au	cours	des	calculs.	D’autre	part,	elle	présente	des	problèmes	de	stabilité	dès	que	le	second	membre	varie	rapide​	ment	(problèmes	raides).	
Si	l’on	souhaite	surveiller	la	précision,	une	solution	simple,	mais	coûteuse,	consiste	à	conduire	deux	calculs	simultanément,	l’un	avec	un	pas	h	et	l’autre	avec	un	pas	2h.	Tant	que	la	diffé​	rence	entre	les	deux	résultats	ne	dépasse	pas	une	certaine	valeur,	on	admet	que	l’erreur	de	troncature	est	acceptable.	Sinon,	on	repart	avec	un	pas	plus	petit.	4	In	te
rp	o	la	tio	n	p	o	ly	n	o	m	ia	le	L’interpolation	consiste	à	remplacer	une	fonction	difficile	à	calculer	numériquement	ou	une	fonction	empirique	(dont	on	ne	connaît	les	valeurs	qu’en	quelques	points)	par	une	fonction	plus	simple,	par	exemple	une	fonction	polynomiale.	Soit	à	approcher	une	fonction	/	sur	un	segment	[a,	b\	par	un	polynôme	P.	On	suppose
connaître	les	valeurs	de	la	fonction	aux	points	d’une	subdivision	(xq,	...,	Xn)	du	segment	[a,	b\.	La	première	idée	consiste	à	décomposer	le	polynôme	P	dans	la	base	canonique	de	IR„[X],	puis	à	exprimer	les	conditions	d’interpolation	:	ao	+	aixo	+	•••	-t	=	/	(	xq)	üQ	+	ai	x\	+	•■•	+	a	„	x	”	=	fixi)	oq	-baiXn	-b	•••	-b	a	„	x	"	=	f{Xn)	P	—qq	-b	i2iX	-H•••	-i-
a^iK.^	■	a	O	cD	Û	Mais	en	pratique,	la	résolution	de	ce	système	est	trop	lourd.	On	pourrait	alors	penser	à	décomposer	le	polynôme	P,	non	pas	dans	la	base	canonique,	mais	dans	la	base	(L/)je[|o,„]]	des	polynômes	interpolateurs	de	L	a	g	r	a	n	g	e	définis	par	V	/	e	[	0	,n	]	,	U=	n	(	f	r	?	)	1—1	O	rvj	(S)	xz	D	I	>Q.	O	U	k^i	Dans	cette	base,	le	polynôme	P	se
décompose	simplement	sous	la	forme	P	=	/(xo)Lo-t----h/(x„)L„	Cependant,	cette	méthode	souffre	de	deux	limitations	:	d’une	part,	elle	sera	assez	sensible	aux	erreurs	d’arrondi	vu	le	grand	nombre	de	multiplications	à	effectuer	;	d’autre	part,	on	ne	peut	pas	calculer	par	récurrence	la	suite	des	polynômes	L/	:	dès	qu’on	rajoute	un	point	à	la	subdivision,	il
faut	recalculer	tous	les	polynômes	de	la	base.	La	méthode	utilisée	le	plus	couramment	en	analyse	numérique	est	celle	des	différences	divi​	sées;	elle	consiste	à	décomposer	le	polynôme	P	dans	la	base	des	polynômes	de	N	e	w	t	o	n	.	Cette	méthode	a	déjà	été	utilisée	à	la	section	2.3.4	du	chapitre	3	pour	le	calcul	des	logarithmes.	www.biblio-
scientifique.net	200	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	On	peut	montrer	(cf.	[Dem96])	que	le	polynôme	interpolateur	P	se	décompose	de	la	manière	suivante	:	P	=	fiX	o	)+	Y	.	f[X	o	,...,X	k	]{X	-	X	o	)"	-	{X	-	Xjc)	k=\	où	les	différences	divisées	sont	définies	par	la	relation	de	récurrence	et	VA:>1,	f\x	o]	=	f{	x	o	)
f[xo,...,Xk]	=	f[X}f...fX](^]	f[XQ,	.	.	.	f	Xj(^—\]	Xjc-Xo	Pour	programmer	cet	algorithme,	on	remplit	un	tableau	triangulaire	à	double	entrée	:	à	chaque	étape,	on	remplit	une	colonne	supplémentaire.	
Une	fois	le	tableau	rempli,	on	extrait	les	termes	diagonaux	c	o	,	.	.	.	
,	c	„	;	puis	on	utilise	l’algo​	rithme	de	H	o	r	n	e	r	pour	calculer	les	valeurs	du	polynôme	d’interpolation	pn	en	un	point	x	:	Pnix)	=	Co	+	{	x	-	Xo)	(C	l	+	(x	-	Xi)	(C2	+	(X	-	X2	)	(C	3	+	•••	+	(X	-	X„_i)C„)))	Le	programme	peut	s’écrire	comme	ceci	:	in	t	e	r	p	o	la	t	io	n	,	p	y	"O	O	def	d	iffD	iv	(liste	):	ta	ille	c	13	=	le	n	(liste	)	tableau	Q	y1—	£>	I	O	r\i	for	t	=	in
for	[[x	[l]]	range(l,	i	in	for	range(t,	d	iff	=	x	in	liste	]	ta	ille	):	ta	ille	):	(	(tab	leau	[i][t-1	]	/	(liste	[i][0	]	-	ta	b	le	a	u	[i-l][t-1	])	l	i	s	t	e	[	i	-	t	]	[0]))	xz	tab	leau	[i].ap	p	en	d	(d	iff)	D	I	>Q.	
O	retu	rn	[lig	n	e[-l]	for	lig	n	e	in	tableau]	U	def	in	terp	o	l(x	,	tableau	v	aleu	r	for	lis	te	):	=	d	iffD	iv	(liste)	=	tab	leau	[-l]	k	in	r	a	n	g	e	(	l	e	n	(	l	i	s	t	e	)	-2,	valeur	*=	X	-	v	aleu	r	+=	tableaulk]	retu	rn	-1,	-1):	liste[k	][0	]	v	aleu	r	www.biblio-scientifique.net	201	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	On	considère	à	présent	la	fonction	/	:	x	passe-t-il	si	Гоп	essaie
d’en	donner	une	approximation	polynomiale	par	interpolation	en	des	points	régulièrement	répartis	dans	l’intervalle	[	-	1	,	1	]	?	in	te	r	p	o	la	tio	n	.p	y	from	P	o	stS	crip	t	from	in	terp	o	latio	n	def	f(x):	retu	rn	num	points,	rouge,	subdiv	I	=	=	=	[[x,	liste	_	p	l	subdiv	I	=	a,	vert,	liste	_	f	=	[[x,	liste_	p	2	im	port	b,	=	for	[[x,	=	for	[[x,	['p	_	ll(x	)',	1,	1000,	-1	.2	(0
,1	,0	),	nrange(a,	b,	,	1.2,	(0	,0	,1	),	100,	"runge"	[-1	.5	,	-0	.7	,	1.7,	2.1]	num	points)]	11)	X	in	1,	subdiv]	l)]	for	x	in	nrange(a,	b,	num	points)]	for	x	in	nrange(a,	b,	num	points)]	19)	X	in	b	o	ite,	rouge]],	[1	.1	,	=	(1	,0	,0	),	X	in	subdiv]	in	terp	o	l(x	,	plo	t(n	o	m	F	ich	ier,	[liste_	p	2	,	for	=	in	terp	o	l(x	,	nrange(-l,	f(x)]	nom	Fichier	b	o	ite	f(x)j	nrange(-l,	f(x)]
nrange	in	terp	o	l	l/(l+	10*x**2)	zoom,	bleu,	[[x,	p	lo	t,	im	port	l)]	zoom,	[[liste	_	f,	[	'	l/(l+	1	0	x	'^	2	)',	-0	.3	],	v	ert],	bleu],	[1	.1	,	[liste_	p	l,	0.1],	['p	_	1	9	(x	)‘	,	v	ert],	bleu],	[1	.1	,	1],	rouge])	Avec	11	points,	le	polynôme	d’interpolation	approche	relativement	bien	la	fonction	tant	que	l’on	ne	s’approche	pas	des	bornes	du	segment	[-1Д].	On	serait	alors
tenté	d’augmenter	le	nombre	de	points	d’interpolation.	Or	comme	on	le	voit	sur	la	figure	suivante,	avec	19	points	d’interpolation,	le	mal	empire	!	C’est	le	fameux	phénomène	de	R	u	n	g	e	.	T3	O	c	3	Û	Ю	O	rsj	gi	>O	Q	.	U	Comme	le	polynôme	d’interpolation	pn	s’écarte	de	la	fonction	aux	bords	du	seg​	ment	sur	lequel	on	travaille,	la	bonne	idée	est	de
modifier	la	subdivision	en	concentrant	légèrement	les	points	de	la	subdivision	aux	extrémités	du	seg​	ment.	Si	on	travaille	sur	l’intervalle	[-	1	,	1	],	on	utilise	alors	généralement	les	n	racines	du	polynôme	de	T	c	h	e	b	y	c	h	e	v	,	de	pre​	mière	espèce,	d’ordre	n	défini	par	T,î(x)	=	cos(77arccosx)	Ses	racines	sont	alors	données	par	2	/	-Fl	O	=	^	c	o	s	-------	я	/
e	[	0	,	r	i	-	l	]	|	n	www.biblio-scientifique.net	202	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	En	effet,	comme	on	le	constate	sur	le	tracé	du	polynôme	T20	,	la	répartition	des	racines	est	plus	dense	au	voisinage	des	bornes	de	l’intervalle	de	travail	:	in	t	e	r	p	o	la	t	io	n	.	p	y	from	m	ath	from	postscript	im	port	num	points,	lis	te
=	a,	[[x,	b,	*	im	port	plot,	orange	zoom,	b	o	ite	=	c	o	s	(	2	0	*	a	c	o	s	(	x	)	)]	p	l	o	t	(	"tchebychev",	ratio	Y	=	.4	,	b	o	ite,	1000,	for	zoom,	-	1	,	1	,	x	in	140,	nrange(a,	[[lis	te	]],	[-1	.1	,	b,	-1	.1	,	1.1,	1.4]	num	points)]	['T	_	2	0	',	[0	.8	,	1.1	5	],	bleu],	gradH	=.02)	Complétons	alors	notre	fichier	runge.	py.	En	reprenant	les	essais	précédents,	remplaçons	la
subdivision	régulière	de	[	-	1	,	1	]	parla	subdivision	a	:	in	te	r	p	o	la	t	io	n	,	p	y	from	def	m	ath	im	port	tcheby(n):	subdiv	=	tch	eb	y	(ll);	liste	_	p	l	subdiv	=	[[x,	=	=	[[x,	[-1	.5	,	p	lo	t("tcheby",	[liste_p2,	['p	_	ll(x	)',	[cos(pi	l	=	l	=	-0	.3	,	1	.7,	rouge]],	[1	.1	,	l)]	for	for	f(x)]	l)]	1.2]	zoom,	(2*i+l)	f(x)]	[[x,	in	terp	o	l(x	,	b	o	ite,	*	[[x,	in	terp	o	l(x	,	=	tcheby(19);
liste_	p	2	b	o	ite	*	return	x	x	-0	.1	],	#	xm	in,	v	ert],	x	in	x	b,	range(n)]	num	points)]	---	P_19(x)	ai	>Q.	O	U	num	points)]	ymax	[liste_	p	l,	0	.1	],	[	‘p	_	1	9	(	x	)	',	......	
P_11(x)	b,	xm	ax,	bleu],	—	1	1	in	subdiv]	ym	in,	------	f(x)	ГМ	in	[1	.1	,	i	subdiv]	nrange(a,	"O	O	c	13	Q	O	for	nrange(a,	in	[[liste	_	f,	[	'	1	/	(	l+10x"'2)	'	,	(2*n))	in	for	for	/	v	ert],	bleu],	[1	.1	,	0.3],	rouge])	Cette	fois-ci,	le	polynôme	d’interpo​	lation	fournit	une	approximation	de	/	tout	à	fait	fidèle.	Plus	précisément,	on	peut	prouver	que	si	/	est	lipschitzienne	sur
l’intervalle	[	-	1	,	1	],	la	suite	des	polynômes	de	Tchebychev	con​	verge	uniformément	vers	/	sur	cet	intervalle	(pour	une	démonstration	de	ce	résultat,	se	reporter	à	[Dem96]).	Notons	que	si	l’on	souhaite	effectuer	une	interpolation	sur	un	segment	[a,	b]	quelconque,	on	se	ramène	à	l’étude	précédente	par	le	changement	de	variable	affine	ф:	t	t-a	b-a
www.biblio-scientifique.net	203	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	Avant	de	clore	cette	section,	signalons	que	Гоп	pourrait	chercher	à	approcher	la	fonction	f	par	des	polynômes	autres	que	des	polynômes	d’interpolation	:	-	le	s	p	o	l	y	n	ô	m	e	s	d	e	B	e	r	n	s	t	e	in	a	s	s	o	c	ié	s	à	la	f	o	n	c	t	i	o	n	/	:	n	(	Jc\	^	fc=o	'	”	'	V	Bn(/)(x)	=	£	/	-	-	le	polynôme	de	degré	au
plus	n	obtenu	par	la	méthode	des	moindres	carrés,	c’est-à-dire	le	polynôme	qui	réalise	le	minimum	suivant	:	inf	£	!/-P	(x)	I	dx	Pe[R„[X]	Si	on	munit	l’espace	vectoriel	C	°([-l,l])	du	produit	scalaire	(/|g)	=	j	l	i	f	g	,	le	polynôme	recherché	est	la	projection	orthogonale	de	la	fonction	/	sur	le	sous-espace	vectoriel	[R„[X].	La	détermination	de	ce	polynôme	se
ramène	à	la	résolution	d’un	système	li​	néaire	:	en	effet,	P	est	le	projeté	de	f	si	et	seulement	si	la	fonction	(	P	-	/	)	est	orthogonale	à	chacun	des	vecteurs	de	la	base	canonique	de	Un	[X].	Encore	faut-il	disposer	d’une	méthode	d’intégration	numérique...	-	etc.	5	D	é	riv	a	tio	n	n	u	m	é	riq	u	e	Lorsqu’une	fonction	est	trop	compliquée	pour	que	le	calcul
analytique	de	sa	dérivée	soit	pra​	tique,	on	peut	obtenir	une	valeur	approchée	de	la	dérivée	en	calculant	un	taux	d’accroisse​	ment	T/î	:	f{x+h)-fix)	f	i	x	)	avec	h	petit	h	XJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	En	théorie,	plus	h	est	petit,	plus	Tx(h)	est	proche	de	f	i	x	)	.	Mais,	eu	égard	aux	problèmes	d’arrondi,	il	ne	faut	pas	prendre	h	trop	petit.	
En	effet.	Le	calcul	de	x^Ch)	se	fait	avec	un	pré​	cision	absolue	de	l’ordre	de	2	e-	|	f	i	x	)	|	/h	(où	e	1	0	“^^)	;	par	ailleurs,	d’après	l’inégalité	de	T	a	y	l	o	r	-	L	a	g	r	a	n	g	e	,	on	a	ГМ	XI	CTI	>Q	.	O	U	\xxih)-fix)\	L’inégalité	triangulaire	entraîne	alors	,	------	fix	)-ix	ih	)	Une	étude	rapide	de	la	fonction	h:	h	un	minimum	absolu	sur	atteint	en	h	„	<	-iir	iio	o	+	2	e	If
{x	)	2	^	||/"||o	o	+	2e\f{x)	n	I	'	montre	que	cette	fonction	possède	h	=2	www.biblio-scientifique.net	204	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	Pour	une	fonction	suffisamment	régulière,	il	est	donc	judicieux	de	choisir	une	valeur	de	h	qui	soit	de	Tordre	de	y/z,	c’est-à-dire	de	Tordre	de	1	0	“^.	L’écriture	d’une	classe	pour
la	dérivation	numérique	peut	être	:	d	e	r	iv	a	tio	n	.p	y	class	D	iff(o	b	ject):	d	e	f	__	i	n	i	t	___(	s	e	l	f	,	class	s	e	lf.f	=	se	lf.h	=	h	f,	h	=	le-8	):	f	D	i	f	f	A	v	a	n	t	l	(	D	i	f	f	):	def	__	c	a	l	l	___(	s	e	l	f	,	f,	x	)	:	h	=	s	e	lf.f,	se	lf.h	return	(f(x+h)	-	f(x	))/h	Comparons	pour	différentes	valeurs	de	h	les	valeurs	données	pour	la	dérivée	de	la	fonction	sinus	en	0	:	d	e	r	iv	a	tio
n	,	p	y	im	port	m	ath	as	I	p	rin	t('{	:"	7	}	for	n	in	X,	m	{	:^	2	0	}	'.fo	rm	a	t!'h	',	r	a	n	g	e	!	1,	h	=	0,	"O	O	|	cos	=	D	iffA	v	an	tl(m	.sin	,	{	:	.	15f>'	.	form	at(h	,	(	'-	'*28)	h)	cos(x)))	cos	1	p	rin	t	13):	10**(-n);	p	r	i	n	t	!	'{	:7	.le}	h	'c	o	s	'));	h	1	cos	1.06-01	1	0.998334166468282	1.06-07	1	0.999999999999998	1.06-02	1.06-08	1	1.000000000000000	1.06-03	1
0.999983333416666	1	0.999999833333342	1.06-09	1	1.000000000000000	1.06-04	1	0.999999998333333	1.06-10	1	1.000000000000000	1.06-05	1	0.999999999983333	1.06-11	1	1.000000000000000	1.06-05	1	0.999999999999833	1.06-12	1	1.000000000000000	On	constate	qu’à	partir	de	h	=	10"^	la	valeur	donnée	est	exacte.	Notons	qu’il	existe
d’autres	formules	d’approximation	de	la	dérivée,	basées	sur	des	calcul	de	différences	finies	et	qui	permettent	d’obtenir	un	ordre	d’approximation	plus	élevé	:	c	=3	Q	yo	rH	O	rsj	f'{x)	=	—	^	h	^	-F0	{	h	)	différence	arrière	d’ordre	1	différence	centrée	d’ordre	2	xz	CTI	>CL	O	fix)	=	-	№	+	2	W	+	4	/(	x	+	W	-	3	/(	x)	^	différence	avant	d’ordre	2	U	fix	)	=	m	x
)	-	4	f	i	x	-	h	)	+	fix-2h	)	^	,	-	^	f	{	x	+	2h)	+	f	{	x	+	h	)	-	^	f	{	x	)	-	^	f	{	x	-	h	)	^	h	différence	arrière	d’ordre	2	+	0[h^)	etc.	www.biblio-scientifique.net	différence	avant	d’ordre	3	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	205	Pour	les	programmer,	il	suffit	d’ajouter	une	classe	pour	chacune	dans	le	fichier	de	rivât	io	n	.	py	d	e	r	iv	a	tio	n	,	p	y	class	D	i	f	f	C	e	n	t	r	e	2
(	D	i	f	f	):	def	__	c	a	l	l	___(	s	e	l	f	,	f,	x	)	:	h	=	s	e	lf.f,	se	lf.h	retu	rn	(f(x+h)	-	f(x	-h	))/(2	*	h	)	Comparons,	par	exemple,	l’efficacité	de	la	formule	de	la	différence	centrée	d’ordre	2	pour	le	calcul	de	la	dérivée	de	la	fonction	racine	carrée	:	d	e	r	iv	a	t	io	n	.	p	y	im	port	def	for	m	ath	as	m	f(x):	return	n	in	r	a	n	g	e	(	1,	m	.sq	rt(l+	x	)	13):	X,	h	=	0,	10**(-n)	gl	=	D
iffA	v	an	tl(f,	g2	=	D	iffC	en	tre2	(f,	p	r	i	n	t	(	'{	0	:7	.1	e	}	TJ	O	c	D	Û	kD	O	rs]	oi	>Q.	O	U	|	h)	h)	{	l:.1	5	f>	I	{	2	:	.	1	5	f	>	'	.	f	o	r	m	a	t	!	h	,	g	l	(	x	)	,	g	2	(	x	)	))	1.0e-01	0.488088481701516	0.500627750598189	1.0e-02	0.498756211208895	0.500006250273449	1.0e-03	0.499875062460964	0.500000062500006	1.0e-04	0.499987500623966
0.500000000624445	1.0e-05	0.499998750003172	0.500000000003276	1.0e-06	0.499999875058776	0.500000000014378	1.0e-07	0.499999988079480	0.500000000291934	1.0e-08	0.499999996961265	0.500000002512380	1.0e-09	0.500000041370185	0.500000041370185	1.0e-10	0.500000041370185	0.500000041370185	1	.0	e-ll
0.500000041370185	0.500000041370185	1.0e-12	0.500044450291171	0.500044450291171	Cette	fois-ci,	on	voit	apparaître	très	nettement	la	perte	de	précision	lorsque	h	est	trop	petit.	6	In	té	g	ra	tio	n	n	u	m	é	riq	u	e	Les	méthodes	les	plus	courantes	pour	approcher	numériquement	une	intégrale	reposent	sur	une	formule	de	la	forme	pb	1=1	Ja	n
f{x)dx=^W	jfiXj)+	E	(*)	j	=	i	où	les	Wj	sont	appelés	les	poids,	les	x	j	les	pivots	ou	nœuds.	Le	nombre	E	est	l’erreur	de	tron​	cature.	Les	méthodes	classiques	d’intégration	numérique	se	répartissent	en	deux	types	:	-	les	algorithmes	de	N	ewton-Cotes	où	les	pivots	sont	équidistants.	Les	n	poids	sont	donc	les	seuls	paramètres	ajustables	;	ils	sont	alors
choisis	pour	rendre	la	méthode	exacte	(c’est-à-dire	telle	que	E	=	0)	pour	n’importe	quel	polynôme	de	degré	au	plus	n	-	\	.	www.biblio-scientifique.net	206	P	r	o	g	r	a	m	m	a	t	i	o	n	e	n	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	les	m	a	t	h	é	m	a	t	i	q	u	e	s	-	le	s	a	l	g	o	r	i	t	h	m	e	s	d	e	q	u	a	d	r	a	t	u	r	e	d	e	G	2	n	où	le	s	auss	p	i	v	o	t	s	e	t	le	s	p	o	i	d	s	s	o	n	t	a	j	u	s	t	a	b	l	e	s	;	c	e	s	p	a	r
a	m	è	t	r	e	s	s	o	n	t	a	l	o	r	s	c	h	o	i	s	i	s	p	o	u	r	r	e	n	d	r	e	la	m	é	t	h	o	d	e	e	x	a	c	t	e	p	o	u	r	n	’	i	m	p	o	r	t	e	q	u	e	l	p	o	ly	n	ô	m	e	d	e	d	e	g	ré	a	u	p	lu	s	2	/	7	-	1	.	S	i	le	s	m	é	t	h	o	d	e	s	d	e	G	a	u	ss	s	o	n	t	p	lu	s	p	e	r	f	o	r	m	a	n	te	s	(e	n	t	e	r	m	e	d	e	p	r	é	c	is	io	n	p	o	u	r	u	n	m	ê	m	e	t	e	m	p	s	d	e	c	a	l	c	u	l	)	q	u	e	le	s	m	é	t	h	o	d	e	s	d	e	N	e	w	to	n	-C	o	te	s	,	e	lle	s
s	o	n	t	e	n	r	e	v	a	n	c	h	e	p	l	u	s	l	o	u	r	d	e	s	à	p	ro	g	ra	m	m	e	r.	A	v	a	n	t	d	e	d	é	c	r	i	r	e	q	u	e	l	q	u	e	s	m	é	t	h	o	d	e	s	d	’i	n	t	é	g	r	a	t	i	o	n	n	u	m	é	r	i	q	u	e	,	o	n	p	e	u	t	c	o	m	m	e	n	c	e	r	p	a	r	é	c	r	i	r	e	u	n	e	s	u	p	e	r	-	c	l	a	s	s	e	q	u	i	r	e	p	o	s	e	s	u	r	la	f	o	r	m	u	l	e	(	*	)	:	in	t	e	g	r	a	t	io	n	,	p	y	class	In	teg	ratio	n	(o	b	ject):	def	__	i	n	i	t	___(	s	e	l	f	,	se	lf.a	,	a,	se
lf.b	,	b,	s	e	l	f	.p	o	id	s_	p	iv	o	ts	def	b,	n	s	e	l	f	.quadrature()	N	otlm	plem	entedE	rror	in	te	g	ra	le	(se	lf,	retu	rn	6.1	=	=	a,	q	u	a	d	r	a	t	u	r	e	(	s	e	l	f	):	raise	def	n):	se	lf.n	sum(w	*	f):	f(x)	for	w,	x	in	s	e	l	f	.p	o	id	s_pivots)	Méthodes	de	Newton-Cotes	composées	Pour	donner	une	valeur	approchée	de	l’intégrale	I,	une	première	idée	est	de	remplacer	la
fonction	/	par	un	polynôme	P	qui	interpole	/	en	plusieurs	points.	Cependant,	dès	qu’on	augmente	le	nombre	de	pivots,	on	risque	fort	de	se	retrouver	confronté	au	phénomène	de	R	u	n	g	e	.	On	modifie	alors	l’idée	de	départ	ainsi	:	on	commence	par	subdiviser	régulièrement	l’inter​	valle	d’intégration	en	n	sous-intervalles	[Xj,Xj+\\	où	Xo	-	a,	X	n	-	et	b,	V	y
£	|0,	n\,	xi	=	a	avec	+	j	h	,	h	=	b	-	a	n	TJ	O	c	rj	û	«tJH	D	O	CM	E	n	s	u	i	t	e	,	o	n	r	e	m	p	l	a	c	e	/	p	a	r	u	n	p	o	l	y	n	ô	m	e	P	y	q	u	i	i	n	t	e	r	p	o	l	e	/	s	u	r	c	h	a	c	u	n	d	e	s	«	p	e	t	it	s	»	s	e	g	m	e	n	t	s	[X	y	,	X	y	+	l	]	•	-	OJ	>Q	.	O	U	Xy,	a	l	o	r	s	le	g	r	a	p	h	e	d	e	P	y	e	s	t	u	n	e	d	r	o	i	t	e	h	o	r	i	z	o	n	t	a	l	e	:	c	’e	s	t	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	s	r	e	c	ta	n	g	le	s	.	(y)	XI	S	i	Py	i	n
t	e	r	p	o	le	/	a	u	p	o	i	n	t	-	S	i	P	y	i	n	t	e	r	p	o	l	e	/	a	u	x	p	o	i	n	t	s	x	y	e	t	x	y	+	i	,	a	l	o	r	s	le	g	r	a	p	h	e	d	e	P	y	e	s	t	u	n	e	d	r	o	i	t	e	a	f	f	in	e	:	c	’e	s	t	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	s	t	r	a	p	è	z	e	s	.	-	Si	Py	in	te	r	p	o	le	/	a	u	x	p	o	in	t	s	x	y	,	c	’e	st	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	S	i	m	p	s	o	n	e	t	x	y	+	i	,	a	lo	r	s	le	g	r	a	p	h	e	d	e	P	y	e	s	t	u	n	e	p	a	r	a	b	o	l	e	:	1/3.	E	n	f	i	n	,	o	n	s	o	m	m	e
le	s	i	n	t	é	g	r	a	l	e	s	d	e	c	h	a	q	u	e	p	o	l	y	n	ô	m	e	P	y	s	u	r	[x	y	,	x	y	+	i	]	,	e	t	o	n	o	b	t	i	e	n	t	u	n	e	v	a	l	e	u	r	a	p	p	ro	c	h	é	e	de	I:	n	-l	nXj+i	1=	Y	.	I	j	=o	J	x	j	n	-	l	(	f{x)dx=	Y	nXj	+i	/	j	=0	\	J	x	j	\	Py(x)dx	+E	y	U	j	www.biblio-scientifique.net	n	-1	Y	J-	q	n	x	¡+	i	/	J	xj	Py(x)dx	207	M	é	th	o	d	e	s	n	u	m	é	riq	u	e	s	Comme	ces	méthodes	ont	déjà	été	introduites	à	la
section	3,	on	ne	s’attarde	que	sur	la	mé​	thode	de	Simpson	1/3	composée.	On	se	place	sur	l’intervalle	[xj	,	x	j	+	1	]	et	on	note	5alors	d’après	les	formules	des	dif​	férences	divisées	(cf.	§	4),	le	polynôme	d’interpolation	de	/	aux	points	iXj,^j,Xj+\)	est	donné	par	P	-f-f	[	X	j	,	=	flXj]	l	,	j	]	{	X	-	X	j	)	+	f	[	X	j	,	^	j	,	X	j	+	i	]	{	x	-	X	j	)	{	x	-	^	j)	On	en	déduit,	après
calculs,	}l	P	j	i	x	)	d	x	=	-	{	f	{	X	j	)	+	4	f	i	i	,	j	)	X/	+	f	i	x	j	+	i	)	)	O	Par	sommation	on	obtient	I	b-a	6n	(/(X	o	)	+	4	/	(	a	y	i.)	+	2	/(x,	)	+	4	/	(	^	)	+	•••	+	2/(x	„	-,	)	+	4	/	n	-\	b-a	b	—Cl	n	-\	/U	i)+	4	X	fixo)+2	Y	,	6	ri	+	f(x	„))	y=i	7=0	avec	Y	a]c	=	CL+k-	1	si	/:	=	0	ou	2/7	b	—Cl	——	et	2n	6«	S	)	=	-{	4	si	0	<	A:<	2/z	et	A:impair	2	si	0	<	A:<	2/2	et	A:pair	On	peut
montrer	(cf.	[Dem96])	que	l’erreur	commise	est	majorée	par	|E|<	1	2880	h	^	-	Wf	(4)	{	b	-	a)	(*	*)	On	dit	alors	que	la	méthode	est	d’ordre	4	;	noter	que	la	méthode	est	exacte	pour	tout	polynôme	de	degré	au	plus	3.	
Programmons	les	trois	méthodes	sus-mentionnées	:	in	t	e	g	r	a	t	io	n	,	p	y	class	■O	O	R	ectangles(In	te	g	ra	tio	n	):	def	c	=3	Q	y£>	O	rvj	quad	r	a	t	u	r	e	!	s	e	l	f	):	a,	b,	h	=	n	=	se	lf.a	,	(b-a)	return	class	n	a	+	i*h)	for	se	lf.n	i	in	range!n)]	T	r	a	p	e	z	e	s	!	I	n	t	e	g	r	a	t	i	o	n	):	def	q	u	a	d	r	a	t	u	r	e	!	s	e	l	f	):	a,	CTI	‘s_	>Q.	O	b,	h	=	n	=	!b-a)	return	U	class	/
[(h,	se	lf.b	,	se	lf.a	,	/	se	lf.b	,	se	lf.n	!i+	0.5)*h)	for	n	[!h,	a	+	i	in	range!n)]	S	im	p	so	n	!In	teg	ratio	n	)	:	def	c	o	e	ff!se	lf,	if	i	==	0	or	return	e	lif	i	i,	=	=	N:	1	%	2	==	return	i	N	):	1:	4	www.biblio-scientifique.net	208	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	e	ls	e	:	re	tu	rn	2	def	q	u	a	d	ra	tu	r	e	(	s	e	l	f	):	a	,	b,	n	=	s	e	l	f	.	
a	,	i	f	n	%	2	!=	1	:	n	+=	1	s	e	lf	.b	,	s	e	lf	.n	h	=	(	b	-a	)	*	0	.5	/	n	re	tu	rn	[	(	h	/3	*	s	e	lf	.c	o	e	f	f	(	i,	E	x	e	r	c	ic	e	2	*	n	)	,	a	+	i*	h	)	fo	r	i	in	r	a	n	g	e	(	2	*	n	+	l)	]	49.	Représenter	la	spirale	de	C	ornu	définie	par	x{t)	=	/	cos(w	^)di/	et	y{t)	=	/	sin(w^)	d	u	JO	JO	À	une	rotation	de	j	près,	on	ob	tien	t	:	S	o	lu	t	io	n	.	
in	t	e	g	r	a	t	io	n	,	p	y	from	math	im	p	o	rt	*	from	P	o	s	t	S	c	r	ip	t	im	p	o	rt	p	lo	t	,	n	ra	n	g	e	def	z	(	t	):	s	=	S	im	p	s	o	n	(0	,	t	,	10	0	0	)	X	=	lam	b	d	a	u	:c	o	s	(	u	*	*	2	)	y	=	lam	b	d	a	u	:	s	in	(	u	*	*	2	)	re	tu	rn	[	s	.	in	t	e	g	r	a	le	(	x	)	,	s	.	in	t	e	g	r	a	le	(	y	)	]	■a	O	c	n	û	«JD	O	tH	n	u	m	p	o	in	ts	,	a	,	b,	zoom,	b	o	it	e	=	10	0	0	,	-	1	0	,	1	0	,	10	0	,	[-1,	-1,	l	i	s	t	e	=	[	z
(	x	)	f	o	r	X	i	n	n	r	a	n	g	e	(	a	,	b,	n	u	m	p	o	in	ts	)]	p	l	o	t	(	"	c	o	r	n	u	"	,	b	o	it	e	,	zoom,	[	[	l	i	s	t	e	,	(0	,	0	,	1	)	]	]	,	a	x	e	s	=	F	a	ls	e	)	1,	1]	Pour	une	présen	tatio	n	de	cette	courbe,	le	lecteur	p	o	urra	consulter	le	site	de	référence	en	m	atière	de	courbes	et	de	surfaces	:	h	t	t	p	:	//www.	mathcu	r	v	e	.	com/cou	r	b	e	s	d/co	rnu/co	r	n	u	.	2	CM	shtml	(y	)	Pour
diminuer	le	nombre	de	points	à	tracer,	et	donc	le	temps	de	calcul,	on	pourrait	utiliser	des	courbes	de	B	éz	ier	avec	comme	points	de	contrôle	les	vecteurs	vitesse	(qui	se	calculent	très	simplement	ici).	xz	CTI	>O	Q	.	U	Pour	conclure	cette	section,	revenons	u	n	in	stan	t	sur	l’inégalité	(*	*)	:	cette	m	ajoration	de	l’er​	reur	possède	un	in	térêt	théorique
indéniable	;	néanm	oins,	elle	ne	p	erm	et	pas	de	d	éterm	in	er	d	irectem	ent	l’ordre	du	pas	h	à	choisir	po	u	r	ob	ten	ir	u	n	e	approxim	ation	de	I	avec	un	e	précision	donnée.	En	effet,	com	m	ent	d	éterm	in	er	u	n	e	b	orne	de	la	dérivée	q	uatrièm	e	de	/	?	N	um	érique​	m	ent,	ce	problèm	e	est	trop	com	plexe.	En	pratique,	on	applique	la	m	éth	o	d	e	avec	deux
pas	différents	{h	et	2h	p	o	u	r	m	inim	iser	les	évaluations	de	/	)	et	on	utilise	la	différence	des	deux	approxim	ations	num	ériques	com	m	e	estim	ation	de	l’erreur	du	m	oins	b	o	n	résultat.	www.biblio-scientifique.net	209	Méthodes	numériques	6.2	La	méthode	de	Romberg	La	m	éthode	de	R	omberg	utilise	le	procédé	d	’extrapolation	de	R	ichardson	p	o	u	r
accélérer	la	convergence	de	la	m	éthode	des	trapèzes	com	posée.	Soit	/	u	n	e	fonction	de	classe	sur	le	segm	ent	[a,	b].	On	décom	pose	le	segm	ent	[a,	b]	en	n	sous-intervalles	égaux.	Alors	l’approxim	ation	de	l’intégrale	I	de	/	sur	ce	segm	ent	p	ar	la	m	éthode	des	trapèzes	vaut	T(h)	=	h	-	/	U	o	)	+	V	2	/(JC;)	+	-/	(-C	n	)	2	OÙ	j	vy	e	[0	,«]|,	X	j	=	a	+	jh	,	b	—
Cl	et	h	=	-----------n	On	p	eu	t	alors	m	o	n	trer	(cf.	[Dem96])	à	l’aide	de	la	form	ule	d	’EULER-MACLAURiN	que	l’erreur	com	m	ise	dans	la	m	éthode	des	trapèzes	possède	u	n	développem	ent	limité	à	to	u	t	ordre	de	la	form	e	E{h)	=	a	ih	^	+	azh^	+	—	\-	+	où	E	(h	)=	T	(h	)-J	De	plus,	les	ne	d	é	p	en	d	e	n	t	ni	de	n,	ni	de	h.	L’idée	est	alors	de	faire	une	com
binaison	linéaire	de	T	(h)	et	T	(ù/2)	p	o	u	r	an	n	u	ler	le	prem	ier	term	e	du	développem	ent	de	E	:	T(ù)	=	f	i	t	)	Ô.Î	+	a	\h	^	+a2h'^	h—	+	^	(	f	)	“	/fl	+	+	•••	+	i(4	T	(f)-T	(ù	))	=	f	^	f	[	t	)	d	t	+	0[h^^)	-f-¿	>	2	+	•	•	•	+	b	j	c	-	i	-tO^ù^^j	N	--------------------	V--------------------	'	0{h^)	On	rem	arque	q	u	’ainsi,	on	a	gagné	u	n	ordre	dans	le	développem	ent	de
l’erreur.	C’est	u	n	bon	exercice	de	vérifier	que	la	nouvelle	expression	o	b	ten	u	e	correspond	à	la	m	éth	o	d	e	de	Sim	pson	.	Le	procédé	p	récédent	se	généralise	aisém	ent	:	on	utilise	des	dichotom	ies	successives	avec	des	pas	de	la	form	e	h	et	on	rem	plit	u	n	tableau	triangulaire	co	m	p	ren	an	t	les	nom	bres	:	"O	O	c	13	Q	^m,0	—T	'b	a\	l	2'"	.w	iT,	H	a	et
V	«e	p	,	m	|	,	K	,n	,n	=	---	A/^_	i	^	_	i	4«_1	O	(N	sz	ai	>•	Q.	O	U	étape	r=o	1	r=2	tableau	[0]	tab	leau	ll]	Ai.o	tableau	[2]	A2,0	tableau	[n]	Am,0	^	A2,i	Am,l	Am,2	www.biblio-scientifique.net	t=	m	210	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	Le	dernier	élém	ent	de	la	diagonale	principale	Ат,т	est	alors	la	m	eilleure	approxim	ation	de	l’intégrale
I	que	l’on	puisse	obtenir	en	évaluant	f	en	2'"	points.	En	pratique,	on	com	m	ence	par	rem	plir	la	prem	ière	colonne	en	se	servant	de	la	relation	de	récurrence	:	Afc.o	=	-Afc-i,o+A'^Q	En	effet,	en	n	o	ta	n	t	h	=	où	=	on	a	2^'-]	1	Y.	f{a	+jh)	+-f(b)	Afc,o	-	h	-	/	(	e	)	+	^	j=	i	Y	=	h	a	+	iZj	+	D	^	j^	"	^	)k-l	2'^-^-!	2^-1-1	-/(«)+	E	f	{	a	+	2ph)+	p=	l	E	^	f	[	a	+	{
2	p	+	l	)h)	+	-	f	i	b	)	p=	0	Y	2^-1-1	=	“	Afc_i_o	+	ù	E	^	y=0	2^	^	f	[a	+	{	2	j	+	l)h)	A',k.O	Ceci	p	erm	et	de	calculer	un	e	fois	et	une	fois	seulem	ent	les	valeurs	de	/	nécessaires.	Ensuite,	on	rem	plit	les	autres	colonnes	en	utilisant	la	form	ule	V	«	e	|	[	l	,	m	]	,	Am,n	=	4	^	'-	l	La	p	rogram	m	ation	de	l’algorithm	e	p	eu	t	alors	s’écrire	com	m	e	suit	:	in	t	e	g	r	a
t	i	o	n	,	p	y	c	l	a	s	s	R	o	m	b	e	r	g	(	o	b	je	c	t	)	:	d	e	f	__i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	a	,	b,	m):	s	e	l	f	.	
a	,	s	e	l	f	.	b	,	s	e	lf	.	m	=	a	,	■a	O	c	D	Û	O	Гч]	def	in	t	e	g	r	a	le	(	s	e	lf	,	f	)	:	a	,	b,	m	=	s	e	l	f	.	a	,	s	e	l	f	.	b	,	A	=	[	[	(	b	-a	)	*	(	f	(	a	)	+	f	(	b	)	)	f	o	r	k	in	r	a	n	g	e	(	l,	b,	m	s	e	lf	.m	*	0	.5	]	]	m	+	1):	h	=	(	b	-a	)	/	2	*	*	k	Ap	=	h	*	s	u	m	(	[	f	(	a	+	j>t=h)	f	o	r	j	>O	Q	.	in	r	a	n	g	e	(	l,	2**k,	2	)])	A.	append	(	[	0	.5	*	A	[	k	-	1	]	[0]	-i-	A	p	])	f	o	r	t	i	n	r	a	n	g	e	(	l,	m	+	1):
U	f	o	r	k	i	n	r	a	n	g	e	(	t	,	m	+	1):	A	[	k	]	.a	p	p	e	n	d	(	(	4	+	*	t	*	A	[	k	]	[	t	-	1	]	-	A	[	k	-l]	[	t	-l]	)	/	(	4	*	*	t	-l)	)	r	e	t	u	r	n	A[m	][m]	E	x	e	r	c	ic	e	5	0	.	C	onjecturer	l’ordre	de	la	partie	principale	du	développem	ent	asym	ptotique	de	la	suite	Un=	ln	(	l-	i-	r	"	)	d	r	JO	www.biblio-scientifique.net	Méthodes	numériques	Si	Un	possède	u	n	développem	ent	de	la	form
e	Un	=	co«“	+	c	\ïf-	^	nécessairem	ent,	Un+l	a	=	lim	n	S	o	lu	t	io	n	.	211	^),	alors	Un	On	p	eu	t	donc	conjecturer	la	valeur	de	a	avec	le	script	suivant	:	in	t	e	g	r	a	t	io	n	,	p	y	from	math	im	p	o	rt	*	m	=	Rom	berg(0	,	1	,	16	)	d	e	f	u	(	n	)	:	r	e	t	u	r	n	m	.i	n	t	e	g	r	a	l	e	(lam	b	da	x	:	l	o	g	(	l+	x	*	*	n	)	)	d	e	f	v	(	n	)	:	r	e	t	u	r	n	n	*	(	u	(	n	+	l)	/	u	(	n	)	-	1	)	n,	l	i	s	t	e
=	2**8,	[1,	0]	w	h	ile	n	>	le	-1	0	:	lis	t	e	[	0	]	)	)	p	r	i	n	t	(	"n*u(n)={	:	f	}	"	.	f	o	r	m	a	t	(n*u(n)	))	n=	256	n=	5	1	2	I	v	(	n	)	=	-	0	.	9	9	18	76	9	3	6	2	I	v	(	n	)	=	-0	.9959222822	n	=	10	2	4	I	v	(	n	)	=	-	0	.	9	979	570	70	6	n	*	u	(	n	)	=	0	.8	2	2	4	1	2	n=2048	I	v	(	n	)	=	-	0	.	9	9	8	9	775	14	6	n=4096	n	=	8	19	2	I	v	(	n	)	=	-	0	.	999	4885018	I	v	(	n	)	=	-	0	.	9	9	9	74	4	18
9	3	D	onc	vraisem	blablem	ent,	a	=	-	1	.	En	fait,	en	utilisant	u	n	th	éorèm	e	d	’intégration	term	e	à	2	term	e,	on	p	e	u	t	prouver	que	Un	~	6.3	(R	em	arquer	que	J	i^	/1	2	^	0.822467033424).	Méthodes	de	Gauss	C	o	m	m	e	n	o	u	s	l	’a	v	o	n	s	d	it	e	n	d	é	b	u	t	d	e	s	e	c	t	io	n	,	le	s	m	é	t	h	o	d	e	s	d	e	q	u	a	d	r	a	t	u	r	e	d	e	G	a	u	s	s	c	o	n	s	is	t	e	n	t	à	c	h	o	is	ir	n	o
n	s	e	u	le	m	e	n	t	le	s	p	o	id	s	,	m	a	is	a	u	s	s	i	le	s	p	iv	o	t	s	,	p	o	u	r	q	u	e	la	m	é	t	h	o	d	e	s	o	it	a	u	s	s	i	p	r	é	c	is	e	q	u	e	p	o	s	s	ib	le	.	TJ	O	c	D	Û	«n	O	tH	CM	C	onsidérons	le	cas	p	articulier	de	la	m	éth	o	d	e	de	G	a	u	s	s	-	L	e	g	e	n	d	r	e	qui	perm	et	de	calculer	une	intégrale	sur	le	segm	ent	[-1,1].	Pour	trouver	la	répartition	optim	ale	des	pivots,	il	faut	faire
le	d	éto	u	r	p	ar	les	polynôm	es	orthogonaux;	p	o	u	r	l’exposé	théorique,	nous	renvoyons	une	fois	de	plus	à	[Dem96],	où	il	est	n	o	ta	m	m	e	n	t	m	ontré	le	fait	suivant.	Si	on	cherche	à	rendre	l’approxim	ation	Î	1	f	{	x	)	d	x	=	Y	.	
Wj	f	i	Xj	)	-I-E	n	ai	>•	CL	O	1=	■1	;	=1	U	exacte	p	o	u	r	tous	les	polynôm	es	de	degré	inférieur	k	2	n	-	l	,	alors	il	faut	prendre	-	com	m	e	pivots	les	n	racines	xj	du	n	-ièm	e	polynôm	e	de	L	e	g	e	n	d	r	e	P	„	;	-	com	m	e	poids	les	valeurs	W;	=	2	www.biblio-scientifique.net	212	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	On	rappelle	que	les	polynôm
es	de	L	e	g	e	n	d	r	e	p	eu	v	en	t	être	définis	p	ar	la	form	ule	de	Rodrigues	:	1	d	"	r(	X	?^	P„(x)	=	--------;--2«w!dx'»	'	-	1	)	"	'	ou	par	récurrence	:	Po(x)	=	1,	P	i	(x)	=	a:	et	V	/ie	N	,	(/î	+	l)P	„+	i(x	)	=	(2	n	+	l)x	P	„	(x	)	-	«	P	^	-i	W	Pour	le	calcul	de	P'„,	on	dispose	égalem	ent	de	la	relation	de	récurrence	:	-1	d	--------—	P„(x)	=	x	P	„	(x	)	-P	n	-l(x	)	n	dx	Le	calcul	des
poids	et	des	pivots	s’en	déd	u	it	:	N	bre	de	points	n	Pivots	1	2	Poids	w¿	Xi	2	1	8/9	5/9	0	+	l/\/3	0	3	±	v/3	7	5	4	5	±	y	(	3	-	2	v	/6	/	5	]	/7	1	8	+	v	/3	Ô	±	y	(	3	+	2	\/6	/5	)/7	1	8	-\/3	Ô	0	T28	225	3	2	2	+	1	3	\/7	Ô	±	i	\	/	5	-	2	v	'l	0	/	7	±	i\/5	-	h	2	v	'l0	/7	36	36	900	3	2	2	-1	3	\/7	()	900	Pour	appliquer	cette	m	éthode	au	calcul	d	’u	n	e	intégrale	sur	u	n	segm	ent



quelconque,	on	effec​	tue	u	n	changem	ent	de	variable	affine	:	"O	O	c	n	Q	kD	O	rs]	b	-a	a+	b.	,	X	-I	-	-----------	d	x	/V	{	x	)d	x	=	^	£	/(	la	2	j-i	V	2	La	form	ule	de	quadrature	de	G	a	u	s	s	devient	alors	n	,	b-	a	^	Ja	b	-a	■	X;	-I-	a	+b	(y)	XI	CTI	>•	CL	O	Pour	program	m	er	cette	m	éthode,	nous	pro	p	o	so	n	s	de	calculer	n	u	m	ériq	u	em	en	t	les	poids	et	les	pivots.
U	D	ans	u	n	prem	ier	tem	ps,	on	d	é	​	finit	une	fonction	le	g	e	n	d	r	e	qui	calcule	le	m	-ièm	e	polynôm	e	de	L	e	g	e	n	d	r	e	,	ainsi	que	son	polynôm	e	dérivé.	www.biblio-scientifique.net	Méthodes	numériques	213	in	t	é	g	r	a	t	io	n	,	p	y	d	e	f	le	g	e	n	d	r	e	(	t	,	m	):	i	f	m	==	0:	re	tu	rn	1	e	l	i	f	m	=	=	l:	re	tu	rn	t	e	ls	e	:	p0,	p	l	=	1	,	t	f	o	r	к	i	n	r	a	n	g	e	(	1	,	m	):	P
=	(	(	2	*	k	+	l)	*	t	*	p	l	-	k*p0)	/	p0,	p	l	=	p	l	,	re	tu	rn	P	(1+	k	)	P	from	math	im	p	o	r	t	*	from	P	o	s	t	S	c	r	ip	t	im	p	o	rt	p	lo	t	,	o	ra	n	g	e	n	u	m	p	o	in	ts	,	a	,	b,	f	i	c	h	i	e	r	,	zoom	=	10	0	0	,	b	o	it	e	=	[	-	1	.	1	,	lis	t	e	=	[[[[x	,	-1	,	1,	"	le	g	e	n	d	r	e	"	,	12	0	-	1	.	1	,	1	.	1	,	1	.	1	]	#	xmin,	ymin,	xmax,	ymax	le	g	e	n	d	r	e	(	x	,	n	)	j	f	o	r	x	i	n	n	r	a	n	g	e	(	a	,	b,	n	u	m	p	o
in	t	s	)	]	,	(	n	/1	0	,	0	.3	2	,	p	l	o	t	(	f	i	c	h	i	e	r	,	b	o	it	e	,	1	-	n	/	1	6	)	]	f	o	r	n	i	n	r	a	n	g	e	(	l,	1	1	)	]	zoom,	l	i	s	t	e	,	g	r	a	d	H	=	.0	3	,	r	a	t	io	Y	=	.	4	)	D	a	n	s	u	n	d	e	u	x	iè	m	e	t	e	m	p	s	,	o	n	u	t	ilis	e	l	’a	lg	o	r	it	h	m	e	d	e	N	e	w	t	o	n	p	o	u	r	le	c	a	lc	u	l	d	e	s	r	a	c	in	e	s	p	o	s	i​	t	iv	e	s	d	e	Pfn,	s	a	c	h	a	n	t	q	u	e	a	m	ê	m	e	p	a	r	it	é	q	u	e	m	.	P	o	u	r	c	a	lc	u	le	r	la	i-
iè	m	e	r	a	c	in	e	p	o	s	it	iv	e	,	il	fa	u	t	u	n	e	v	a	le	u	r	a	p	p	r	o	c	h	é	e	p	o	u	r	in	it	ia	lis	e	r	l	’a	lg	o	r	it	h	m	e	d	e	N	e	w	t	o	n	;	i	l	e	st	p	o	s	s	ib	le	d	e	m	o	n	t	r	e	r	q	u	e	la	v	a	le	u	r	c	o	s	f	)	c	o	n	v	ie	n	t	.	
V	o	ic	i	d	o	n	c	u	n	e	p	r	o	g	r	a	m	m	a	t	io	n	d	e	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	G	a	u	s	s	-	L	e	g	e	n	d	r	e	:	in	t	e	g	r	a	t	io	n	.	p	y	from	math	im	p	o	r	t	p	i	.	co	s	c	l	a	s	s	G	a	u	s	s	L	e	g	e	n	d	r	e	(	I	n	t	e	g	r	a	t	io	n	)	:	"O	O	c	d	e	f	g	a	u	s	s	P	i	v	o	t	s	(	s	e	l	f	,	m,	t	o	l	=	l	e	-	1	4	)	:	d	e	f	le	g	e	n	d	r	e	(	t	,	m	)	:	p0	=	1	;	p	l	=	t	f	o	r	к	i	n	r	a	n	g	e	(	1	,	m	):	ГЗ	=	(	(	2	*	k	+	l)	*	t	*	p	l
-	k*p0)	/	p0,	p	l	=	p	l	,	P	P	Q	O	ГМ	ai	>CL	O	U	dp	=	m*(p0	-	t	*	p	l	)	r	e	t	u	r	n	p,	dp	/	w	=	[0	f	o	r	i	i	n	ra	n	g	e	(m	)]	X	=	[0	f	o	r	i	i	n	ra	n	g	e	(m	)]	n	R	o	o	ts	=	(m	-I-	l	)	/	/	2	fo	r	i	in	(1-i-k	)	(	1	-	t*	*	2)	#	p	o	id	s	#	p	iv	o	ts	#	nombre	de	ra	c	in	e	s	p	o	s	i	t	i	v	e	s	r	a	n	g	e	(	n	R	o	o	ts	)	:	t	=	c	o	s	(	p	i*	(	i	-i-0	.7	5	)	/(	m	-1	-0	.5	)	)	f	o	r	j	in	ra	n	g	e	(3	0	):	p,	dp	=	le
g	e	n	d	r	e	(	t	,	m)	d	t	=	-p	/	d	p	;	t	=	t	-f-	d	t	i	f	a	b	s(d	t)	<	t	o	i:	x	[	i]	=	t;	x	[	m	-i-l]	#	ra	c	in	e	approchée	#	méthode	de	Newton	=	-t	www.biblio-scientifique.net	214	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	w	[	i]	=	2	/	(	1	-	t	*	*	2	)	/	w	[	m	-	i	-	l	]	=	w	[	i]	b	re	a	k	r	e	t	u	r	n	z	ip	(	w	,	x)	(d	p	*	*	2)	d	e	f	q	u	a	d	r	a	t	u	r	e	(	s	e	lf	)	:	a	,	b,	n	=	s	e	l	f	.	a	,
s	e	l	f	.	b	,	s	e	l	f	.	n	r	e	t	u	r	n	[	[	(	b	-a	)	*	w	*	0	.5	,	(	a	+	b	)	*	0	.5	+	(	a	-b	)	*	0	.5	*	x	]	f	o	r	w,	X	i	n	s	e	l	f	.	g	a	u	s	s	P	i	v	o	t	s	(	n	)	]	6.4	Comparatif	des	différentes	méthodes	Il	ne	nous	reste	plus	q	u	’à	com	parer	la	m	éth	o	d	e	de	G	a	u	ss	-L	egendre	aux	m	éthodes	p	récé​	dentes,	ce	que	nous	faisons	en	cherchan	t	à	calculer	u	n	e	valeur	approchée	du	n	o
m	bre	tt	à	l’aide	de	la	form	ule	7T=	1	2	7	^	v	/-	r	t-^	'd	t	------8	iJO	in	t	e	g	r	a	t	io	n	.	p	y	p	r	i	n	t	(	"	{	:	>	3	}	I	{	:	"	1	0	}	I	{	:	"	1	0	}	|	{	:	"	9	}	|	{	:'"	9	}	|	{	:"	9	}	"	.	f	o	r	m	a	t	r	n	"	,	"	r	e	c	t	a	n	g	le	s	"	,	"	t	r	a	p	è	z	e	s	"	,	"	S	im	p	so	n	"	,	"Rom	berg",	"	G	a	u	s	s	"	)	)	f	o	r	i	i	n	r	a	n	g	e	d	,	8)	:	r	,	t	=	R	e	c	t	a	n	g	le	s	(	0	,	0	.	5	,	2	*	*	i	)	,	T	r	a	p	e	z	e	s	(	0	,	0	.	5
,	s	,	ro	=	S	im	p	s	o	n	(0	,	0	.	5	,	2	*	*	i	)	,	R	om	berg(0,	0	.	5	,	i	)	g	=	G	a	u	s	s	L	e	g	e	n	d	r	e	(	0	,	0	.	5	,	2	*	*	i)	comp	=	[	e	v	a	l(	m	)	.	in	t	e	g	r	a	le	d	a	m	b	d	a	x	:	s	q	r	t	(	l	-	x	*	*	2	)	)	fo	r	m	in	[	'	r	'	,	'	f	,	'	s	'	,	comp	=	[	p	i	-	1	2	*	(	c	-	s	q	r	t	(	3	)	/	8	)	p	r	in	t	(	"	{	0	:	>	3	d	}	"I	■a	O	a	=3	û	O	rsj	x:	DI	>Q.	O	U	{	l[	3	j:	n	1	r	e	c	t	a	n	g	le	s	2	1	-1	.6	5	e	-0	1	4	1	-9
.1	5	6	-0	2	8	1	-4	.	8	0	e	-0	2	16	1	-	2	.	4	6	e	-0	2	32	1	64	1	12	8	1	|	1	1	I	{	l[	0	j:	.2	e	>	.2	e	}	I	{1[4	]:	1	1	tra	p	è	z	e	s	-1	.7	9	e	-0	2	-4	.	5	0	6	-	0	3	-1	.1	3	6	-0	3	-2	.8	2	6	-0	4	-1	.2	4	e	-0	2	-	6	.2	4	e	-0	3	1	1	-7	.0	5	6	-0	5	-1	.7	6	6	-0	5	1	1	1	-3	.1	3	6	-0	3	1	-4	.4	0	6	-0	6	1	2	*	*	i)	'r	o	',	'g	']	]	f	o	r	c	i	n	comp]	|	.2	e	>	[	{	l[	2	j:	.2	e	>	"	.2	e	>	"	.fo	r	m	a	t	(2>K*i,
comp))	1	1	1	1	Sim	pso	n	9	.6	3	6	-0	6	1	.2	7	6	-0	6	1	.2	2	6	-0	7	1	1	1	1	Romberg	6	.6	0	6	-0	4	6	.3	6	6	-0	6	|	G	au	ss	1	-4	.3	4	6	-0	4	1	-1	.0	8	6	-0	7	9	.5	9	6	-0	9	1	4	.1	1	6	-0	8	1	.2	8	6	-1	0	1	1	7	.9	9	6	-	1	5	3	.2	0	6	-1	4	6	.7	6	6	-1	0	4	.4	9	6	-1	1	2	.9	0	6	-1	2	1	1	.6	2	6	-1	3	1	-8	.8	8	6	-16	1	0	.0	0	6	+	0	0	1	1	1	1	.5	5	6	-1	4	2	.6	6	6	-	1	4	3	.6	4	6	-1	4	L	’a	c	c	é	lé	r
a	t	io	n	d	e	c	o	n	v	e	r	g	e	n	c	e	a	v	e	c	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	R	o	m	b	e	r	g	e	st	im	p	r	e	s	s	io	n	n	a	n	t	e	:	a	v	e	c	s	e	u	le	​	m	e	n	t	64	p	iv	o	t	s	,	et	a	u	p	r	ix	d	e	q	u	e	lq	u	e	s	o	p	é	r	a	t	io	n	s	a	r	it	h	m	é	t	iq	u	e	s	,	la	p	r	é	c	is	io	n	e	st	p	a	s	s	é	e	d	e	3	•1	0	“	^	(	d	a	n	s	le	c	a	s	d	e	la	m	é	t	h	o	d	e	d	e	s	tra	p	è	z	e	s	)	à	1	0	“	^^.	On	rem	arque	égalem	ent	que	la
précision	de	la	m	éth	o	d	e	de	G	a	uss	-L	egendre	est	excellente	avec	seulem	ent	8	points	de	quadrature,	m	ais	c’est	au	prix	d	’u	n	e	program	m	ation	plus	ardue.	Au-delà	de	8	points,	les	erreurs	d	’arrondi	dans	la	d	éterm	in	atio	n	des	pivots	et	des	points	en	gâtent	la	précision	(en	effet,	nous	avons	choisi	une	tolérance	de	10“	^'^	p	o	u	r	la	d	éterm	in	atio
n	n	um	ériq	u	e	de	ces	param	ètres).	www.biblio-scientifique.net	Méthodes	numériques	6.5	215	Méthode	adaptative	Si	on	cherche	à	calculer	u	n	e	valeur	ap	prochée	de	ttà	l’aide	de	l’égalité	71	=	4-	/	^	V	l	t,	on	rem	arque	que	lorsque	la	fonction	à	intégrer	possède	u	n	e	dérivée	infinie	en	x	=	1	:	dans	ce	cas,	les	m	éthodes	classiques	sont	peu	efficaces.	D
ans	ce	genre	de	situation,	il	faut	recourir	à	des	m	éthodes	adaptatives,	c’est-à-dire	des	m	éthodes	où	le	pas	de	la	subdivision	augm	ente	dans	les	régions	où	la	fonction	à	intégrer	devient	irrégulière.	Parm	i	ces	m	éthodes,	nous	allons	p	résen	ter	la	m	éth	o	d	e	adaptative	de	S	i	m	p	s	o	n	^	qui	fut	p	ro	​	posée	par	G	.F	.	K	U	N	C	IR	en	1	9	6	2	.	Cette	m	éth
o	d	e	utilise	u	n	e	estim	ation	de	l’erreur	o	b	ten	u	e	à	partir	d	’u	n	calcul	d	’intégrale	p	ar	la	m	éth	o	d	e	de	S	i	m	p	s	o	n	.	Si	l’erreur	est	supérieure	à	une	valeur	de	seuil	spécifiée	par	l’utilisateur,	l’algorithm	e	subdivise	l’intervalle	d	’intégration	en	deux	et	applique	cette	m	éthode	récursivem	ent	à	ch	acu	n	des	sous-intervalles.	Cet	algorithm	e	s’avère
généralem	ent	beaucoup	plus	efficace	que	la	m	éth	o	d	e	de	S	i	m	p	s	o	n	com	posée	car	elle	utilise	m	oins	d	’évaluations	de	la	fonction	/	dans	les	endroits	où	/	est	suffisam	m	ent	régulière	p	o	u	r	être	raisonnablem	ent	rem	placée	p	ar	u	n	trinôm	e.	La	condition	d	’arrêt	suggérée	p	ar	J.N	.	L	y	n	e	s	s	est	:	^	|S	(	f	l,c	)	+	S	{c,b)	-	S	{	a	,	b	)	\	<	E	o	ù	[a,	b]	e
s	t	u	n	in	t	e	r	v	a	lle	d	e	m	ilie	u	c	;	S	{a	,b	),	S	{a	,c	],	et	S	{c,b)	s	o	n	t	le	s	e	s	t	im	a	t	io	n	s	f	o	u	r	n	ie	s	p	a	r	la	rè	g	le	d	e	S	i	m	p	s	o	n	s	u	r	le	s	in	t	e	r	v	a	lle	s	c	o	r	r	e	s	p	o	n	d	a	n	t	s	;	e	n	f	in	e	la	v	a	le	u	r	d	e	s	e	u	il	s	o	u	h	a	it	é	e	.	E	n	u	t	ilis	a	n	t	le	p	r	o	c	é	d	é	d	’e	x	t	r	a	p	o	la	t	io	n	d	e	R	i	c	h	a	r	d	s	o	n	,	il	e	st	p	o	s	s	ib	le	de	m	o	n	t	r	e	r	q	u	e	la
m	e	ille	u	r	e	a	p	p	r	o	x	im	a	t	io	n	à	3	p	iv	o	t	s	d	e	l	’in	t	é	g	r	a	le	s	u	r	[a,	b]	e	st	d	o	n	n	é	e	p	a	r	S	{a	,c	)+	S	{c	,b	)	+	L’estim	ation	ainsi	o	b	tenue	est	exacte	p	o	u	r	des	polynôm	es	de	degré	au	plus	cinq.	Voici	u	n	e	program	m	ation	possible	de	cet	algorithm	e.	in	t	e	g	r	a	t	io	n	,	p	y	d	e	f	s	im	p	s	o	n	(	f	,	a	,	b)	:	c	=	(a	+	b	)	*	0	.5	re	tu	rn	(	f(a	)	+	4	*	f{c
)	+	f(b	))	d	e	f	s	im	p	s	o	n	_	a	d	a	p	t	a	t	iv	e	(	f	,	a	,	c	=	(a	+	b	)	*	0	.5	•a	O	c	13	û	y£>	O	rsl	©	ai	>•	CL	O	U	*	a	b	s	(	b	-a	)	/	6	b,	e	p	s	)	:	r	e	u	n	io	n	,	g	a	u	c	h	e	,	d	r	o	it	e	=	s	i	m	p	s	o	n	(	f	,	a	,	b	)	,	s	i	m	p	s	o	n	(	f	,	a	,	c	)	,	s	in	ip	s	o	n	(	f	,	c	,b	)	i	f	a	b	s	(g	a	u	c	h	e	+	d	r	o	it	e	-	r	e	u	n	io	n	)	<	=	15	*	e	p	s	:	r	e	t	u	r	n	gau	ch	e	+	d	r	o	it	e	+	(g	au	ch	e	+	d	r	o
it	e	-	r	e	u	n	io	n	)	/	1	5	e	ls	e	:	re	tu	rn	(	s	im	p	s	o	n	_	a	d	a	p	t	a	t	iv	e	(	f	,	a	,	c	,	e	p	s	/2	)	+	s	im	p	s	o	n	_	a	d	a	p	t	a	t	iv	e	(	f	,	c	,	b	,	e	p	s	/	2	)	)	from	math	im	p	o	rt	*	s	=	4	*	s	im	p	s	o	n	_	a	d	a	p	t	a	t	iv	e	(la	m	b	d	a	x	:	s	q	r	t	(	l	-	x	*	*	2	)	,	0	,	p	r	i	n	t	(	"	{	:	2	0	}	-	-	-	>	{	:	.	1	5	f	}	"	.	f	o	r	m	a	t	(	"	p	i"	,	p	i	)	)	p	r	i	n	t	(	"	{	:	2	0	}	—	>	{	:	.	1	5	f	}	=>	e	r	r	e	u	r
=	{	:	.2	e	}	"	.	f	o	r	m	a	t	(	"Sim	p	so	n	a	d	a	p	t	a	t	iv	e	"	,	pi	Sim	p	so	n	a	d	a	p	t	a	t	iv	e	--->	—	>	s,	1,	le	-9	)	p	i-s	)	)	3	.1	4	1	5	9	2	6	5	3	5	8	9	7	9	3	3	.1	4	1	5	9	2	6	5	3	5	8	7	8	3	6	=>	e	r	r	e	u	r	=	1	.9	6	e	-1	2	4.	On	s’inspire	ici	de	.wikipedia	.org/wiki/Adaptive_Simpson%27s_method	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les
mathématiques	216	7	E	x	e	r	c	i	c	e	s	d	’e	n	t	r	a	î	n	e	m	e	n	t	Les	corrigés	so	n	t	disponibles	sur	le	site	dunod.com	à	partir	de	la	page	d'accueil	de	l'ouvrage.	E	x	e	r	c	ic	e	5	1	.	(M	odification	de	la	classe	ODE	p	o	u	r	la	rendre	com	patible	avec	les	systèmes)	a)	M	odifier	deux	lignes	de	la	classe	ODE	présen	tée	dans	la	section	3	(p.	
196)	p	o	u	r	p	erm	ettre	la	vectorisation	des	données	:	la	liste	des	points	calculés	doit	être	à	p	résent	u	n	tableau	du	type	numpy	.	a	r	r	a	y	(cf.	p.	74).	
b)	Pour	tester	cette	nouvelle	classe	ODE,	tracer	(avec	P	o	st	S	c	r	i	p	t	.	
py	puis	avec	m	a	t	p	l	o	t	l	i	b	)	les	courbes	intégrales	du	systèm	e	au	to	n	o	m	e	de	van	der	Pol	en	utilisant	non	plus	la	m	é​	thode	RK4_systeme	m	ais	RK4.	Les	exercices	suivants	se	proposent	de	reprendre	quelques	schém	as	num	ériques	présentés	dans	ce	chapitre	en	utilisant	cette	fois-ci	les	prim	itives	disponibles	dans	le	m	odule	S	c	i	P	y	(Point	fixe	du
cosinus)	En	im	p	o	rtan	t	la	fonction	o	p	t	i	m	i	z	e	du	m	odule	s	c	i	p	y	,	trouver	la	valeur	du	p	o	in	t	fixe	de	la	fonction	cosinus,	c.-à-d.	la	solution	de	l’équation	cos	x	=	x.	E	x	e	r	c	ic	e	5	2	.	S	o	lu	t	io	n	.	»	>	»	>	»	>	Pour	des	variantes	de	la	solution	ci-dessous,	consulter	le	fichier	de	corrigés	en	ligne.	im	p	o	r	t	numpy	a	s	np	from	s	c	ip	y	im	p	o	r	t	o	p	t	im
iz	e	o	p	t	i	m	i	z	e	.	b	i	s	e	c	t	(lam	b	d	a	x	:	n	p	.	c	o	s	(	x	)	-	x	,	0,	1)	#	ré	p	.:	0.7390851332156672	E	x	e	r	c	ic	e	5	3	.	(Intégration	num	érique)	Utiliser	la	fonction	i	n	t	e	g	r	a	t	e	du	m	odule	s	c	i	p	y	p	o	u	r	tirer	des	form	ules	suivantes	une	approxim	ation	de	tt	:	i	JT	=	4-1	avec	I	-	J	"	V	l	-	t	^	d	t	et	jt	=	1	2	|	i	-	^	|	avec	V	l	-	t^	d	t	J	C	om	parer	les	résultats
avec	la	valeur	de	jt	fournie	p	ar	s	c	ip	y	.	(Équations	différentielles)	En	im	p	o	rtan	t	la	fonction	i	n	t	e	g	r	a	t	e	du	m	odule	s	c	ip	y	,	tracer	les	solutions	des	équations	différentielles	suivantes	rencontrées	à	la	section	3	:	E	x	e	r	c	ic	e	5	4	.	
T3	O	c	3	Q	kO	o	rM	(5)	t	a)	x'{t)	=	1	-h	•	x	{	tŸ	b)	^=	y	c)	t^	x	”it)-\-tx	'{t)	+	[	t	^	-	a	^	‘)	xi	t	)	=	0	H	xz	CTl	>-	Q.	
5.	Pour	l’installation	et	la	documentation	du	module	S	ciP	y,	consulter	h	t	t	p	:	/	/	s	c	i	p	y	.	
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Écrire	u	n	e	fonction	calculant	le	PGCD	d	’u	n	e	liste	de	nom	bres	entiers	naturels.	CM	Le	program	m	e	se	décom	pose	en	deux	fonctions	:	u	n	e	fonction	de	calcul	du	PGCD	de	deux	entiers,	et	u	n	e	fonction	de	calcul	du	PGCD	d	’u	n	e	liste	qui	s’appuie	sur	la	fonction	précédente.	Le	procédé	est	sim	plem	ent	récursif.	(S)	p	g	c	d	L	is	t	e	,	p	y	gi	lu.	>Q	.	O
U	S	o	lu	t	io	n	.	d	e	f	pgcd(a,	b):	......	pgcd	de	deux	e	n	t	i	e	r	s	n	a	t	u	r	e	ls	"""	i	f	b	==	0	:	re	tu	rn	a	e	ls	e	:	r	e	t	u	r	n	pgcd(b,	(a	%	b))	def	pgcd_liste(l):	......	pgcd	d'u	ne	l	i	s	t	e	i	f	l	e	n	(	l	)	==	1	:	"""	www.biblio-scientifique.net	218	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	re	tu	rn	l[	0	]	e	ls	e	:	r	e	t	u	r	n	p	g	c	d	(	l[	0	]	,	p	g	c	d	_	lis	t	e	(	l[	1	:	]	)	)
p	r	i	n	t	{	p	g	c	d	_	l	i	s	t	e	(	[4	*	5	*	6	*	3	7	,	3	*	5	*	6	*	3	7	,	3	*	4	*	6	*	3	7	,	3	*	4	*	5	*	3	7	]	)	)	1.2	Compléments	sur	la	récursivité	Lorsque	la	dernière	instruction	effectuée	avant	de	q	u	itter	u	n	e	procédure	(ou	une	fonction)	est	u	n	appel	récursif	isolé	—	la	valeur	de	reto	u	r	de	l’appel	ne	p	ouvant	constituer	u	n	argum	ent	p	o	u	r	u	n	autre	appel	ou	u	n
calcul—	à	cette	m	êm	e	procédure,	on	dit	que	la	procédure	est	ré​	cursive	terminale.	C	om	m	e	illustration,	nous	calculerons	récursivem	ent	(et	naïvem	ent!)	de	deux	m	anières	diffé10	rentes	la	som	m	e	£	i.	s	o	m	m	e	l.p	y	d	e	f	som	m	e(n):	i	f	n	>	0:	r	e	t	u	r	n	n	+	so	m	m	e(n	-1)	e	ls	e	:	re	tu	rn	0	p	r	i	n	t	(somme(	1	0	)	)	D	ans	tous	les	cas	où	n	est	n	o	n
nul,	la	dernière	instruction	exécutée	p	ar	la	procédure	somme	(	)	est	u	n	e	addition,	d	o	n	t	l’u	n	des	term	es	est	la	valeur	rendue	par	l’appel	récursif	de	sommme	(	)	.	Le	fait	de	quitter	le	corps	de	la	fonction	en	term	in	an	t	p	ar	u	n	e	addition	induit	un	em	pilem	ent	des	term	es	avant	de	réaliser	l’opération,	c’est-à-dire	u	n	agrandissem	ent	de	la	pile.
Notre	program	m	e	effectue	la	som	m	ation	de	la	m	anière	suivante	:	•a	O	c	13	Q	y1—	£>	I	O	r\i	xz	DI	>Q.	O	U	som	m	e	(10)	=	10	-h	som	m	e	(9	-f-	som	m	e	(8	-i-	som	m	e	(7	-i-	•	••)))	C’est-à-dire	:	10-K(9-h(8	+	(7-H---)))	Selon	les	historiens,	l’une	des	prem	ières	apparitions	de	la	récursivité	est	la	program	m	ation	du	langage	ALGOL60	p	ar	Edsger	D
ijkstra	,	lorsqu’il	m	et	en	œ	uvre	la	no	tio	n	de	pile.	Si	l’on	songe	au	calcul	de	cette	expression	postfixée	depuis	u	n	e	pile,	on	au	ra	donc	à	évaluer	la	séquence	:	10	9	8	.	.	.	1	0	+	+	.	.	.	
+	Selon	le	principe	consistant	à	dépiler	deux	o	p	érandes	puis	em	piler	le	résultat	de	l’opération,	l’évaluation	conduira	à	u	n	e	h	a	u	teu	r	m	axim	ale	de	pile	égale	à	12	dans	notre	exemple.	On	note	www.biblio-scientifique.net	219	Récursivité	aussi	que	le	prem	ier	calcul	a	lieu	tardivem	ent.	Le	calcul	effectif	de	la	som	m	e	ne	p	e	u	t	co	m	m	en	​	cer	ta	n	t
que	la	variable	n	n	’a	pas	attein	t	la	valeur	O	:	l’évaluation	de	somme	(	10	)	atten	d	l’éva​	luation	de	somme	{9	),	qui	elle-m	êm	e	est	su	sp	en	d	u	e	à	l’évaluation	de	somme	{	),	qui...	Puis	les	additions	effectives	sont	réalisées	en	rem	ontant.	8	On	peu	t	procéder	différem	m	ent	et	faire	en	sorte	que	les	calculs	soient	finis	dès	q	u	’on	attein	t	la	valeur	0	p	o
u	r	n.	On	utilise	p	o	u	r	cela	u	n	e	variable	auxiliaire,	jo	u	a	n	t	le	rôle	d’u	n	accum	ulateur	:	dès	la	fin	de	la	récursion	atteinte,	celui-ci	co	n	tien	t	la	som	m	e	recherchée.	s	o	m	m	e	2	.p	y	d	e	f	somme.rec(acc,	n):	"""	somme	r	é	c	u	r	s	iv	e	te	r	m	in	a	le	if	n	>	0	:	(avec	a	ccum	ulateur)	r	e	t	u	r	n	somme.rec(acc	+	n,	n	e	ls	e	:	1	......	)	r	e	t	u	r	n	асе	d	e	f
somme(n):	"""	somme	(	f	o	n	c	t	i	o	n	d	'e	n	v	e	lo	p	p	e	)	r	e	t	u	r	n	somme.rec(	0	,	n)	p	r	i	n	t	(somme(	1	0	"""	))	E	x	a	m	in	o	n	s	a	lo	r	s	la	s	u	it	e	d	e	s	a	p	p	e	ls	p	o	u	r	le	C	cd	cu	l	d	e	somme	{	10	)	:	som	m	e	(10)	•a	O	c	13	Q	O	=	som	m	e_rec(10;9)	=	som	m	e_rec(19;8)	=	som	m	e_rec	(27;	7)	=	som	m	e_rec	(54;	1)	=	som	m	e_rec(55;0)	=	55	10	E	*	=
((((((((((10	+	9)	+	8)	+	7)	+	•••)	+	1	/=1	xz	U	som	m	e_rec	(0;	10)	Cette	fois,	nous	avons	évalué	somme	(	10	)	de	la	m	anière	suivante	:	(N	gi	>.	CL	O	=	R	eprenons	notre	expression	postfixée	équivalente	p	o	u	r	son	évaluation	sur	u	n	e	pile	:	le	calcul	nécessitera	cette	fois	une	pile	d	o	n	t	la	h	au	teu	r	ne	dépassera	pas	2	!	10	9	+	8	-f-	7	+	1	+	0	Le	second
program	m	e	m	ontre	une	version	récursive	term	inale	de	notre	fonction	de	calcul	de	la	som	m	e.	L’utilisation	des	ressources	est	bien	m	oins	im	p	o	rtan	te	(dans	notre	exemple,	la	taille	m	axim	ale	de	la	pile	nécessaire	au	calcul	est	attein	te	dès	la	prem	ière	opération,	qui	survient	d	’ailleurs	sans	être	différée).	www.biblio-scientifique.net	220
Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	56.	Écrire	une	fonction	qui	élève	u	n	nom	bre	à	u	n	e	puissance	donnée,	en	utilisant	u	ne	récursivité	term	inale.	E	x	e	r	c	ic	e	L’utilisation	d	’u	n	e	fonction	«	enveloppe»	exonère	l’utilisateur	des	détails	de	p	ro	​	gram	m	ation.	Pour	lui,	savoir	q	u	’on	utilise	u	n	accu	m	u	lateu	r	ne	p	résen	te	aucun
intérêt.	On	a	inclus	u	n	affichage	p	o	u	r	observer	l’évolution	des	calculs.	S	o	lu	t	io	n	.	p	u	is	s	R	e	c	T	e	r	m	.	p	y	d	e	f	puissance-rec_term(a,	n,	p	)	:	p	r	i	n	t	"appel	avec	a	=",	a,	i	f	n	==	0	:	re	tu	rn	p	n	=",	n,	p	=",	p	e	ls	e	:	r	e	t	u	r	n	puissance_rec_term(a,	d	e	f	puissance(a,	n	)	:	r	e	t	u	r	n	puissance-rec_term(a,	p	r	i	n	t	(puissance(	2	,	1	0	n,	n-	,	p*a)	1	1	)
))	D	onner	une	version	récursive	et	u	n	e	version	récursive	term	inale	d	’u	n	e	p	ro	cé​	dure	de	calculs	des	term	es	de	la	suite	de	F	i	b	o	n	a	c	c	i	.	E	x	e	r	c	ic	e	5	7	.	
S	o	lu	t	io	n	.	On	d	o	nne	d	’abord	la	version	récursive	classique.	f	ib	R	e	c	.p	y	def	fibo(n	):	if	n	<	2	:	re	tu	rn	1	e	ls	e	:	r	e	t	u	r	n	fibo(n	-	T3	O	c	D	Û	kD	O	rs]	(5)	XI	DI	>Q.	O	U	1	)	+	fibo(n	-	)	2	fo	r	n	in	ra	n	g	e	(	1	2	)	:	p	r	in	t	(	f	ib	o	(	n	)	)	p	r	i	n	t	(	f	ib	o	{	4	0	)	)	#	donne	165580141	La	version	récursive	term	inale	suit	:	f	ib	R	e	c	T	e	r	m	.p	y	d	e	f	f	ib	o	_	r
e	c	_	t	G	n	n	(	n	,	i	f	i	==	n:	i,	a,	b	):	re	tu	rn	b	e	ls	e	:	r	e	t	u	r	n	f	ib	O	-	r	e	c	-	t	e	r	m	(	n	,	i-	i-	1	,	a-t-b,	a)	d	ef	f	ib	o	(	n	)	:	"""	f	o	n	c	t	io	n	d	'e	n	ve	lo	p	p	e	"""	r	e	t	u	r	n	f	ib	o	-	r	e	c	-	t	e	r	m	(	n	,	0	,	1	,	1)	f	o	r	n	i	n	r	a	n	g	e	(	1	2	):	p	r	i	n	t	(fibo(n)	)	p	r	i	n	t	(f	i	b	o	(	4	0	)	)	www.biblio-scientifique.net	221	Récursivité	La	solution	récursive	sim	ple	sature	rap	id
em	en	t	les	ressources	de	la	m	achine,	qui	exige	u	n	tem	ps	n	o	n	négligeable	(de	Tordre	3	m	inutes	sur	u	n	o	rd	in	ateu	r	avec	processeur	32	bits	d	’1	Ghz	sous	Linux)	avant	de	délivrer	u	n	e	réponse	p	o	u	r	f	ib	o	(	40	).	
En	revanche,	le	second	program	m	e	d	o	nne	presque	im	m	éd	iatem	en	t	la	réponse.	Revenons	u	n	in	stan	t	sur	la	version	récursive	n	o	n	term	inale	p	résen	tée	ci-dessus.	Si	le	p	ro	​	gram	m	e	est	conform	e	au	plus	près	à	la	définition	m	ath	ém	atiq	u	e	de	cette	suite,	il	n	’est	pas	efficace	en	pratique.	On	p	e	u	t	s’en	convaincre	en	rep	résen	tan	t	sous
form	e	d	’arbre	binaire	les	calculs	nécessaires	à	l’ob	ten	tio	n	de	f	ib	o	(	4	)	:	H	orm	is	les	feuilles	(toujours	égales	à	1	d	’après	la	définition	m	ath	ém	atiq	u	e	de	la	suite	de	F	ib	o	n	a	c	c	i	),	le	calcul	de	chaque	n	œ	u	d	d	em	an	d	e	l’addition	de	deux	sous-arbres.	On	n	o	te	im	​	m	édiatem	ent	que	certains	sous-arbres	identiques	ap	p	araissen	t	rap	id	em	en
t	à	plusieurs	re​	prises.	De	tels	sous-arbres	vont	grossir	avec	l’au	g	m	en	tatio	n	du	rang	du	term	e	à	calculer	;	le	gaspillage	de	ressources	qui	en	résulte	est	considérable.	Ces	exercices	sont	l’occasion	d	’évoquer	l’efficacité	et	la	com	plexité	d	’u	n	algorithm	e.	L’époque	n’est	pas	si	éloignée,	où	les	ordinateurs	étaien	t	largem	ent	m	oins	véloces,	avec	des
unités	de	calcul	op	éran	t	sur	des	données	de	plus	petites	tailles,	et	dotés	d	’u	n	e	m	ém	oire	de	travail	très	restreinte	(seulem	ent	quelques	m	ega-octets	de	m	ém	oire	vive	et	des	processeurs	d	o	n	t	la	vi​	tesse	était	m	esurée	en	MHz).	TJ	O	c	rj	1.2.1	«JD	O	D	ans	certains	cas,	on	p	eu	t	dérécursifier	u	n	program	m	e.	Prenons	l’exem	ple	d	’u	n	program	m
e	é	n	u	m	éran	t	la	liste	des	entiers	de	0	à	9	:	Dérécursification	û	tH	CM	(y)	xz	OJ	>Q	.	O	U	d	e	f	bo	u	cle	(n	):	if	n	>	0	:	boucle(n	-	1)	p	r	i	n	t	(n)	i	=	0	w	h	ile	i	<	1	0	:	p	r	i	n	t	(i)	i	=	i	+	1	boucle(9)	Les	deux	program	m	es	p	ro	duisent	la	liste	atten	d	u	e.	Le	second	program	m	e	est	itératif,	ce	qui	nous	contraint	à	l’em	ploi	des	affectations	de	variables.
Nous	avons	substitué	une	boucle	itérative	à	la	définition	récursive.	www.biblio-scientifique.net	222	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	E	x	e	r	c	ic	e	58.	D	onner	la	version	itérative	d	’u	n	e	procédure	de	calcul	des	term	es	de	la	suite	de	F	ib	o	n	a	cc	i.	Le	prem	ier	program	m	e	est	la	version	générique,	applicable	à	to	u	t	langage	de	p	ro	​‐
gram	m	ation	;	la	version	itérative	à	la	m	ode	«	P	y	t	h	o	n	»	m	et	en	œ	uvre	l’affectation	parallèle,	ce	qui	économ	ise	l’em	ploi	d	’u	n	e	variable	locale.	S	o	lu	t	io	n	.	fig	I	t	e	r	G	e	n	.	p	y	fib	Ite	r	P	y	.p	y	def	fibo(n	):	a	=	b	=	def	fibo(n	):	1	f	o	r	i	in	a	=	b	=	f	o	r	i	in	r	a	n	g	e	!n	)	:	a,	b	=	a	+	b,	a	re	tu	rn	b	1	1	ra	n	g	e	(n	)	t	=	a	a	+=	b	b	=	t	re	tu	rn	b	fo	r	n	in	r
a	n	g	e	!1	2	):	p	r	in	t	!fib	o!n))	fo	r	n	in	ra	n	g	e	(	12	):	p	r	in	t	(fibo(n))	1.3	1	.3	.1	Complexité	M	o	t	iv	a	t	io	n	s	:	c	e	q	u	i	e	s	t	a	t	t	e	n	d	u	d	’	u	n	a	lg	o	r	it	h	m	e	En	algorithm	ique	com	m	e	en	program	m	ation,	on	aborde	les	questions	suivantes	afin	d	’a	p	p	ré	​	cier	la	validité	et	la	qualité	d	’u	n	algorithm	e	ou	d	’u	n	program	m	e.	-	preuve	de	term	inaison
(l’exécution	s’achève	et	l’algorithm	e	se	term	ine	en	u	n	nom	bre	fini	d	’étapes)	;	-	efficience	(l’algorithm	e	réalise	bien	ce	pourquoi	il	est	conçu)	;	•a	O	c	13	û	UD	-	spécification	com	plète	:	de	m	êm	e	que	les	hypothèses	d	’un	énoncé	ou	le	dom	aine	de	définition	d	’u	n	e	fonction	sont	bien	établis,	les	étapes	et	instructions	qui	co	m	p	o	sen	t	l’algorithm	e
sont	toutes	p	arfaitem	en	t	déterm	inées,	p	ar	leur	n	atu	re	et	par	les	données	sur	lesquelles	elles	s’appliquent.	O	(N	1	.3	.2	xz	M	esurer	la	com	plexité	et	l’efficacité	d	’u	n	program	m	e	exige	de	se	d	o	ter	de	protocoles	et	o	u	​	tils	p	e	rm	e	tta	n	t	d	’établir	des	com	paraisons,	entre	algorithm	es	d	’u	n	e	part,	et	entre	différentes	program	m	ations	d	’un	m
êm	e	algorithm	e	d	’autre	part.	DI	‘s_	>.	CL	O	Q	u	e	m	e	s	u	r	e	-t	-o	n	?	U	1	.3	.3	M	e	s	u	r	e	s	e	x	p	é	r	im	e	n	t	a	le	s	s	u	r	u	n	p	r	o	g	r	a	m	m	e	r	é	e	l	On	p	eu	t	effectuer	des	m	esures	lors	du	d	éro	u	lem	en	t	d	’u	n	calcul	sur	u	n	e	m	achine.	Cela	n’est	pas	toujours	possible.	Cette	approche	n’est	pas	souhaitable	p	o	u	r	des	program	m	es	critiques,	com	m
e	ceux	qui	gouvernent	u	n	calculateur	em	b	arq	u	é	p	o	u	r	la	gestion	d	’u	n	vol	aéronautique,	ou	le	contrôle	des	équipem	ents	d	’une	centrale	nucléaire.	www.biblio-scientifique.net	Récursivité	223	Ces	m	esures,	lorsqu’elles	sont	possibles,	sont	relatives	à	l’environnem	ent	m	atériel	d	’exécu​	tion	du	program	m	e	:	architecture	de	l’o	rd	in	ateu	r	hôte,
perform	ances	des	processeurs,	dispo​	nibilité	de	la	m	ém	oire	en	q	u	antité	suffisante...	On	étudie	ici	l’em	preinte	m	ém	oire	du	program	m	e	p	e	n	d	a	n	t	sa	d	u	​	rée	de	vie	:	«	co	m	m	en	t	la	conso	m	m	atio	n	de	m	ém	oire	évolue-t-elle	entre	le	d	éb	u	t	et	la	fin	de	l’exécution	du	program	m	e	?	»	est	u	n	e	question	à	exam	iner	si	l’on	souhaite	éviter	de
saturer	un	calculateur	et	provoquer	u	n	arrêt	brutal.	E	m	p	r	e	in	t	e	e	n	m	é	m	o	ir	e	.	11	s’agit	dans	ce	cas	d	’étu	d	ier	le	tem	p	s	nécessaire	à	l’exécution	d	’u	n	program	m	e.	Évaluer	la	com	plexité	en	tem	p	s	d	’u	n	algorithm	e	est	une	prévision	th	é	o	​	rique,	que	l’on	p	eu	t	ensuite	décliner	p	o	u	r	u	n	program	m	e	et	un	e	architecture.	
Afin	d	’éli​	m	iner	la	question	du	coût	d	’un	e	in	stru	ctio	n	qui	est	variable	selon	l’en	v	ironnem	ent	lo​	giciel,	on	p	o	u	rra	évaluer	la	com	plexité	en	term	es	d	’instructions	élém	entaires.	C	o	û	t	e	n	t	e	m	p	s	d	e	c	a	lc	u	l.	Le	prog	ram	m	eu	r	est	conduit	à	choisir	les	algorithm	es	et	stru	c	​	tures	de	données	de	la	façon	la	plus	p	ertin	en	te	p	o	u	r	l’algorithm
e	qu’il	doit	m	ettre	en	œ	uvre	sous	form	e	de	program	m	e.	De	fait,	le	seul	outil	d	o	n	t	dispose	le	p	rogram	m	eur	est	son	propre	raisonnem	ent.	C	o	m	p	le	x	it	é	d	e	c	o	n	c	e	p	t	io	n	.	1.3.4	Avec	quels	outils	?	Les	calculs	sur	ord	in	ateu	r	sont	souvent	l’occasion	des	«	nom	bres	réels	m	achine	»,	d	o	n	t	la	m	aî​	trise	des	arrondis	dans	les	calculs	approchés
doit	être	envisagée	d	’em	blée	avec	précaution.	N	éanm	oins,	nous	nous	lim	iterons	ici	à	l’évocation	de	la	com	plexité	tem	porelle	que	nous	n	o	​	terons	t{n).	t{n)	est	une	fonction	de	N	dans	p	o	u	r	laquelle	n	ous	devons	préciser	la	nature	de	n	:	-	dans	le	cas	du	tri	d	’u	n	e	liste,	n	p	eu	t	désigner	la	longueur	de	la	liste	;	-	dans	le	cas	de	la	factorisation	d	’u	n
entier,	n	p	o	u	rra	être	la	valeur	cet	en	tier	;	-	n	p	e	u	t	désigner	le	nom	bre	d	’instructions	élém	entaires...	■a	O	c	1	.3	.5	U	n	e	x	e	m	p	le	:	c	o	û	t	e	n	t	e	m	p	s	d	’	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	it	é	r	a	t	iv	e	10	D	Û	N	o	u	s	r	e	p	r	e	n	d	r	o	n	s	l	’e	x	e	m	p	le	d	e	la	s	o	m	m	e	£	O	somme.py	Гч]	s	=	0	i	=	1	#	(0)	#	(1)	#	(2)	w	h	ile	i	#	#	#	#	d	e	f	som	m	e(n):	4-1	a	i	>-	Q.
O	U	i.	i=	l	p	r	i	n	t	(somme(	1	0	)	)	(3)	(4)	(5)	(6)	#	(7)	C	h	a	c	u	n	e	d	e	s	in	s	t	r	u	c	t	io	n	s	(i)	p	o	s	s	è	d	e	u	n	c	o	û	t	d	’e	x	é	c	u	t	io	n	e	n	t	e	m	p	s	q	u	e	n	o	u	s	n	o	t	e	r	o	n	s	c/	www.biblio-scientifique.net	224	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	-	Cl	=	cz	s	i	o	n	s	u	p	p	o	s	e	q	u	e	t	o	u	te	s	le	s	a	ffe	c	t	a	t	io	n	s	é	lé	m	e	n	t	a	ir	e	s	o	n	t	la	m
ê	m	e	d	u	r	é	e	;	le	c	o	û	t	C	3	s	e	d	é	c	o	m	p	o	s	e	e	n	u	n	c	o	û	t	fix	e	p	o	u	r	le	te	st,	p	u	is	s	e	lo	n	le	c	a	s	e	n	u	n	c	o	û	t	d	e	n	fo	is	le	c	o	û	t	d	u	c	o	r	p	s	d	e	la	b	o	u	c	le	;	b	r	a	n	c	h	e	m	e	n	t	a	p	r	è	s	la	f	in	d	e	la	b	o	u	c	le	,	o	u	e	n	-	C4	=	C5	=	c+	+	C	l	s	o	n	t	le	s	c	o	û	t	s	d	'in	s	t	r	u	c	t	io	n	s	c	o	m	p	o	s	é	e	s	d	’u	n	e	a	d	d	it	io	n	et	d	’u	n	e	a	ffe	c	​	t	a	t	io	n
,	et	c+	d	é	s	ig	n	e	le	c	o	û	t	d	’u	n	e	in	s	t	r	u	c	t	io	n	d	’a	d	d	it	io	n	e	n	tre	d	e	u	x	n	o	m	b	r	e	s	;	-	Ce	e	st	le	c	o	û	t	d	u	r	e	t	o	u	r	d	e	f	o	n	c	t	io	n	;	C7	e	st	le	c	o	û	t	c	o	m	p	o	s	é	d	u	c	o	û	t	d	’a	p	p	e	l	d	e	f	o	n	c	t	io	n	(	e	m	p	ile	m	e	n	t	d	e	s	p	a	r	a	m	è	t	r	e	s	,	b	r	a	n	​	c	h	e	m	e	n	t	)	et	d	u	c	o	û	t	d	’a	f	f	ic	h	a	g	e	d	e	la	v	a	le	u	r	c	a	lc	u	lé	e	(	d	é	p	ile	m	e	n	t
)	.	S	e	lo	n	q	u	e	l	’o	n	c	o	n	s	id	è	r	e	q	u	e	c	e	r	t	a	in	e	s	o	p	é	r	a	t	io	n	s	s	o	n	t	é	lé	m	e	n	t	a	ir	e	s	o	u	n	o	n	,	o	n	in	f	lu	e	s	u	r	la	g	r	a	n	u	la	r	it	é	et	l	’e	s	t	im	a	t	io	n	d	u	c	o	û	t	.	N	o	u	s	p	o	u	v	o	n	s	m	a	in	t	e	n	a	n	t	e	ffe	c	t	u	e	r	n	o	t	re	c	a	lc	u	l	d	u	c	o	û	t	d	’e	x	é	c	u	t	io	n	C	(	/	î)	=	C]	■+-	C2	+	C3	-|-	=	2	c	i	-i-	C3	-h	2	/1	(	c	i	-i-	c+	)	-i-	Cg	-i-	C7	=	(2	(	C
i-h	C	+	)	)	/7	-I-(	2	c	i-H	C3	-h	Cg-h	C7	)	=	Ki	n	+	Kz	N	o	u	s	c	o	n	s	t	a	t	o	n	s	u	n	c	o	û	t	a	f	f	in	e	e	n	77	C{n)	:	X	(C4	-H	C5	)	-h	Cg	-l-	C7	n.	S	e	lo	n	la	n	o	t	a	t	io	n	d	e	L	a	n	d	a	u	,	n	o	u	s	a	v	o	n	s	:	C{n)	=	0	(/	7	).	C	e	t	te	é	g	a	lit	é	e	x	p	r	im	e	(	n	o	u	s	s	o	m	m	e	s	e	n	p	r	é	s	e	n	c	e	d	e	f	o	n	c	t	io	n	s	p	o	s	it	iv	e	s	)	:	3K	e	[R^,3/'io	e	N,	V/7	^	rio,C{n)	^	K	x
/7.	L	e	c	o	û	t	d	’e	x	é	c	u	t	io	n	d	e	n	o	t	re	f	o	n	c	t	io	n	e	st	m	a	jo	r	é	p	a	r	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	a	ffin	e	d	e	/7,	e	lle	-m	ê	m	e	m	a	jo	r	é	e	p	a	r	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	lin	é	a	ir	e	.	L	e	p	r	o	g	r	a	m	m	e	u	r	,	p	a	r	l	’é	t	u	d	e	m	a	t	h	é	m	a	t	iq	u	e	d	u	p	r	o	b	lè	m	e	,	et	l	’e	x	is	t	e	n	c	e	d	’u	n	e	f	o	r	m	u	le	é	lé	g	a	n	te	y	r	é	p	o	n	d	a	n	t	,	g	a	g	n	e	r	a	é	n	o	r	m	é	m	e	n	t	à
r	e	m	p	la	c	e	r	le	c	a	lc	u	l	d	e	la	s	o	m	m	e	/	p	a	r	c	e	lu	i	d	e	n{n	+	l)	I	=	----------?^	l=l	^	.	c	a	r	le	p	r	o	g	r	a	m	m	e	c	o	r	r	e	s	p	o	n	d	a	n	t	e	st	l	u	i	e	n	s	o	it	la	v	a	le	u	r	d	e	0	(	1	),	c	’e	s	t	-	à	-d	ir	e	e	n	t	e	m	p	s	c	o	n	s	t	a	n	t	,	q	u	e	lle	q	u	e	n.	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	rs]	(S)	ai	'1^	>•	CL	O	U	1.4	Complexité	des	algorithmes	de	tri	D	ans	ce	paragraphe,	on	étudie	la
com	plexité	des	algorithm	es	de	tri	présentés	dans	la	sec​	tion	13	en	fin	du	prem	ier	chapitre.	a)	Com	plexité	du	tri	par	sélection	:	La	relative	sim	plicité	de	cet	algorithm	e	fait	q	u	’on	lui	attribue	le	qualificatif	d	’«	algo​	rithm	e	naïf».	Cela	signifie	que	m	êm	e	si	l’algorithm	e	est	correct,	il	est	trop	naïf	p	o	u	r	être	réellem	ent	efficace.	À	la	prem	ière
itération,	sont	effectuées	(/7-1)	com	paraisons.	À	la	p-ièm	e	itération,	so	n	t	effectuées	{	n	-	p	)	com	paraisons.	Soit	u	n	e	com	plexité	en	0(/7^)	d	o	n	t	on	peu	t	o	b	ten	ir	u	n	e	représen	tation	en	d	o	n	n	a	n	t	u	n	coût	unitaire	aux	opérations	atom	iques	:	n-l	1	^	i	n	-	p	)	=	-	{	m	-	n).	p=i	^	www.biblio-scientifique.net	Récursivité	225	b)	Com	plexité	d	u	tri
par	insertion	:	Soit	u	n	tableau	de	n	élém	ents.	Pour	m	ettre	en	œ	uvre	le	tri	p	ar	insertion,	il	faut	insérer	u	n	k	u	n	i	n	-	1)	élém	ents	dans	u	n	tableau	p	réalab	lem	en	t	trié.	D	ans	le	pire	des	cas,	c’està-dire	q	u	and	la	liste	à	trier	de	m	anière	croissante	est	classée	de	m	anière	décroissante,	p	o	u	r	insérer	le	p®	élém	ent,	il	faut	décaler	les	[p	-	1)	élém
ents	qui	le	précédent.	Soit	u	n	coût	total,	dans	le	pire	des	cas,	d	o	n	n	ée	p	ar	la	form	ule	suivante	:	n	Y	Y,ip-l)	=	p	=	2	-n).	^	C	ependant,	en	m	oyenne,	seule	la	m	oitié	des	élém	ents	est	décalée.	Soit	u	n	décalage	de	{p	-	l)/2	élém	ents	et	donc	une	com	plexité	en	m	oyenne	qui	se	calcule	ainsi	:	p	=	2	^	^	Il	s’agit	d	’une	com	plexité	en	0{n^-)	analogue	à
la	com	plexité	du	tri	par	sélection.	C	epen​	dant,	le	tri	p	ar	insertion	présen	te	u	n	avantage	certain	:	il	p	e	u	t	être	facilem	ent	m	is	en	œ	uvre	p	o	u	r	insérer	de	nouvelles	d	o	n	n	ées	dans	u	n	tableau	déjà	trié	ou	p	o	u	r	trier	des	va​	leurs	au	fur	et	à	m	esure	de	leur	ap	p	aritio	n	(cas	des	algorithm	es	en	tem	ps	réel	où	il	faut	parfois	exploiter	u	n	e	série	de
valeurs	triées	qui	vient	s’enrichir,	au	fil	d	u	tem	ps,	de	n	o	u	​	velles	valeurs).	C’est	l’u	n	des	seuls	algorithm	es	de	tri	d	o	n	t	la	com	plexité	est	m	eilleure	q	u	an	d	le	tableau	initial	possède	u	n	«	certain	ordre	».	c)	Com	plexité	du	tri	rapide	:	La	com	plexité	du	tri	rapide	p	o	u	r	trier	u	n	e	liste	de	n	élém	ents	est	égale	à	la	com	plexité	p	o	u	r	le	tri	de	p	e	t	d
e	q	élém	ents	oh	p	+	q	+	l	=	n.	Soit	C{n)	=	C{p)	+	C{q)	+	c	o	n	s	ta	n	te	.	D	ans	le	m	eilleur	des	cas,	p	=	q	=	nl2,	soit	C{n)	=	2C{q).	On	p	eu	t	alors	m	o	n	trer	que	la	com	plexité	en	m	oyenne	est	en	0(/7	•ln(«)).	2	S	p	ira	le	d	e	p	e	n	ta	g	o	n	e	s	TJ	O	c	D	Û	«JD	't	H	O	C	M	La	spirale	régulière	ci-dessous	est	constituée	de	50	pentagones	(la	longueur	du
plus	grand	côté	étan	t	370	pixels),	em	boîtés	de	sorte	q	u	’entre	deux	pentagones	consécutifs	inscrits	l’u	n	dans	l’autre,	le	côté	du	plus	p	etit	est	u	n	e	réduction	de	10	%	du	côté	du	plus	grand.	P	rogram	m	er	le	dessin	de	cette	spirale.	E	x	e	r	c	ic	e	5	9	.	
ai	>•	CL	O	U	www.biblio-scientifique.net	226	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	S	o	lu	t	io	n	.	p	e	n	ta	g	o	n	e	s	,	p	y	from	math	im	p	o	r	t	*	from	t	u	r	t	l	e	im	p	o	rt	*	d	ef	p	e	n	ta	g	o	n	e	(c	o	te	):	f	o	r	n	in	ra	n	g	e	(5	):	fo	rw	a	rd	(c	o	te	)	le	f	t	(	7	2	)	d	e	f	s	p	ir	a	le	(	n	o	m	b	r	e	_	t	r	ia	n	g	le	s	,	c	o	te	):	co	e	ff	=	0	.	1	a	=	c	o	te	d	=	co	e	ff	*	a
f	o	r	i	i	n	r	a	n	g	e	(	n	o	m	b	r	e	_	t	r	ia	n	g	le	s	)	:	p	e	n	ta	g	o	n	e	(a	)	d	=	co	e	ff	*	a	fo	rw	a	rd	(	d	)	a	.p	r	im	e	=	s	q	r	t	(	(	a	-d	)	*	*	2	+	d**2	-	2	*	(	a	-	d	)	*	d	*	(	l	-	s	q	r	t	(	5	)	)	/	4	)	a	n	g	le	=	(	1	8	0	/	p	i)	le	f	t	(	a	n	g	le	)	a	=	a	_	p	rim	e	*	a	c	o	s	(	(	a	_	p	r	im	e	*	*	2	+	a	*	*	2	-	2	*	a	*	d	)	/	(	2	*	a	_	p	r	im	e	*	(	a	-d	)	))	up(	)	g	o	t	o	(	-	1	9	0	,	-2	1	0	)	d	o	w	n()	s	p	ir
a	le	(	5	0	,	37	0	)	up(	)	3	C	o	u	rb	e	du	d	ra	g	o	n	■a	L	a	c	o	u	r	b	e	d	u	d	r	a	g	o	n	e	st	u	n	e	a	u	tr	e	a	p	p	lic	a	t	io	n	d	e	la	r	é	c	u	r	s	iv	it	é	.	=3	Q	d	ra	g	o	n	l.	p	y	o	c	tH	o	fNJ	(S)	x:	oi	>•	Q.	O	u	from	math	im	p	o	r	t	s	q	r	t	from	t	u	r	t	l	e	im	p	o	rt	*	d	e	f	d	r	a	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	(	t	a	ille	,	n	iv	e	a	u	)	:	c	o	lo	r	(	"	re	d	"	)	if	n	iv	e	a	u	==	0	:	f	o	r	w	a	r	d	(	t	a	ille	)
e	ls	e	:	le	f	t	(	4	5	)	d	r	a	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	(	t	a	ille	/	s	q	r	t	(	2	)	,	n	iv	e	a	u	-	1	)	r	ig	h	t	(	9	0	)	d	r	a	g	o	n	_	d	r	o	it	e	(	t	a	ille	/s	q	r	t	(	2	)	,	n	iv	e	a	u	-	1	)	le	f	t	(	4	5	)	www.biblio-scientifique.net	Récursivité	d	e	f	d	r	a	g	o	n	_	d	r	o	it	e	(	t	a	ille	,	c	o	l	o	r	í	"	b	lu	e	"	)	i	f	n	iv	e	a	u	==	0	:	f	o	r	w	a	r	d	(	t	a	ille	)	e	ls	e	:	n	iv	e	a	u	)	:	r	ig	h	t	(	4	5	)	d	r	a	g	o	n	_	g	a	u	c	h
e	(	t	a	ille	/	s	q	r	t	(	2	)	,	l	e	f	t	(90)	d	r	a	g	o	n	_	d	r	o	it	e	(	t	a	ille	/s	q	r	t	(	2	)	,	r	ig	h	t	(	4	5	)	d	r	a	g	o	n	_	d	r	o	it	e	(	4	0	0	,	n	iv	e	a	u	-	1	)	n	iv	e	a	u	-	1	)	12)	L	a	c	o	u	r	b	e	d	u	d	r	a	g	o	n	p	a	v	e	le	p	la	n	,	c	o	m	m	e	le	m	o	n	t	r	e	la	fig	u	r	e	s	u	iv	a	n	t	e	d	ra	g	o	n	2	.p	y	from	math	im	p	o	rt	s	q	r	t	from	t	u	r	t	l	e	im	p	o	rt	*	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	t	H	CM	(y)	XI	OJ	>Q
.	
O	U	d	e	f	d	r	a	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	(	t	a	ille	,	i	f	n	iv	e	a	u	==	0	:	n	iv	e	a	u	)	:	f	o	r	w	a	r	d	(	t	a	ille	)	e	ls	e	:	le	f	t	(	4	5	)	d	r	a	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	(	t	a	ille	/	s	q	r	t	(	2	)	,	n	iv	e	a	u	-	1	)	r	ig	h	t	(	9	0	)	d	r	a	g	o	n	_	d	r	o	it	e	(	t	a	ille	/s	q	r	t	(	2	)	,	le	f	t	(	4	5	)	d	e	f	d	r	a	g	o	n	_	d	r	o	it	e	(	t	a	ille	,	i	f	n	iv	e	a	u	==	0	:	n	iv	e	a	u	-	1	)	n	iv	e	a	u	)	:	f	o	r	w	a	r	d	(	t	a	ille	)	e	ls	e
:	r	ig	h	t	(	4	5	)	d	r	a	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	(	t	a	ille	/	s	q	r	t	(	2	)	,	n	iv	e	a	u	-	1	)	le	f	t	(	9	0	)	d	r	a	g	o	n	_	d	r	o	it	e	(	t	a	ille	/s	q	r	t	(	2	)	,	n	iv	e	a	u	-	1	)	www.biblio-scientifique.net	227	228	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	r	ig	h	t	(	4	5	)	def	f	ig	u	r	e	(	):	c	o	lo	r	í"	re	d	")	d	ra	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	{2	O	0	,	10	)	u	p	()	g	o	t	o	(	0	,	0)	r	ig	h	t	(	9	0	)	d	o
w	n	í)	c	o	l	o	r	í	"	b	lu	e	"	)	d	r	a	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	í2	0	0	,	10	)	u	p	í)	g	o	t	o	í0	,	0)	r	ig	h	t	í9	0	)	d	o	w	n	í)	c	o	lo	r	í"g	re	e	n	")	d	ra	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	í2	0	0	,	10	)	u	p	í)	g	o	t	o	í0	,	0)	r	ig	h	t	í9	0	)	d	o	w	n	í)	c	o	lo	r	í"g	ra	y	"	)	d	r	a	g	o	n	_	g	a	u	c	h	e	í2	0	0	,	10	)	u	p	í)	f	ig	u	r	e	í)	4	T	ria	n	g	le	d	e	4.1	S	ie	rp	iiis	k	y	Construction	récursive	L	e	s	d	e	u	x	d	e	s	s	in	s
c	i-d	e	s	s	o	u	s	s	o	n	t	o	b	t	e	n	u	s	r	e	s	p	e	c	t	iv	e	m	e	n	t	p	a	r	le	s	p	r	o	g	r	a	m	m	e	s	s	i	e	r	p	i	n	s	k	y	l	.	py	T3	et	s	i	e	r	p	i	n	s	k	y	2	.	
py	:	o	c	3	Û	UD	tH	o	rs]	XI	CTl	>Q.	O	u	s	ie	r	p	in	s	k	y	l.p	y	I	from	t	u	r	t	l	e	im	p	o	rt	*	www.biblio-scientifique.net	Récursivité	d	e	f	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	,	i	f	n	iv	e	a	u	==	0	:	n	iv	e	a	u	)	:	f	o	r	w	a	r	d	(	lo	n	g	u	e	u	r	)	e	ls	e	;	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	/2	,	le	f	t	(	1	2	0	)	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	/2	,	le	f	t	(	1	2	0	)	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	/2	,	n	iv
e	a	u	-	1	)	n	iv	e	a	u	-	1	)	n	iv	e	a	u	-	1	)	le	f	t	(	1	2	0	)	f	o	r	w	a	r	d	(	lo	n	g	u	e	u	r	)	d	e	f	t	r	ia	n	g	le	(	lo	n	g	u	e	u	r	,	n	iv	e	a	u	)	:	fo	r	i	in	r	a	n	g	e	(	3	)	:	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	,	n	iv	e	a	u	)	le	f	t	(	1	2	0	)	t	r	ia	n	g	le	(	6	0	0	,	5)	A	v	e	c	u	n	p	e	u	d	e	c	o	u	le	u	r	:	s	ie	r	p	i	n	s	k	y	2	.	p	y	from	t	u	r	t	l	e	im	p	o	rt	*	d	e	f	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	,	i	f	n	iv	e	a	u
==	0	:	d	o	w	n()	n	iv	e	a	u	)	:	cap	=	h	e	a	d	in	g	i)	i	f	cap	==	0	o	r	cap	==	18	0	:	c	o	l	o	r	r	re	d	"	)	if	cap	=	=	60	o	r	cap	==	2	4	0	:	c	o	lo	r	(	"	g	r	e	e	n	"	)	if	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	t	H	CM	(y)	XI	OJ	>Q	.	O	U	cap	=	=	12	0	o	r	cap	==	30	0	:	c	o	l	o	r	í	"	b	lu	e	"	)	f	o	r	w	a	r	d	(	lo	n	g	u	e	u	r	)	up(	)	e	ls	e	:	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	/2	,	n	iv	e	a	u	-	1	)	le	f	t	(	1	2	0	)	d	r	a
p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	/2	,	le	f	t	(	1	2	0	)	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	/2	,	le	f	t	(	1	2	0	)	f	o	r	w	a	r	d	(	lo	n	g	u	e	u	r	)	n	iv	e	a	u	-	1	)	n	iv	e	a	u	-	1	)	d	e	f	t	r	ia	n	g	le	(	lo	n	g	u	e	u	r	,	n	iv	e	a	u	)	:	fo	r	i	in	ra	n	g	e	(	3	)	:	d	r	a	p	e	a	u	(	lo	n	g	u	e	u	r	,	le	f	t	(	1	2	0	)	t	r	ia	n	g	le	(	6	0	0	,	n	iv	e	a	u	)	6)	www.biblio-scientifique.net	229	230	Programmation	en	Python	pour
les	mathématiques	4.2	Construction	aléatoire	O	n	p	e	u	t	o	b	t	e	n	ir	a	lé	a	t	o	ir	e	m	e	n	t	le	t	r	ia	n	g	le	d	e	SiERPir^SKi	p	a	r	u	n	a	lg	o	r	it	h	m	e	trè	s	s	im	p	le	:	A	B	C	e	st	u	n	t	r	ia	n	g	le	,	M	e	st	u	n	p	o	in	t	q	u	e	lc	o	n	q	u	e	.	a)	C	h	o	is	ir	a	u	h	a	s	a	r	d	T	u	n	d	e	s	t	r	o	is	p	o	in	t	s	A	,	B	et	C	.	
b)	C	o	n	s	t	r	u	ir	e	le	p	o	in	t	M	i	m	ilie	u	d	u	s	e	g	m	e	n	t	lia	n	t	le	p	o	in	t	p	r	é	c	é	​	d	e	n	t	a	u	p	o	in	t	M	.	c)	R	e	c	o	m	m	e	n	c	e	r	à	la	p	r	e	m	iè	r	e	é	ta	p	e	e	n	f	a	is	a	n	t	jo	u	e	r	a	u	p	o	in	t	M	]	le	r	ô	le	d	u	p	o	in	t	M	.	■O	O	c	n	Q	kD	O	B	ie	n	é	v	id	e	m	m	e	n	t	,	i	l	fa	u	t	p	o	u	r	s	u	iv	r	e	l	’a	lg	o	r	it	h	m	e	a	s	s	e	z	lo	n	g	t	e	m	p	s	s	u	r	le	p	a	p	ie	r	p	o	u	r	o	b
s	e	r	v	e	r	(N	C	e	t	a	lg	o	r	it	h	m	e	d	o	n	n	e	la	fig	u	r	e	s	u	iv	a	n	t	e	,	r	é	a	lis	é	e	a	v	e	c	le	p	r	o	g	r	a	m	m	e	s	i	e	r	p	i	n	s	k	y	3	.	p	y	.	C	e	(y)	p	r	o	g	r	a	m	m	e	f	a	it	a	p	p	e	l	à	u	n	n	o	u	v	e	a	u	t	y	p	e	o	b	je	t	d	é	f	in	i	p	a	r	le	p	r	o	g	r	a	m	m	e	u	r	p	o	u	r	r	e	p	r	é	s	e	n	t	e	r	ai	>•	Q	.	O	u	n	o	b	je	t	«	p	o	in	t	d	u	p	la	n	»,	re	p	é	ré	p	a	r	se	s	c	o	o	r	d	o	n	n	é	e	s	c	a	r
t	é	s	ie	n	n	e	s	et	d	o	té	d	’u	n	e	c	o	u	le	u	r	.	U	q	u	e	lq	u	e	c	h	o	s	e	,	s	a	n	s	c	o	m	p	t	e	r	le	s	s	e	g	m	e	n	t	s	[	M	/	M	/	+	i	]	u	n	iq	u	e	m	e	n	t	u	t	ile	s	à	la	c	o	n	s	t	r	u	c	t	io	n	m	a	is	q	u	i	e	n	c	o	m	b	r	e	n	t	le	d	e	s	s	in	.	
..	
s	ie	r	p	in	s	k	y	S	.p	y	from	math	im	p	o	rt	s	q	r	t	im	p	o	r	t	random	from	t	u	r	t	l	e	im	p	o	rt	*	d	e	lt	a	=	-3	0	0	lo	u	p	e	=	600	c	la	s	s	p	o	in	t	(	o	b	je	c	t	)	:	www.biblio-scientifique.net	Récursivité	......	P	o	in	t	du	p	la	n	......	d	e	f	__i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	x	=	0	,	y	=	0	,	c	o	u	le	u	r	=	"	b	la	c	k	"	)	s	e	lf	.x	=	X	s	e	lf	.y	=	y	s	e	l	f	.	c	o	u	l	e	u	r	=	c	o	u	le	u	r	d	e	f	m	i	l	i	e	u	(
s	e	l	f	,	p,	c	o	u	le	u	r	=	"	b	la	c	k	"	)	:	s	e	lf	.x	=	(	s	e	lf	.x	+	p	.x	)	/2	s	e	lf	.y	=	(	s	e	lf	.y	+	p	.y	)	/2	s	e	l	f	.	c	o	u	l	e	u	r	=	c	o	u	le	u	r	d	e	f	r	o	u	g	e	(	s	e	lf	)	:	s	e	l	f	.	c	o	u	l	e	u	r	=	"re	d	"	def	v	e	r	t	(	s	e	lf	):	s	e	l	f	.	
c	o	u	le	u	r	=	"g	re	e	n	'	def	b	le	u	(	s	e	lf	)	:	s	e	l	f	.	c	o	u	l	e	u	r	=	"	b	lu	e	"	def	c	r	o	ix	(	s	e	lf	):	d	o	w	n()	fo	r	i	in	ra	n	g	e	(4	):	fo	rw	a	rd	(3)	b	a	c	k	w	a	rd	(3	)	l	e	f	t	(90)	upO	d	e	f	im	p	r	im	e	(	s	e	lf	)	:	g	o	t	o	(	s	e	lf	.	x	*	lo	u	p	e	+	d	e	l	t	a	,	c	o	l	o	r	(	s	e	l	f	.	c	o	u	le	u	r	)	s	e	l	f	.	c	r	o	ix	(	)	TJ	o	c	n	Û	UD	t	H	o	d	ef	f	ig	u	r	e	(	p	o	in	t	s	)	:	a	=	p	o	in	t	(	0	.	0	,	0	.0
,	b	=	p	o	i	n	t	(	1	.	0	,	0	.0	,	c	=	p	o	in	t	(	0	.	5	,	s	e	lf	.	y	*	lo	u	p	e	+	d	e	lt	a	)	"	re	d	"	)	"	g	re	e	n	"	)	s	q	rt(3	)/2	,	"	b	lu	e	"	)	CM	(5)	XI	oi	>Q	.	O	U	#	p	re	m	ie	r	p	o	i	n	t	m,	i	.	e	.	m(0)	c	h	o	i	s	i	i	c	i	comme	is	o	b	a	r	y	c	e	n	t	r	e	m	=	p	o	in	t	(	0	.	5	,	s	q	r	t	(	3	)	/	6	)	if	p	o	in	t	s	f	o	r	i	i	n	r	a	n	g	e	(	p	o	in	t	s	)	:	#	o	b	t	e	n	t	io	n	a	l	é	a	t	o	i	r	e	du	p	o	i	n	t	s	u	iv	a	n	t
:	#	m	(	i	+	l	)	=	m	i	l	i	e	u	[	m	(	i	)	,	a	ou	b	ou	c]	a	le	a	=	ra	n	d	o	m	.ra	n	d	ra	n	g	e	(3	)	if	a	le	a	==	0	:	www.biblio-scientifique.net	231	232	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	if	if	m	.	m	ilie	u	(	a	)	a	le	a	==	1	:	m	.m	ilie	u	(	b	)	a	le	a	=	=	2	:	m	.	
m	ilie	u	(	c	)	#	o	b	t	e	n	t	io	n	a	l	é	a	t	o	i	r	e	de	la	c	o	u	le	u	r	du	p	o	i	n	t	a	le	a	=	ra	n	d	o	m	.ra	n	d	ra	n	g	e	(3	)	i	f	a	le	a	=	=	0	:	m	.r	o	u	g	e	(	)	i	f	a	le	a	=	=	1	:	m	.	v	e	r	t	()	if	a	le	a	=	=	2	:	m	.	b	le	u	(	)	m	.im	p	rim	e	()	upO	sp	e	e	d	(	"	fa	s	t	e	s	t"	)	f	ig	u	r	e	(	2	0	O	0	)	L	e	p	r	o	g	r	a	m	m	e	d	o	n	n	e	u	n	e	fig	u	r	e	c	o	m	m	e	la	s	u	iv	a	n	t	e	:	A	A	T3	O	c	=3	Q	5
S	o	m	m	e	s	d	e	te	rm	e	s	-	A	d	’u	n	e	s	u	i	t	e	g	é	o	m	é	t	r	i	q	u	e	O	n	la	is	s	e	e	n	e	x	e	r	c	ic	e	l	’é	c	r	it	u	r	e	d	’u	n	p	r	o	g	r	a	m	m	e	p	o	u	r	l	’o	b	t	e	n	t	io	n	d	e	s	s	o	m	m	e	s	p	a	r	t	ie	lle	s	d	e	la	+CX3	tH	O	rsj	s	é	r	ie	I	(	|)	'.	i	=	l	L	a	to	r	t	u	e	L	O	G	O	d	u	m	o	d	u	le	s	t	a	n	d	a	r	d	«	t	u	r	t	l	e	»	p	e	r	m	e	t	d	e	d	o	n	n	e	r	a	is	é	m	e	n	t	u	n	e	in	t	e	r	p	r	é	t	a	​	03
>•	Q.	O	U	t	io	n	g	é	o	m	é	t	r	iq	u	e	d	e	la	r	é	p	o	n	s	e	:	www.biblio-scientifique.net	Récursivité	from	t	u	r	t	l	e	im	p	o	rt	*	233	e	n	d	_	f	illi)	c	o	l	o	r	í"	b	la	c	k	"	)	f	o	r	i	i	n	r	a	n	g	e	íB	)	:	f	o	r	w	a	r	d	ic	)	le	f	t	il2	0	)	def	t	r	ia	n	g	le	_	v	e	r	t	(	c	)	:	c	o	lo	r	í"g	re	e	n	")	b	e	g	in	_	f	ill(	)	f	o	r	i	in	ra	n	g	e	(3	)	fo	rw	a	rd	(c	)	le	f	t	(	1	2	0	)	d	e	f	c	o	m	p	le	t	Í	n	,	c	)	:	i	f	n
>	0:	e	n	d	_	f	i	l	l	()	c	o	l	o	r	í"	b	la	c	k	"	)	f	o	r	i	i	n	r	a	n	g	e	íB	)	fo	rw	a	rd	Í	c)	le	f	t	il2	0	)	t	r	i	a	n	g	l	e	_	v	e	r	t	Í	c)	t	r	ia	n	g	le	_	b	la	n	c	ic	/2	)	f	o	r	w	a	r	d	ic	/	2	)	t	r	ia	n	g	le	_	m	a	r	r	o	n	ic	/	2	)	backw	ard	i	c	/	2	)	le	f	t	í5	0	)	f	o	r	w	a	r	d	ic	/	2	)	r	ig	h	t	í6	0	)	c	o	m	p	le	t	in	-	1	,	c	/	2	)	d	e	f	t	r	ia	n	g	le	_	b	la	n	c	ic	)	c	o	l	o	r	í	"	w	h	ite	"	)	b	e	g	in	_	f	illi)	f	o	r	i	i	n
r	a	n	g	e	i3)	u	pi	)	fo	rw	a	rd	Í	c)	le	f	t	il2	0	)	g	o	t	o	i-3	0	0	,-2	4	0	)	e	n	d	-f	illÍ	)	c	o	l	o	r	í"	b	la	c	k	"	)	d	o	w	n	i)	c	o	m	p	le	t	i6	,	5	1	2	)	fo	r	i	in	r	a	n	g	e	íB	)	fo	rw	a	rd	Í	c)	le	f	t	il2	0	)	n	o	m	F	ic	h	ie	r	=	"somme-geom"	h	t	i)	t	s	=	g	e	t	s	c	r	e	e	n	i)	d	e	f	t	r	ia	n	g	le	_	m	a	r	r	o	n	ic	;	c	o	l	o	r	í	"m	aro	o	n	")	b	e	g	in	_	f	illÍ	)	t	s	.g	e	t	c	a	n	v	a	s	i)	.	p	o	s	t	s	c	r	i	p	t	if
i	l	e	=	"	{	0	}	.	e	p	s	"	.	f	o	r	m	a	t	in	o	m	F	ic	h	ie	r	)	)	im	p	o	rt	os	f	o	r	i	i	n	r	a	n	g	e	íB	)	f	o	r	w	a	r	d	ic	)	le	f	t	il2	0	)	o	s	.	s	y	s	t	e	m	i"	e	p	s	t	o	p	d	f	{	0	}	.	e	p	s	"	.	f	o	r	m	a	t	in	o	m	F	ic	h	ie	r	)	)	m	a	in	lo	o	p	i)	■a	o	c	=3	Q	1—	1	6	E	x	e	r	c	i	c	e	s	d	’e	n	t	r	a	î	n	e	m	e	n	t	o	Les	corrigés	sont	disponibles	sur	le	site	dunod.com	à	partir	de	la	page	d’accueil	de
l’ouvrage.	xgi:	P	o	u	r	c	e	tte	s	é	r	ie	d	’e	x	e	r	c	ic	e	s	,	l	’o	b	je	c	t	if	e	st	d	e	c	o	n	c	e	v	o	ir	d	e	s	p	r	o	g	r	a	m	m	e	s	r	é	c	u	r	s	if	s	f	a	is	a	n	t	a	p	​	r\i	‘s_	p	e	l	à	la	n	o	t	io	n	d	e	b	o	u	c	le	d	’it	é	r	a	t	io	n	,	s	a	n	s	p	o	u	r	a	u	t	a	n	t	u	t	ilis	e	r	le	s	c	o	n	s	t	r	u	c	t	io	n	s	f	o	r	et	w	h	i	l	e	CL	d	é	f	in	ie	s	d	a	n	s	le	la	n	g	a	g	e	P	y	t	h	o	n	.	>o	u	E	x	e	r	c	ic	e	6	0	.	
a)	É	c	r	ir	e	u	n	p	r	o	g	r	a	m	m	e	p	r	o	d	u	is	a	n	t	u	n	e	t	a	b	le	d	e	m	u	lt	ip	lic	a	t	io	n	p	o	u	r	u	n	e	n	t	ie	r	d	o	n	n	é	.	L	’u	t	ilis	a	t	e	u	r	c	h	o	is	ir	a	e	n	e	n	tr	é	e	l	’e	n	t	ie	r	et	le	n	o	m	b	r	e	d	e	m	u	lt	ip	le	s	.	b)	P	r	o	p	o	s	e	r	u	n	e	v	e	r	s	io	n	d	u	p	r	o	g	r	a	m	m	e	p	r	é	c	é	d	e	n	t	d	o	n	n	a	n	t	la	m	ê	m	e	ta	b	le	e	n	o	rd	r	e	in	v	e	r	s	e	id	é	c	r	o	is	s	a	n	t	)	.
www.biblio-scientifique.net	234	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	c)	É	c	r	ir	e	u	n	p	r	o	g	r	a	m	m	e	d	e	c	a	lc	u	l	d	e	l	’a	r	r	a	n	g	e	m	e	n	t	=	n	i	n	-	l	)	{	n	-	2	)	.	.	.	
{	n	-	k	+	l	)	,	où	n	e	t	k	s	o	n	t	d	e	u	x	e	n	t	ie	r	s	n	a	t	u	r	e	ls	v	é	r	if	ia	n	t	:	k	^	n.	P	o	u	r	c	e	la	,	c	o	n	s	t	r	u	ir	e	r	é	c	u	r	s	iv	e	m	e	n	t	u	n	e	b	o	u	c	le	it	é	r	a	n	t	u	n	e	n	t	ie	r	n	a	t	u	r	e	l.	
E	x	e	r	c	ic	e	6	1	.	C	o	n	c	e	v	o	ir	d	e	u	x	f	o	n	c	t	io	n	s	m	u	t	u	e	lle	m	e	n	t	r	é	c	u	r	s	iv	e	s	p	a	i	r	(	)	e	t	i	m	p	a	i	r	O	q	u	i	in	d	iq	u	e	n	t	s	i	le	u	r	p	a	r	a	m	è	t	r	e	e	n	a	p	p	e	l	e	st	u	n	n	o	m	b	r	e	p	a	ir	o	u	im	p	a	ir	.	E	x	e	r	c	ic	e	6	2	.	E	n	e	m	p	lo	y	a	n	t	le	m	o	d	u	le	t	u	r	t	l	e	d	e	P	y	t	h	o	n	,	é	c	r	ir	e	u	n	p	r	o	g	r	a	m	m	e	r	é	a	lis	a	n	t	la	f	ig	u	r	e	c	ic	o	n	t	r	e
,	d	a	n	s	la	q	u	e	lle	le	c	a	r	r	é	in	t	é	r	ie	u	r	p	o	s	​	s	è	d	e	u	n	c	ô	té	d	e	5	0	p	ix	e	ls	,	et	le	s	g	n	o	m	o	n	s	s	o	n	t	r	e	c	t	a	n	g	le	s	is	o	c	è	le	s	,	d	’u	n	e	«	é	p	a	is	s	e	u	r	»	d	e	10	p	ix	e	ls	:	E	x	e	r	c	ic	e	6	3	.	X	d	é	s	ig	n	e	u	n	n	o	m	b	r	e	ré	e	l.	É	c	r	ir	e	,	d	a	n	s	u	n	e	f	o	r	m	e	r	é	c	u	r	s	iv	e	et	s	a	n	s	r	e	c	o	u	r	ir	a	u	x	r	o	u	t	in	e	s	s	t	a	n	d	a	r	d	d	u	la	n	g	a	g	e	,
u	n	e	f	o	n	c	​	t	io	n	q	u	i	c	a	lc	u	le	u	n	e	a	p	p	r	o	x	im	a	t	io	n	d	e	c	o	5	(	x	),	x	é	t	a	n	t	e	x	p	r	im	é	e	n	r	a	d	ia	n	s	.	O	n	u	t	ilis	e	r	a	le	d	é	​	v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	lim	it	é	à	l	’o	rd	r	e	6	d	e	la	f	o	n	c	t	io	n	c	o	s	in	u	s	a	u	v	o	is	in	a	g	e	d	e	0.	O	n	p	o	u	r	r	a	o	b	s	e	r	v	e	r	à	t	itre	d	e	c	o	m	p	a	r	a	is	o	n	la	s	o	r	t	ie	a	v	e	c	c	e	lle	d	e	la	f	o	n	c	t	io	n	m	a	t	h	é	m	a	t	iq	u	e
c	o	s	d	e	P	y	t	h	o	n	,	d	is	p	o	n	ib	le	d	a	n	s	le	m	o	d	u	le	s	t	a	n	d	a	r	d	m	a	th	.	E	x	e	r	c	ic	e	6	4	.	O	n	u	t	ilis	e	r	a	u	n	iq	u	e	m	e	n	t	le	t	y	p	e	e	n	t	ie	r	(«	in	t	»)	d	e	P	y	t	h	o	n	p	o	u	r	c	e	t	e	x	e	r	c	ic	e	.	11	s	’a	g	it	d	’é	c	r	ir	e	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	q	u	i	r	e	n	d	la	p	a	r	t	ie	e	n	t	iè	r	e	d	e	la	r	a	c	in	e	c	a	rr	é	e	d	’u	n	n	o	m	b	r	e	e	n	t	ie	r	n	a	t	u	r	e	l.	E	x	e	r	c	ic	e	6	5
.	(	F	r	a	c	t	io	n	s	c	o	n	t	in	u	e	s	-	F®	p	a	r	t	ie	)	P	o	u	r	le	n	o	m	b	r	e	r	a	t	io	n	n	e	l	"O	O	c	o	n	p	e	u	t	d	o	n	n	e	r	u	n	d	é	v	e	lo	p	p	e	m	e	n	t	s	o	u	s	fo	rm	e	d	e	f	r	a	c	t	io	n	c	o	n	t	in	u	e	(to	u	s	le	s	n	u	m	é	r	a	t	e	u	r	s	s	o	n	t	é	g	a	u	x	à	1)	:	=3	Q	Ю	O	(N	111	lô	"	1	=	2-b	1+	3+	03	>.	
CL	O	1	1	2+4	q	u	e	l	’o	n	é	c	r	ir	a	s	o	u	s	la	f	o	r	m	e	c	o	n	d	e	n	s	é	e	:	[	2	,	1	,	3	,	2	,	4	]	.	U	É	c	r	ir	e	u	n	p	r	o	g	r	a	m	m	e	q	u	i	d	o	n	n	e	la	r	e	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	e	n	f	r	a	c	t	io	n	c	o	n	t	in	u	e	d	’u	n	n	o	m	b	r	e	r	a	t	io	n	​	n	e	l,	e	n	f	o	r	m	e	c	o	n	d	e	n	s	é	e	.	O	n	e	n	v	is	a	g	e	r	a	le	c	a	s	d	e	s	n	o	m	b	r	e	s	n	é	g	a	t	ifs	.	O	n	com	p	léte	ra	cette	étude	avec	le	c	a
lc	u	l	des	réduites,	dans	u	n	exercice	d	u	ch	a	p	itre	6.	www.biblio-scientifique.net	Récursivité	235	E	x	e	r	c	ic	e	6	6	.	O	n	se	p	r	o	p	o	s	e	d	’é	c	r	ir	e	q	u	e	lq	u	e	s	o	u	t	ils	p	o	u	r	m	a	n	ip	u	le	r	le	t	y	p	e	l	i	s	t	s	t	a	n	d	a	r	d	d	e	P	y	t	h	o	n	:	-	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	«	t	e	t	e	(	)	»	:	e	lle	r	e	t	o	u	r	n	e	le	p	r	e	m	ie	r	é	lé	m	e	n	t	d	e	la	lis	t	e	e	n	a	r	g	u	m	e	n	t	;	-	u	n	e	f
o	n	c	t	io	n	«	s	u	i	t	e	{	)	»	:	e	lle	r	e	t	o	u	r	n	e	u	n	e	n	o	u	v	e	lle	lis	te	,	o	b	t	e	n	u	e	p	a	r	s	u	p	p	r	e	s	s	io	n	d	e	la	tête	d	e	la	lis	t	e	e	n	a	r	g	u	m	e	n	t	.	L	a	lis	t	e	p	a	s	s	é	e	e	n	a	r	g	u	m	e	n	t	d	o	it	re	s	te	r	in	tè	g	re	a	p	r	è	s	a	p	p	e	l	d	e	la	f	o	n	c	t	io	n	;	-	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	«	c	o	u	p	e	(	)	»	:	e	lle	r	e	t	o	u	r	n	e	la	lis	t	e	q	u	i	r	é	s	u	lt	e	d	e	la	s	u	p	p	r	e	s	s	io	n
d	e	s	n	p	r	e	​	m	ie	r	s	é	lé	m	e	n	t	s	,	lo	r	s	q	u	e	la	s	u	p	p	r	e	s	s	io	n	e	st	p	o	s	s	ib	le	;	-	u	n	e	f	o	n	c	t	io	n	«	d	e	b	u	t	(	)	»	:	e	lle	r	e	t	o	u	r	n	e	la	lis	t	e	d	e	s	n	p	r	e	m	ie	r	s	é	lé	m	e	n	t	s	.	O	n	u	t	ilis	e	r	a	le	s	e	n	tê	te	s	s	u	iv	a	n	t	s	,	le	p	a	r	a	m	è	t	r	e	liste	d	é	s	ig	n	a	n	t	u	n	e	lis	t	e	n	a	t	iv	e	d	e	P	y	t	h	o	n	:	def	t	e	t	e	(	lis	t	e	)	:	p	a	s	s	#	code	à	é	c	r	i	r	e	i	c	i
def	s	u	it	e	(	lis	t	e	)	:	p	ass	d	e	f	c	o	u	p	e	(n	,	l	i	s	t	e	)	:	p	ass	d	e	f	debut(n,	l	i	s	t	e	)	:	p	ass	Q	u	e	lq	u	e	s	e	x	e	m	p	le	s	d	'e	m	p	lo	i	d	e	c	e	s	p	r	im	it	iv	e	s	e	n	m	o	d	e	in	t	e	r	a	c	t	if	:	>	»	»	>	im	p	o	r	t	random	from	o	u	t	i	l	s	im	p	o	rt	*	»	>	hasard	=	[	random.randrange(50)	f	o	r	>	»	hasard	[48,	9,	16,	,	38,	46,	27,	45,	11,	44,	»	>	re	ch	e	rc	he(	te	te	(ha	sar
d)	,	hasard)	T	rue	»	>	t	e	t	e	(hasard)	48	»	>	suite(hasard)	[9,	16,	,	38,	46,	27,	45,	11,	44,	47,	»	>	debut(	,	hasard)	[48,	9]	»	>	coupe(	,	hasard)	[16,	,	38,	46,	27,	45,	11,	44,	47,	3,	8	TD	O	c	13	Q	yo	O	fM	(5)	XI	DI	>Q.	
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e	m	a	n	ip	u	le	r	d	e	s	in	f	o	r	m	a	t	io	n	s	,	d	o	n	t	l	’in	t	é	r	ê	t	r	é	s	id	e	d	a	n	s	le	r	e	g	r	o	u	p	e	m	e	n	t	s	o	u	s	f	o	r	m	e	d	’u	n	e	c	o	lle	c	t	io	n	;	le	n	o	m	b	r	e	d	’é	lé	m	e	n	t	s	d	’u	n	e	t	e	lle	c	o	lle	c	​	t	io	n	p	e	u	t	n	e	p	a	s	ê	tre	c	o	n	n	u	a	v	a	n	t	l	’u	t	ilis	a	t	io	n	d	u	p	r	o	g	r	a	m	m	e	,	o	u	d	u	m	o	in	s	p	e	u	t	ê	tre	a	m	e	n	é	à	v	a	r	ie	r	a	u	c	o	u	r	s	d	e	l	’e	x	é	c	u
t	io	n	d	u	p	r	o	g	r	a	m	m	e	.	L	e	s	o	b	je	t	s	d	’u	n	e	te	lle	c	o	lle	c	t	io	n	p	e	u	v	e	n	t	ê	tre	d	e	n	a	t	u	r	e	h	é	té	r	o	g	è	n	e	o	u	n	o	n	,	c	o	m	m	e	ils	p	e	u	v	e	n	t	ê	tre	o	r	g	a	n	is	é	s	o	u	n	o	n	,	s	e	lo	n	d	e	s	c	r	it	è	r	e	s	p	e	r	t	in	e	n	t	s	d	é	f	in	is	p	a	r	le	p	r	o	g	r	a	m	m	e	u	r	p	o	u	r	le	s	b	e	s	o	in	s	d	u	p	r	o	b	lè	m	e	à	ré	s	o	u	d	re	.	N	o	u	s	t	r	a	it	e	r	o	n	s	d	a	n	s	c
e	c	h	a	p	it	r	e	d	e	d	o	n	n	é	e	s	o	r	g	a	n	is	é	e	s	s	o	u	s	f	o	r	m	e	s	é	q	u	e	n	t	ie	lle	d	e	lis	te	s	,	o	u	d	e	d	o	n	n	é	e	s	o	r	g	a	n	is	é	e	s	s	o	u	s	f	o	r	m	e	d	’a	r	b	r	e	s	b	in	a	ir	e	s	.	E	n	p	r	e	m	iè	r	e	a	p	p	r	o	c	h	e	,	n	o	u	s	d	is	t	in	g	u	e	​	r	o	n	s	d	e	u	x	u	s	a	g	e	s	d	if	f	é	re	n	t	s	q	u	i	c	o	n	s	t	it	u	e	r	o	n	t	u	n	c	r	it	è	r	e	d	e	c	h	o	ix	p	o	u	r	l	’u	n	e	o	u	l	’a	u	tr	e	s	t	r	u	c
t	u	re	:	lo	r	s	q	u	e	q	u	e	l	’in	s	e	r	t	io	n	o	u	la	s	u	p	p	r	e	s	s	io	n	d	’u	n	é	lé	m	e	n	t	s	’e	ffe	c	t	u	e	n	t	t	o	u	jo	u	r	s	e	n	m	ê	m	e	p	o	s	it	io	n	d	a	n	s	la	lis	te	,	u	n	e	s	t	r	u	c	t	u	r	e	d	e	lis	t	e	(	p	ile	o	u	file	)	e	st	s	o	u	v	e	n	t	a	p	p	r	o	p	r	ié	e	;	e	n	r	e	v	a	n	c	h	e	,	s	i	u	n	b	e	s	o	in	d	e	c	o	n	s	e	r	v	a	t	io	n	d	e	l	’o	rd	r	e	d	e	s	é	lé	m	e	n	t	s	e	st	e	s	s	e	n	t	ie	l,	a	p	r	è	s	in
s	e	r	t	io	n	o	u	s	u	p	p	r	e	s	​	s	io	n	,	u	n	e	s	t	r	u	c	t	u	r	e	d	’a	r	b	r	e	b	in	a	ir	e	d	e	v	r	a	ê	tre	p	ré	fé	ré	e	.	N	o	u	s	r	a	p	p	e	lo	n	s	,	c	o	m	m	e	n	o	u	s	a	v	o	n	s	d	é	jà	p	u	le	r	e	n	c	o	n	t	r	e	r	lo	r	s	d	e	c	h	a	p	it	r	e	s	p	r	é	c	é	d	e	n	t	s	,	q	u	e	la	n	g	a	g	e	P	y	t	h	o	n	f	o	u	r	n	it	n	a	t	iv	e	m	e	n	t	le	s	o	u	t	ils	et	s	t	r	u	c	t	u	r	e	s	d	e	d	o	n	n	é	e	s	n	é	c	e	s	s	a	ir	e	s	à	l	’u	t
ilis	a	​	t	io	n	d	e	s	lis	te	s	.	T	o	u	t	e	f	o	is	,	la	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	d	e	s	lis	t	e	s	c	o	n	s	t	it	u	e	u	n	e	p	a	r	t	im	p	o	r	t	a	n	t	e	d	e	l	’a	lg	o	​	r	it	h	m	iq	u	e	,	et	i	l	e	st	b	o	n	d	e	c	o	n	n	a	ît	r	e	le	f	o	n	c	t	io	n	n	e	m	e	n	t	in	t	e	r	n	e	d	e	c	e	t	y	p	e	c	la	s	s	iq	u	e	d	e	s	t	r	u	c	​	t	u	re	d	e	d	o	n	n	é	e	s	.	E	n	f	in	,	l	’é	t	u	d	e	d	e	s	lis	t	e	s	p	e	r	m	e	t	t	r	a	d	e	m	ie	u	x	a	p	p	r	é	h
e	n	d	e	r	e	n	s	u	it	e	la	n	o	t	io	n	d	’a	r	b	r	e	b	in	a	ir	e	q	u	i,	e	lle	,	n	e	fa	it	p	a	s	p	a	r	t	ie	d	u	n	o	y	a	u	d	u	la	n	g	a	g	e	.	C	e	c	h	a	p	it	r	e	p	r	e	n	d	p	la	c	e	d	a	n	s	u	n	e	x	p	o	s	é	p	lu	s	v	a	s	t	e	s	u	r	la	n	o	t	io	n	d	e	c	la	s	s	e	,	in	h	é	r	e	n	t	e	à	la	p	r	o	​	g	r	a	m	m	a	t	io	n	o	r	ie	n	t	é	e	o	b	je	t	.	E	n	effet,	l	’im	p	lé	m	e	n	t	a	t	io	n	d	e	lis	t	e	s	o	u	s	fo	r	m	e	d	e	c	la	s	s	e
s	d	’o	b	je	t	s	t	ro	u	v	e	s	a	n	é	c	e	s	s	it	é	d	a	n	s	le	s	o	u	c	i	d	e	f	o	u	r	n	ir	a	u	p	r	o	g	r	a	m	m	e	u	r	u	n	e	s	t	r	u	c	t	u	r	e	d	e	d	o	n	n	é	e	s	d	o	n	t	l	’a	b	s	t	r	a	c	t	io	n	l	u	i	p	e	r	m	e	t	d	e	c	o	n	c	e	n	t	r	e	r	s	o	n	e	ffo	rt	s	u	r	le	p	r	o	b	lè	m	e	à	r	é	s	o	u	d	re	,	t	o	u	t	l	u	i	e	n	o	ffra	n	t	u	n	e	s	é	p	a	r	a	t	io	n	d	e	s	c	o	n	c	e	p	t	s	et	u	n	b	o	n	c	o	n	f	o	r	t	d	’u	t	ilis	a	t	io	n
et	d	e	m	a	in	t	e	n	a	n	c	e	.	L	o	r	s	d	e	la	c	o	n	c	e	p	t	io	n	d	e	n	o	s	c	la	s	s	e	s	,	n	o	u	s	a	u	r	o	n	s	l	’o	c	c	a	s	io	n	d	’e	x	a	m	in	e	r	et	d	e	m	e	tt	r	e	e	n	œ	u	v	r	e	le	s	n	o	t	io	n	s	d	e	c	o	m	p	o	s	it	io	n	et	d	’h	é	r	ita	g	e	.	N	o	u	s	p	r	e	n	d	r	o	n	s	c	o	m	m	e	f	il	d	ir	e	c	t	e	u	r	d	e	c	e	tte	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	la	r	é	a	lis	a	t	io	n	d	’u	n	p	e	t	it	s	y	s	t	è	m	e	d	e	c	a	lc	u	l	p	o
u	r	le	s	n	o	m	b	r	e	s	r	a	t	io	n	n	e	ls	d	’u	n	e	p	a	r	t	,	la	m	is	e	e	n	œ	u	v	r	e	d	’u	n	a	n	n	e	a	u	d	e	p	o	ly	n	ô	m	e	s	à	•a	O	c	=3	Q	'JD	*rH	O	c	o	e	f	f	ic	ie	n	t	s	d	a	n	s	Z	d	’a	u	tr	e	p	a	r	t	.	N	o	tr	e	é	t	u	d	e	d	é	b	o	u	c	h	e	r	a	s	u	r	la	c	o	n	c	e	p	t	io	n	d	’u	n	s	y	s	t	è	m	e	d	e	c	a	lc	u	l	m	a	n	ip	u	la	n	t	u	n	c	o	r	p	s	d	e	f	r	a	c	t	io	n	s	r	a	t	io	n	n	e	lle	s	.	(N	A	v	a	n	t	d	’e
n	t	r	e	r	d	a	n	s	le	v	i	f	d	u	s	u	je	t	,	n	o	u	s	m	e	n	t	io	n	n	o	n	s	t	o	u	t	e	fo	is	q	u	e	lq	u	e	s	a	v	e	r	t	is	s	e	m	e	n	t	s	:	■	*->	JO	ai	>Q.	O	-	T	o	u	s	le	s	p	r	o	g	r	a	m	m	e	s	d	e	c	e	c	h	a	p	it	r	e	o	n	t	été	é	c	r	it	s	et	te	sté	s	a	v	e	c	u	n	e	d	is	t	r	ib	u	t	io	n	d	e	la	b	r	a	n	c	h	e	2	.6	d	e	P	y	t	h	o	n	.	I	ls	s	o	n	t	c	o	m	p	a	t	ib	le	s	a	v	e	c	le	s	v	e	r	s	io	n	s	s	u	iv	a	n	t	e	s	3	.x	m	a
is	ils	n	e	t	ir	e	n	t	n	u	lle	m	e	n	t	a	v	a	n	ta	g	e	d	e	s	n	o	u	v	e	lle	s	f	o	n	c	t	io	n	n	a	lit	é	s	d	u	la	n	g	a	g	e	.	E	n	p	a	r	t	ic	u	lie	r	,	le	U	le	c	t	e	u	r	n	o	t	e	r	a	la	c	o	n	s	e	r	v	a	t	io	n	d	e	l	’in	s	t	r	u	c	t	io	n	«	p	r	i	n	t	»	e	n	lie	u	et	p	la	c	e	d	e	la	n	o	u	v	e	lle	s	y	n	t	a	x	e	«	p	r	i	n	t	(	)	».	
I	l	y	a	ic	i	u	n	e	s	u	b	t	ilit	é	p	o	u	r	l	’in	t	e	r	p	r	é	t	e	u	r	P	y	t	h	o	n	q	u	i,	e	n	v	e	r	s	io	n	s	a	n	t	é	r	ie	u	r	e	s	,	c	o	n	s	id	è	r	e	le	s	p	a	r	e	n	t	h	è	s	e	s	s	e	lo	n	le	c	a	s	c	o	m	m	e	le	s	ig	n	e	d	e	la	p	r	é	s	e	n	c	e	d	’u	n	tuple.	-	E	n	f	in	,	d	a	n	s	u	n	b	u	t	d	’é	tu	d	e	,	n	o	u	s	n	’a	v	o	n	s	p	a	s	c	h	e	r	c	h	é	à	u	t	ilis	e	r	to	u	te	s	le	s	p	o	t	e	n	t	ia	lit	é	s	d	u	la	n	g	a	g	e	q	u	i
e	n	f	o	n	t	s	o	n	o	r	ig	in	a	lit	é	.	C	e	c	h	o	ix	e	st	m	o	t	iv	é	p	a	r	la	v	o	lo	n	t	é	d	e	n	e	p	a	s	www.biblio-scientifique.net	238	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	F	igure	6.1	-	D	e	u	x	r	e	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	s	d	u	m	ê	m	e	g	r	a	p	h	e	p	la	n	a	ir	e	(	n	o	n	c	o	n	n	e	x	e	)	m	a	s	q	u	e	r	d	e	s	a	lg	o	r	it	h	m	e	s	o	u	d	é	t	a	ils	—	p	a	r	F	u	t	ilis	a	t	io	n	d	e	p
r	im	it	iv	e	s	p	u	is	s	a	n	t	e	s	m	a	is	d	e	f	a	it	«	o	p	a	q	u	e	s	»	—	a	u	le	c	t	e	u	r	q	u	i	s	o	u	h	a	it	e	r	a	it	t	r	a	n	s	f	é	r	e	r	le	s	c	o	n	c	e	p	t	s	p	r	é	s	e	n	t	é	s	v	e	r	s	u	n	a	u	tre	la	n	g	a	g	e	d	e	p	r	o	g	r	a	m	m	a	t	io	n	.	1	G	ra	p	h	e	s	A	v	a	n	t	d	e	n	o	u	s	p	e	n	c	h	e	r	d	a	n	s	le	s	s	e	c	t	io	n	s	s	u	iv	a	n	t	e	s	s	u	r	le	s	n	o	t	io	n	s	d	’a	r	b	r	e	et	d	e	lis	t	e	et	q	u	e	lq	u	e	s	u
n	e	s	d	e	le	u	r	s	a	p	p	lic	a	t	io	n	s	,	n	o	u	s	c	o	m	m	e	n	ç	o	n	s	ce	c	h	a	p	it	r	e	e	n	a	b	o	r	d	a	n	t	la	n	o	t	io	n	d	e	g	r	a	p	h	e	,	q	u	i	p	e	r	m	e	t	n	o	t	a	m	m	e	n	t	u	n	e	g	é	n	é	r	a	lis	a	t	io	n	d	e	s	d	e	u	x	n	o	t	io	n	s	p	r	é	c	é	d	e	n	t	e	s	,	a	u	s	e	n	s	o	ù	u	n	a	r	b	r	e	e	st	u	n	g	r	a	p	h	e	c	o	n	n	e	x	e	s	a	n	s	c	y	c	le	.	S	i	la	t	h	é	o	r	ie	d	e	s	g	r	a	p	h	e	s	c	o	n	s	t	it	u	e	u	n
d	o	m	a	in	e	r	é	c	e	n	t	a	u	re	g	a	rd	d	e	l	’h	is	t	o	ir	e	d	e	s	m	a	t	h	é	m	a	​	t	iq	u	e	s	,	i	l	n	’e	n	d	e	m	e	u	r	e	p	a	s	m	o	in	s	v	a	s	t	e	et	s	o	u	r	c	e	d	e	n	o	m	b	r	e	u	x	t	r	a	v	a	u	x	c	o	n	t	e	m	p	o	r	a	in	s	.	N	o	u	s	lim	it	e	r	o	n	s	d	è	s	lo	r	s	n	o	t	re	p	r	o	p	o	s	à	l	’é	t	u	d	e	d	e	q	u	e	s	t	io	n	s	r	e	la	t	iv	e	s	a	u	x	g	r	a	p	h	e	s	s	im	p	le	s	,	c	’e	s	tà	-	d	ir	e	s	a	n	s	a	rê	te	m	u
lt	ip	le	n	i	b	o	u	c	le	.	N	o	u	s	c	h	o	is	is	s	o	n	s	a	u	s	s	i	d	e	r	e	s	t	e	in	d	r	e	n	o	tre	é	t	u	d	e	a	u	x	g	r	a	p	h	e	s	n	o	n	o	r	ie	n	t	é	s	a	u	x	a	rê	te	s	n	o	n	p	o	n	d	é	r	é	e	s	.	1.1	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	tH	Présentation	D	e	u	x	t	y	p	e	s	d	e	r	e	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	s	o	n	t	c	o	u	r	a	m	m	e	n	t	u	t	ilis	é	s	p	o	u	r	u	n	g	r	a	p	h	e	:	u	n	e	m	a	t	r	ic	e	d	’a	d	​	ja	c	e	n	c	e	(fig	u	re	6	.2)	et
u	n	e	lis	t	e	d	’a	d	ja	c	e	n	c	e	.	U	n	e	m	a	t	r	ic	e	d	’a	d	ja	c	e	n	c	e	e	st	u	n	e	m	a	t	r	ic	e	c	a	rr	é	e	s	y	m	é	t	r	iq	u	e	(	p	o	u	r	u	n	g	r	a	p	h	e	n	o	n	o	r	ie	n	t	é	)	,	d	o	n	t	le	s	é	lé	m	e	n	t	s	(	d	a	n	s	n	o	t	re	c	a	s	é	q	u	iv	a	le	n	t	s	à	d	e	s	b	o	o	lé	e	n	s	)	in	d	iq	u	e	n	t	l	’e	x	is	t	e	n	c	e	o	u	n	o	n	d	’u	n	e	a	rê	te	e	n	tre	d	e	u	x	s	o	m	m	e	t	s	.	CM	L	e	p	r	o	g	r	a	m	m	e	c	i-
a	p	r	è	s	illu	s	t	r	e	u	n	e	r	e	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	p	a	r	lis	t	e	d	’a	d	ja	c	e	n	c	e	d	u	g	r	a	p	h	e	6	.1	:	ai	>•	CL	O	lettres,	py	from	graphe	im	p	o	rt	*	U	g	=	graphe!	{	A'	B‘	C	D‘	E*	[	B	',	[	A	',	[	B'	,	[	A'	,	[	B'	,	■	D'I,	■C,	■	D-,	■	F'],	■	B'	,	■E‘	],	■	D',	■	F'],	E	',	'	F	'	]	,	www.biblio-scientifique.net	Classes	'	F'	[■	B-,	•G'	■	H'	['G']	239	)	p	r	in	t	(	"	C	h	a	în	e	s	(	s	)	é
lé	m	e	n	t	a	ir	e	(	s	)	e	n	t	r	e	A	e	t	F	:	"	)	f	o	r	c	i	n	g	.r	e	c	h	e	r	c	h	e	_	c	h	a	in	e	s	(	"	A	"	,	"	F	"	)	:	p	r	i	n	t	(c	)	p	r	i	n	t	()	p	r	in	t	(	"	C	h	a	în	e	s	(	s	)	é	lé	m	e	n	t	a	ir	e	(	s	)	e	n	t	r	e	A	e	t	G	:	"	)	f	o	r	c	i	n	g	.	r	e	c	h	e	r	c	h	e	_	c	h	a	in	e	s	(	"	A	"	,	"	G"	)	:	p	r	i	n	t	(c	)	L	e	m	o	d	u	le	g	r	a	p	h	e	.	p	y	q	u	i	f	o	u	r	n	it	le	t	y	p	e	«	g	r	a	p	h	e	»	n	’e	st	p	a	s	r	e	p	r	o	d	u	it	i
c	i	d	a	n	s	s	o	n	in	t	é	g	r	a	lit	é	,	m	a	is	n	o	u	s	p	o	u	v	o	n	s	o	b	s	e	r	v	e	r	s	o	n	r	é	s	u	lt	a	t	à	l	’e	x	é	c	u	t	io	n	p	o	u	r	le	g	r	a	p	h	e	d	o	n	n	é	e	n	6	.1	:	------------------------------------------------------------------------------------------------------------	[	$	.	/	l	e	t	t	r	e	s	•py	C	h	a	în	e	s	(	s	)	é	lé	m	[	'A	,	'	B	'	,	■	C	'	,	[■	A	,	'	B	'	,	■	D'	,	[	'A	,	'	B	'	,	■	E'	,	[■	A	,	'	B	'	,	■	F	'	]	[	'A	,	[	'A	,	[	'A	,
[■	A	,	[■	A	,	[	'A	,	'	D'	,	'	D'	,	'	D'	,	'	D'	,	'	D'	,	'	D'	,	C	h	a	în	e	s	(	s	)	■a	O	c	D	Û	kD	O	■	B'	,	■	B'	,	■	B'	,	■	E'	,	■	E'	,	■	E'	,	Terminal	]	_______________________________________________________________	e	n	t	a	ir	e	(	s	)	■	F'	]	■	E',	'	F'	]	■	F’	]	■	■	■	■	■	C-	,	E-	,	F'	]	B'	,	B'	,	'F']	'F']	'C,	'F']	■	F	']	■	F’	]	é	lé	m	e	n	t	a	ir	e	(	s	)	$	N	o	u	s	p	r	o	g	r	a	m	m	o	n	s	n	o	t	re
s	t	r	u	c	t	u	r	e	d	e	g	r	a	p	h	e	c	o	m	m	e	u	n	o	b	je	t	(a	u	s	e	n	s	d	e	la	p	r	o	g	r	a	m	m	a	​	tH	t	io	n	)	d	o	n	t	l	’u	n	iq	u	e	d	o	n	n	é	e	in	t	e	r	n	e	e	st	u	n	e	lis	t	e	d	’a	d	ja	c	e	n	c	e	:	u	n	e	t	e	lle	lis	te	e	s	t	c	o	n	s	t	it	u	é	e	d	e	CM	l	’e	n	s	e	m	b	le	d	e	s	s	o	m	m	e	t	s	d	u	g	r	a	p	h	e	,	et	p	o	u	r	c	h	a	q	u	e	s	o	m	m	e	t	a	d	ja	c	e	n	t	,	la	lis	t	e	d	e	s	s	o	m	m	e	t	s	(y)	q	u	i	l	u
i	s	o	n	t	c	o	n	n	e	c	t	é	s	.	N	o	u	s	é	c	a	r	t	o	n	s	la	r	e	p	r	é	s	e	n	t	a	t	io	n	p	a	r	u	n	e	m	a	t	r	ic	e	d	’a	d	ja	c	e	n	c	e	p	o	u	r	xz	u	n	e	r	a	is	o	n	d	’é	c	o	n	o	m	ie	d	e	m	o	y	e	n	s	(	p	o	u	r	le	s	g	r	a	p	h	e	s	n	o	n	c	o	m	p	le	t	s	,	le	s	c	o	e	f	f	ic	ie	n	t	s	d	e	la	m	a	​	CTI	>Q.	O	U	t	r	ic	e	d	’a	d	ja	c	e	n	c	e	s	o	n	t	s	o	u	v	e	n	t	e	n	m	a	jo	r	it	é	n	u	is	)	;	le	p	a	s	s	a	g	e	d	’u	n	m	o
d	è	le	à	l	’a	u	tr	e	c	o	n	s	t	it	u	e	c	e	p	e	n	d	a	n	t	u	n	e	x	c	e	lle	n	t	e	x	e	r	c	ic	e	d	e	p	r	o	g	r	a	m	m	a	t	io	n	c	o	n	f	ié	a	u	le	c	te	u	r	.	1.2	Quelques	questions	usuelles	N	o	u	s	n	o	u	s	p	r	o	p	o	s	o	n	s	p	a	r	e	x	e	m	p	le	d	’a	b	o	r	d	e	r	—	d	u	p	o	in	t	d	e	v	u	e	d	e	la	p	r	o	g	r	a	m	m	a	t	io	n	—	le	s	q	u	e	s	t	io	n	s	s	u	iv	a	n	t	e	s	:	-	U	n	g	r	a	p	h	e	e	s	t	-	il	c	o	n	n	e	x	e	?
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composantes	connexes	d’un	graphe	?	-	Comment	établir	les	chaînes	élémentaires	entre	deux	sommets	d’un	graphe	?	
-	Quelles	sont	les	chaînes	les	plus	courtes	entre	deux	sommets	d’un	graphe	?	Nous	avons	ainsi	constitué,	dans	le	but	de	disposer	d’outils	capables	de	manipuler	plusieurs	graphes	indépendamment	les	uns	des	autres	au	sein	d’un	même	programme,	une	boîte	à	outils	organisée	sous	la	forme	d’une	classe	d’objet.	Nous	allons	en	détailler	les	principales
méthodes	:	■a	O	c	D	Û	O	ГМ	XI	CTI	>Q.	O	U	composante-connexe	(	)	Cette	méthode	permet	de	déterminer	la	composante	connexe	d’un	sommet	du	graphe.	Elle	est	notamment	utilisée	pour	l’obtention	de	la	liste	des	compo​	santes	du	graphe,	ainsi	que	pour	tester	l’existence	d’une	chaîne	entre	deux	sommets.	recherche_chaines	(	)	Cette	méthode
établit	la	liste	de	toutes	les	chaînes	entre	deux	som​	mets	donnés.	recherche_cycles(	)	Cette	méthode	s’appuye	sur	la	méthode	précédente,	dans	la	mesure	où	un	cycle	est	une	chaîne	dont	les	deux	extrémités	sont	le	même	sommet.	nombre_aretes	(	)	Cette	méthode,	basée	sur	le	lemme	des	poignées	de	mains,	peut	sembler	superflue.	Elle	conserve	son
intérêt	si	l’on	se	souvient	que	le	constructeur	d’un	objet	g	ra	p	h	e	ne	mentionne	que	la	liste	d’adjacence,	dont	la	méthode	«	déduit»	le	nombre	d’arêtes.	Nous	n’en	dirons	pas	plus	en	ce	qui	concerne	quelques	méthodes	secondaires,	néanmoins	fort	utiles,	ayant	trait	par	exemple	à	la	détermination	du	nombre	de	sommets	et	d’arêtes	d’un	graphe...	dont
le	lecteur	pourra	prendre	connaissance	à	la	lecture	des	fichiers	disponibles	en	téléchargement.	Les	méthodes	évoquées	ci-dessus	peuvent	être	à	leur	tour	aisément	invoquées	pour	construire	des	méthodes	fournissant	les	réponses	aux	questions	posées	plus	haut.	1.3	Parcours	eulériens	Rappelons	qu’une	chaîne	ou	un	cycle	eulériens	désignent
respectivement	une	chaîne	ou	un	cycle	qui	empruntent	exactement	une	fois	chacun	toutes	les	arêtes	d’un	graphe	connexe.	www.biblio-scientifique.net	241	C	la	sse	s	L’existence	éventuelle	de	telles	chaînes	ou	cycles	est	assurée	par	le	théorème	d’EuLER	-	H	ie	r	HOLZER.	Un	procédé	de	construction	de	parcours	eulériens	est	celui	connu	sous	le	nom
d’«	al​	gorithme	de	F	leu	ry	»	sur	lequel	nous	avons	basé	notre	méthode	qui	génère	un	parcours	eulérien,	chaîne	ou	cycle	suivant	le	cas.	Nous	disposons	dans	notre	objet	g	ra	p	h	e	de	deux	méthodes	«	e	x	is	te	n	c	e	_	c	h	a	in	e	_	E	u	le	r	(	)	»	et	«	e	x	is	te	n	c	e	_	c	y	c	le	_	E	u	le	r{	)	»	pour	étudier	la	question	de	l’existence.	
Dans	l’affirmative,	on	utilise	alors	la	méthode	«	re	c	h	e	rc	h	e	_	E	u	le	r(	)	»	pour	la	génération	d’une	solution	au	pro​	blème.	g	ra	p	h	e	,	p	y	#	...	le	début	de	la	c	l	a	s	s	e	n	'	e	s	t	pas	re	p	ro	d	u	it	i	c	i	...	def	g	ra	p	h	e	_	r	é	d	u	it(s	e	lf,	a	,	b	):	"""	c	o	n	s	t	r	u	i	t	un	graphe	en	supprimant	[ab]	h	=	d	ie	t	()	fo	r	s	in	s	e	lf.so	m	m	e	ts!)	:	I	=	[]	fo	r	t	in	s	e	l	f	.	a	d
ja	c	e	n	t	s	(s	):	i	f	(s	!=	a	or	t	!=	b)	and	(s	!=	b	or	t	!=	a	)	:	l.a	p	p	e	n	d	(t)	i	f	l	e	n	(	l	)	!=	0:	h	[s	]	=	l	retu	rn	graphe(h)	La	méthode	«	g	raphe_	r	é	d	u	i	t	(	)	»	construit	à	partir	de	l’objet	graphe	lui-même	un	nouvel	objet	graphe,	obtenu	par	suppression	de	l’arête	(réputée	existante)	entre	les	sommets	a	et	b.	La	méthode	«	e	s	t_	u	n	_	p	o	n	t	(	)	»	fournit
quant	à	elle	un	diagnostic	pour	la	question	suivante	:	Étant	donnés	a	et	b	deux	sommets	adjacents	d’un	graphe	connexe,	la	suppression	d’une	arête	d’extrémités	a	et	b	produit-elle	ou	non	un	nouveau	graphe	possédant	plusieurs	composantes	connexes,	si	l’on	fait	exception	d’un	éventuel	sommet	isolé	par	suite	de	la	suppression?	
g	ra	p	h	e	,	p	y	■a	O	c	D	Û	kD	O	rsl	def	e	s	t_	u	n	_	p	o	n	t(s	e	lf,	a,	b	):	"""	[ab]	e	s	t	-	e	l	l	e	un	pont	?	"	"	"	i	f	not	(b	in	s	e	l	f	.	a	d	ja	c	e	n	t	s	(a	))	:	retu	rn	F	a	lse	r	=	s	e	lf.g	r	a	p	h	e	_	r	e	d	u	it	(a	,	b)	retu	rn	(le	n	(r.c	o	m	p	o	s	a	n	te	s())	!=	1)	sz	>Q.	O	U	La	traduction	en	programme	Python	de	l’algorithme	de	F	leu	ry	suit	:	g	ra	p	h	e	.p	y	def	r	e	c	h	e	r	c	h
e	_	E	u	le	r	(s	e	lf)	:	"""	algorithm	e	de	F	le	u	r	y	.....	
.	g	=	s	e	lf	f	in	=	(g	.	
nom	bre_aretes()	==	1)	i	f	f	in	:	retu	rn	g.sommets!)	www.biblio-scientifique.net	242	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	P	=	[]	choix	=	[]	fo	r	s	in	g	.	sommets(	)	:	i	f	g.degre_sommet(s)	%	2	==	1:	choix.append(s)	i	f	le	n	(	choix)	==	0:	choix	=	g.	sommets	0	a	=	c	h	o	i	x	[	random.randrange(0,	l	e	n	(	c	h	o	i	x	)	)	]	w	h	ile	not
f	i	n	:	U	=	g	.a	d	ja	c	e	n	ts(a	)	V	=	[]	fo	r	s	in	u:	i	f	not	g.est_un_pont(a,	s	)	:	v.append(s)	b	=	v	[	random.randrange(0,	le	n	(	v	)	)	]	p.append(a)	g	=	g	.	g	r	a	p	h	e	.	r	é	d	u	i	t	(	a	,	b)	a	=	b	f	i	n	=	(g.nombre_aretes()	==	1)	p.append(a)	p	.	a	p	p	e	n	d	(	g	.	a	d	j	a	c	e	n	t	s	(	a	)	[0])	retu	rn	P	Le	principe	de	l’algorithm	e	est	le	suivant,	m	o	y	en	n	an	t	la	vérification
préalable	de	l’existence	d	’u	n	e	solution	:	•a	O	à)	Choisir	au	hasard	u	n	som	m	et.	û	b)	Choisir	une	arête	parm	i	toutes	les	arêtes	adjacentes	(au	som	m	et	de	départ)	qui	ne	sont	pas	un	pont,	et	la	conserver	dans	le	parcours	en	construction.	c	=3	«tJHD	O	CM	(y)	xz	CTI	>Q.	O	U	c)	R	ecom	m	encer	à	la	seconde	étape,	en	p	a	rta	n	t	du	nouveau	graphe
réduit	o	b	​	ten	u	par	la	suppression	de	l’arête	ci-dessus	(et	des	précédentes),	avec	po	u	r	som	m	et	de	d	ép	art	l’extrém	ité	de	cette	arête,	et	ainsi	ju	sq	u	’à	épuisem	ent	des	arêtes.	La	m	éthode	«	r	e	c	h	e	r	c	h	e	_	E	u	l	e	r	(	)	»	im	plém	ente	l’algorithm	e	de	F	l	e	u	r	y	,	avec	u	n	e	m	odifica​	tion	dans	l’initialisation	:	on	choisit	d	’em	blée	u	n	som	m	et	du
graphe	de	degré	impair,	lorsqu’il	en	existe,	afin	de	construire	dans	ce	cas	un	chem	in	eulérien.	À	défaut,	u	n	som	m	et	est	choisi	aléatoirem	ent	afin	de	construire	u	n	cycle	eulérien.	R	em	arquons	q	u	’à	la	seconde	étape,	lorsque	le	seul	choix	possible	est	celui	d	’u	n	pont,	cela	signifie	que	le	som	m	et	de	dép	art	est	alors	de	degré	1,	auquel	cas	le	graphe
réduit	qui	en	résulte	doit	être	am	p	u	té	de	ce	som	m	et	isolé,	afin	de	préserver	la	connexité.	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	243	F	ig	u	re	6.3	-	Graphe	non	planaire	en	illustration	de	te	st	11	{	Terminal	$	./te	s	t_	g	ra	p	h	e	s	.p	y	--	t	e	s	t	7	.........	■D',	'C	,	[''F	--	t	e	s	t	8	.........	■3',	'4	',	[''1	1	^	--	t	e	s	t	9	.........	'2	']	[''1	--	t	e	s	t	1	0	.........	■	a	',	'	e	'	,	[''
c	/	^	--	t	e	s	t	1	1	.........	[''4	'	'	5	'	'	1	'	'	3	'	I	f	.	.	P	.	'	O	'	t	■1',	■3'	]	r	■	f,	.	±	2	-a	O	c	û	«tJHD	O	rsl	(S)	XI	CTI	>CL	O	U	■B',	■A‘	,	■G]	f	f	■g',	■	a	',	•b'	,	'c	■2',	■6',	■1',	'2	'	,	'5	R	e	p	ré	s	e	n	ta	tio	n	d	e	s	n	o	m	b	re	s	Nous	allons	construire	quelques	classes	n	u	m	ériq	u	es	destinées	à	représenter	les	nom	bres	p	o	u	r	notre	projet	de	systèm	e	de	calcul
(quatre	opérations	et	exponentiation)	calculant	convenable​	m	en	t	sur	les	nom	bres	rationnels.	M	entionnons	im	m	éd	iatem	en	t	l’existence	(depuis	la	version	2.6	du	langage)	des	m	odules	n	a	​	tifs	«	f	r	a	c	t	i	o	n	.	
py	»	et	«	d	é	c	im	a	l.	py	»,	p	résentés	plus	avant,	qui	am	éliorent	la	gestion	des	calculs	avec	ce	type	de	nom	bres.	Les	classes	p	résentées	ici	so	n	t	bien	sûr	plus	m	odestes,	m	ais	décrites	dans	u	n	b	u	t	d	’étude.	Nous	utiliserons	par	ailleurs	des	instances	de	classes	que	nous	com	poserons	soigneusem	ent	p	o	u	r	inclure	une	gestion	des	erreurs	qui	p	eu
v	en	t	intervenir	dès	que	nous	effectuons	u	n	e	série	de	calculs	en	cascade.	En	nous	lim	itant	aux	décim	aux,	nous	suivrons	la	d	ém	arche	axiom	atique	de	co	n	stru	ctio	n	des	nom	bres	traditionnellem	ent	adoptée	en	M	athém	atiques,	puis	n	ous	adopterons	les	idées	su	i​	vantes	:	-	u	n	nom	bre	entier	est	u	n	rationnel	de	d	én	o	m	in	ateu	r	1	;	www.biblio-
scientifique.net	244	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	-	un	nombre	décimal	est	un	rationnel	dont	dénominateur	peut	s’exprimer	sous	la	forme	2^	X5^,	où	P	et	désignent	des	entiers	naturels.	Ce	choix	peut	paraître	déroutant,	mais	il	est	motivé	par	les	raisons	suivantes	:	la	conception	d’un	langage	et	d’un
environnement	de	programmation	se	heurte	toujours	aux	limites	de	temps	à	l’exécution,	et	surtout	de	mémoire	de	travail.	Il	en	résulte	des	choix	inévitables	dont	celui	qui	casse	notre	conception	mathématique	moderne	des	nombres	:	nous	ne	pouvons	re​	présenter	qu’un	nombre	fini	de	nombres,	en	nature	comme	en	quantité,	dans	une	mémoire	de
calculateur.	Pire,	le	calculateur	manipule	des	nombres	fondamentalement	codés	en	sys​	tème	binaire	:	les	«	nombres	machine	»	ne	représentent	qu’une	infime	partie	des	nombres	mathématiques,	dont	certains	n’ont	aucune	représentation	correcte	possible	sur	un	nombre	fini	d’octets,	en	dehors	d’approximations.	Le	langage	Python	en	souffre	comme
tout	autre	langage,	même	s’il	possède	un	avantage	dé​	cisif	dans	sa	capacité	à	manipuler	correctement	les	très	grands	entiers,	là	où	le	langage	C	et	tant	d’autres	se	perdent	dès	qu’il	s’agit	d’ajouter	1	et	(2^)^	-	1	=	4294967295	(selon	la	norme	ANSI	C99,	pour	un	entier	non	signé	codé	sur	quatre	octets)	;	les	librairies	(modules	logiciels	additionnels
apportant	des	extensions	au	langage	de	base)	spécialisées	en	calcul	scientifique	ou	les	systèmes	de	calcul	formel	prennent	alors	le	relais	dans	une	certaine	mesure...	Nous	examinerons	en	détail	une	classe	pour	la	représentation	des	nombres	entiers,	ainsi	qu’une	classe	pour	les	nombres	rationnels.	Nous	prévoyons	pour	de	tels	nombres	les	quatre
opérations	et	l’exponentiation,	ainsi	que	la	possibilité	pour	le	système	d’évaluer	les	expressions	où	s’enchaînent	les	différentes	opéra​	tions.	Nous	devrons	envisager	les	situations	pour	lesquelles	le	système	sera	placé	devant	l’éva​	luation	d’un	nombre	mathématiquement	indéfini,	et	décider	d’un	comportement	du	système	dans	un	tel	cas.	
2.1	■O	O	c	n	û	'JD	O	(N	xz	DI	>Q.	O	U	Quelques	rappels	et	outils	On	profite	de	l’occasion	à	venir	d’implémenter	un	type	rationnel	pour	revenir	sur	des	détails	qui	distinguent	nos	définitions	mathématiques	de	celles	presque	similaires	disponibles	dans	les	langages	de	programmation,	afin	d’éviter	des	confusions	fréquentes	et	autres	subtiles	er​	reurs
qui	peuvent	en	découler,	et	dont	la	recherche	de	la	cause	fait	inévitablement	perdre	un	temps	précieux.	Nous	rappellerons	brièvement	les	termes	«	troncature	à	l’unité	»,	«	partie	entière	»,	«	partie	fractionnaire	»	et	«	partie	décimale	»	pour	en	donner	une	version	en	Python	:	-	les	notations	E(jc)	=	[x\	sont	définies	par	:	Vx	£	IR,	L-^J	=	max	{n	e	Z	et	n
^	x}	;	-	la	notation	\x]	est	définie	par	:	Vx	e	IR,	\x]	=	min	{n	£	Z	et	/7	^	x}	;	-	la	notation	^	{x}	que	nous	appellerons	«partie	fractionnaire	»	du	réel	x,	définie	par	:	Vx	£	IR,	{x}	=	X	-	[	J	rj.	1.	
«	Mathématiques	concrètes	»	-	Graham,	Knuth,	Pataschnik.	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	245	Avec	ces	définitions,	notons	la	correspondance	suivante	entre	in	t	{x	)	et	la	fonction	:	LxJ	pourtout	JcelR^,	sinon	\x]	La	distinction	est	importante	entre	la	fonction	mathématique	«	partie	entière	»	et	le	résultat	obtenu	par	transtypage	d’un	nombre
négatif.	En	effet,	pour	x	positif,	nous	avons	coïncidence	entre	E	(x)	et	in	t	(	X),	mais	lorsque	x	est	négatif,	on	perd	cette	égalité.	Nous	utiliserons	la	propriété	ci-dessous	par	la	suite,	dès	lors	que	nous	aurons	à	passer	d’une	représentation	à	une	autre	pour	un	même	nombre	décimal	:	Vx	£	[R,	x	=	troncature_unite(x)	-t-partie_decimale	(x).	def	t	r	o	n	c	_	u
n	it	e	(	x	)	:	"""	fonction	troncature	à	l'u	n	ité	re	tu	rn	i	n	t	(	x	)	"""	def	E	(	x	)	:	....	fonction	p	a	rtie	e	n	tière	(au	sens	mathématique)	"""	i	f	X	<	0:	X	=	X	-	1	re	tu	rn	tro	n	c	-	u	n	ite	(x	)	def	p	a	r	t	ie	_	f	r	a	c	(	x	)	:	"""	fonction	p	a	rtie	fraction	n	aire	re	tu	rn	(x	-	E	(	x	)	)	def	p	a	r	t	ie	_	d	e	c	(	x	):	"""	fonction	p	a	rtie	décimale	re	tu	rn	(x	-	t	r	o	n	c	_	u	n	it	e	(	x	))
Et	prenons	quelques	exemples	pour	fixer	les	idées	XJ	O	c	rj	Q	«tJHD	O	(N	sz	CTI	>.	CL	O	i—	U	[	Terminal^	»	>	p	r	i	n	t	(t	r	o	n	c	_	u	n	it	e	(-	9	.1	)	)	-9	»	>	p	r	in	t	(	E	(	-	9	.1	)	)	-10	»	>	p	r	i	n	t	(	p	a	r	t	ie	_	f	r	a	c	(	-	9	.1	)	)	0	.9	»	>	p	r	i	n	t	(p	a	r	t	ie	_	d	e	c	(-9	.1	)	)	-0.1	»>	Faisons	quelques	remarques	:	a)	Pour	nos	e	n	t	i	e	r	et	r	a	t	io	n	n	e	l,	nous	avons
écarté	de	notre	modèle	la	gestion	de	débor​	dement	de	capacité	des	entiers	machine.	Pour	intégrer	une	vérification	de	telles	erreurs.	www.biblio-scientifique.net	246	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	il	suffit	de	compléter	la	gestion	d’erreur	du	modèle	en	fixant,	au	choix	du	concepteur	de	la	classe,	un	intervalle
d’entiers	machine	dans	lesquels	les	entiers	machine	sont	consi​	dérés	comme	valides.	Ainsi,	chaque	opération	arithmétique	doit	contrôler	elle-même	si	son	résultat	mathématique	appartient	effectivement	ou	non	à	l’intervalle	de	validité	défini.	b)	Le	langage	Python	offre	un	module	additionnel	decimal	pour	la	gestion	fine	des	nombres	décimaux,	avec
une	précision	de	calcul	bien	supérieure	à	celle	offerte	par	le	type	flo	a	t	standard.	
2.2	Une	première	tentative	et	un	échec	Nous	allons	nous	baser	sur	la	décomposition	d’un	décimal	x,	sous	la	forme	usuelle	construite	à	partir	de	la	division	euclidienne	des	entiers	:	x	=	e\a	+	b	10'	avec	{a,	b,	n)	e	N^,	et	dans	laquelle	e	sera	égal	à	1	ou	-1	selon	que	notre	décimal	est	respecti​	vement	positif	ou	négatif.	def	fo	rm	e	_fг	а	с	(v	a	le	u	r	=	0):
"""	retou	rne	le	décimal	sous	forme	p/q	......	i	f	v	a	le	u	r	==	0:	re	tu	rn	0	e	p	silo	n	=	1	V	=	v	a	le	u	r	i	f	V	<	0:	e	p	silo	n	=	-1	V	=	-V	"D	O	c	D	Û	tH	O	ГМ	ai	>Q.	O	U	a	=	E	(v	)	V	=	p	a	rtie	_	d	e	c	(v	)	b	=	0	c	=	1	w	h	ile	V	b	c	#	c	f	.	p	lu	s	haut	#	idem	V	>	0:	*=	10;	t	=	E	(	v	)	;	V	-=	t	=	b*10	+	t	*=	10	re	tu	rn	s	t	r	(	e	p	s	ilo	n	*	(	a	*	c	+	b	))	+	"/"	+	s	t	r	(	c	)
p	r	i	n	t	(fo	rm	e-fra	c	{-23))	p	rin	t(fo	rm	e	_	fra	c	(-2	.3	))	Observons	notre	magnifique	programme	à	la	manœuvre	[	Terminal	]	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	247	-23/1	-22999999999999998223643160599749535322189331O546875/1OO00OO0000\	0000000000000000000000000000000000000000	L’échec	est	cuisant	:	l’algorithme	est	correct,
mais	inutilisable!	Sans	entrer	ici	dans	le	détail,	disons	simplement	que	l’erreur	provient	de	la	représentation	interne	des	nombres	en	P	y	th	o	n	(ce	défaut	existe	dans	la	majorité	des	langages,	pour	des	raisons	de	conception	des	unités	logiques	de	calcul).	Nous	reviendrons	sur	ces	questions	dans	un	autre	chapitre.	2.3	Une	seconde	tentative	Nous



sommes	donc	contraints	de	contourner	une	difficulté	des	langages	de	programmation	inhérente	à	la	représentation	des	nombres	flottants.	On	va	partir	de	la	forme	textuelle	du	nombre	décimal	(la	forme	lisible	par	les	humains)	et	construire	notre	nombre	décimal	à	l’aide	des	outils	offerts	par	P	y	th	o	n	pour	le	traitement	des	chaînes	de	caractères	et
des	listes.	On	fait	l’hypothèse	raisonnable	(et	c’est	effectivement	le	cas	et	un	point	fort	de	P	y	th	o	n	)	que	le	langage	interprète	correctement	notre	notation	usuelle	des	nombres	décimaux,	puis	on	le	décompose	en	une	liste	d’une	ou	deux	séries	de	chiffres,	séparés	le	cas	échéant	par	la	«	virgule	»	(en	fait,	le	point	décimal	dans	les	langages	conçus
outre-mer	pour	la	plupart)	:	def	fo	rm	e	_fra	c	(v	a	le	u	r	=	0):	"""	retou	rne	l	e	décimal	sous	forme	p/q	(	v	e	r	s	io	n	2)	......	i	f	v	a	le	u	r	==	0:	retu	rn	0	n	é	g	a	tif	=	(v	a	le	u	r	<	0)	V	=	v	a	le	u	r	i	f	n	é	g	a	tif:	V	=	-V	•a	O	c	13	Q	1—	1	O	r\i	ai	>.	CL	O	‘s_	U	c	h	if	f	r	e	s	=	s	t	r	{	v	)	.	s	p	l	i	t	('.■	)	#	merci	Python!	a	=	in	t	(	c	h	if	f	r	e	s	[0	])	b	=	0	n	=	0	i	f	le	n	(
c	h	if	f	r	e	s	)	==	2:	b	=	i	n	t	(	c	h	i	f	f	r	e	s	[1	])	n	=	l	e	n	(	c	h	i	f	f	r	e	s	[1	])	q	=	10	**	n	P	=	a	*	q	+	b	i	f	n	é	g	a	tif:	P	=	-P	retu	rn	s	t	r	(	p	)	+	"/"	+	s	t	r	(	q	)	www.biblio-scientifique.net	248	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	p	r	i	n	t	(fo	rm	e	_fг	а	с	(-	2	3	))	p	r	in	t	(fo	r	m	e	_	f	r	a	c	(-	2	.3	))	Le	program	m	e	ci-dessus	d	o
nne	cette	fois	le	résultat	escom	pté.	2.4	Une	classe	pour	les	entiers	N	ous	com	m	ençerons	p	ar	u	n	e	classe	sim	ple	qui	im	plém	ente	les	nom	bres	entiers,	et	leurs	o	p	é	​	rations.	Pour	définir	le	m	odèle	de	notre	type	e	n	t	i	e	r	,	nous	choisissons	deux	variables	d	’instance	:	-	u	n	cham	p	«	s	e	l	f	___v	a	le	u	r	»	co	n	ten	a	n	t	la	valeur	n	u	m	ériq	u	e	de	notre
nom	bre	en	tier;	-	u	n	cham	p	«	s	e	l	f	nom	bre.	v	a	lid	e	»,	valeur	booléenne	in	d	iq	u	an	t	l’état	de	validité	de	notre	Nous	définissons	ci-dessous	le	con	stru	cteu	r	de	notre	classe	de	représen	tatio	n	d	’u	n	nom	bre	entier	:	il	s’agit	en	fait	d	’une	classe	enveloppe,	qui	em	barque	u	n	nom	bre	entier	(natif	du	la	n	​	gage	P	y	th	o	n	)	agrégé	avec	un	descripteur
d	’état,	in	d	iq	u	an	t	la	validité	de	ce	nom	bre.	On	n	otera	le	fait	que,	m	êm	e	en	cas	d	’erreur,	on	veille	à	ne	pas	rom	pre	le	flot	d	’exécution	du	program	m	e	:	une	fonction	est	censée	toujours	rendre	u	n	résu	ltat;	il	ap	p	artien	t	au	pro	g	ram	​	m	eur	de	toujours	contrôler	la	qualité	(validité)	du	résultat	retourné	p	ar	l’appel	de	la	fonction.	D	’un	p	o	in	t	de
vue	conceptuel,	on	pourrait	aller	bien	plus	loin	q	u	’u	n	sim	ple	in	d	icateu	r	de	validité,	en	élaborant	une	structure	m	athém	atique.	Cette	structure	do	n	n	erait	p	o	u	r	nos	p	ro	​	gram	m	es	une	classe	«	super-nom	bre	»	p	ar	l’adjonction,	à	nos	nom	bres	m	athém	atiques,	d	’un	élém	ent	«	pas-u	n	-n	o	m	b	re	»,	et	en	définissant	de	nouvelles	opérations	:
super-nom	bre	=	n	o	m	bre	ou	p	as-u	n	-n	o	m	b	re	nom	bre	0	nom	bre	=	nom	bre	nom	bre	0	p	as-u	n	-n	o	m	b	re	=	p	as-u	n	-n	o	m	b	re	TJ	O	c	rj	û	Ю	tH	O	ГМ	XI	OJ	>Q.	O	U	Voici	le	code	:	c	la	s	s	e	n	t	ie	r	;	def	__	i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	v	a	le	u	r	=0,	v	a	lid	e	=True)	s	e	l	f	___v	a	lid	e	=	v	a	lid	e	i	f	s	e	l	f	___v	a	lid	e	:	s	e	l	f	___v	a	le	u	r	=	v	a	le	u	r	e	ls	e	:	s	e	l	f
___v	a	le	u	r	=	0	def	__	s	t	r	__	(	s	e	l	f	)	:	i	f	s	e	l	f	___v	a	lid	e	:	retu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	___v	a	le	u	r)	e	ls	e	:	retu	rn	"	(	e	n	t	ie	r	in	v	a	lid	e	)	"	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	249	Il	nous	faut	discuter	un	choix	surprenant	:	la	décision	de	construire	à	chaque	fois	un	nou​	veau	nombre	e	n	tie	r	invalide	pour	forcer	une	erreur.	Une	méthode	plus	satisfaisante
met	en	œuvre	des	concepts	moins	simples,	mais	nous	entraînerait	bien	plus	loin	que	le	cadre	de	ce	livre.	Nous	pourrions	ainsi	définir	ce	qu’on	appelle	—	selon	la	terminologie	consacrée	des	«	motifs	de	conception	»	—	un	singleton,	c’est-à-dire	un	objet	qui	ne	sera	instancié	qu’une	fois	seulement	pour	l’ensemble	du	programme.	Un	singleton	fait	office
de	variable	globale	pour	le	programme	:	le	recours	aux	variables	globales	demeure	une	question	non	tranchée.	En	l’espèce,	nous	pourrions	créer	un	singleton	e	n	tie	r	construit	sur	les	valeurs	(	0,	False	),	sur	lequel	nous	retournerions	une	référence	à	chaque	fois	que	nous	avons	besoin	d’utiliser	un	«	e	n	tie	r	non	défini	»,	par	exemple	issu	d’un	calcul
erroné.	Poursuivons	l’étude	de	notre	classe	e	n	tier	par	quelques	méthodes	:	def	e	s	t	_	v	a	li	d	e	(	s	e	lf	)	:	retu	rn	s	e	l	f	___v	a	lid	e	def	v	a	le	u	r	(	s	e	l	f	)	:	retu	rn	i	n	t	(	s	e	l	f	.v	a	le	u	r)	Pour	ce	qui	concerne	la	gestion	des	erreurs,	nous	avons	simplement	pris	le	parti	d’utiliser	une	variable	booléenne.	Pour	obtenir	un	diagnostic	plus	fin	des	erreurs	(par
exemple,	après	ten​	tative	de	créer	un	rationnel	à	partir	d’un	nombre	nul	au	cours	d’une	succession	de	calculs...),	un	gestionnaire	d’erreur	devrait	être	implémenté.	Nous	présentons	ensuite	les	méthodes	pour	les	opérations	mathématiques	:	d	e	f	__	add__	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	i	f	s	e	l	f	___	v	a	lid	e	and	a	u	t	r	e	___	v	a	lid	e	:	retu	rn	e	n	t	i	e	r	(	s	e	l	f	___v	a
le	u	r	+	a	u	t	r	e	___	v	a	le	u	r)	e	ls	e	:	retu	rn	e	n	t	ie	r	(	0	,	F	a	ls	e	)	def	neg	(	s	e	l	f	)	:	i	f	s	e	l	f	___	v	a	lid	e	:	retu	rn	e	n	t	i	e	r	(	-	s	e	l	f	___v	a	le	u	r)	e	ls	e	:	retu	rn	e	n	t	ie	r	O	,	F	a	ls	e	)	def	sub	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	retu	rn	s	e	l	f	___add__	(a	u	t	r	e	____neg__	(	)	)	■O	O	c	n	û	«tJHD	O	CM	(y)	xz	CTI	>Q.	O	U	On	remarquera	que	la	seconde	ligne	de	la	méthode
«_add	__(	)	»	ne	fait	curieusement	pas	appel	à	la	méthode	(publique)	e	s	t	_	v	a	l	i	d	e	(	)	définie	au	sein	de	la	classe,	mais	elle	utilise	directement	la	variable	d’instance	s	e	l	f	__	v	a	lid	e	.	Cette	méthode	n’est	pourtant	pas	inutile.	C’est	ici	qu’il	convient	de	distinguer	deux	utilisations	de	la	valeur	de	validité	:	-	l’instance	de	classe	inspecte	elle-même	son
état	de	validité.	L’instance	a	accès	à	toutes	ses	variables	internes,	sans	déroger	au	principe	d’encapsulation	des	données.	De	sur​	croît,	passer	une	méthode	alourdirait	et	ralentirait	inutilement	le	programme	;	www.biblio-scientifique.net	250	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	-	par	ailleurs,	un	objet	extérieur	utilisant	la
classe	peut	avoir	besoin	de	contrôler	la	va​	lidité	de	l’e	n	t	i	e	r	qu’il	manipule.	La	protection	des	données	le	prive	de	l’accès	aux	membres	internes	de	la	classe	e	n	t	i	e	r	.	C’est	le	rôle	de	la	fonction	e	s	t_	v	a	lid	e	{	)	que	de	permettre	de	connaître	l’état	de	validité	d’une	instance,	tout	en	respectant	le	carac​	tère	privé	de	l’information.	Ce	type	de	fonction
destiné	à	apporter,	si	besoin	et	selon	le	choix	du	programmeur,	une	visibilité	à	l’information	est	appelé	«	accesseur	»	en	termi​	nologie	objet.	Lors	de	la	conception	d’une	classe	d’objets,	il	est	particulièrement	important	d’être	vigilant	quant	à	l’utilisation	de	l’information,	car	plusieurs	utilisateurs	(un	programmeur	qui	utilise	un	module,	qu’il	en
connaisse	ou	non	les	détails	;	une	méthode	invoquée	depuis	une	classe	ou	depuis	l’extérieur...)	peuvent	avoir	ou	non	accès	aux	données,	avec	des	privilèges	différents.	C’est	le	concepteur	de	la	classe	qui	doit	veiller	à	toutes	les	utilisations	possibles	(légitimes)	de	son	code.	Pour	l’ensemble	de	nos	programmes,	nous	réduirons	souvent	notre	travail	en
considérant	la	soustraction	comme	addition	de	l’opposé.	def	__	mul__	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	i	f	s	e	l	f	___v	a	lid	e	and	a	u	t	r	e	___	v	a	lid	e	:	retu	rn	e	n	t	i	e	r	(	s	e	l	f	___v	a	le	u	r	*	a	u	t	r	e	___	v	a	le	u	r)	e	ls	e	:	retu	rn	e	n	t	ie	r	(	0	,	F	a	ls	e	)	def	__	tru	e	d	iv	__	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	i	f	n	o	t	(	s	e	lf	___v	a	lid	e	and	a	u	t	r	e	___	v	a	lid	e	)	:	retu	rn	e	n	t	ie	r	(	0	,	F	a	ls	e
)	i	f	a	u	t	r	e	___v	a	le	u	r	==	0:	retu	rn	e	n	t	ie	r	(	0	,	F	a	ls	e	)	i	f	(	s	e	l	f	___	v	a	le	u	r	%	a	u	t	r	e	___	v	a	le	u	r)	!=	0:	retu	rn	e	n	t	ie	r	(	0	,	F	a	ls	e	)	retu	rn	e	n	t	i	e	r	(	s	e	l	f	___	v	a	le	u	r	/	a	u	t	r	e	___	v	a	le	u	r)	"O	O	Nous	don	n	o	n	s	p	o	u	r	finir	l’o	p	érateu	r	d	’exponentiation	p	o	u	r	la	classe	e	n	t	i	e	r	:	c	=3	Q	O	(N	SI	DI	"v_	>CL	O	U	def	__	pow__	(	s	e	l	f	,
a	u	t	r	e	):	i	f	n	o	t	(	s	e	lf	___v	a	lid	e	and	a	u	t	r	e	___	v	a	lid	e	)	:	retu	rn	e	n	t	ie	r	(	0	.	F	a	ls	e	)	a	=	s	e	l	f	___v	a	le	u	r	n	=	a	u	t	r	e	___v	a	le	u	r	i	f	a	==	0:	i	f	n	0:	i	f	n	%	2	==	1:	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	251	P	*=	a	n	//=	2	a	*=	a	retu	rn	e	n	t	ie	r(p	)	On	peut	observer	pour	l’exponentiation,	un	algorithme	efficace	basé	sur	la	décomposition	de
l’exposant	en	base	2.	On	devrait	en	principe	préférer	l’exponentiation	native	fournie	par	le	langage.	La	présentation	de	cet	algorithme	donne	un	exemple	que	l’on	pourra	réutiliser	cette	fois	pour	de	nouveaux	types	définis	par	l’utilisateur	(le	type	polynôme	en	est	un	exemple	présenté	plus	loin).	
Nous	pouvons	effectuer	quelques	tests	:	----------------------------	[	■a	O	c	rj	Û	yrH	£>	O	fM	JZ	DI	‘s_	>.	
CL	O	U	Terminal	]	------------------------------------------------------------------------------------------------------------	»	>	from	e	n	t	ie	r	import	*	»	>	a	=	e	n	t	i	e	r	!	-232)	»	>	p	rin	t	(a)	-232	»	>	p	r	in	t	(	a	.	v	a	le	u	r!	)	)	-232	»	>	p	r	in	t	!	a	.e	s	t	_	v	a	lid	e	!	)	)	T	rue	»	>	b	=	e	n	t	ie	r	(4	)	»>	X	=	a	-	b	»	>	p	r	in	t	(	x	)	-236	»>	X	=	a	/	b	»	>	p	r	i	n	t	(x	)	-58	»	>	X	=	a	/	(b	-	b)	»	>	p	rin
t	(x	)	(e	n	t	ie	r	in	v	a	lid	e	)	>	»	a	=	e	n	tie	r(2	3	)	»	>	b	=	e	n	t	ie	r	(9	)	»	>	X	=	a	+*	b	>	»	p	rin	t	(x	)	1801152661463	»	>	b	=	e	n	t	i	e	r	!	-4)	»	>	X	=	a	**	b	>	»	p	rin	t	(x	)	(e	n	t	ie	r	in	v	a	lid	e	)	»>	On	observera	ici	le	fonctionnement	du	mécanisme	de	la	surcharge	d’opérateur	:	en	raison	de	la	syntaxe	particulière	employée	pour	nommer	nos	opérateurs
arithmétiques,	P	y	th	o	n	incor​	pore	en	quelque	sorte	à	son	propre	langage	ces	nouvelles	définitions.	Ce	mécanisme	permet	donc	d’écrire	de	façon	équivalente	mais	bien	plus	commode	:	Term	inai]	>	»	X	=	a	___add__	(b)	»	>	X	=	a	H-	b	www.biblio-scientifique.net	252	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	Enfin	nous
complétons	le	fichier	en	tier	.p	y	par	deux	fonctions,	externes	à	la	classe	ellemême,	que	nous	utiliserons	pour	notre	classe	rationnel	:	def	p	g	c	d	_n	a	tu	re	ls(a	,	b	):	i	f	b	==	0:	retu	rn	a	e	ls	e	:	retu	rn	p	g	cd	_n	a	tu	re	ls(b	,	a	%	b)	def	p	g	c	d	_e	n	tie	rs(a	,	b	):	i	f	a	.e	s	t	_	v	a	lid	e	()	and	b	.e	s	t	_	v	a	lid	e	(	)	:	retu	rn	e	n	t	ie	r	(p	g	c	d	_	n	a	t	u	r	e	ls	(a	b	s	(a
.v	a	le	u	r	!)	)	,	a	b	s	(	b	.v	a	le	u	r	!)	)	)	)	e	ls	e	:	retu	rn	e	n	t	ie	r	!	0	,	F	a	ls	e	)	2.5	Une	classe	pour	les	rationnels	Nous	pouvons	maintenant	construire	notre	classe	r	a	t	i	o	n	n	e	l	à	partir	de	la	classe	e	n	t	i	e	r.	
Nous	soulignons	ici	un	choix	de	conception	:	la	structure	de	l’objet	représentant	un	nombre	rationnel	contient	trois	informations	(variables	d’instance),	alors	que	deux	entiers	suffisent	mathématiquement	à	décrire	un	nombre	rationnel.	Chaque	instance	de	notre	objet	r	a	t	i	o	n	n	e	l	comportera	deux	champs	de	type	e	n	t	i	e	r	pour	le	numérateur	et	le
dénominateur,	ainsi	qu’un	champ	pour	la	validité.	Au	passage,	le	champ	de	validité	aurait	pu	être	considéré	comme	un	type	entier	au	lieu	du	type	booléen,	pour	contenir	par	exemple	un	entier	représentant	un	code	d’erreur	à	l’intention	de	l’utilisateur.	
TJ	O	c	rj	û	«tJHD	O	CM	(y)	x:	DJ	>Q.	O	U	L’extrait	de	code	ci-dessous	commence	par	une	fonction	utilitaire	v	e	r	i	f	_	e	n	t	i	e	r	!	),	utili​	sée	ensuite	dans	le	constructeur	de	notre	classe	r	a	t	io	n	n	e	l.	Cette	fonction	détermine	si	un	nombre	entier	peut	s’exprimer	sous	la	forme	2^	x	5^,	où	p	et	q	désignent	des	entiers	natu​	rels.	
Cette	fonction	appliquée	au	dénominateur	nous	indique	si	le	nombre	rationnel	est	un	nombre	décimal,	ce	qui	autorise	alors	une	représentation	sous	la	forme	ordinaire	plutôt	que	fractionnaire.	rationnel.py	from	e	n	t	ie	r	import	*	def	v	e	r	i	f	_	e	n	t	i	e	r	!	n	)	:	i	f	n	==	1:	retu	rn	True	e	ls	e	:	i	f	n	%	2	==	0:	retu	rn	v	e	r	if	_	e	n	t	ie	r	!	n	/	2	)	i	f	n	%	5	==	0:
retu	rn	v	e	r	if	_	e	n	t	ie	r	!	n	/	5	)	re	tu	rn	F	a	lse	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	253	c	la	s	s	ra	tio	n	n	e	l:	def	__i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	num	=0,	denom	=1,	v	a	lid	e	=	True):	v	a	lid	e	=	v	a	lid	e	and	(type(num)	==	in	t	or	isin	sta	n	ce	(n	u	m	,	e	n	t	ie	r	)	)	v	a	lid	e	=	v	a	lid	e	and	(type(denoin)	==	in	t	or	isinstan	ce(d	eno	m	,	e	n	t	ie	r	)	)	i	f	v	a	lid	e	:	i	f
type(num)	==	i	n	t	:	num	=	entier(num	)	i	f	type(denom)	==	i	n	t	:	denom	=	entier(denom	)	v	a	lid	e	=	v	a	lid	e	and	n	u	m	.e	s	t_	v	a	lid	e	()	and	d	e	n	o	m	.e	st_v	a	lid	e	()	s	e	l	f	___v	a	lid	e	=	v	a	lid	e	and	(d	e	n	o	m	.valeu	r()	!=	0)	i	f	s	e	l	f	___v	a	lid	e	:	i	f	d	en	o	m	.valeu	r()	<	0:	num,	denom	=	-num,	-denom	d	=	pgcd_entiers(num	,	denom)	s	e	l	f	___num,	s
e	l	f	___	denom	=	num	/	d,	denom	/	d	e	ls	e	:	s	e	l	f	___num,	s	e	l	f	___	denom	=	e	n	t	ie	r	(	0	)	,	e	n	t	ie	r	(	l	)	La	m	éthode	suivante	perm	et	d	’o	bten	ir	u	n	e	rep	résen	tatio	n	de	l’objet	r	a	t	io	n	n	e	l	sous	la	form	e	d	’u	n	e	chaîne	alphanum	érique	:	•a	O	c	=3	Q	y1—	£>I	O	(N	03	>•	Q.	O	‘s_	U	def	__	s	t	r	__	(	s	e	l	f	)	:	"""	re	p	ré	s	e	n	ta	tio	n	sous	forme	de
chaîne	......	i	f	s	e	l	f	___	v	a	lid	e	:	i	f	s	e	l	f	___d	en	o	m	.valeur()	==	1:	retu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	___num)	i	f	v	e	r	i	f	_	e	n	t	i	e	r	(	s	e	l	f	___d	en	o	m	.valeur()	)	:	retu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	___f	lo	a	t	__	(	)	)	e	ls	e	:	retu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	___num)	-i-	"/"	-i-	s	t	r	(	s	e	l	f	___	denom)	retu	rn	"	(ra	t	io	n	n	e	l	in	v	a	lid	e	)	"	def	__	f	lo	a	t	__	(	s	e	l	f	)	:	"""	re	p	ré	s	e	n	ta	tio	n	sous	forme
de	nombre	r	é	e	l	machine	"""	i	f	s	e	l	f	___v	a	lid	e	:	a	,	b	=	s	e	l	f	___n	u	m	.v	a	le	u	r()	,	s	e	l	f	___	d	en	o	m	.valeu	r()	retu	rn	(	f	l	o	a	t	(	a	)	/	f	l	o	a	t	(	b	)	)	e	ls	e	:	retu	rn	f	l	o	a	t	(0)	On	rem	arquera	l’utilisation	de	valeurs	p	ar	défaut	dans	le	co	n	stru	cteu	r	(=0	et	=1).	Cette	faci​	lité	nous	p	erm	et	sans	effort	supplém	entaire	de	construire	p	ar	la	suite	des
nom	bres	ratio	n	​	nels	particuliers	com	m	e	les	nom	bres	entiers	(sans	besoin	cette	fois	de	préciser	le	d	én	o	m	i​	nateur)	;	l’appel	du	con	stru	cteu	r	sans	p	aram	ètre	construira	donc	u	n	e	instance	rep	résen	tan	t	notre	nom	bre	0	ordinaire.	www.biblio-scientifique.net	254	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	On	observera
aussi	que	le	constructeur	possède	une	taille	cette	fois	bien	plus	imposante	:	nous	devons	d’abord	vérifier	les	états	de	validité,	puis	réduire	les	numérateur	et	dénomi​	nateur,	normaliser	le	nombre	rationnel	en	imposant	un	dénominateur	positif.	Plus	impor​	tant,	notre	constructeur	—	la	méthode	i	n	i	t	(	)	—	est	en	mesure	de	construire	un	nombre
rationnel	depuis	le	type	entier	natif	de	P	y	th	o	n	,	comme	depuis	notre	propre	type	en	tier.	Nous	mettons	à	disposition	de	l’utilisateur	de	la	classe	une	méthode	permettant	la	consul​	tation,	sous	forme	textuelle,	de	la	fraction	considérée,	ainsi	qu’une	méthode_f	lo	a	t	__{)	qui	délivre	une	valeur	numérique	du	rationnel,	au	besoin	sous	la	forme	d’une
approximation	réalisée	par	P	y	th	o	n	lui-même.	En	procédant	ainsi,	nous	avons	éliminé	la	possibilité	de	construire	un	nombre	rationnel	valide	à	partir	d’un	nombre	en	t	i	e	r	invalide	comme	numérateur	ou	dénominateur.	Nous	pouvons	procéder	à	l’écriture	de	nos	opérateurs	mathématiques	pour	l’addition	et	la	soustraction	:	■a	O	c	D	Û	VD	O	rs]	(S)	ai
>•	CL	O	U	def	add	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	......	somme	de	deux	r	a	t	io	n	n	e	ls	"""	i	f	s	e	l	f	___v	a	lid	e	and	a	u	t	r	e	___	v	a	lid	e	:	a	,	b	=	s	e	l	f	___num,	s	e	l	f	___	denom	P,	q	=	a	u	t	r	e	___num,	a	u	t	r	e	___	denom	retu	rn	ra	tio	n	n	e	l(a	*	q	+	b*p,	b*q)	e	ls	e	:	retu	rn	r	a	t	io	n	n	e	l(0	,	1,	F	a	ls	e	)	def	neg	(	s	e	l	f	)	:	i	f	s	e	l	f	___v	a	lid	e	:	a	,	b	=	s	e	l	f	___num,	s	e	l
f	___	denom	retu	rn	r	a	t	io	n	n	e	l(-	a	,	b)	e	ls	e	:	retu	rn	r	a	t	io	n	n	e	l(0	,	1,	F	a	ls	e	)	def	sub	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	re	tu	rn	s	e	l	f	___add__	(a	u	t	r	e	____neg__	(	)	)	N	ous	don	n	o	n	s	p	o	u	r	la	form	e	le	p	roduit	et	le	q	u	o	tien	t	de	deux	objets	de	type	r	a	tio	n	n	e	l	def	mul	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	i	f	s	e	l	f	.	__	v	a	lid	e	and	a	u	t	r	e	.__	v	a	lid	e	:	a	,	b	=	s	e	l	f	___num,
s	e	l	f	___	denom	p,	q	=	a	u	t	r	e	.__num,	a	u	t	r	e	.__	denom	re	tu	rn	r	a	tio	n	n	e	l(a	*	p	,	b*q)	e	ls	e	:	retu	rn	r	a	t	io	n	n	e	l(0	,	1,	F	a	ls	e	)	def	__	tru	e	d	iv	__	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	i	f	s	e	l	f	___v	a	lid	e	and	a	u	t	r	e	___	v	a	lid	e	:	a	,	b	=	s	e	l	f	.	__num,	s	e	l	f	.	__	denom	p,	q	=	a	u	t	r	e	___num,	a	u	t	r	e	___	denom	retu	rn	r	a	tio	n	n	e	l(a	*	q	,	b*p)	e	ls	e	:
www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	255	retu	rn	r	a	t	io	n	n	e	l(0	,	1,	F	a	ls	e	)	Il	reste	possible	de	choisir	la	définition	du	quotient	comme	produit	par	l’inverse	;	il	convient	de	s’interroger	sur	la	consommation	de	ressources,	par	exemple	en	étudiant	par	une	série	de	tests	quelle	est	l’implémentation	la	plus	efficace.	def	__	pow__	(	s	e	l	f	,	a	u	t	r	e	):	i	f	s	e
l	f	___v	a	lid	e	and	a	u	t	r	e	___	v	a	lid	e	:	a	,	b	=	s	e	l	f	___num,	s	e	l	f	___	denom	P,	q	=	a	u	t	r	e	___num,	a	u	t	r	e	___	denom	i	f	(	a	.v	a	le	u	r	0	==	0)	and	(	p	.v	a	le	u	r	()	Le	lecteur	pourra	compléter	la	liste	des	opérateurs	par	les	méthodes	qui	construisent	la	com​	paraison	de	deux	rationnels	ainsi	que	que	d’une	nouvelle	instance	donnant	le	nombre	in​‐
verse	;	cette	dernière	méthode	rend	possible	la	division	comme	multiplication	par	l’inverse.	XJ	O	c	D	Û	VD	O	Les	quelques	fonctions	qui	suivent	n’ont	pas	d’intérêt	mathématique.	Leur	présence	est	seule​	ment	motivée	par	le	respect	du	très	important	principe	d’encapsulation	des	données.	Après	tout,	le	conducteur	n’a	aucun	besoin	de	connaître	le
fonctionnement	intime	et	dans	le	détail	du	moteur	de	son	véhicule,	et	il	s’en	accommode	parfaitement	dans	son	utilisation	normale.	De	la	même	façon,	un	utilisateur	de	la	classe	r	a	t	i	o	n	n	e	l	se	satisfait	de	savoir	que	la	somme	de	deux	rationnels	est	un	rationnel,	avec	la	possibilité	de	contrôler	que	la	somme	calculée	est	correcte.	Cela	peut	paraître
banal,	mais	cela	le	devient	un	peu	moins	lorsqu’on	considère	que	l’utilisateur	de	la	classe	n’est	plus	un	humain	(en	principe	apte	au	contrôle	du	bon	dé​	roulement	des	calculs),	mais	un	calculateur,	qui	effectuera	avec	docilité	tout	ce	qui	lui	est	demandé,	nonobstant	l’absurdité	des	résultats	intermédiaires.	rs]	(S)	ai	>•	CL	O	U	Un	utilisateur	de	la	classe
doit	à	tout	prix	éviter	de	manipuler	les	données	internes	de	la	classe,	sous	peine	d’en	casser	l’intégrité	:	le	concepteur	de	la	classe	en	a	pris	la	responsabilité	lors	de	la	conception	de	la	classe.	En	dernier	lieu,	le	concepteur	de	la	classe	peut,	à	son	initiative	seulement,	mettre	à	disposition	de	l’utilisateur	de	la	classe	des	accesseurs	(il	peut	s’avérer
pratique	de	consulter	la	valeur	du	dénominateur)	ou	même	des	mutateurs,	bien	que	ces	derniers	portent	en	eux	les	dangers	mentionnés	précédemment.	def	e	s	t	_	v	a	li	d	e	(	s	e	lf	)	:	retu	rn	s	e	l	f	___v	a	lid	e	www.biblio-scientifique.net	256	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	def	n	u	m	(se	lf)	:	retu	rn	s	e	l	f	___num	def
denom	(self)	:	retu	rn	s	e	l	f	___denom	Les	quelques	tests	ci-dessous	montrent	en	fait	la	partie	«	visible	»	depuis	l’extérieur	de	la	classe,	par	Lutilisateur	de	la	classe	r	a	t	i	o	n	n	e	l	:	i	f	__	name__	==	"____main__	a	=	r	a	t	io	n	n	e	l!-23)	p	r	i	n	t	(a)	b	=	r	a	t	io	n	n	e	l(	e	n	t	ie	r	(	-2	3	))	p	r	i	n	t	(b)	c	=	r	a	t	io	n	n	e	l(4	,	0)	p	r	i	n	t	(c	)	d	=	r	a	t	io	n	n	e	l!-400,
-3760)	p	r	i	n	t	!d)	p	r	in	t	!	f	l	o	a	t	!	d	)	)	d	=	r	a	t	io	n	n	e	l!	e	n	t	ie	r	!	-4	0	0	),	e	n	t	i	e	r	!	-3760))	p	r	in	t	!d	)	p	r	in	t	!	f	l	o	a	t	!	d	)	)	X	=	a	-I-	d	p	r	i	n	t	!x	)	X	=	c	+	d	p	r	i	n	t	!x	)	X	=	d	**	ra	tio	n	n	e	l	!-5	)	p	r	i	n	t	!x	)	XJ	O	c	D	Û	kD	1—	1	O	rs]	(S)	ai	>CL	O	U	[	Term	inal]	-23	-23	!	ra	tio	n	n	e	l	in	v	a	lid	e	)	5/47	0.106382978723	5/47	0.106382978723
-1076/47	!	ra	tio	n	n	e	l	in	v	a	lid	e	)	73390.40224	On	notera	le	dernier	paragraphe	du	fichier	r	a	t	i	o	n	n	e	l	.	py	commençant	par	la	ligne	de	l’ins​	truction	i	f	:	notre	programme	ci-dessus	est	complet	au	sens	où	il	peut	en	effet	être	considéré	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	257	comme	une	unité	autonome	pour	implémenter	le	type	rationnel
(moyennant	l’inclusion	du	fichier	définissant	le	type	entier).	Ce	paragraphe	permet	d’utiliser	le	fichier	source	comme	un	programme	autonome	(par	exemple	pour	des	tests)	ou	comme	module	au	service	d’un	programme	plus	conséquent.	
Exercice	67.	Étendre	la	classe	e	n	tier	afin	que	le	type	effectue	lui-même	le	contrôle	du	dé​	bordement	de	capacité,	étant	fixées	par	le	programmeur	les	valeurs	d’un	«	plus	petit	»	et	d’un	«	plus	grand	»	entier.	Entre	ces	deux	entiers,	l’arithmétique	des	quatre	opérations,	et	l’expo​	nentiation	seront	garanties	par	le	type.	Exercice	68.	Pour	l’écriture	des
nombres	décimaux	sous	la	forme	usuelle,	nous	nous	sommes	reposés	sur	le	fait	que	P	y	th	o	n	effectue	convenablement	cette	tâche.	Écrire	un	programme	P	y	th	o	n	qui	délivre	cette	forme,	à	partir	de	la	donnée	de	deux	nombres	entiers.	3	L	is	te	s	Nous	traiterons	principalement	deux	types	particuliers	de	listes	:	-	les	files	(ou	queues,	encore	appelées
FIFO	pour	first	in,	first	out)	:	cette	structure	est	une	liste	séquentielle	appropriée	au	traitement	de	ses	éléments	selon	le	protocole	«	premier	entré,	premier	sorti	»	;	-	les	piles	(ou	stacks	ou	LIFO)	:	comme	le	nom	l’indique,	ce	type	de	liste	est	la	métaphore	de	la	pile	d’assiettes	«	dernier	entré,	premier	sorti	».	Afin	d’éviter	toute	confusion,	le	terme
anglo-saxon	file	désignant	le	plus	souvent	en	langage	informatique	un	fichier	de	données,	nous	parlerons	de	queue	en	lieu	et	place	de	file	dans	la	suite	du	chapitre.	Remarque.	3.1	Trois	versions	du	tri	récursif	d'une	liste	■O	O	c	n	û	'~D	O	r\i	SI	DI	>Q.	O	(J	Avant	d’étudier	la	création	des	deux	types	évoqués	ci-dessus,	prenons	le	temps	d’observer
quelque	peu	le	type	liste	et	les	facilités	proposées	par	P	y	th	o	n	,	notamment	d’un	point	de	vue	«	programmation	orientée	objet	».	On	propose	ici	trois	versions	successives,	en	termes	d’organisation	du	code	source,	de	pro​	gramme	de	tri	récursif	et	d’obtention	du	maximum	d’une	liste	de	nombres.	Commençons	par	notre	algorithme	basique,
volontairement	maladroit	:	m	a	x	iR	e	c	L	i	s	t	e	l	.p	y	from	random	import	*	def	i	n	i	t	i	a	l	i	s	e	r	(	l	)	:	.......	
rem	plissage	de	la	l	i	s	t	e	avec	des	nombres	a	l	é	a	t	o	i	r	e	s	.......	fo	r	i	in	r	a	n	g	e	(	le	n	(	l)	)	:	l	[	i	]	=	ra	n	d	ra	n	g	e	(l,	100)	def	m	a	x	i_	r	e	c	(	l)	:	www.biblio-scientifique.net	258	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	"""	recherche	r	é	c	u	r	s	i	v	e	du	maximum	......	i	f	l	e	n	(	l	)	>	1:	maxi	=	m	a	x	i_	r	e	c	(	l[	:-	1	]	)	i	f	maxi	>	l
[	-	l	]	:	retu	rn	maxi	e	ls	e	:	retu	rn	l	[	-	l	]	e	ls	e	:	retu	rn	l	[	0	]	i	f	__	name__	==	"__	main__	"	:	#	programme	p	r	i	n	c	i	p	a	l	#	une	l	i	s	t	e	de	d	i	x	nombres	0	l	i	s	t	e	=	[0	fo	r	i	in	ran	g	e	(lO	)]	in	it	ia	lis	e	r	(lis	t	e	)	p	r	in	t	(	lis	t	e	)	p	r	i	n	t	(maxi_	r	e	c	(	l	i	s	t	e	)	)	C	om	m	e	on	le	constate,	Tutilisateur	possède	tous	les	détails	d	’im	plém	entation	sous	les
yeux.	En	particulier,	le	d	im	en	sio	n	n	em	en	t	correct	de	la	liste	et	son	initialisation	d	é	p	en	d	e	n	t	de	lui.	On	p	eu	t	toutefois	déléguer	certains	traitem	en	ts	fastidieux	au	program	m	e,	et	perm	ettre	à	l’u	ti​	lisateur	de	concentrer	son	atten	tio	n	sur	le	problèm	e	q	u	’il	cherche	à	résoudre,	n	o	n	sur	des	détails	externes.	On	observe	de	plus	que	les
données	sont	séparées	de	leur	traitem	ent.	D	ans	une	seconde	version,	le	program	m	e	est	am	élioré	par	la	gestion	des	listes	en	P	y	th	o	n	.	La	liste	est	initialem	ent	vide,	puis	rem	plie	à	h	a	u	te	u	r	de	la	longueur	désirée.	Le	program	m	e	com	porte	n	éanm	oins	toujours	le	défaut	de	devoir	d	em	an	d	er	explicitem	ent	l’initialisation	de	la	liste	d	’entiers.
m	a	x	i	R	e	c	L	is	t	e	2	.	p	y	from	random	import	*	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	(S)	ai	>•	CL	O	U	def	i	n	i	t	i	a	l	i	s	e	r	d	,	n	):	......	
rem	plissage	(	r	é	c	u	r	s	i	f	)	de	la	l	i	s	t	e	avec	des	nombres	a	l	é	a	t	o	i	r	e	s	"""	i	f	n	>	0:	l	.	append!ra	n	d	ra	n	g	e	(l,	100))	i	n	i	t	i	a	l	i	s	e	r	(	l	,	n-1)	def	m	a	x	i_	r	e	c	(l)	:	"""	recherche	r	é	c	u	r	s	i	v	e	du	maximum	"""	i	f	l	e	n	(	l	)	>	1:	maxi	=	m	a	x	i_	r	e	c	(	l[	:	-	1	]	)	i	f	maxi	>	l	[	-	1	]:	retu	rn	maxi	e	ls	e	:	retu	rn	l	[	-	l	]	e	ls	e	:	retu	rn	l	[	0	]	www.biblio-
scientifique.net	C	la	sse	s	259	i	f	__	name__	==	"____main__	l	i	s	t	e	=	[]	#	la	l	i	s	t	e	e	s	t	i	n	i	t	ia	le	m	e	n	t	vid	e	i	n	i	t	i	a	l	i	s	e	r	(	l	i	s	t	e	,	10)	p	r	in	t	(	lis	t	e	)	p	r	i	n	t	(	m	a	x	i_	r	e	c	(	lis	t	e	)	)	Nous	donnons	enfin	une	version	«	orientée	objet	»	de	ce	programme	:	son	intérêt	réside	cette	fois	dans	l’encapsulation	des	données.	Cette	notion	réalise	le
regroupement	logique	des	don​	nées	et	leur	traitement.	
Du	point	de	vue	de	Tutilisateur	de	la	classe,	celui-ci	n’a	aucune	connais​	sance	des	détails	d’implémentation	de	la	liste,	et	peut	l’utiliser	telle	quelle.	On	a	ainsi	ajouté	une	couche	d’abstraction	-	une	protection	-	puisque	l’utilisateur	n’intervient	pas	dans	le	fonc​	tionnement	interne	de	l’objet.	Lors	de	la	création	de	la	liste,	l’utilisateur	se	contente	de	spéci​‐
fier	la	taille	de	la	liste	des	nombres	aléatoires.	m	a	x	i	R	e	c	L	is	te	s	,	p	y	from	random	import	*	def	m	a	x	i_	r	e	c	(	l)	:	......	recherche	r	é	c	u	r	s	i	v	e	du	maximum	.......	i	f	l	e	n	(	l	)	>	1:	maxi	=	m	a	x	i_	r	e	c	(l[	:	-	1	]	)	i	f	maxi	>	l	[	-	1	]	:	retu	rn	maxi	e	ls	e	:	retu	rn	l	[	-	l	]	e	ls	e	:	retu	rn	l	[	0	]	c	la	s	s	t	a	b	le	(	o	b	je	c	t	)	:	■a	O	c	D	Û	kD	O	def	in	it	(s	e	lf	,	t	a	i
l	l	e	)	:	s	e	l	f	___l	i	s	t	e	=	[ra	n	d	ra	n	g	e	(l,	100)	fo	r	n	in	r	a	n	g	e	(	t	a	il	le	)	]	def	str	(s	e	lf	):	retu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	___l	i	s	t	e	)	rs]	def	maxim	um	(self)	:	retu	rn	m	a	x	i_	r	e	c	(s	e	lf	___l	i	s	t	e	)	ai	>•	CL	O	U	i	f	__	name__	==	"____main__	":	l	i	s	t	e	=	ta	b	le	(1	0	)	p	r	in	t	(	lis	t	e	)	p	rin	t(lis	te	.m	a	x	im	u	m	())	Dans	cette	forme	du	programme,	la	liste	est
automatiquement	et	complètement	construite	dès	sa	création	(placée	dans	un	état	conforme	à	celui	attendu,	c’est-à-dire	une	liste	de	dix	en​	tiers	quelconques)	;	l’information	est	parfaitement	protégée	de	toute	mauvaise	manipulation	par	l’utilisateur.	www.biblio-scientifique.net	260	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s
3.2	Une	classe	pour	encapsuler	l’information	Nous	envisageons	de	constituer	des	listes	dont	les	éléments	sont	de	natures	variées,	et	a	priori	non	déterminées	lors	de	la	conception	de	la	classe.	Pour	ces	listes,	notre	unité	d’information	est	le	nœud,	qui	est	une	enveloppe	destinée	à	recevoir	l’information	qui	nous	intéresse	(un	nombre,	un	monôme...)	et
surtout	un	lien	(un	pointeur)	sur	un	autre	membre	de	la	liste,	que	l’on	nommera	s	e	l	f	__	s	u	iv	a	n	t.	Par	pointeur,	nous	entendons	une	variable	dont	le	rôle	consiste	à	désigner	(pointer)	une	autre	variable.	Lorsque	nous	parlons	de	pointeur,	nous	désignons	une	variable	qui	indique	l’adresse	d’une	autre	variable.	Le	langage	P	y	th	o	n	n’encourage	pas	la
manipulation	directe	d’un	type	particulier	«	pointeur	»	comme	par	exemple	le	langage	C.	Les	langages	qui	offrent	au	program​	meur	le	concept	de	pointeur	permettent	de	manipuler	arithmétiquement	les	variables	et	leurs	adresses	physiques	en	mémoire.	Note.	noeud,	py	c	la	s	s	noeud(o	b	je	c	t	)	:	def	__	i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	donnée	=None,	su	iv	a	n	t
=None):	s	e	l	f	___donnée	=	donnée	s	e	l	f	___su	iv	a	n	t	=	su	iv	a	n	t	d	e	f	__	St	г__	(	s	e	l	f	)	:	retu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	___donnée)	Donnons	quelques	commentaires	sur	la	structure	de	la	classe.	Comme	pour	les	listes	natives	de	P	y	th	o	n	,	nous	pourrons	stocker	dans	un	nœud	tout	type	d’information,	quelle	qu’en	soit	sa	nature.	Cette	liberté	est	précieuse	et
souvent	absente	des	autres	langages.	-------------------------------	[	TJ	O	c	rj	Q	O	ГМ	x:	DJ	>Q.	O	U	»	>	from	noeud	import	*	»	>	a	=	noeud(7)	»	>	p	rin	t	(a)	7	»	>	from	ra	tio	n	n	e	l	import	*	»	>	b	=	noeud(	r	a	t	io	n	n	e	l!	-50,	»	>	p	rin	t	(b)	5/48	»	>	c	=	noeud(	"c	h	o	u	e	tte	")	»	>	p	rin	t	(c	)	chouette	»>	Term	inal]	----------------------------------------------------------------------
--------------------------------------	■480),	a)	En	plus	du	constructeur	habituel	pour	la	création	du	nœud,	nous	avons	respecté	l’habitude	fort	pratique	de	créer	une	méthode_s	t	r	__(	)	qui	retournera	une	description	textuelle	de	l’information	contenue	dans	le	nœud.	Comme	on	peut	le	constater	sur	cet	exemple,	notre	liste	est	à	même	d’accueillir	des	données
hétérogènes.	D’autre	part,	le	nœud	b	pointe	sur	le	nœud	a	lors	de	sa	création,	au	contraire	des	deux	autres	nœuds	a	e	t	c	qui	ne	pointent	rien	(la	valeur	None).	Les	deux	types	de	listes	que	nous	allons	considérer	posséderont	les	fonctionnalités	suivantes	:	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	261	F	igure	6.4	-	Une	structure	de	queue	F	igure	6.5	-	Une
structure	de	pile	(le	sommet	apparaît	à	gauche)	-	nous	voulons	pouvoir	compléter	la	liste	par	adjonction	d’un	nouvel	élément,	à	droite	ou	en	fin	de	liste	pour	une	queue,	et	pour	une	pile	le	placer	au	sommet	(empiler)	;	-	pour	une	queue,	nous	souhaitons	pouvoir	retirer	le	premier	élément	introduit	dans	la	queue	(le	plus	à	gauche),	ou	pour	une	structure
de	pile,	retirer	l’élément	au	sommet	de	la	pile	(dépiler).	-	enfin,	nous	souhaitons	pouvoir	consulter,	sans	modifier	les	éléments	d’une	queue	ou	d’une	pile,	le	premier	élément	à	gauche	ou	l’élément	au	sommet	de	la	pile.	
Dans	les	deux	listes	représentées	en	figures	6.4	et	6.5,	nous	avons	inséré	dans	le	même	ordre	séquentiel	les	entiers	1,	2,	3,	4	et	5.	Néanmoins,	le	premier	élément	lu	(retiré)	de	la	file	sera	1	(premier	élément	historiquement	inscrit)	;	le	premier	élément	lu	dans	la	pile	sera	le	dernier	élément	inscrit.	Nous	ne	manipulerons	nos	objets	de	type	queue	ou
pile	que	par	les	«	poignées	»	que	consti​	tuent	les	pointeurs	p	re	m	ie	r,	d	e	r	n	i	e	r	et	sommet	:	■a	O	c	D	Û	y—	A	O	CM	xz	DI	‘s_	>.	CL	O	U	-	P	rem	ie	r	nous	permet	de	lire	(et	retirer)	le	premier	élément	de	la	queue	;	-	dernier	nous	permet	d’inscrire	immédiatement	(sans	recherche)	après	le	dernier	élé​	ment	un	nouveau	dernier	élément	;	-	sommet
permet	indifféremment	d’empiler	ou	de	dépiler	l’élément	en	sommet	de	pile.	On	notera	qu’en	théorie	un	seul	pointeur	suffit	à	gérer	une	queue,	mais	au	risque	de	dégrader	les	performances	dans	l’utilisation	de	la	queue.	
Le	rôle	du	pointeur	de	r	n	ie	r	est	d’éviter	pour	chaque	insertion	de	parcourir	la	file	en	intégralité	pour	retrouver	son	dernier	élément.	Signalons	enfin	que	nous	nous	interdisons	l’insertion	et	la	suppression	en	milieu	de	pile	ou	de	queue	;	bien	que	cela	soit	possible,	ces	fonctionnalités	présentent	peu	d’intérêt	en	pratique	pour	une	liste	séquentielle.
Pour	ce	type	de	manœuvre,	l’utilisation	d’un	arbre	binaire	est	plus	www.biblio-scientifique.net	262	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	©	3)	(4	F	igure	6.6	-	Retrait	dans	u	n	e	queue	©	3	)	(2	)	(	1	F	igure	6.7	-	Retrait	dans	u	n	e	pile	TJ	O	c	rj	û	«tJHD	O	F	igure	6.8	-	Insertion	dans	u	n	e	queue	CM	(y)	XI	OJ	>Q.	O	U	F	igure
6.9	-	Insertion	dans	u	n	e	pile	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	263	judicieuse.	Nous	reviendrons	sur	cette	question	dans	la	section	réservée	aux	arbres	binaires	de	recherche.	Munis	d’un	objet	de	type	noeud,	nous	allons	maintenant	constituer	les	modèles	d’objet	pour	les	listes	FIFO	et	LIFO.	Ces	objets	peuvent	en	fait	ne	comporter	qu’une	seule
variable	d’ins​	tance,	pointant	un	nœud	et	suffisante	pour	la	manipulation	de	la	queue	ou	de	la	pile.	Par	exemple,	nous	choisissons	un	pointeur	désignant	l’élément	le	plus	à	gauche	pour	la	queue,	ou	le	sommet	pour	une	pile.	Cependant,	nous	donnerons	deux	variantes	d’implémentation	:	-	pour	une	queue	:	un	pointeur	sur	le	premier	élément	de	la
queue,	ainsi	qu’un	pointeur	sur	le	second	élément	de	la	queue.	Ce	choix	s’explique	par	le	fait	qu’on	agit	aux	deux	extrémités	de	la	queue	(lecture	au	début,	écriture	à	la	fin)	;	-	pour	une	pile	:	uniquement	un	pointeur	sur	le	sommet	de	la	pile.	En	effet,	dans	une	pile,	les	écritures	et	lectures	s’effectuent	toujours	sur	le	sommet.	3.3	Une	classe	pour	la
structure	de	queue	Avant	de	présenter	la	classe	queue,	complétons	la	classe	noeud	par	quelques	méthodes	accesseurs	et	mutateurs	:	noeud,	py	c	la	s	s	noeud(	o	b	je	c	t	)	:	"""	noeud	(	l	i	s	t	e	simplement	chaînée)	"""	def	__	i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	donnée	=None,	su	iv	a	n	t	=None):	......	c	o	n	s	tr	u	c	t	e	u	r	"""	s	e	l	f	___donnée	=	donnée	s	e	l	f	___su	iv	a	n	t	=	su
iv	a	n	t	def	__	s	t	r	__	(	s	e	l	f	)	:	retu	rn	s	t	r	(	s	e	l	f	___donnée)	def	g	e	t_d	o	n	n	e	e	(se	lf)	:	......	a	c	c	e	sse	u	r	......	retu	rn	s	e	l	f	___donnée	"O	O	c	=3	a	Vû	O	def	s	e	t_	d	o	n	n	e	e	(s	e	lf,	d	):	......	mutateur	"""	s	e	l	f	___donnée	=	d	rs]	(S)	ai	>Q.	O	def	g	e	t	.s	u	iv	a	n	t	(	s	e	lf	)	:	retu	rn	s	e	l	f	___su	iv	a	n	t	U	def	s	e	t	_	s	u	iv	a	n	t	(	s	e	lf	,	s	)	:	s	e	l	f	___su	iv	a	n
t	=	s	Le	code	source	de	la	classe	queue	suit	:	queue,	p	y	I	from	noeud	import	*	www.biblio-scientifique.net	264	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	c	la	s	s	q	u	e	u	e	(o	b	je	c	t):	......	queue	......	def	__	i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	)	:	s	e	lf	prem	ier	=	None	s	e	lf	d	e	rn	ie	r	=	None	d	e	f	__	s	t	r	__	(	s	e	l	f	)	:	s	=	[]	n	=	s	e	l	f	___premier	w	h
ile	not	(n	i	s	None):	s.ap	p	end	(n.g	et_d	o	nnee())	n	=	n	.g	e	t	_	s	u	iv	a	n	t	()	retu	rn	s	t	r	(	s	)	def	e	s	t	_	v	id	e	(	s	e	lf	)	:	retu	rn	(	s	e	l	f	___premier	i	s	None)	def	e	c	r	ir	e	_	d	e	r	n	ie	r	(	s	e	lf	,	d	):	n	=	noeud(d)	i	f	s	e	l	f	___prem	ier	i	s	None:	s	e	l	f	___prem	ier	=	n	e	ls	e	:	s	e	l	f	___d	e	r	n	ie	r	.	s	e	t_	s	u	iv	a	n	t(n	)	s	e	l	f	___d	e	rn	ie	r	=	n	def	lir	e	_	p	r	e	m	ie	r
(	s	e	lf	)	:	i	f	s	e	l	f	___prem	ier	i	s	None:	retu	rn	None	n	=	s	e	l	f	___premier	d	=	n	.g	et_d	o	nnee()	s	e	l	f	___prem	ier	=	n	.g	e	t	_	s	u	iv	a	n	t	()	n	=	None	re	tu	rn	d	■a	O	c	D	Q	I	O	r\i	(y)	CT	>CL	O	‘s_	U	On	p	e	u	t	ajouter	les	lignes	suivantes	au	fichier	q	u	e	u	e	.	py,	p	o	u	r	les	tests	i	f	__	name__	==	"____main__	":	q	=	queue()	q	.e	c	r	ir	e	_	d	e	r	n	ie	r	(	"	la	p
in	"	)	q	.e	c	r	ir	e	_	d	e	r	n	ie	r	("	c	h	a	s	s	e	u	r	"	)	q	.e	c	r	ir	e	_	d	e	r	n	ie	r	(2	)	q	.e	c	r	ir	e	_	d	e	r	n	ie	r	(	"	le	"	)	q	.e	c	r	ir	e	_	d	e	r	n	ie	r	(	"	r	e	to	u	r"	)	p	r	in	t	(q	)	w	h	ile	not	q	.e	s	t	_	v	id	e	(	)	:	p	r	i	n	t	(q	.	lir	e	_	p	r	e	m	ie	r	(	))	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	3.4	265	Une	classe	pour	la	structure	de	pile	pile.py	from	noeud	import	*	c	la	s	s	p	ile	(	o	b	j
e	c	t	)	:	...	.	pile	....	def	in	it	(s	e	lf	)	:	s	e	l	f	___sommet	=	None	def	str	(s	e	lf	):	s	=	[]	n	=	s	e	l	f	___sommet	w	h	ile	not	(n	i	s	None):	s	.	append(n	.g	et_d	o	n	n	e	e	())	n	=	n	.g	e	t	_	s	u	iv	a	n	t	()	retu	rn	s	t	r	(	s	)	def	e	s	t	_	v	id	e	(	s	e	lf	)	:	retu	rn	(	s	e	l	f	___sommet	i	s	None)	def	e	m	p	ile	r	(	s	e	lf	,	d	):	n	=	noeud(d)	n	.	se	t_	su	iv	a	n	t	(	s	e	l	f	..	s	e	l	f	___sommet
=	n	TJ	O	c	rj	û	«tJH	D	O	CM	(y)	XI	OJ	>Q.	O	sommet)	def	d	e	p	il	e	r	(	s	e	lf	)	:	i	f	s	e	l	f	___sommet	i	s	None:	retu	rn	None	n	=	s	e	l	f	___sommet	d	=	n.g	et_d	o	nnee()	s	e	l	f	___sommet	=	n	.	
g	e	t_	s	u	iv	a	n	t()	n	=	None	retu	rn	d	i	f	__	name__	==	"____main__	"	:	P	=	p	ile	O	p	.em	piler("G	N	U	")	p	.e	m	p	ile	r("	i	s	"	)	p	.e	m	p	ile	r(	"n	o	t")	p	.e	m	p	ile	r("	U	n	ix	"	)	U	p	r	i	n	t	(p)	w	h	ile	not	p	.e	s	t	_	v	id	e	(	)	:	p	r	in	t	(	p	.d	e	p	ile	r	(	))	Comme	on	le	constate,	l’acronyme	récursif	du	GNU	est	restitué	à	l’envers	-----------------------------------------------------------
-------------------------------------------------	[	Terminal	]	----------------------------------------------------------	www.biblio-scientifique.net	266	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	$	.	/queue.py	[	'U	n	ix	',	'n	o	t	',	'	i	s	'	,	'GNU']	Unix	not	is	GNU	$	4	■a	o	c	n	Û	kD	o	A	rb	re	s	b	in	a	ire	s	Nous	nous	intéressons	ici	à	un	type	particulier	d’arbre	binaire
appelé	arbre	binaire	de	re​	cherche	(voir	figure	6.10),	dont	la	structure	peut	évoluer	lors	des	adjonctions	ou	suppressions	de	nouveaux	éléments,	tout	en	restant	stable	selon	un	ordre	défini	sur	les	nœuds.	CM	(5)	Ol	>Q.	O	v_	u	4.1	Une	classe	pour	la	structure	de	nœud	double	La	propriété	principale	pour	un	arbre	binaire	de	recherche	est	la	garantie
que,	pour	tout	nœud	n	de	l’arbre,	tout	membre	du	sous-arbre	gauche	de	n	est	inférieur	à	n’importe	quel	nœud	membre	de	n’importe	quel	sous-arbre	du	sous-arbre	droit	de	n.	Une	autre	garantie	non	moins	importante	réside	dans	l’unicité	de	chaque	valeur	dans	un	arbre	binaire	de	recherche.	De	telles	garanties	confèrent	une	structure	dichotomique	à
l’arbre.	Ce	type	de	structure	est	particulièrement	bien	adapté	à	la	recherche,	à	l’insertion	et	à	la	suppression	de	nœuds.	
En	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	267	effet,	la	construction	d	’u	n	arbre	binaire	s’opère	en	resp	ectan	t	im	m	éd	iatem	en	t	p	o	u	r	chaque	nouvelle	donnée	la	conservation	de	l’ordre	sur	l’arbre.	
Il	en	va	de	m	êm	e	po	u	r	la	suppression.	
noeud,	py	c	la	s	s	noeud(	o	b	je	c	t	)	:	"""	noeud	double	(deux	f	i	l	s	)	......	def	__	i	n	i	t	__	(	s	e	l	f	,	num,	gauche	=None,	d	ro	ite	=None):	......	c	o	n	s	tr	u	c	t	e	u	r	"""	s	e	l	f	___num	=	num	s	e	lf	gauche	=	gauche	s	e	lf	d	ro	ite	=	d	ro	ite	def	m	o	n	tr	e	r(s	e	lf,	d	e	c	a	l_h	o	riz	=	0):	......	imprimer	le	noeud	avec	se	s	f	i	l	s	"""	i	f	s	e	l	f	___d	r	o	it	e	:	s	e	l	f	___d	ro	ite
.m	o	n	tre	r(d	e	c	a	l_	h	o	riz	+	3)	p	r	in	t	(	"	"	*	d	e	c	a	l_	h	o	riz	,	s	e	l	f	___num)	i	f	s	e	l	f	___gauche:	s	e	l	f	___g	a	u	ch	e	.m	o	n	tre	r(d	e	ca	l_h	o	riz	+	3)	def	c	h	e	r	c	h	e	r	(	s	e	lf	,	num):	"""	ch	e	rch	e	r	une	v	a	le	u	r	......	i	f	num	==	s	e	l	f	___num:	retu	rn	True	■O	O	c	n	Q	«tJH	D	O	CM	(y)	JZ	>.	Q.	O	U	i	f	num	<	s	e	l	f	___num:	i	f	s	e	l	f	___gauche:	retu	rn	s	e
l	f	___gauche.chercher(num	)	e	ls	e	:	retu	rn	F	a	lse	e	ls	e	:	i	f	s	e	l	f	___d	ro	it	e	:	retu	rn	s	e	l	f	___d	r	o	i	t	e	.chercher(num)	e	ls	e	:	retu	rn	F	a	lse	def	i	n	s	e	r	e	r	(	s	e	l	f	,	num):	......	i	n	s	é	r	e	r	une	v	a	le	u	r	......	i	f	num	!=	s	e	l	f	___num:	i	f	num	<	s	e	l	f	___	num:	i	f	s	e	l	f	___gauche:	s	e	l	f	___gauche.	inserer(num	)	e	ls	e	:	s	e	l	f	___gauche	=	noeud(num)	e
ls	e	:	i	f	s	e	l	f	___d	r	o	it	e	:	s	e	lf	d	r	o	it	e	.	in	s	é	r	e	r	(num)	e	ls	e	:	s	e	l	f	___d	ro	ite	=	noeud(num)	www.biblio-scientifique.net	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	268	e	ls	e	:	p	r	in	t	"(p	as	de	doublon	dans	un	arb	re	b	in	a	ire	de	recherche)"	def	p	lu	s	_	g	ra	n	d	(s	e	lf)	:	i	f	s	e	l	f	___d	r	o	it	e	:	retu	rn	s	e	l	f	___d	ro	ite	.p	lu
s	_	g	ra	n	d	()	e	ls	e	:	retu	rn	s	e	l	f	___num	#	...	méthode	p	l	u	5	^	p	e	t	i	t	(	)	.	
.	.	def	g	e	t_n	u	m	(se	lf)	:	re	tu	rn	s	e	l	f	___num	def	s	e	t_	n	u	m	(s	e	lf,	num):	s	e	l	f	___num	=	num	def	f	ils	_	g	a	u	c	h	e	(	s	e	lf	)	:	.......	a	c	c	e	sse	u	r	f	i	l	s	gauche	"""	retu	rn	s	e	l	f	___gauche	#	.	méthode	f	i	l	s	^	d	r	o	i	t	e	O	...	La	m	éthode	récursive	suivante	p	erm	et	le	com	ptage	des	n	œ	u	d	s	des	deux	sous-arbres	:	noeud,py	def	n	o	e	u	d	s	(s	e	lf)	:	n	=
1	i	f	s	e	l	f	___gauche:	n	=	n	-H	s	e	l	f	___gauche.	
noeuds	(	)	i	f	s	e	l	f	___	d	r	o	it	e	:	n	=	n	+	s	e	l	f	___d	ro	ite	.n	o	e	u	d	s()	re	tu	rn	n	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	La	recherche	et	l’insertion	d	’u	n	élém	ent	dans	un	arbre	binaire	de	recherche	ne	p	o	sen	t	pas	de	difficulté	particulière.	En	revanche,	la	suppression	est	m	oins	im	m	édiate.	C’est	ici	que	les	garanties	évoquées	en	d	éb	u	t	de	section	jo	u	en	t	to	u	t	leur
rôle.	Lorsque	nous	devons	su	p	p	rim	er	un	n	œ	u	d	(dont	on	aura	préalablem	ent	vérifié	l’existence),	on	ad	o	p	tera	la	stratégie	suivante	:	-	si	le	n	œ	u	d	est	une	feuille,	il	est	sup	p	rim	é	sans	autre	form	e	de	procès	;	-	si	le	n	œ	u	d	est	u	n	fils	unique,	on	le	su	p	p	rim	e	en	lui	su	b	stitu	an	t	son	fils	;	ai	>•	Q.	O	U	-	l’affaire	est	plus	délicate	lorsque	le	n	œ	u
d	com	porte	deux	fils.	D	ans	ce	cas,	n	ous	savons	que	toute	donnée	contenue	dans	le	sous-arbre	gauche	de	notre	n	œ	u	d	est	rép	u	tée	plus	petite	que	la	valeur	de	notre	n	œ	u	d	.	Nous	pouvons	alors	échanger	la	valeur	de	notre	n	œ	u	d	soit	avec	la	plus	grande	valeur	co	n	ten	u	e	dans	le	sous-arbre	gauche,	soit	avec	la	plus	petite	valeur	co	n	ten	u	e	dans
le	sous-arbre	droit.	Puis	nous	supprim	ons	la	feuille	qui	contenait	cette	valeur	ainsi	dupliquée.	
Cet	échange	conserve	les	garanties	sur	l’ordre	des	n	œ	u	d	s	de	l’arbre.	On	relèvera	que	cette	suppression	offre	u	n	choix	au	program	m	eur.	On	p	eu	t	laisser	ce	choix	aléatoire	ou,	au	prix	d	’efforts	supplém	entaires	de	conception,	faire	en	sorte	de	www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	269	conserver	un	équilibre	sur	les	h	au	teu	rs	respectives	des
deux	sous-arbres	de	chaque	n	œ	u	d	(on	agrém	ente	alors	chaque	n	œ	u	d	d	’u	n	co	m	p	teu	r	p	o	u	r	com	penser	la	différence	des	h	au	teu	rs	des	deux	sous-arbres).	Une	telle	solution	sera	privilégiée	si	on	souhaite	préserver	u	n	arbre	binaire	d	’u	n	e	dégénérescence	en	liste,	p	o	u	r	des	raisons	de	perfor​	m	ance.	noeud,	py	def	c	h	e	r	c	h	e	r_	p	a	re	n	t(s
e	lf,	num)	i	f	num	==	s	e	l	f	___num:	retu	rn	None	TJ	O	c	rj	û	«tJHD	O	CM	(y)	XI	OJ	>Q.	O	U	i	f	num	<	s	e	l	f	___num:	i	f	s	e	l	f	___gauche___	num	==	num:	retu	rn	s	e	lf	e	ls	e	:	retu	rn	s	e	l	f	.	__g	a	u	ch	e	.c	h	e	rch	e	r.pa	r	e	n	t	(num)	e	ls	e	:	i	f	s	e	l	f	___d	r	o	it	e	___	num	==	num:	retu	rn	s	e	lf	e	ls	e	:	retu	rn	s	e	l	f	___d	r	o	it	e	.c	h	e	r	c	h	e	r	.pa	rent(num)
def	su	p	p	rim	e	r_n	o	e	u	d	(self,	num,	p	a	re	n	t):	i	f	num	<	s	e	l	f	___	num:	s	e	l	f	___gauche.supprim	er.noeud(num,	parent)	e	ls	e	:	i	f	num	>	s	e	l	f	___num:	s	e	l	f	___droite.supprim	er_noeud(num	,	parent)	www.biblio-scientifique.net	270	P	r	o	g	r	a	m	m	a	tio	n	e	n	P	y	th	o	n	p	o	u	r	les	m	a	th	é	m	a	tiq	u	e	s	TJ	O	c	rj	û	«tJHD	O	CM	(y)	XI	OJ	>Q.	O	U
www.biblio-scientifique.net	C	la	sse	s	271	e	ls	e	:	i	f	s	e	l	f	___gauche	i	s	None	and	s	e	l	f	___	d	ro	ite	i	s	None:	#	aucun	f	i	l	s	i	f	p	a	re	n	t___gauche	i	s	s	e	l	f	:	p	a	re	n	t___gauche	=	None	e	ls	e	:	p	a	re	n	t___d	ro	ite	=	None	e	ls	e	:	i	f	s	e	l	f	___gauche	i	s	None	or	s	e	l	f	___	d	ro	ite	i	s	None:	#	f	i	l	s	unique	i	f	s	e	l	f	___gauche:	t	=	s	e	l	f	___gauche	e	ls	e	:	t	=	s
e	l	f	___d	ro	ite	TJ	o	c	n	Û	UD	tH	o	CM	(5)	XI	CTl	>Q.	O	U	i	f	p	a	re	n	t___gauche	i	s	s	e	l	f	:	s	=	p	a	re	n	t___gauche	p	a	re	n	t___gauche	=	t	e	ls	e	:	s	=	p	a	re	n	t___d	ro	ite	p	a	re	n	t___d	ro	ite	=	t	s	gauche	=	None	s	d	ro	ite	=	None	e	ls	e	:	#	deux	f	i	l	s	i	f	s	e	l	f	___gauche.noeuds()	>	s	e	l	f	___	d	r	o	it	e	.noeuds()	:	X	=	s	e	l	f	___g	a	u	ch	e	.p	lu	s_g	ran	d	()	e	ls
e	:	X	=	s	e	l	f	___d	r	o	i	t	e	.p	lu	s	_	p	e	t	it	(	)	s	e	l	f	.	sup	prim	er(x)	s	e	l	f	___num	=	X	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	272	def	supp	ri	mer	(s	el	f,	num):	"""	supprimer	une	valeur	(réputée	e	x	i	s	t	a	n	t	e	)	"""	parent	=	s	e	l	f	.	chercher_parent(num)	s	e	l	f	.	supprimer-noeud(num,	parent)	Les	méthodes
suivantes	permettent	de	présenter	les	nœuds	sous	une	forme	ordonnée	n	o	e	u	d	,	py	def	montrer_ordre_croissant(self):	i	f	s	e	l	f	__gauche:	s	e	l	f	__gauche.montrer_ordre_croissant()	p	r	i	n	t	(	s	e	l	f	__num)	i	f	s	e	l	f	__d	ro	ite	:	s	e	l	f	__droite.montrer_ordre_croissant()	#	.	.	.	méthode	montrer^ordre.^decroissant()	.	.	.	def	_l	i	s	t	e	_	o	r	d	r	e	_	c	r	o	i	s	s	a
n	t	(	s	e	l	f	,	l	i	s	t	e	)	:	i	f	s	e	l	f	__gauche:	self	gauche	liste_ordre_croissant(liste)	l	i	s	t	e	.	append(	s	e	l	f	__num)	i	f	s	e	l	f	__d	ro	ite	:	self	droite	liste_ordre_croissant(liste)	def	l	i	s	t	e	_	c	r	o	i	s	s	a	n	t	e	(	s	e	l	f	):	l	i	s	t	e	=	[]	s	e	l	f	__l	i	s	t	e	_	o	r	d	r	e	_	c	r	o	i	s	s	a	n	t	(	l	i	s	t	e	)	return	l	i	s	t	e	#	.	
.	.	méth	ode	_liste..-ordre.^decroissant()	.	.	
.	#	.	.	.	méthode	l	i	s	t	e	^	d	e	c	r	o	i	s	s	a	n	t	e	O	XJ	O	c	û	OD	O	rs]	(S)	OJ	‘s_	>CL	O	U	4.2	...	Une	classe	pour	la	structure	d'arbre	binaire	de	recherche	arbre,	p	y	from	st	ri	ng	import	*	import	random	from	noeud	import	*	c	la	s	s	a	rb	r	e	(obj	e	c	t	):	"""	arbre	b	i	n	a	i	r	e	de	recherche	"""	def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	)	:	"""	c	o	n	s	t	r	u	c	t	e	u	r	.....	s	e	l	f	__racine	=
None	def	montr	e	r	(	s	e	l	f	)	:	www.biblio-scientifique.net	Classes	"""	imprimer	l	'	a	r	b	r	e	.....	i	f	s	e	l	f	__racine:	self	racine.montrer()	e	ls	e	:	p	r	i	n	t	(	"	(arbre	vi	de)")	def	c	h	e	r	c	h	e	r	(	s	e	l	f	,	num):	"""	re	ch	er	ch	er	une	valeur	i	f	s	e	l	f	__racine:	return	s	e	l	f	__racine.chercher(num)	e	ls	e	:	return	False	def	i	n	s	e	r	e	r	(	s	e	l	f	,	num):	"""	i	n	s	é	r	e	r	une
nouvelle	valeur	.....	i	f	s	e	l	f	__racine:	s	e	l	f	__racine.insérer(num)	e	ls	e	:	s	e	l	f	__racine	=	noeud(num)	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	t	H	CM	(y)	XI	OJ	>Q.	O	U	def	su	pp	ri	me	r(	sel	f,	num):	"""	supprimer	une	val	eur	....	.	
i	f	s	e	l	f	.	chercher(num):	i	f	s	e	l	f	__racine.get_num()	==	num:	i	f	s	e	l	f	__r	a	c	i	n	e	.	f	i	l	s	_	g	a	u	c	h	e	(	):	f	i	l	s	=	s	e	l	f	__r	a	c	i	n	e	.	f	i	l	s	_	g	a	u	c	h	e	(	)	e	ls	e	:	f	i	l	s	=	s	e	l	f	__r	a	c	i	n	e	.	f	i	l	s	_	d	r	o	i	t	e	(	)	i	f	f	i	l	s	i	s	None:	s	e	l	f	__racine	=	None	e	ls	e	:	i	f	s	e	l	f	__r	a	c	i	n	e	.	f	i	ls	_	g	a	u	c	h	e	(	):	X	=	f	i	l	s	.	plus_grand()	e	ls	e	:	X	=	f	i	l	s	.	p	l	u	s	.	
p	e	t	i	t	()	s	e	l	f	__racine.supprimer(x)	self	r	a	c	i	n	e	.	set_num(x)	e	ls	e	:	s	e	l	f	__racine.supprimer(num)	e	ls	e	:	p	r	i	n	t	(	"	(valeur	i	n	e	x	i	s	t	a	n	t	e	)	"	)	def	montrer_ordre_croissant(self):	"""	montrer	la	l	i	s	t	e	en	ordre	c	r	o	i	s	s	a	n	t	"""	i	f	s	e	l	f	__racine:	self	racine.montrer_ordre_croissant()	e	ls	e	:	p	r	i	n	t	(	"	(	l	i	s	t	e	vi	de)")	#	.	.	.	méthode	m	o	n	t	r
er	-	or	dr	e	-d	e	cr	o	is	s	a	nt	()	.	.	.	www.biblio-scientifique.net	273	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	274	def	l	i	s	t	e	_	c	r	o	i	s	s	a	n	t	e	(	s	e	l	f	):	.....	
l	i	s	t	e	en	ordre	c	r	o	i	s	s	a	n	t	.....	i	f	s	e	l	f	__racine:	return	s	e	l	f	r	a	c	i	n	e	.	l	i	s	t	e	_	c	r	o	i	s	s	a	n	t	é	()	e	ls	e	:	return	[]	#	.	.	
.	méthode	l	i	s	t	e	^	d	e	c	r	o	i	s	s	a	n	t	e	(	)	.	.	.	def	n	o	e	ud	s(	se	lf):	"""	nombre	de	noeuds	de	l	'	a	r	b	r	e	.....	i	f	s	e	l	f	__racine:	return	s	e	l	f	__r	a	c	i	n	e	.	noeuds()	e	ls	e	:	return	0	Le	programme	principal	suivant	permettra	de	tester	l’adjonction	et	la	suppression	d’éléments	dans	un	arbre	binaire	de	recherche	:	arbre,	py	i	f	_name_==	"__	main_":	a	=
arbre()	fo	r	n	in	range(10):	a	.	i	n	s	e	r	e	r	(	random.rand	range(	1	0	0	))	a.montrer!)	p	r	i	n	t	(	"	(	"	+	s	t	r	(	a	.	n	o	e	u	d	s	!	))	+	"	noeud!s)	dans	l	’	arbre)")	fi	n	=	False	while	f	i	n	==	False:	"O	O	c	=3	Q	«JD	O	fN	t	H	ai	>CL	O	U	p	r	i	n	t	!	"	!	a	)	jo	u	t	e	r	ou	!c	)r	o	is	s	a	n	t	ou	!	d	)	é	c	r	o	i	s	s	a	n	t	"	)	print!"ou	!s)upprimer	ou	!	q	)	u	i	t	t	e	r	?")	ch	=	s	t	r	!	i	n	p
u	t	!))	i	f	ch	==	'	a	'	or	ch	==	'	s	':	n	=	i	n	t	!	i	n	p	u	t	!	))	print	"	.................................................................................	
"	i	f	ch	==	'	a	'	:	a	.	
inserer!n)	i	f	ch	==	'	s	'	:	a	.	supprimer!n)	a.montrer!)	i	f	ch	==	'	c	'	:	p	r	i	n	t	!	a	.	l	i	s	t	e	_	c	r	o	i	s	s	a	n	t	é	!))	i	f	ch	==	'	d	'	:	p	r	i	n	t	!	a	.	li	s	t	e	_	d	e	c	r	o	is	s	a	n	te	!	))	i	f	ch	==	'	q	':	f	i	n	=	True	i	f	not	!ch	in	"acdsq"):	www.biblio-scientifique.net	Classes	275	p	r	i	n	t	(	"touches	a,	c,	d,	s,	q	seulement	!")	I	5	C	a	lc	u	la	t	e	u	r	5.1	Des	choix	de	conception	:
composition,	héritage,	polymorphisme	Ces	notions	sont	capitales	car	elles	déterminent	les	structures	des	données	du	programme.	Ces	données	dépendent	généralement	les	unes	des	autres	dans	la	résolution	d’un	problème.	Cela	introduit	un	couplage	de	l’inform	ation,	avec	une	conséquence	im	portante	:	tout	chan​	gement	dans	la	définition	d’un	type
ou	d’une	structure	de	donnée	peut	entraîner	par	effet	de	bord	des	dysfonctionnem	ents	im	portants	pouvant	compromettre	les	structures	qui	en	dé​	pendent.	La	conception	de	classes	pour	la	traduction	d’algorithme	nécessite	donc	une	définition	soi​	gneuse	de	hiérarchies	d’objets.	On	rappelle	brièvement	les	notions	de	composition,	héritage	et
polymorphism	e	:	-	la	composition	(ou	l’agrégation)	d’objets	est	une	relation	entre	objets	du	type	«	possède	un»	;	-	l’héritage	entre	objets	est	une	relation	du	type	«	est	un	».	L’héritage	permet	le	polymor​	phism	e,	à	savoir	la	m	anipulation	d’un	objet	sous	diverses	identités.	Il	est	souvent	délicat	de	déterm	iner	quelle	est	la	plus	judicieuse	des	deux
possibilités	pour	définir	un	nouveau	type	d’objet.	Il	est	im	portant	d’avoir	à	l’esprit	que	l’héritage	m	aintient	des	dépendances	fortes	au	sein	d’une	hiérarchie	:	un	changement	à	un	niveau	possède	des	conséquences	sur	toute	la	chaîne	des	objets,	alors	que	la	composition	m	aintient	une	certaine	séparation	des	rôles	et	donc	favorise	l’indépendance	des
types.	Cet	aspect	doit	être	pris	en	compte	dans	la	réalisation	de	programmes	im	portants.	Pour	fixer	les	idées,	nous	prendrons	l	’exemple	d’une	hiérarchie	de	quadrilatères,	avec	les	classes	suivantes	:	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	ai	>•	CL	O	U	c	la	s	s	q	u	a	d	r	i	l	a	t	e	r	e	(	o	b	j	e	c	t	)	:	....	.	q	u	a	d	ri	l	a	t	èr	e	quelconque	.....	def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	a	=	,	b	=	,	c
self.a	=	a	self.b	=	b	self.c	=	c	self.d	=	d	s	e	l	f	.	
t	y	p	e	=	"quadrilatère"	0	0	=	0	,	d=	):	0	def	_s	t	r	_(	s	e	l	f	)	:	return	s	e	l	f	.	t	y	p	e	def	p	e	r	i	m	e	t	r	e	(	s	e	l	f	):	return	(	s	e	l	f	.	a	+	s	e	l	f	.	b	+	s	e	l	f	.	
c	+	s	e	l	f	.	d	)	i	f	_name_==	"__	main_":	q	=	qu	a	d	ril	a	te	re	(5	,	7,	10,	3.4)	www.biblio-scientifique.net	276	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	p	r	i	n	t	(q)	p	r	i	n	t	(q	.	perimetre())	La	classe	quad	r	íla	t	e	re	est	notre	classe	mère,	à	partir	de	laquelle	nous	construisons	les	classes	filles	losange	et	re	cta	n	g	le	.	Nous	parlons	d'héritage
simple	:	chacune	des	deux	classes	filles	possède	une	classe	mère	unique.	from	qu	ad	ril	at	èr	e	import	*	c	l	a	s	s	l	o	s	a	n	g	e	(	q	u	a	d	ri	l	a	t	e	r	e	)	:	■....	
losange	"""	def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	a	=	):	q	u	a	d	r	i	l	a	t	è	r	e	__i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	a,	a,	a,	a)	s	e	l	f	.	t	y	p	e	=	"losange"	0	def	perimet	r	e	(s	e	l	f	):	return	se	lf.	a	+	4	i	f	_name_==	"__	main_":	l	=	losange(5)	p	r	i	n	t	(l)	p	r	i	n	t	(	l	.	perimetre())	Le	constructeur	de	la	classe	losange	fait	appel	au	constructeur	de	la	classe	mère.	Nous	pou​	vons	noter	la	réécriture	de
la	méthode	pe	rim	et	re	(	)	:	cette	dernière	est	spécialisée,	elle	se	substitue	à	la	définition	de	la	méthode	de	même	définie	dans	la	classe	mère.	from	quad	ril	at	èr	e	import	*	c	la	s	s	r	e	c	t	a	n	g	l	e	(	q	u	a	d	r	i	l	a	t	e	r	e	)	:	"""	r	ectangl	e	....	.	
def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	a	=	,	b	=	)	q	u	a	d	r	i	l	a	t	è	r	e	__i	n	i	t	_(	s	e	l	f	s	e	l	f	.	t	y	p	e	=	"rectangle"	0	"O	O	c	-J	Q	M	D	O	#	#	(y)	4-1	XI	CTI	\	>Q.	O	U	i	f	_name_	==	"_main_":	r	=	rectangle(4,	3)	p	r	i	n	t	(	r)	p	r	i	n	t	(	r	.	p	e	r	im	e	t	r	e	(	))	CM	0	def	p	e	r	i	m	e	t	r	e	(	s	e	l	f	)	:	return	(	s	e	l	f	.	a	+	s	e	l	f	.	b	)	*	2	Le	lecteur	aura	remarqué	les	lignes	commentées
pour	la	méthode	de	calcul	du	périmètre	:	le	périmètre	est	calculé	en	invoquant,	soit	une	méthode	spécialisée,	soit	une	méthode	présente	plus	haut	dans	la	hiérarchie	de	classe.	Nous	construisons	m	aintenant	une	classe	héritant	à	la	fois	de	la	classe	losange	et	de	la	classe	re	cta	n	g	le	,	la	classe	c	a	rre	:	www.biblio-scientifique.net	Classes	277	from
losange	import	*	from	rectangle	import	*	#	c	l	a	s	s	c	arre	(los	ang	e,	rectangle)	c	la	s	s	c	a	r	re	(	re	c	t	a	n	g	l	e,	losange):	II	II	II	f-	^	r-	r	-A	C	cjI	/	fcr	"	"	"	def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	a	=	):	q	u	a	d	r	i	l	a	t	è	r	e	__	i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	a,	a,	a,	a)	#	fonctionne	aussi	lo	sa	ng	e	__i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	a)	0	#	i	f	_name_==	"__	main_	c	=	carre(lO)	prin	t(	c)	p	r	i	n	t	(	c	.	perimetre())
On	remarquera	ici	les	deux	possibilités	d’écriture	du	constructeur	:	en	faisant	appel	à	une	méthode	de	la	classe	quad	r	ila	t	e	re	ou	de	la	classe	losange.	D	’autre	part,	nous	avons	ici	typiquement	un	cas	d’héritage	«	en	diamant	»,	du	fait	de	la	dé​	claration	de	la	classe	qui	mentionne	les	deux	classes	losange	et	re	c	ta	n	g	le	:	quelle	est	la	va​	riable
d’instance	retournée	lorsque	nous	invoquons	la	méthode	ca	r	r	e	___s	t	r	(	)	?	Pour	s’en	convaincre,	il	suffit	de	commenter/décommenter	les	deux	lignes	commençant	par	le	mot-clé	c	la	s	s	.	L’intérêt	pour	un	objet	d’hériter	d’un	autre	objet	est	de	bénéficier	de	ses	inform	ations	et	mé​	thodes,	en	ayant	la	possibilité	notamment	de	les	compléter	ou	de	les
altérer.	Un	objet	peut	hériter	des	inform	ations	ou	des	méthodes	de	plusieurs	objets,	on	parle	alors	d’héritage	m	ultiple	ou	polymorphisme.	■a	o	c	13	Û	kD	o	rs]	Ol	>•	CL	o	u	Le	constructeur	pour	instancier	la	classe	fille	se	contente	d’invoquer	le	constructeur	de	la	classe	mère.	Il	n’est	pas	nécessaire	d’in	itialiser	explicitem	ent	les	champs	de	l’objet,
qui	sont	automatiquement	appelés	lors	de	l	’appel	du	constructeur.	On	peut	bien	évidemment	ad​	joindre	de	nouveaux	champs	pour	l’objet	fille,	ou	même,	sous	certaines	précautions,	altérer	les	champs	hérités	de	la	classe	mère.	Rem	arque.	En	programmation	orientée	objet,	on	accorde	un	soin	particulier	au	caractère	pu​	blic	ou	privé	de	l’inform	ation.
A	insi	les	deux	champs	s	e	l	f	donnée	et	s	e	l	f	.	donnée	ne	sont	pas	du	tout	interprétés	de	la	même	façon	par	Python.	Dans	le	prem	ier	cas,	le	champ	est	privé	(c’est-à-dire	inaccessible	directement	depuis	l’ex​	térieur	de	la	classe),	dans	le	second	cas	le	champ	est	public,	visible	depuis	l’extérieur	de	la	classe,	en	consultation	comme	en	m	odification.	Il
revient	au	programmeur	de	décider	de	ce	qui	doit	être	public,	en	privilégiant	le	caractère	privé	par	défaut,	afin	d’éviter	d’altérer	l’objet	depuis	de	nombreux	points	du	programme.	5.2	Le	projet	calculateur	Nous	ferons	ici	la	synthèse	des	thèmes	étudiés	depuis	le	début	de	cette	partie,	sous	la	forme	d’un	petit	projet	de	calculateur	sur	les	nombres
rationnels.	www.biblio-scientifique.net	278	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	Pour	sim	plifier,	nous	nous	baserons	sur	une	version	légère	de	notre	calculateur	dans	laquelle	les	nombres	et	les	opérations	s’écrivent	tous	sous	la	forme	d’un	unique	caractère	A	SC	II.	Nous	faisons	cette	réduction	avec	l’intention	de	faciliter	le	découpage
en	unités	lexicales	(unités	insécables	mathématiquement	pertinentes)	de	l’expression	mathématique	à	évaluer.	L’hypo​	thèse	de	considérer	des	lexèmes	constitués	de	plusieurs	caractères	relève	de	l’analyse	lexicale,	domaine	non	étudié	ici.	Nous	allons	considérer	une	expression	A	:	A	=	8	^	2	-	3	x	(5-hI)	que	nous	allons	transform	er	en	un	arbre	pour
son	évaluation	:	L’arbre	binaire	est	parfaitem	ent	adapté	à	la	représentation	de	la	structure	opératoire	de	l’ex​	pression	;	en	particulier,	il	est	conforme	aux	règles	usuelles	de	priorité	entre	opérations.	Si	l’on	souhaite	évaluer	mécaniquement	l’expression	A,	deux	questions	se	posent	:	TJ	O	c	rj	û	Ю	O	tH	-	Comment	crée-t-on	l’arbre	binaire	à	partir	de	la
forme	traditionnelle	de	l’expression	A	?	-	Comment	évalue-t-on	mécaniquement	l	’expression	A	à	l’aide	de	l’arbre	binaire	?	Nous	utiliserons	les	classes	et	structures	de	données	rencontrées	précédemment	:	Гч]	(S)	-	les	classes	numériques	(entiers,	rationnels)	;	ai	>•	Q.	O	-	une	structure	de	queue	pour	un	parcours	horizontal	de	l’expression	;	U	-	une
structure	de	pile	pour	les	opérateurs,	puis	une	structure	de	pile	pour	l’évaluation	de	l’expression	;	-	une	structure	d’arbre	binaire.	Nous	mettrons	en	œuvre	deux	stratégies	pour	l’évaluation	:	une	approche	parles	piles	d’opé​	rateurs,	puis	une	approche	basée	sur	la	récursivité	des	grammaires,	utilisée	dans	la	construc​	tion	des	logiciels	interprètes
(Python	en	est	un	bon	exemple)	ou	compilateurs	(le	langage	C	est	un	langage	en	général	com	pilé,	mais	on	peut	en	trouver	quelques	interprètes).	www.biblio-scientifique.net	Classes	5.3	279	Notations	infixée,	préfixée	et	postfixée	On	peut	donner	trois	représentations	de	l’expression	A	:	-	la	forme	préfixée	[	-	;	;	8	;	2	;	x	;	3	;	+	;	5	;	1	].	Elle	correspond
littéralement	à	«	sous​	traire	du	quotient	de	8	par	2	le	produit	de	3	par	la	somme	de	5	et	1	».	On	indique	au	calculateur	quelle	opération	il	doit	effectuer	avec	quelles	opérandes	;	-	la	forme	infixée	A	=	8	^	2	-	3	x	(5	-	t	-	l),	l’écriture	mathématique	usuelle	;	-	la	forme	postfixée	[	8	;	2	;	^	;	3	;	5	;	1	;	-i-	;	x	;	-	Cette	forme	est	la	forme	privilégiée	par	la	plupart
des	systèmes	de	calcul,	qui	évaluent	une	expression	en	faisant	appel	à	une	pile	d’évaluation.	Une	célèbre	gamme	de	calculatrices	en	notation	polonaise	inverse	(RPN	ou	R	everse	P	olish	N	otatio	n	)	en	est	l’exemple	bien	connu.	On	observera	que,	le	nombre	d’opérandes	étant	parfaitem	ent	déterminé	pour	un	opérateur	donné,	les	parenthèses
deviennent	totalement	inutiles	en	notations	préfixées	et	postfixées.	La	présence	de	parenthèses	est	le	signe	du	caractère	récursif	de	notre	manière	d’écrire	les	expressions	algébriques.	Le	diagramme	suivant	illustre	l’évolution	de	l’état	de	la	pile	de	calcul	au	fur	et	à	mesure	de	la	lecture	de	l’expression	postfixe	:	unité	lex.	
8	pile	8	2	2	8	3	4	3	4	5	1	-H	X	-	5	3	4	1	5	3	4	6	3	4	18	4	-1	4	Chacun	des	nombres	en	caractères	gras	est	obtenu	par	l’application	de	l’opérateur	arithm	é​	tique	lu	sur	les	deux	opérandes	dépilées	(pour	l’opérateur,	l’ordre	des	opérandes	est	l’ordre	inverse	du	dépilement)	;	le	résultat	est	alors	em	pilé.	■a	O	c	Lorsque	l’évaluation	s’est	déroulée
correctement,	la	pile	contient	à	terme	un	seul	nombre,	qui	est	la	valeur	de	l’expression.	û	'tH	5.3.1	Une	première	version	du	calculateur	O	(N	(y)	XI	CTI	>Q.	O	U	Le	programme	c	a	l	c	l	.	
py	est	constitué	de	sept	fichiers	présentés	ci-après	(à	l’exception	des	fichiers	e	n	t	ie	r	,	py	et	r	a	t	io	n	n	e	l.	py	présentés	précédemment	et	non	reproduits	ici).	Cette	version	du	calculateur	est	construite	sur	le	mode	d’évaluation	décrit	plus	haut,	dans	laquelle	l’expression	est	transformée	en	arbre	binaire.	Nous	avons	en	fait	sim	plifié	notre	pro​	blème
en	considérant	que	toutes	nos	opérations	sont	des	opérateurs	binaires.	
Ce	choix	en​	traîne	une	difficulté	pour	la	notation	de	nombre	négatif	ou	de	nombre	opposé.	Ce	problème	est	contourné	par	une	transform	ation	d’écriture	lors	de	la	phase	d’analyse	lexi​	cale	de	l’expression.	Pour	cela,	nous	utilisons	la	propriété	:	«	-	a	=	{	-	l	)	x	a	»	.	A	insi,	l’expression	«	-(x-i-	5)	-I-	7	»	sera	transformée	en	la	liste	d’unités	lexicales	«	[(-1	);
x;(;x;-i-;5;);-i-;7;]	»	dans	laquelle	tous	les	opérateurs	sont	binaires.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	280	analex.	py	from	os	import	*	from	re	import	*	from	str	in	g	import	*	def	a	na	ly	s	e_	le	xi	ca	le	(s	)	s	=	s	.	
r	e	p	l	a	c	e	(	'[	s	=	s	.	r	e	p	l	a	c	e	(	']	s	=	s	.	r	e	p	l	a	c	e	(	'{	s	=	s	.	r	e	p	l	a	c	e	(	'}	s	=	s	.	
r	e	p	l	a	c	e	(	'/	t	=	s.sp	lit()	s	=	'	'	.	join(t)	s	=	■	{’	+	s	+	■	}’	s	=	s	.	replace('-'	s	=	s	.	
r	e	p	l	a	c	e	(	'{+	s	=	s	.	r	e	p	l	a	c	e	(	'(+	-1	*'	)	{	’)	(■)	séparateurs	=	compile(	r	'	(	[+\-*:''(	)	{	}	]	)	'	)	jetons	=	sé	p	a	r	a	t	e	u	rs	.	s	p	l	i	t	(	s	)	while	j	e	t	o	n	s	.	count(■	')	>	0:	j	e	t	o	n	s	.	remove(	'	'	)	I	=	[]	O	c	rj	û	fo	r	t	in	jetons:	i	f	l	e	n	(	t	)	>=	1:	I	.a	pp	e	nd	(t	)	e	ls	e	:	i	f	t	.	
i	s	d	i	g	i	t	():	I	.	append(t)	e	ls	e	:	n	=	le	n	(	t	)	f	o	r	i	in	range(n):	i	f	l	[	-	l	]	in	a	s	c	i	i	_	l	e	t	t	e	r	s	.	append(	'	*	'	)	l.append(t[i])	«JD	O	r	=	[]	TJ	t	H	CM	(y)	XI	OJ	>Q.	O	U	1	r.append(l[	]	)	moins	=	False	fo	r	t	in	l	[	l	:	]:	i	f	t	==	■	-’	:	moins	=	True	continue	i	f	t	==	and	moins	==	True:	moins	=	False	t	=	"-	"	r.append(t)	0	1	www.biblio-scientifique.net	Classes
281	del	r	[	]	del	r	[	-	l	]	0	return	r	La	procédure	a	n	a	ly	s	e	_	le	x	ic	a	le	{	)	effectue	le	découpage	de	rexpression	en	une	suite	de	lexèmes,	en	vue	de	la	constitution	de	l’arbre	binaire	de	l	’expression.	Au	passage	certains	ca​	ractères	sont	remplacés	de	façon	équivalente	par	d’autres.	Comme	annoncé,	notre	modèle	de	nœud	pour	un	arbre	binaire	contient,
en	plus	de	l’infor​	mation	utile,	deux	pointeurs	vers	deux	sous-arbres	(fils	gauche	et	fils	droit).	
n	o	e	u	d	2	.p	y	from	str	in	g	import	♦	from	rationnel	import	*	c	l	a	s	s	noeud2(object):	.....	
noeud	double	(pour	un	arbre	b	i	n	a	i	r	e	)	"""	def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	s	e	l	f	__	donnée	s	e	l	f	__	gauche	s	e	l	f	__	d	ro	it	e	donnée	=None,	gauche	=None,	d	ro	it	e	=None):	=	donnée	=	gauche	=	dr	oit	e	y£>	def	en_c	hai	ne	_p	ref	ix	e(	sel	f):	i	f	s	e	l	f	__donnee[-l]	in	d	i	g	i	t	s	:	return	s	t	r	(	s	e	l	f	__donnée)	i	f	isinstance(self	gauche,	rationnel):	operande_gauche
=	s	t	r	(	s	e	l	f	__gauche)	e	ls	e	:	operande_gauche	=	s	e	l	f	__gauche.en_chaine_prefixe()	i	f	isinstance(self	d	r	o	it	e	,	rationnel):	operande_droite	=	s	t	r	(	s	e	l	f	__droite)	e	ls	e	:	operande_droite	=	s	e	l	f	__droit	e.	en	_ch	ai	ne	_p	ref	ix	e()	op	=	s	e	l	f	__donnée	return	str(op)	+	'	I	'	+	str(operande_gauche)	+	'	|	'	+	str(operande_droite)	O	r\i	#	.	.	.	méthode	e
n	^	c	h	a	i	n	e	.	i	n	f	i	x	e	O	•a	O	c	13	Q	1—I	ai	‘s_	>.	CL	O	U	...	#	.	.	.	méthode	en^chaine^postfixeO	.	.	.	def	d	on	ne	e(s	el	f):	return	s	e	l	f	__donnée	On	pourra	apprécier	la	puissance	d’expressivité	de	la	récursivité	dans	l’écriture	des	procé​	dures	e	n	_	c	h	a	in	e	_	in	fix	e	{	)	et	e	n	_c	h	a	in	e	_p	o	s	tfix	e	{	).	La	différence	fondamentale	entre	les	deux
méthodes	de	parcours	se	situe	dans	l	’inspection	récursive	du	nœud	:	en	parcours	infixe,	on	inspectera	le	fils	gauche,	puis	la	donnée,	puis	le	fils	droit.	En	parcours	postfixe,	on	inspectera	le	fils	gauche,	puis	le	fils	droit,	puis	la	donnée.	www.biblio-scientifique.net	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	282	arbre,	py	from	st	ri	ng	import	*
from	from	from	from	analex	import	*	noeud	import	*	noeud	import	*	rationnel	import	*	1	2	def	si	m	p	l	if	i	e	r_	p	a	r	e	n	t	h	e	s	e	s	(s	)	:	i	f	s	.	s	t	a	r	t	s	w	i	t	h	(	'	(	'	)	and	s.	e	n	d	sw	i	th	(	'	)	'	)	:	s	=	s[l:-	]	return	s	1	c	la	s	s	a	r	b	r	e	(	o	b	j	e	c	t	)	:	"""	arbre	b	i	n	a	i	r	e	de	l	'	e	x	p	r	e	s	s	i	o	n	.....	def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	,	e	x	p	r	e	s	s	i	o	n	_	in	f	i	x	e	)	:	s	e	l	f
__operateurs	=	[]	s	e	l	f	._p	i	l	e	=	[]	e	=	analyse_le	xi	cal	e(	ex	pre	ssi	on_	inf	ix	e)	for	jeton	in	e:	i	f	j	e	t	o	n	[	-	l	]	in	d	i	g	i	t	s	:	s	e	l	f	__p	i	l	e	.	append(noeud	(	j	e	t	o	n	)	)	continue	i	f	jeton	==	'	(	'	:	self	ope	rateu	r	s	.	append(j	eto	n)	continue	i	f	jeton	==	'	)	'	:	while	l	e	n	(	s	e	l	f	__operateurs)	>	\	and	s	e	l	f	__ope	rat	eur	s[	-	]	!=	s	e	l	f	.	nouvelle_operation()	s
e	l	f	__ope	rat	eur	s.	pop(-	)	continue	i	f	jeton	in	i	f	jeton	!=	:	while	l	e	n	(	s	e	l	f	__operateurs)	>	0	\	ope	rat	eur	s[	-	])	>=	and	s	e	l	f	.	p	r	i	o	r	i	t	e	(	s	e	l	f	self.p	riorite(jeton):	s	e	l	f	.	nouvelle_operation()	s	e	l	f	__ope	rat	eur	s.append(jeton)	continue	while	l	e	n	(	s	e	l	f	__operateurs)	>	:	s	e	l	f	.	nouvelle_operation()	i	f	l	e	n	(	s	e	l	f	__p	i	le	)	==	:	s	e	l	f	__racine
=	s	e	l	f	__	p	i	l	e	.	p	o	p	(	-	l	)	2	0	1	1	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	t	H	CM	(y)	XI	OJ	>Q.	O	U	1	0	1	def	n	o	u	ve	lle	_	o	pe	ra	t	io	n(	se	lf):	sommet	=	s	e	l	f	ope	rat	eur	s.	pop(-	)	d	r	o	it	e	=	s	e	l	f	pile.pop(-l)	1	www.biblio-scientifique.net	Classes	283	gauche	=	s	e	l	f	__p	i	l	e	.	p	o	p	(	-	l	)	noeud	=	noeud	(sommet,	gauche,	droite)	s	e	l	f	__p	i	l	e	.	append(noeud)	2	def	p	r	i	o
r	i	t	e	(	s	e	l	f	,	op);	precedence	=	i	f	op	==	'+'	or	op	precedence	=	i	f	op	==	or	op	precedence	=	i	f	op	==	'	:	precedence	=	3	return	precedence	0	1	or	op	==	'/	2	def	p	r	e	f	i	x	e	(	s	e	l	f	):	return	s	e	l	f	__r	a	c	i	n	e	.	en_chaine_prefixe()	def	i	n	f	i	x	e	(	s	e	l	f	):	return	s	i	m	p	l	i	f	i	e	r	-	parentheses(s	e	l	f	r	a	c	i	n	e	.	en_chaine_infixe())	def	p	o	s	t	f	i	x	e	(	s	e	l	f
):	return	s	e	l	f	__r	a	c	i	n	e	.	en_chaine_postfixe()	def	e	v	a	l	u	e	r	(	s	e	l	f	):	expr	=	s	e	l	f	__ra	cin	e.	en_chaine_infixe()	val	=	[]	p	=	s	e	l	f	__racine.en_chaine_postfixe()	q	=	p.sp	lit(■	I■	)	fo	r	n	in	q:	i	f	n	[-	l]	in	d	i	g	i	t	s	:	v	a	l	.	append(	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	i	n	t	(	n	)	))	continue	i	f	n	==	'+	':	b	=	v	a	l	.	pop(-	)	a	=	val.pop(-l)	r	=	a	+	b	v	a	l	.	append(	r)	continue	i	f
n	==	■	-■	:	b	=	v	a	l	.	pop(-	)	a	=	val.pop(-l)	r	=	a	-	b	v	a	l	.	append(	r)	continue	i	f	n	==	'	*	'	:	b	=	v	a	l	.	pop(-	)	a	=	val.pop(-l)	r	=	a	*	b	val.append(r)	continue	1	TJ	o	c	n	Û	UD	t	H	o	CM	(5)	XI	oi	>Q.	O	U	1	1	www.biblio-scientifique.net	284	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	i	f	n	==	'	:	'	or	n	==	V	b	=	val.pop(-l)	a	=	val.pop(-l)	r	=	a	/	b	v
a	l	.append(r)	continue	i	f	n	==	■	"‘	:	b	=	v	a	l	.	pop(-	)	a	=	val.pop(-l)	r	=	a	**	b	v	a	l	.append(r)	continue	return	v	a	l	.	p	o	p	(	-	l	)	1	Pour	la	classe	a	rbre,	le	constructeur	est	responsable	de	la	construction	de	Tarbre	binaire	de	l’expression;	la	méthode	a	r	b	r	e	.	e	v	a	lu	e	r{	)	est	en	charge	de	l’évaluation	de	l’arbre	à	l’aide	d’une	pile.	ca	lcu	l,	py	from
rationnel	import	*	class	c	a	lc	u	l(o	b	je	c	t):	"""	évaluation	expression	post	f	i	x	é	e	"""	def	_i	n	i	t	_(	s	e	l	f	)	:	s	e	l	f	__p	i	l	e	=	[]	def	e	m	p	i	l	e	r	(	s	e	l	f	,	arg):	s	e	l	f	__p	i	l	e	.	append(arg)	def	d	e	p	i	l	e	r	(	s	e	l	f	):	i	f	l	e	n	{	s	e	l	f	__p	i	le	)	>	:	return	s	e	l	f	__p	i	l	e	.	p	o	p	(	-	l	)	e	ls	e	:	return	rationnel(0,	1,	False)	0	•a	o	c	3	Q	tH	o	rsJ	Oi	‘s_	>•	CL	o	u	def	a	d	d	i
t	i	o	n	n	e	r	(	s	e	l	f	):	b	=	self.depiler()	a	=	self.depiler()	r	=	a	+	b	self.empiler!r)	#	...	méthode	s	o	u	s	t	r	a	i	r	e	O	...	
#	...	méthode	m	u	l	t	i	p	l	i	e	r	O	...	#	...	méthode	d	i	v	i	s	e	r	O	#	...	méthode	...	e	l	e	ve	r	^p	ui	s	sa	nc	e	(	)	.	.	.	www.biblio-scientifique.net	Classes	285	def	r	é	s	u	l	t	a	t	(	s	e	l	f	):	return	s	e	l	f	.	d	e	p	i	l	e	r	(	)	def	re	p	o	n	s	e	(	s	e	lf	):	return	s	e	l	f	.	r	é	s	u	l	t	a	t	()	Dans	le	code	des	opérations	arithm	étiques	présenté	ci-dessus,	on	relèvera	l’absence	de	tout
code	spécifique	à	la	nature	des	opérandes.	
Ce	contrôle,	grace	à	la	définition	de	nos	objets,	est	effectué	au	sein	de	chaque	opérande.	Nous	avons	ici	encore	un	exemple	typique	d’abs​	traction,	notre	code	fonctionne	également	sans	m	odification	sur	n’importe	quel	type	natif	supportant	ces	opérateurs	arithm	étiques.	c	a	l	c	l	.p	y	from	arbre	import	*	def	c	a	lcu	le	r(e	xpr	ess	ion	)	:	e	=
arbre(expression)	p	r	i	n	t	C	-	forme	i	n	i	t	i	a	l	e	.	.	.	.	p	r	i	n	t	("-	expression	pré	fi	xe	p	r	i	n	t	C	-	expression	i	n	f	i	x	e	.	p	r	i	n	t	("-	expression	p	o	st	f	ix	e	p	r	i	n	t	C	-	valeur	obtenue	.	.	.	.	p	r	i	n	t	{)	expression)	e	.	p	r	e	f	i	x	e	(	))	e	.	i	n	f	i	x	e	(	))	e	.	p	o	s	t	f	i	x	e	(	))	e	.	e	v	a	l	u	e	r	(	))	def	tests_automatiques():	#	donne	3	4	+	5	1	1	+	+	7	-	=	168
print("Exemple	de	c	a	lc	u	l	:")	calculer("(3	+	)	*	+	1)	-	7")	4	5	(	1	#	donne	2	3	2	2	^	'	^	^	=	2417851639229258349412352	p	r	i	n	t	(	"Exemple	de	c	a	lc	u	l	:")	c	a	l	c	u	l	e	r	!	"2	"	3	"	2	2")	TJ	O	c	rj	û	«JD	O	t	H	CM	xz	ai	>•	CL	O	U	#	donne	9	1	+	7	2	5	+	+	+	p	r	i	n	t	(	"Exemple	de	c	a	lc	u	l	:")	calculer!"	!	9	+	l	)	*	!	7	+	2	*	5	)	"	)	#	donne	3	7	:	2	7	:	5	14	:	:
prin	t	!	"Exemple	de	c	a	lc	u	l	:")	c	a	l	c	u	l	e	r	!	"	3/7	-	2/7	:	!	5	:	14	)	")	def	le	c	tu	re	_	e	x	pr	():	pri	nt!	"	—	"	)	prin	t	!	"Calcul	suivant	(	l	a	i	s	s	e	r	vide	et	v	a	l	i	d	e	r	pour	q	u	i	t	t	e	r	)	:	"	)	return	input!)	def	b	o	u	c	le	!	):	expr	=	le	c	t	u	re	_	e	xp	r(	)	while	len(expr)	>	:	cal	cu	le	r(e	xpr	)	0	www.biblio-scientifique.net	286	Programmation	en	Python	pour	les
mathématiques	expr	=	le	c	t	u	re	_	e	xp	r(	)	i	f	_name_==	"__	main_	tests_automatiques()	bo	u	c	le	()	5.4	Grammaire	et	notation	BNF	Nous	utiliserons	cette	fois	une	grammaire,	sous	la	forme	BNF	(notation	B	a	c	k	u	s	-	N	a	ur	F	o	r	m	)	étendue,	pour	représenter	nos	expressions	num	ériques	:	expr	::=	e	x	p	r	l	"+"	e	x	p	rl	|	e	xp	rl	e	x	p	rl	|	e	x	p	rl	e	x	p	r	l
::=	expr2	expr2	|	expr2	"/"	expr2	|	expr2	expr2	::=	"-"	expr3	|	expr3	expr3	:	:=	expr4	expr4	expr2	expr4	::=	<	naturel>	|	"	("	expr	"	)"	n	a	tu	re	l	::=	('0'	|	'	1'	|	'	2'	|	'	3'	|	'	4'	|	'	5'	|	'	6'	|	'	7'	1	'8'	|	'9')*	Le	term	inal	nat	u	r	e	l	est	construit	sur	la	répétition	éventuelle	d’un	chiffre	décimal.	"O	O	c	=3	Q	'JD	O	(N	Cette	grammaire	fonctionne	en	quelque	sorte
comme	un	véritable	pilote	pour	la	lecture	de	l’expression	à	évaluer.	Cette	grammaire	est	volontairem	ent	non	récursive	à	gauche	:	son	intérêt	est	une	traduction	immédiate	en	termes	de	procédures	dans	un	langage	de	programmation.	Nous	aurions	pu	choisir	une	grammaire	récursive	à	g	a	u	ch	e	décrivant	le	même	langage,	avec	:	xz	DI	>Q.	O	U	expr
::=	expr	"+"	terme	1	expr	terme	\	terme	terme	::=	terme	u	n	aire	|	terme	"/"	u	n	aire	|	u	n	aire	(	...)	www.biblio-scientifique.net	Classes	287	M	alheureusement,	la	traduction	d’une	telle	grammaire	en	programme	impose	d’écrire	une	procédure	expr	qui	commence	par	s’invoquer	elle-même.	On	entre	alors	dans	une	boucle	infinie	:	le	programme	ne	peut
pas	fonctionner.	5.4.1	Une	seconde	version	du	calculateur	Les	fichiers	e	n	t	ie	r	,	py	et	r	a	t	io	n	n	e	l.	py	sont	ceux	présentés	précédemment	et	ne	sont	pas	reproduits	ici.	Le	programme	se	décompose	cette	en	seulement	deux	fichiers	(seule	l	’évalua​	tion	est	effectuée,	sans	aucune	présentation	de	l’arbre	de	l’expression).	
Dans	cette	version,	nous	avons	choisi	de	créer	un	objet	exp	cession	qui	évalue	une	expression	selon	la	grammaire	présentée	plus	haut.	Chaque	non-term	inal	de	la	grammaire	donne	donc	lieu	à	une	méthode	pour	son	évaluation.	exp	ressio	n	,	py	from	rationnel	import	*	class	expression(object):	"""	expression	à	éval	uer	.....	def	in	it	(self,	s	)	:	s	e	l	f
__source	=	s	s	e	l	f	__n	=	le	n(s	)	s	e	l	f	__i	=	s	e	l	f	__e	rr	=	s	e	l	f	__val	=	0	0	0	def	str	s	(self):	^	fo	r	ch	in	s	e	l	f	__source:	i	f	not	s	t	r	.	i	s	s	p	a	c	e	(	c	h	)	:	s	+=	ch	return	s	■a	O	c	D	Û	«JD	O	def	e	r	r	e	u	r	(	s	e	l	f	,	e	)	:	i	f	s	e	l	f	__e	rr	==	:	s	e	l	f	__er	r	=	e	0	tH	CM	(y)	def	e	r	r	e	u	r	_	e	x	i	s	t	e	(	s	e	l	f	):	i	f	s	e	l	f	__e	rr	==	:	return	False	e	ls	e	:	return	True	0
ai	>•	CL	O	U	def	aucune_erreur(self):	return	not	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	_	e	x	i	s	t	e	(	)	def	v	a	l	e	u	r	(	s	e	l	f	):	self.evaluer()	return	s	e	l	f	__val	www.biblio-scientifique.net	288	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	def	e	v	a	l	u	e	r	(	s	e	l	f	):	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	()	i	f	s	e	l	f	__ch	==	'	{	'	:	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	(	)	s	e	l	f	__val	=	s
e	l	f	.	e	x	p	r	O	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	(	)	i	f	self.__ch	!=	:	s	e	l	f	.	
e	r	r	e	u	r	(	)	#	manque	une	"	}	“	e	ls	e	:	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	(	l	)	#	manque	une	"{"	2	def	s	u	i	v	a	n	t	(	s	e	l	f	):	while	s	e	l	f	__i	<	s	e	l	f	__	n:	t	=	s	e	l	f	__s	o	u	r	c	e	[	s	e	l	f	__	i]	s	e	l	f	__i	+=	i	f	s	t	r	.	i	s	s	p	a	c	e	(	t	):	continue	e	ls	e	:	return	t	return	'	\	0	‘	1	def	p	r	o	c	ha	in	_	lu	(	se	lf	):	while	s	e	l	f	__i	<	s	e	l	f	__	n:	t	=	s	e	l	f	__so	u	rc	e	[	se	lf	i	f	s	t	r	.	i	s	s	p	a	c	e	(
t	):	s	e	l	f	__i	+=	e	ls	e	:	return	t	return	'	\	0	‘	-i]	1	TJ	o	c	n	Û	UD	t	H	o	CM	(5)	XI	oi	>Q.	O	U	def	s	u	i	v	a	n	t	_	e	s	t	(	s	e	l	f	,	t	)	:	i	f	s	e	l	f	.	p	r	o	c	h	a	i	n	_	l	u	(	)	==	t:	return	True	e	ls	e	:	return	False	#	expr	;;=	exprl	'+'	exprl	\	exprl	exprl	\	exprl	def	e	x	p	r	(	s	e	l	f	):	i	f	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	_	e	x	i	s	t	e	(	):	return	0	t	=	self.exprl()	while	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	_	e	s	t	(
'+')	or	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	_	e	s	t	(	'	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	
s	u	i	v	a	n	t	(	)	i	f	s	e	l	f	__ch	==	'	+	':	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	()	t	+=	s	e	l	f	.	e	x	p	r	l	O	e	ls	e	:	i	f	s	e	l	f	__ch	==	’	-	'	:	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	()	www.biblio-scientifique.net	Classes	t	-=	s	e	l	f	.	e	x	p	r	l	O	return	t	#	exprl	:	:	=	expr2	exprZ	\	expr2	'	/'	expr2	\	expr2	def	e	x	p	r	l	(	s	e	l	f	):	i	f	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	_	e	x	i	s	t	e	(	):	return	0	t	=	s	e	l	f	.	



e	x	p	r	()	while	s	e	l	f	.	
s	u	i	v	a	n	t	_	e	s	t	(	'	*	'	)	or	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	.	e	s	t	(	'	/	'	)	or	self.suivant_est('	:	'	)	:	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	(	)	i	f	s	e	l	f	__ch	==	'	*	'	:	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.s	ui	va	nt	O	t	*=	s	e	l	f	.	e	x	p	r	()	e	ls	e	:	i	f	s	e	l	f	__ch	==	V	or	s	e	l	f	__	ch	==	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	(	)	t	/=	s	e	l	f	.	e	x	p	r	()	i	f	not	t	.	e	s	t	_	v	a	l	i	d	e	(	):	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	(	7	)	#	t	e	n
t	a	t	i	v	e	de	d	i	v	i	s	e	r	par	0	return	t	2	2	2	#	expr2	:	:	=	expr3	\	expr3	def	expr	(	s	e	l	f	)	:	i	f	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	_	e	x	i	s	t	e	(	):	return	0	negate	=	False	while	s	e	l	f	__ch	==	'	-	'	:	negate	=	not	negate	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	
s	u	i	v	a	n	t	(	)	t	=	self.expr3()	i	f	negate:	return	-t	e	ls	e	:	return	t	2	TJ	o	c	n	Û	UD	t	H	o	CM	(5)	XI	oi	>Q.	O	U	#	expr3	:	:	=	expr4	expr2	\	expr4	def	e	x	p	r	3	(	s	e	l	f	):	i	f	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	_	e	x	i	s	t	e	(	):	return	0	t	=	self.expr4()	i	f	s	e	l	f	.	s	ui	va	nt	_e	s	t	(	'	:	self	ch	=	s	e	l	f	.	su	iv	an	te	)	self	ch	=	s	e	l	f	.	su	iv	an	te	)	k	=	s	e	l	f	.	e	x	p	r	e)	i	f	not	k.est	_v	a	l	i	d
é	e	):	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	e	s	)	#	exposant	i	n	v	a	l	i	d	e	t	=	t	**	k	return	t	2	www.biblio-scientifique.net	289	290	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	#	expr4	;;=	\	'	(	'	expr	'	)	'	def	e	x	p	r	4	(	s	e	l	f	):	i	f	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	_	e	x	i	s	t	e	(	):	return	0	i	f	s	t	r	.	i	s	d	i	g	i	t	(	s	e	l	f	__ch):	t	=	self.naturel()	return	r	a	t	i	o	n	n	e	l	(	i	n	t	(	t	))	i	f	s	e	l	f	__ch	==	'
(	'	:	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	(	)	t	=	self.exprO	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	su	iv	a	nt	O	i	f	s	e	l	f	__ch	==	'	)	'	:	return	t	e	ls	e	:	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	(	l	G	)	#	manque	une	")	e	ls	e	:	s	e	l	f	.	e	r	r	e	u	r	(	9	)	#	manque	une	"("	return	0	#	naturel	:	:	=	('O'	|	'	!	'	|	'2'	|	'3'	|	'4'	def	n	a	t	u	r	e	l	(	s	e	l	f	)	:	n	=	i	n	t	(	s	e	l	f	__ch)	X	=	s	e	l	f	.	prochain_lu()	while	s	t	r	.	i	s	d	i	g	i	t
(	x	)	:	n	=	n	*	+	in	t(	x)	s	e	l	f	__ch	=	s	e	l	f	.	s	u	i	v	a	n	t	(	)	X	=	s	e	l	f	.	prochain_lu()	return	n	'5'	'6	'	7'	I	'8'	I	'9')*	1	0	Le	program	m	e	c	a	lc	2	.	py	Ce	programme	est	pratiquement	identique	au	programme	c	a	l	c	l	.	py,	avec	une	différence	no​	table	dans	la	manière	d’invoquer	l’évaluation	de	l’expression.	Il	suffit	ici	de	créer	une	créer	une	instance	d’un
objet	e	xp	re	ssio	n	,	ce	qui	entraîne	dès	la	construction	son	évaluation.	■a	o	c	u	Q	1—	H	o	(N	(5)	x:	gi	>O	U	Q.	c	a	lc	2	.p	y	from	expression	import	*	def	tests_automatiques():	e	=	expression!	"{	+	)	*	5	(1	+	1)	-	7	}")	p	r	i	n	t	(	"Exemple	de	c	a	lc	u	l	e)	p	r	i	n	t	(	e	.	v	a	l	e	u	r	!	),	'	'	)	#	donne	19	(	3	4	e	=	ex	pr	e	ss	io	n!	"!	2	"	3	2	2	}")	print	!	"Exemple	de	c
a	lc	u	l	:",	e)	p	r	i	n	t	(	e	.	v	a	l	e	u	r	!	)	,	'	'	)	#	donne	2417851639229258349412352	e	=	e	xp	re	ssi	o	n!	"!	(	9	+	l	)	*	!	7	+	2	*	5	)	}	"	)	print	!	"Exemple	de	c	a	lc	u	l	:",	e)	p	r	i	n	t	(	e	.	v	a	l	e	u	r	!	),	'	'	)	#	donne	170	www.biblio-scientifique.net	Classes	291	e	=	e	x	pr	e	ssi	o	n(	"{	3/7	-	2/7	:	(	5	;	14	)	}")	p	r	i	n	t	(	"Exemple	de	c	a	lc	u	l	e)	p	r	i	n	t	(	e	.	v	a	l	e	u	r
(	),	'	'	)	#	donne	-13/35	def	le	c	tu	re	_	e	x	pr	(	):	printC---")	p	r	i	n	t	(	"Calcul	suivant	(	l	a	i	s	s	e	r	vide	et	v	a	l	i	d	e	r	pour	q	u	i	t	t	e	r	)	:	"	)	return	i	n	p	u	t	0	def	b	o	u	c	le	(	):	expr	=	le	c	t	u	re	_	e	xp	r(	)	while	len(expr)	>	:	e	=	e	x	pr	e	ssi	o	n(	"{"	+	expr	+	"}")	p	r	i	n	t	(	e	.	
v	a	l	e	u	r	(	))	p	r	i	n	t	()	expr	=	le	c	tu	re	_	e	x	pr	()	0	i	f	_name_==	"__	main_":	tests_automatiques{	)	bo	u	c	le	()	6	6.1	P	o	ly	n	ô	m	e	s	e	t	f	r	a	c	t	io	n	s	r	a	t	io	n	n	e	lle	s	Présentation	du	projet	calcS	On	aborde	les	polynômes	et	les	fractions	rationnelles	sous	l	’angle	du	calcul	form	el	:	notre	but	est	de	construire	un	petit	calculateur	form	el,	devant	être	en
mesure	d’évaluer	par	exemple	des	1	/'	1	1	1	Q	Q	expressions	telles	que	-	—	I-----	1—	ou	(x	+	y)	-	(	j	c	-	y	)	.	2	3	4j	D	Û	VD	O	r\i	Nous	avons	choisi	d’écarter	d’emblée	les	nombres	décim	aux	(plus	exactement	les	nombres	réels	représentables	en	m	achine,	à	savoir	du	type	f	lo	a	t).	Dans	la	reconnaissance	d’une	forme	à	évaluer,	notre	calculateur	n’admet
comme	nombres	que	les	nombres	entiers	relatifs	en	écri​	ture	usuelle	(horm	is	d’éventuels	chiffres	0	à	gauche).	En	revanche,	le	calculateur	utilisera	la	forme	«	à	virgule	»	pour	exprim	er	un	nombre	décim	al	—	comme	le	veut	la	typographie	fran​	çaise—	le	cas	échéant.	ai	‘s_	>.	CL	O	D	’autre	part,	toutes	les	opérations	doivent	être	explicitem	ent	écrites
(à	la	différence	de	la	syn​	taxe	usuelle	de	Python,	nous	avons	retenu	le	symbole	d’accent	circonflexe	seul	A	pour	l’élé​	vation	en	puissance).	■a	O	c	U	Développons	par	exemple	la	fraction	:	3	■y	7	1	24^	www.biblio-scientifique.net	292	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	Le	programme	«	c	a	lc	3	»	donne	comme	réponse	(au	form	at	près
de	la	sortie	^	—	:	98344960000x'^	+	84295680000x^	+	27095040000jc^+	3870720000X	+	207360000	2517630976y4	-	1573519360y3	+368793600/	-38416000y+	1500625
_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________	À	titre	de	comparaison,	voici	la	réponse	proposée	par	le	logiciel	«	maxima	»	^	:	207360000	+	2517630976y4	-	1573519360y3	+368793600y2	-38416000y+
1500625	552960000X	+	359661568y4	-	224788480y3	+	52684800y2	-	5488000y	+	214375	552960000x^	51380224y4	-3	2	1	12640y3	+	7526400y2	-784000y	+	30625	+	245760000x^^	+	7340032y4	-	4587520y3	+	1075200y2	-	112000y	+	4375	40960000x^	1048576y4	-	655360y3	+	153600y2	-	16000y	+	625	6.2	6.2.1	Exemples	d’utilisation	de	calc3
Utilisation	directe	comme	programme	depuis	la	console	Nous	avons	ci-dessous	reproduit	en	partie	un	exemple	d’utilisation	du	programme	c	a	lc	3	.	py	depuis	une	console	:	--------------------------------------------------------------	[	Term	inal]	------------------------------------------------------------------------------------------------------------	$	.	/	ca	lc	3	.p	y	calc3:	1>	l/	3	*	(	l/	2	+	1/3	+	1/4)
13/36	calc3:	2>	(x+yl'^B	-	(x	-	y)^3	TJ	O	c	rj	Q	kD	O	rs]	6	*	x'^2*y	+	2	*	y^3	calc3:	3>	$	(S)	ai	>•	CL	O	U	6.2.2	Utilisation	sous	forme	de	module	depuis	un	programme	Comme	la	souplesse	du	langage	Python	nous	le	permet,	nous	pouvons	utiliser	directement	(à	l'im	portation	près)	notre	module	e	x	p	re	s	s	io	n	.	
py	présent	dans	le	programme	«	c	a	lc	3	»	pour	effectuer	divers	calculs.	Considérons	par	exemple	l’énoncé	suivant	:	2.	la	sortie	est	celle	délivrée	par	le	programmecalcB	dans	sa	version	en	Python	2.7.	3.	maxima	est	un	logiciel	libre,	disponible	à	l’adresse	:	,	sourceforge.net.	www.biblio-scientifique.net	Classes	Exercice	69.	Soient	{Un)neN	et	tuellement
récurrentes	:	293	deux	suites	réelles	données	par	les	définitions	m	u​	uo	=	2	e	t	vq	=	-3	Un+l	=	-	U	n	~	V	n	,	4	\	/	n	^	0	5	i^n+i	=	-	U	n	+	-i^	n	,	On	pose	de	plus	:	Vw	e	N	,	-h	,	où	A:	désigne	un	réel.	a)	Montrer	que,	pour	certaines	valeurs	particulières	de	к	que	Гоп	précisera,	la	suite	cor​	respondante	est	une	suite	géométrique.	b)	En	déduire	une
expression	indépendante	de	chacun	des	termes	Un	et	Vn.	On	laisse	en	exercice	au	lecteur	le	fait	de	démontrer	que	la	suite	1	3	les	deux	valeurs	k\	=	-	et	ko	2	est	géométrique	pour	2	Afin	d’illustrer	ru	tilisatio	n	du	module	«	e	x	p	re	s	s	io	n	.	py	»,	nous	allons	voir	comment	nous	pouvons	observer	le	comportement	des	trois	suites.	On	peut	par	exemple
calculer	les	dix	pre​	m	iers	termes	de	chacune	des	trois	suites,	et	afficher	les	premiers	quotients	Solution.	exemplel.py	from	modules_calc3	import	*	#	#	s	u	i	t	e	U	(	d	é	f	i	n	i	e	par	récurrence)	#	def	u_suivant(u,	v	)	:	return	(-U	-	v)	-O	O	c	ГЗ	Q	Ю	'i—	H	O	ГМ	XI	CT	>•	Q	.	O	U	#	#	s	u	i	t	e	V	(	d	é	f	i	n	i	e	par	récurrence)	#	a	=
ex_t.expression("4/3").lire_valeur()	b	=	GX_t.expression("5/3").lire_valGur()	def	v_suivant(u,	v	)	:	gl	ob	al	a	gl	ob	al	b	return	(a	*	u	+	b	*	v)	#	#	s	u	i	t	e	t	(combinaison	l	i	n	é	a	i	r	e	de	u	e	t	v)	#	def	t	(	u,	V,	k	)	:	return	(u	+	k	*	v)	www.biblio-scientifique.net	:	294	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	#	#	premiers	termes	#	u	=	ex	_t	.e	xp	re
ss	io	n(	"	"	)	.	l	i	r	e	_	v	a	l	e	u	r	(	)	v	=	e	x	_	t	.	e	x	p	r	e	s	s	i	o	n	(	"	-	3	"	)	.l	i	r	e	_	v	a	l	e	u	r	(	)	_	0	2	_	0	#	#	c	a	l	c	u	l	e	t	impression	des	dix	premiers	termes	de	chaque	s	u	i	t	e	#	def	c	a	l	c	u	l	s	(	k	)	:	U,	V	=	u_0,	v_0	fo	r	n	in	range(	):	print("u_"	+	s	t	r	(	n	)	,	u)	print("v_"	+	s	t	r	(	n	)	,	v)	1	0	d	=	t	(	u,	V,	k)	print("k_"	+	s	t	r	{	n	)	,	d)	if	n	>	:	p	r	i	n	t	(	"quotient
=",	d/m)	m=	d	p	r	i	n	t	()	0	U,	V	=	u_suivant(u,	v	)	,	v_suivant(u,	v)	#	#	calculs	#	print	(	"	.........")	k	=	ex_t.expressionC'k").lire_valeur()	c	a	lc	ul	s(	k)	print	(	"	........."	)	k	=	e	x	_	t	.	expr	ess	io	n(	"	/	"	)	.	l	i	r	e	_	v	a	l	e	u	r	(	)	ca	lc	u	ls	(k	)	1	TJ	O	c	=3	Q	y£>	I	O	r\l	(y)	2	print	(	"	.........	
")	k	=	ex_t.expression("3/2").lire_valeur()	ca	lc	u	ls	(k	)	XI	DJ	>Q	.	
O	U	On	pourra	au	passage	observer	la	forme	générale	inattendue	prise	par	la	raison	de	la	suite	Les	connaissances	d’algèbre	linéaire	permettent	d’exam	iner	la	situation	du	point	de	vue	m	a​	triciel.	Le	traitem	ent	du	problème	fait	intervenir	la	m	atrice	A	:	4	-1	5	^3	3	(	-1	www.biblio-scientifique.net	Classes	295	On	montre	ci-dessous	comment	établir
avec	la	librairie	c	a	lc	3	le	polynôme	«	det	(A	-	AI)	»	utile	à	la	diagonalisation	de	la	m	atrice	A.	Pour	sim	plifier	le	code	et	tenir	compte	du	fait	que	c	a	lc3	m	anipule	uniquem	ent	des	entités	dont	le	nom	est	lim	ité	à	une	lettre	unique,	nous	adopterons	la	convention	x	=	X	dans	ce	qui	suit.	from	expression	import	*	#	#	la	fonction	msomO	c	i	-	d	es	s	o	u	s	e
s	t	c	e	l	l	e	vue	au	c	h	ap	i	tr	e	3	#	def	msom(A,B):	i	f	lignes(A)	!=	lignes(B)	or	cols(A)	!=	cols(B):	return	"	T	a	i	l	l	e	s	non	compatibles"	e	ls	e	:	return	[	[	A[	i	]	[	j	]	+	B[	i	]	[	j	]	f	o	r	j	in	cols(A)]	f	o	r	i	in	lignes(A)	#	#	impression	de	la	matrice	M	"à	la	maxima"	#	def	montrer_matrice(M):	fo	r	k	in	M:	s	=	"\	t[	"	fo	r	a	in	k:	s	+=	"\t"	+	s	t	r	(	a	)	p	r	i	n	t	(s	+	"]")	#
#	c	o	n	s	t	r	u	c	t	io	n	de	la	matrice	A	#	a	i	l	=	ex_t.expression("-l").lire_valeur()	a	l	=	ex_t.expression("-l").lire_valeur()	a21	=	e	x	_	t	.e	x	p	r	e	s	s	io	n	!"	4	/	3"	).	l	i	r	e	_	v	a	l	e	u	r	(	)	a22	=	e	x	_	t	.	e	x	p	r	e	s	s	io	n	(	"	5	/	3	"	)	.l	ir	e	_	v	a	le	u	r	(	)	A	=	[	[	a	i	l	,	a	l	2	]	,	[a21,	a22]]	2	TJ	O	c	rj	Q	tH	O	(N	x:	OJ	>O	CL	U	montrer_matrice(A)	#	#	c	o	n	s	t	r	u	c	t	io	n
de	la	matrice	B	=	-x	*I	#	=	bll	bl	b	b22	B	=	X	2	2	1	e	x	_	t	.	
e	x	p	r	e	s	s	io	n	!	"	x	"	)	.	l	i	r	e	_	v	a	l	e	u	r	!	)	=	-X	=	e	x_	t.	e	xp	re	ss	io	n!	"©	").	li	re	_v	al	eu	r!	)	=	e	x_	t.	e	xp	re	ss	io	n!	"©	").	
li	re	_v	al	eu	r!	)	=	-X	[	[	b	l	l	,	b	l	2	]	,	[b21,	b22]]	#	#	matrice	S	=	(A	-	x	*	Id	)	#	S	=	msom!A,	B)	www.biblio-scientifique.net	296	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	montrer_matrice(S)	#	#	déterminant	de	la	matrice	5	#	det	=	S[0][0]	*	S	[1	][1	]	-	S	[0	][1	]	*	S	[1	][0]	p	r	i	n	t	(det)	On	observera	notamment	le	fonctionnement	et	Tutilité
d’une	bonne	abstraction	des	types	de	donnée	:	le	respect	de	cette	règle	de	conception	est	la	garantie	que	nous	avions	de	pou​	voir	réutiliser	san	s	a	u	c	u	n	e	m	o	d	ific	a	tio	n	la	procédure	msom(	)	définie	auparavant	et	de	façon	totalement	indépendante	au	chapitre	3.	Le	programme	nous	donne	une	vue	de	la	m	atrice	«A	-	A	I	»	et	son	déterminant	(la
sortie	du	programme	est	sans	fioritures)	:	Terminal	[(-1	)	[4/3	[(-1	)	(-1)1	5/3]	X	+	(-1)	(-1)1	[4/3	(-1)	*	X	+	5/3]	'2	+	(-2/3)	*	X	+	(-1/3)	Nous	n’irons	pas	plus	loin	sur	cet	exemple	car	notre	propos	était	de	fournir	une	preuve	de	fonctionnement	du	projet	«	c	a	lc	3	».	La	boîte	à	outils	du	projet	ne	demande	qu’à	être	complé​	tée	par	son	utilisateur	en	fonction
de	ses	propres	besoins.	Signalons	enfin	l’existence	—	pour	le	calcul	numérique	et	le	calcul	formel	avec	Python	—	de	nombreux	projets,	dont	les	programmes	NumPy	et	SymPy,	conçus	pour	Python,	sans	oublier	le	vaste	projet	SAGE.	■a	O	c	D	Û	KD	tH	O	CM	(y)	JZ	ai	>•	CL	O	U	6.3	Les	types	et	leurs	opérations	Dans	la	définition	de	notre	projet	de
calculateur,	nous	faisons	l’hypothèse	raisonnable	que	Python	m	anipule	convenablement	les	nombres	entiers	relatifs,	y	com	pris	les	entiers	de	très	grandes	valeurs	(ce	qui	n’est	hélas	pas	le	cas	d’une	m	ajorité	de	langages),	sans	autres	lim	ites	que	celles	imposées	par	l’environnement	d’exécution	de	Python	(consulter	la	documenta​	tion	de	Python
concernant	les	types	natifs).	Nous	donnons	dans	le	tableau	suivant	les	opérations	internes	selon	le	type	des	opérandes	:	type	entier	rel.	nombre	rat.	
polynôme	fraction	rat.	-h	✓	✓	✓	✓	✓	✓	✓	✓	A	X	✓	✓	✓	✓	✓	✓	exposant	dans	N	exposant	dans	Z	exposant	dans	N	exposant	dans	Z	www.biblio-scientifique.net	Classes	297	Précisons	que,	pour	notre	étude,	non	écartons	les	exposants	non	explicites.	Nous	traduisons	directement	ces	choix	en	données	structurées	sous	forme	de	hiérarchies	d’objets.	Pour
implémenter	ces	types,	nous	utiliserons	les	structures	de	données	suivantes	:	-	entier	:	un	objet	du	type	e	n	tie	г	est	basé	sur	le	type	natif	long.	Comme	les	autres	types,	il	comporte	un	indicateur	de	validité.	-	nombre	rationnel	:	comme	on	s’en	doute,	un	ra	tio	n	n	e	l	est	une	paire	de	deux	e	n	tie	r	.	Lors	de	sa	création,	un	objet	ra	tio	n	n	e	l	est
systématiquement	norm	alisé,	c’est-à-dire	réduit,	avec	le	dénom	inateur	rendu	positif.	Les	autres	modules	du	programme	tiennent	pour	acquis	qu’un	ra	tio	n	n	e	l	est	norm	alisé.	-	monôme	:	un	monôme	peut	être	vu	comme	un	nœud	dans	un	arbre	binaire	de	re​	cherche.	Plus	précisém	ent,	un	nœud	d’arbre	binaire	représentant	un	polynôme	com​	porte
un	membre	de	type	monome.	Un	monome	est	alors	l’agrégation	d’un	coefficient	(de	type	ra	tio	n	n	e	l)	et	d’une	chaîne	de	caractères,	développant	en	extension	toutes	les	in	​	déterminées	du	monôme.	-	polynôme	:	pour	représenter	un	tel	objet,	nous	avons	retenu	la	structure	d’arbre	binaire	de	recherche,	et	non	celle	de	liste,	comme	on	pourrait	y	songer
à	première	vue.	En	ef​	fet,	nous	définissons	un	«	ordre	»	sur	les	monômes,	d’où	l’intérêt	d’un	arbre	binaire	de	recherche.	Ce	type	de	structure	facilite	en	effet	considérablem	ent	la	conservation	de	l’ordre	lors	de	l’insertion	ou	de	la	suppression	d’un	élément	de	l’arbre.	On	peut	évi​	demment	obtenir	une	conservation	de	l’ordre	des	monômes	sur	une	liste,
mais	au	prix	d’algorithmes	plus	complexes	ou	moins	efficaces.	On	notera	au	passage	que	nous	u	ti​	lisons,	pour	la	m	ultiplication	des	polynômes,	un	parcours	de	l’arbre	en	largeur,	pour	appliquer	ensuite	la	règle	usuelle	de	distributivité.	-	fraction	rationnelle	:	un	tel	objet	est	constitué	de	deux	polynômes.	-	pour	la	lecture	de	l’expression,	nous	utiliserons
une	structure	de	queue	LIFO	présentée	précédemment.	Nous	avons	privilégié	les	listes	natives	de	Python.	■a	O	c	D	Û	-	pour	l’évaluation	de	l’expression,	nous	avons	repris	l’im	plém	entation	du	programme	calc2,	en	la	m	odifiant	légèrement	afin	de	calculer	d’emblée	sur	des	entiers	ou	des	litté​	raux,	avec	cette	fois	le	type	f	ra	c	tio	n	comme	type	de
base	pour	les	calculs.	1-4	O	(N	soiz	>•	O	Pour	ce	dernier	point,	nous	avons	effectué	un	nouveau	choix	d’im	plém	entation.	Présentons	une	première	possibilité	(les	types	ci-dessous	sont	factices,	dans	le	seul	but	d’illustration)	:	Q.	U	-------------------------	[	T	erm	inal]	------------------------------------------------------------------------------------------------------------	»	>	a	=
polynomeC'x	+	")	»	>	b	=	f	raction	(	"	/x"	)	»>	c	=	a	+	b	»>	1	1	Du	point	de	vue	de	l’utilisateur	des	classes,	nous	avons	décidé	de	définir	nos	objets	pour	l’utilisation	suivante	:	www.biblio-scientifique.net	298	Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	[	Terminal	>	»	a	=	expression("x	+	")	»	>	b	=	e	xp	r	e	ss	i	o	n	(	"	/	x	"	)	»>	c	=	a	+	b	»>	1	1
Nous	avons	choisi	d’écarter	la	première	im	plém	entation,	afin	de	conserver	des	variables	a	et	b	déclarées	de	nature	homogène.	Au	contraire,	dans	le	prem	ier	cas,	nous	aurions	eu	à	gérer	les	nombreuses	situations	de	conversion	de	types.	Par	exemple,	pour	la	seule	addition,	nous	aurions	eu	à	exam	iner	nous-mêmes	les	situations	d’hétérogénéité	des
arguments	(c’est-à-dire	en	concevoir	les	méthodes)	:	-	une	méthode	d’addition	«	entier	relatif	-i-	rationnel	»	;	-	une	méthode	«	rationnel	-i-	entier	relatif	»	(notre	addition	doit	être	commutative)	;	-	une	méthode	«	entier	relatif	-i-	polynôme	»	;	-	une	méthode	«	polynôme	-i-	entier	relatif	»	;	-	une	méthode	«	entier	relatif	+	fraction	rationnelle	»	;	-	sans
oublier	les	opérations	internes	qui	sont	codées	au	sein	de	chaque	type.	Les	deux	premières	lignes	ci-dessus	illustrent	la	nécessité	de	décrire	la	comm	utativité	de	l’ad​	dition	dans	l’écriture	des	méthodes	d’addition	des	types	définis	par	le	concepteur	du	pro​	gramme.	Par	exemple,	les	appels	:	a	d	d	it	io	n	(	e	n	t	ie	r	(	2	)	,	r	a	t	io	n	n	e	l(	l,	3	))	a	d	d	it	io	n
!r	a	t	io	n	n	e	l(	l,	3	)	,	e	n	t	ie	r	(	2	)	)	TJ	O	c	D	Q	kD	O	rs]	DJ	>Q	.	O	U	doivent	produire	la	même	valeur	en	retour,	alors	que	les	types	respectifs	des	deux	arguments	sont	distincts.	Cette	approche	entraîne	un	contrôle	de	type	nécessaire	pour	chaque	argument,	ainsi	qu’une	conversion	si	besoin.	L’approche	retenue	consiste	quant	à	elle	à	considérer	par
exemple	«	23	»	et	«	x	»	im	médiatement	comme	deux	fractions	rationnelles	particulières.	Pour	term	iner	la	description	de	nos	types	de	données,	signalons	que	nos	types	numériques,	polynômes	et	fractions	sont	en	outre	m	unis	d’un	indicateur	d’état	de	validité,	destiné	à	:	a)	vérifier	la	validité	mathématique	des	opérations	(une	tentative	de	division	par
zéro	;	un	polynôme	est	considéré	valide	si	et	seulement	si	chaque	monôme	est	valid	e...)	;	b)	sim	plifier	le	flot	d’exécution	du	programme	en	cas	d’erreur	dans	un	calcul	(une	opéra​	tion	non	définie	par	exemple).	Dans	la	situation	où	une	instance	mathématiquement	invalide	d’un	objet	doit	être	utilisée,	nous	donnons	des	valeurs	par	défaut	pour	cette
instance	(par	exemple,	on	choisira	l’in	s​	tance	ra	tio	n	n	e	l	(	e	n	t	ie	r	(	G	)	,	e	n	t	i	e	r	(	l	)	,	F	a	ls	e	)	pour	représenter	un	nombre	rationnel	www.biblio-scientifique.net	Classes	299	non	défini)	:	de	la	sorte,	un	objet	représentant	une	valeur	numérique	possède	toujours	une	valeur,	que	cette	dernière	soit	valide	ou	non.	Cette	disposition	consistant	à
accorder	la	même	im	portance	au	traitement	de	l’erreur	et	aux	traitem	ents	mathématiques	est	à	rapprocher	de	l’utilisation	du	mécanisme	d’exception	vu	dans	les	chapitres	précédents.	Nous	faisons	ic	i	un	autre	choix,	qui	accorde	une	attention	égale	au	traitem	ent	des	erreurs	et	des	calculs,	soit	considérer	l’erreur	mathématique	comme	une	situation
banale	et	pas	exceptionnelle	en	terme	de	probabilité	d’apparition.	
Par	ailleurs,	nous	avons	parfois	choisi	d’utiliser	nos	propres	types	de	données,	là	où	Python	délivre	des	types	de	nature	assez	proche.	Les	types	natifs	doivent	être	préférés	dès	qu’ils	conviennent	parfaitem	ent	au	problème	étudié.	S’il	est	contraire,	notre	choix	est	pourtant	mo​	tivé	par	la	possibilité	de	transfert	vers	d’autres	langages	de	programmation
dans	lesquels	cer​	tains	types	ne	seraient	pas	définis	au	sein	du	langage	(contrairem	ent	à	beaucoup	d’autres.	Python	propose	par	exemple	un	type	pour	la	notion	de	liste).	Signalons	enfin	qu’une	notice	accompagne	le	programme	«	c	a	lcB	»,	en	présentant	les	choix	retenus	pour	le	développement	:	elle	se	trouve	dans	l’archive	des	programmes	du	livre,
dispo​	nible	en	ligne	sur	le	site	de	l’éditeur.	6.4	Pour	aller	plus	loin	Dans	le	projet	c	a	lc	3	,	nous	en	sommes	restés,	en	ce	qui	concerne	les	exposants,	aux	nombres	entiers	relatifs	explicites	;	ce	qui	exclut	de	toute	évaluation	des	constructions	telles	que	(	4	9	^	o	u	f	l"	X	f	l^	.	En	guise	de	prolongement,	on	peut	faire	évoluer	l	’im	plém	entation	de	c	a	lc3
de	manière	à	supprim	er	ces	lim	itations.	Il	«	suffit	»	pour	cela,	de	considérer	que	le	type	de	base	pour	les	calculs	n’est	plus	cette	fois	notre	type	f	ra	c	tio	n	mais	un	arbre	binaire.	■a	O	c	D	Û	kD	O	rs]	ai	>•	Q.	O	L’évaluation	de	cet	arbre	peut	donner	selon	le	cas	un	nombre	ou	une	fraction	rationnelle	au	sens	large,	ou	bien	en	cas	d’im	possibilité
d’expression	du	résultat	par	de	tels	types,	l’expres​	sion	initiale	non	évaluée.	Le	projet	c	a	l	c	l	peut	constituer	un	bon	point	de	départ	pour	cette	im	plém	entation	d’un	type	d’objet	à	vocation	calculatoire	sous	la	forme	d’arbre	binaire.	Si	l’on	y	regarde	de	plus	près,	on	comprend	que	nous	avons	déjà	effectué	une	telle	démarche	dans	l’adaptation	du
projet	c	a	lc2	en	c	a	lc	3	,	par	quelques	simples	m	odifications	dans	la	tra​	duction	de	notre	grammaire,	au	niveau	du	module	e	x	p	re	s	s	io	n	.	py.	On	sent	alors	toute	la	puissance	d’abstraction	fournie	par	les	concepts	de	la	programmation	orientée	objet.	Ainsi	un	bon	découpage	des	objets,	et	de	leurs	interactions	m	utuelles,	peut	garantir	qu’un	change​‐
ment	dans	l	’im	plém	entation	d’un	objet	n’a	que	peu	d’effets	de	bord	sur	les	autres	objets	mis	en	jeu	dans	le	programme.	U	On	pourra	également	s’intéresser	à	la	dérivation	form	elle	ou	au	calcul	intégral,	ainsi	qu’au	calcul	propositionnel,	en	considérant	un	type	booléen	et	ses	opérations.	Enfin,	un	autre	type	de	prolongation	de	ce	que	nous	avons
étudié	est	la	réalisation	d’un	petit	langage	de	programmation.	Là	encore,	on	pourra	considérer	qu’une	grammaire	étant	fixée	pour	un	langage	(de	programmation),	on	peut	traduire	à	l’aide	des	constructions	reconnues	par	ce	langage,	un	programme	en	un	arbre	utilisable	par	un	interprète	ou	un	compilateur.	www.biblio-scientifique.net	300
Programmation	en	Python	pour	les	mathématiques	Pour	conclure,	signalons	que	le	code	source	complet	du	projet	calc3	est	disponible	en	ligne	sur	le	site	de	l’éditeur	consacré	au	livre.	7	E	x	e	r	c	ic	e	s	d	’e	n	t	r	a	în	e	m	e	n	t	Les	corrigés	so	n	t	disponibles	sur	le	site	du	n	od.com	à	p	a	rtir	d	e	la	page	d'accueil	d	e	l'ouvrage.	Exercice	70.	On	utilise	pour
cet	exercice	le	type	l	i	s	t	standard	de	Python.	On	demande	de	créer	un	nouveau	type	objet	m	a	lis	te	qui	étend	les	méthodes	du	type	natif	l	i	s	t	avec	les	fonctions	suivantes	:	-	la	méthode	in	s	c	r	i	re	{)	place	par	défaut	un	nouvel	élément	en	fin	de	liste	;	-	la	méthode	e	xt	r	a	i	re	(	)	extrait	par	défaut	le	prem	ier	élément	de	la	liste	;	-	la	méthode	l	i	r	e	(	)
permet	de	consulter,	sans	l’extraire,	le	prem	ier	élément	de	la	liste.	Par	défaut	le	comportement	de	la	classe	m	a	lis	te	est	celui	d’une	structure	de	file.	On	demande	ensuite	de	créer	deux	classes	filles	maf	i	l	e	et	m	apile	qui	héritent	de	la	classe	m	a	lis	te	,	pour	la	spécialiser	respectivement	en	deux	structures	de	file	et	de	pile.	Exercice	71.	
On	s’intéresse	ici	à	l’évaluation	d’une	expression	mathématique	telle	que	:	4	x	(2	+	3	)	-	5	,	préalablement	traduite	en	notation	postfixe,	c’est-à-dire	:	«	4	;	2	;	3	;	-i-	;	x	;	5	;	-	».	On	se	lim	itera	pour	sim	plifier	aux	nombres	écrits	avec	un	chiffre	décimal	unique,	et	aux	quatre	opérations,	et	on	supposera	que	l’expression	à	évaluer	est	mathématiquement
cor​	recte	et	bien	formée.	En	s’appuyant	sur	les	classes	maf	i	l	e	et	m	apile	réalisées	dans	l’exercice	précédent,	on	de​	mande	d’écrire	un	programme	qui	évalue	l’expression	postfixe.	■a	O	c	D	Û	tH	O	CM	La	traduction	de	l’expression	mathématique	de	la	forme	usuelle	vers	la	notation	postfixe	constitue	un	autre	sujet	d’étude	:	pour	cela,	on	pourra	par
exemple	se	reporter	à	l’algorithme	«	Shunting	Yard	»	(aiguillage	ferroviaire)	décrit	par	Edsger	D	ijkstra	.	Exercice	72.	(Fractions	continues	-	2®partie)	On	rappelle	la	convention	adoptée	pour	repré​	senter	les	fractions	continues	sous	forme	de	listes	:	(y)	111	4-1	XI	CTI	>Q.	O	1	=	2+	1+	3+	U	1	1	2+	4	c’est-à-dire	:	111	=	[2;1;3;2;4]	On	demande
d’écrire	un	programme	qui	donne	la	fraction	réduite	d’un	nombre	rationnel	désigné	par	sa	représentation	sous	forme	de	liste	d’entiers.	www.biblio-scientifique.net	Classes	301	F	ig	u	re	6.15	-	Un	arbre	équilibré	en	profondeur	:	une	rotation	à	gauche	puis	une	rotation	à	droite	rééquilibrent	Farbre	en	hauteur.	Exercice	73.	On	s’intéresse	dans	cet
exercice	à	la	représentation	d’un	irrationnel	quadratique	du	type	\Æ	,	k	entier	naturel	non	carré	parfait,	sous	la	forme	d’une	fraction	continue	:	on	sait	dans	ce	cas	que	le	développement	est	périodique.	L’algorithme	suivant	permet	de	mener	à	bien	le	calcul	de	la	période,	à	partir	de	trois	suites	récurrentes	{an)n£N>	i	^n)	neN	à	valeurs	dans	N,
définies	par	:	ao	=	[	k\	,	do	=	l	,	mo	=	0	puis	:	f^	n	+	i	—^	n	d	n	^	n	>	d	fi+	i	—	k	-	m	^n+l	i	dn	y	^n+l	—	^0	+	^72+1	d	n+l	Les	calculs	successifs	des	triplets	(m	„,	dn,	cin)	aboutissent	à	un	triplet	déjà	obtenu,	auquel	cas	la	période	est	atteinte	:	\/lc	^ClQfClifCl2}’	-’	}Clp^	Par	exemple,	on	a	:	V	u	=	[3,1,2,1,6]	(source	:	«	h	t	t	p	:/	/	e	n	.w	ik	ip	e	d	ia	.	
o	rg/w	iki/M	ethods_of_com	puting_square_roots	»)	TJ	O	c	13	û	y£>	1—1	O	rs]	(S)	ai	>•	Q	.	O	(J	On	demande	de	réaliser	un	programme	donnant	le	développement	sous	fraction	de	fraction	continue	pour	un	irrationnel	quadratique	du	type	y/	k,	k	e	N	.	Exercice	74.	On	connaît	l’existence	d’arbres	binaires	dégénérés,	qui	perdent	leur	performance	quand
il	s’agit	d’effectuer	un	parcours.	
Pour	éviter	cet	inconvénient,	on	peut	utiliser	la	notion	d’arbre	équilibré	en	profondeur,	aussi	appelé	«	arbre	AVL	»	(du	nom	de	ses	inventeurs	Georgii	A	d	e	l	s	o	n	-V	elskii	et	Evguenii	La	n	d	i	s	).	Pour	chaque	nœud,	on	calcule	la	différence	de	hauteur	entre	les	sous-arbres	gauche	et	droit.	Pour	insérer	un	nouveau	nœud	dans	l’arbre,	on	impose	de	m
aintenir	une	différence	des	hau​	teurs	valant	-1	,	0	ou	1,	éventuellement	au	moyen	de	«rotations»	des	sous-arbres,	comme	montré	sur	la	figure	6.15.	On	demande	de	réaliser	un	programme	construisant	un	arbre	AVL.	www.biblio-scientifique.net	Bibliographie	[ALSU07]	Alfred	Ано,	M	on	ica	La	m	,	Ravi	S	ethi	et	Jeffrey	U	llman	C	o	m	p	ila	te	u	rs	:	prin
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N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Ecritures	fractionnaires	Ecriture	fractionnaire	et	décimale.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,
Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Fraction	décimales	Fraction,	partage.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Fiches	de	révision	-	1
exercice	de	chaque.	Exercices	fractions	1	-	correction	fractions	1,	Exercices	fractions	2	-	correction	fractions	2,	Exercices	fractions	3	-	correction	fractions	3,	Exercices	fractions	4	-	correction	fractions	4,	UNITES	Conversion	d'unités	d'aire.	
Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Aires	élémentaires	Conversion	d'unités	de	volume.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche
d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Volume,	Chgt	d'unités	Conversion	d'unités.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-
correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Longueur,	masse,	durée	Fiches	de	révision	-	1	exercice	de	chaque.	Exercices	conversion	unités	1	-	correction	unités	1,	Exercices	conversion	unités	2	-	correction	unités	2,	Exercices	conversion	unités	3	-	correction	unités	3,	Exercices	conversion	unités	4	-
correction	unités	4,	GEOMETRIE	droites,	demi-droites,	segments.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Propriétés	sur	les	droites.	Fiche	d'exercices	N°1	-
correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Droites	perpendiculaires	et	parallèles.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices
N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Parallèle-Perpendiculaire	Symétrie	et	quadrillage.	Fiche	d'exercices	N°1	-	Correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	Correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	Correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche
d'exercices	N°4	-	Correction	fiche	d'exercices	N°4,	Construction	symétriques	Représentation	dans	l'espace.	
Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Pavés	droits	Aire	et	quadrillage.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-
correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Mesure	des	angles.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche
d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	Nature	des	angles	Construire	des	angles.	Fiche	d'exercices	N°1	-	correction	fiche	d'exercices	N°1,	Fiche	d'exercices	N°2	-	correction	fiche	d'exercices	N°2,	Fiche	d'exercices	N°3	-	correction	fiche	d'exercices	N°3,	Fiche	d'exercices	N°4	-	correction	fiche	d'exercices	N°4,	tracer	un	angle	Fiches	de
révision	-	1	exercice	de	chaque.	Exercices	de	géométrie	1	-	correction	de	géométrie	1,	Exercices	de	géométrie	2	-	correction	de	géométrie	2,	Exercices	de	géométrie	3	-	correction	de	géométrie	3,	Exercices	de	géométrie	4	-	correction	de	géométrie	4,	La	classe	de	6ème	marque	la	fin	du	cycle	3	qui	regroupe	les	classes	de	CM1,	CM2	et	6ème.	La
progression	en	Mathématiques	lors	de	cette	année	particulière	peut	se	diviser	en	3	périodes.	La	première	période	sert	généralement	à	consolider	les	acquis	du	CM2	concernant	les	grands	nombres	(million	et	milliard)	en	les	utilisant	dans	des	situations	diverses	et	variées.	Les	fractions	sont	révisées	et	en	particulier	la	somme	de	fraction	avec
dénominateur	commun.	Dans	le	prolongement	de	ce	qui	est	fait	en	CM2,	l'élève	travaille	également	sur	les	nombres	décimaux	avec	2	à	3	chiffres	après	la	virgule	ainsi	que	sur	les	nombres	fractionnaires.	La	multiplication	et	la	division	par	10,	100	et	1000	sont	également	revues	durant	cette	première	période.	Au	second	trimestre,	une	quatrième
décimale	est	introduite	pour	les	nombres	décimaux,	les	élèves	apprennent	également	à	multiplier	les	nombres	entiers	et	décimaux	par	0,1	et	0,5.	Le	travail	sur	les	fractions	est	poursuivi	et	la	notion	de	pourcentage	est	alors	introduite.	L'application	des	pourcentages	dans	diverses	situations	sera	faite	lors	du	troisième	trimestre.	C'est	également	durant
cette	seconde	période	que	les	élèves	voient	la	multiplication	des	nombres	décimaux	entre-eux.	
L'étude	des	priorités	opératoires	et	l'utilisation	des	algorithmes	opératoires	font	l'objet	d'un	travail	continu	sur	l'ensemble	de	l'année.	Les	exercices	de	cette	page	couvrent	l'ensemble	du	programme	de	mathématiques	de	la	6ème.	Les	exercices	sont	au	format	Pdf	avec	corrigé.	Ils	sont	répartis	en	5	chapitres.	Le	premier	chapitre	regroupe	les	exercices
de	calcul	mental	et	les	exercices	sur	les	différentes	opérations.	Le	second	chapitre	est	dédié	au	nombres	décimaux.	L'élève	y	trouvera	en	particulier	des	exercices	pour	apprendre	à	placer	une	virgule,	des	exercices	de	décomposition,	classement	et	écriture	des	nombres	décimaux	ainsi	que	des	exercices	pour	apprendre	à	arrondir	les	nombres
décimaux.	Dans	le	troisième	chapitre,	sont	regroupés	les	exercices	sur	les	fractions.	Dans	ce	chapitre,	la	notion	d'abscisse	en	relation	avec	les	fractions	y	est	abordée,	et	il	y	a	également	des	exercices	sur	l'écriture	fractionnaire	et	décimale	ainsi	que	sur	le	partage.	Le	chapitre	suivant	aborde	les	problèmes	de	conversion	d'unités	en	6ème	(unités	d'aire
et	de	volume).	Enfin,	le	dernier	chapitre	est	relatif	à	la	géométrie	qui	est	une	grosse	partie	du	programme	de	mathématiques	de	la	6ème.	Pour	les	élèves	de	ciquième,	le	lien	suivant	les	conduira	vers	la	page	d'exercices	de	math	pour	la	5ème	tandis	que	celui	ci	mène	aux	exercices	de	4ème	et	cet	autre,	aux	exercices	de	mathématiques	pour	la	3ème.
Nouveautés	Avril	2020	:	Pour	la	grande	majorité	des	exercices	de	cette	page,	nous	avons	inséré	avec	l'aimable	autorisation	du	site	Les	Bons	Profs	quelques	vidéos	de	cours	de	manière	à	appréhender	plus	facilement	les	notions	essentielles	nécessaires	à	leur	résolution.	Cours	et	exercices	corrigés	supplémentaires	Calcul	-	Opérations	Nombres
décimaux	Fractions	Unités	Géométrie


