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Exercice multiplication a virgule 6eme pdf

D éception, notre tentative échoue : on rem arq u e que la valeur 3 a p o u rta n t bel et bien été récupérée p ar le program m e et que la variable x sem ble co n ten ir I’entier 3. Or il n ‘en est rien. Ce que contient la variable x, c’est la chaine de caractéres "3". Et u n e chaine de caractére ne peu t étre élevée au carré. D’ou la nécessité de parler t6 t ou
tard du type d 'u n objet... Sans trop entrer dans les détails du fo n ctionnem ent d 'u n ordinateur, rappelons que to u te inform ation, et en particulier le con ten u d 'une variable, doivent étre codés en binaire. Mais le « dictionnaire » p o u r coder ou décoder le co n ten u d 'u n e variable ne sera pas le m ém e suivant que I'on a affaire aun e n tier,
u n nom bre en no tatio n scientifique ou u n e chaine de caracteres. Dans ces conditions, la connaissance du co n ten u binaire d ‘u n e variable ne suffit pas p o u r d éterm in er I'inform a tion correspondante. Il est nécessaire de savoir, en outre, co m m en t la valeur qui s’y trouve est codée. Cette distinction correspond a la no tio n de type. Pour
connaitre le type d 'u n objet, nous avons déja vu q u ‘on disposait de la fonctiontype:>»type (3 ), type ("3 "), type(x) (, <class'str'>, < cla ss 'str'> ) Ainsi 3 est du type entier (in t étan t I’abréviation du m o t « integer»), tandis que "3" est du type chaine de caractéres ( s t r étan t I’abréviation du m ot « string »).

Pour rendre notre script fonctionnel, il est alors nécessaire de faire appel a la fonction e v a 1 qui évalue I’expression représentée p ar u n e chaine de caractéres. X =eval(input('Entrezunevaleurpourlavariablex:'))print("{}'~2={1}".format (x, x*2)) En trez une vale ur pourlavariable x b"~2 = 9 www.biblio-
scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 14 Un peu dans le m ém e ordre d ‘idées, citons la fonction exec qui p erm et d ‘'exécuter u n e in s tru ctio n représentée p ar une chaine de caracteres. D onnons u n p etit exem ple sans le détailler (pour se m ettre en appétit, il fait apparaitre le m o dule math qui permetd 'im p o
rte r les fonctions m ath ém atiq u es usuelles, ainsi que certaines constantes usuelles com m e le nom bre tt). from mathimport*X =eval(input('x=?"))fonction=input('f=?"')code=("deff(x)"return{ } " .form a t(fon ction)) exec(code) print('{:.6f}'.format(f(x)))x="?pi/4df=?sin(x)0.707107 Pour term iner
cette section, ol nous avons appris a écrire de petits scripts dans des fichiers, signalons g u 'il est bon de prendre to u t de suite 1'h ab itu d e de bien p résen ter son code en Py thon selon les conventions suivantes : - taille des in dentations : 4 espaces ; - taille m axim ale d 'une ligne : 79 caracteéres ; - toujours placer u n espace aprés une virgule, un
point-virgule ou deux-points (sauf p o u r la syntaxe des tranches) ; - ne jam ais placer d 'espace avant un e virgule, u n point-virgule ou deux-points ; - toujours placer un espace de chaque co6té d 'un o p érateu r; - ne pas placer d 'espace entre le nom d ‘u n e fonction et sa liste d ’argum ents.
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# Déconseillé deff (x ) # : Conseillé deff (x):return 1 return 1 Ma O c 13 GtHO (NXI > Q.0 Ux=1;y=2;zx,y,zf=3x=1;y=2;z=3X,y,Zf(z) (Z)Pourplusdeprécisions.onsereporteraauliensuivant:http://doestutorial/controlflow.html#intermezzo-coding-style7Lastructurec
onditionnelleXsiX>0Supposonsquenoussouhaitionsdéfinirlafonctionvaleurabsolue:|x|=,1-xsiX<0ONousdevonsalorsutiliseruneinstructionquiopereunedisjonctiondecas.EnPython,ils’agitdel’instructiondechoixintroduiteparlemot-cléif.Lasyntax
eestalorslasuivante: www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 15 print('f({})={}'.format(2,vabs2)))print('f({})={}'.format(-2,vabs(-2))defvabs(x):ifX >=0:return X else: return -X f(2)=2 f(-2)= 2 O bservons la syntaxe de la structure de choix i f. Tout d ‘abord, le m ot i f est
suivid ‘'un e con d i tion de choix : quel est I’objet renvoyé p ar l'in terp réteu r lorsqu’il évalue cette condition ? » >2>=0»>b =2>=0»>Db,id (b)), type (b) # rép # rép La condition « 2 >= 0 » est d 'u n type que nous n’avons pas encore rencontré, a savoir le type booléen”. U ne variable booléenne ne p eu t prendre que deux valeurs : True
[vrai) ou F a Is e [faux). La condition de choix est vérifiée q u an d 1’évaluation de cette condition renvoie le booléen T rue et I’in terp réteu r exécute alors la suite d 'instructions qui se trouve dans le prem ier bloc d ’instructions. D ans le cas contraire 1'in terp réteu r saute au bloc d ’instructions situé apres le m ot-clé el s e et délim ité p ar
I’indentation. 11 faut bien n oter le role essentiel de V indentation qui p erm et de délim iter chaque bloc d ’in s tructions et la présence des deux points apres la condition du choix et aprésle motclé els e .

Multiplication : Méthode clastique

t. Compbbbe b cpdnotions de mutpscation en te ervant de ko méthods clasiges
5608 5#5 689 632
X 1 X 7 X 4 X 3
633 9 2°F 64 7 355
% g % £ % [ ] 8
597 617 529 619
% # x 3 ¥ 9 X 2
637 667 587 547
b 6 % 5 X 4 X 5

A ttardons-nous quelques instants sur les booléens. Pour ob ten ir u n e variable booléenne, on utilise en général, com m e d ans I’exem ple précédent, u n ou plusieurs opérateurs de com parai son. Ces opérateurs sont au nom brede huit:"OocnUUDtHors1(S)oi >+ Q.
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OuX==X!=X>X<X>=XyyyyyyyyXestégal ayX est différent de y X est strictem en t su p érieu r a y X est strictem en t inférieur a y X est su p érieu r ou égal a y X est inférieurouégalayid (x)==id (y) X ap p artien t ay (voir le type 1i s t ) Il faut bien distinguer l'instruction d 'affectation « = » du sym bole de com paraison « == ».

Pour exprim er des conditions com plexes (par exem ple x > - 2 et < 5), on p e u t com biner des variables booléennes en utilisant les trois opérateurs booléens (par ordre de priorité crois sante) : o r (ou), and (et), et n o t (non). N oter que P y th o n, contrairem ent a beau co u p de langages, offre aussi quelques raccourcis syntaxiques agréables com
m e : (x www.biblio-scientifique.net 16 Programmation en Python pour les mathématiques » > »> »> »> »> = -1 (x > -2) and (x**2 < 5) (x 5) not(x >= -2) -2 < X X # rép. # rép. # rép.

# rép. ; True False False True Les opérateurs non booléens sont prioritaires sur les opérateurs de comparaison, qui sont prioritaires sur les opérateurs logiques. Cependant, pour améliorer la lisibilité du code, il est préférable d’utiliser des parenthéses lorsqu’on écrit des conditions complexes. Il est parfois utile de définir d es fo n ¢ tio n s booléennes,
c’est-a-dire qui renvoient toujours une valeur booléenne, pour effectuer un test complexe. Voici deux versions d’'une fonction booléenne qui prend en argument trois nombres et renvoie le booléen T rue s’ils sont rangés par ordre croissant : def ordre(x, y, z) : i f X # ou encore p 1 u s simplement d e fordre(x,y, z) : r e t u r n X False Notons que lorsque
les conditions et les instructions d’une structure conditionnelle sont as sez breves, on peut les écrire sur une seule ligne : def valeur absolue(x): return Xif TJ O crj 4 FO tH O X >=0 e 1 s e -x En algorithmique, il est assez fréquent que !’on ait a enchainer des disjonctions de cas. Au lieu d’utiliser des choix imbriqués, on peut présenter cet
enchainement en une succession de choix, cette deuxiéme rédaction représentant alors une alternative syntaxique plus agréable.

Notons une fois de plus combien Python offre des facilités de syntaxe qui en font un langage pertinent pour I’apprentissage de la programmation. Illustrons ces deux possibilités pour définir une fonction qui prend en argument trois nombres a, b et ¢ et qui affiche une phrase indiquant le nombre de solutions réelles de I’équation du second degré a x~™
+ b x + ¢ = 0. def nbre_solutions(a, b, ¢ ): a == 0: printC'L'équation est du premier degré.") if I'M else: delta = b**2 - 4*a*c i f delta > 0: printC'L'équation posséde deux solutionsr é e lle s ." ) xz O] >Q.

O else: if U delta == 0: printC'L'équation posséde une solution ré e lle ." ) else: printC'L'équation ne possede pas de solution ré e lle ." ) def nbre_solutions(a, b, ¢ ): delta = b**2 - 4*a*c www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 17 a == 0: printC'L'équation est du premier degré.") e l i f delta > 0: printC'L'équation possede deux
solutionsré elle s ." ) e 1if delta == 0: printC'L'équation posséde une solution r é e lle ." ) if else: printC'L'équation ne posséde pas de solution ré e lle ." ) Dans la succession de choix, le mot-clé e 1i f est une abréviation pour e 1s e i f. Le principal intérét de la deuxieme syntaxe est surtout que les différents résultats potentiellement ren voyés par la
fonction apparaissent avec le méme décalage d’indentation, d’oll une syntaxe plus lisible. Exercice 1. Ecrire une fonction max2 qui renvoie le plus grand des deux nombres x et y. Construire une fonction max3 qui calcule le maximum de 3 nombres.
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Solution. def max2(a, b ):ifa defmax3(a, b, c): returnmax2(a, maxZ(b, ¢ )) Exercice 2. (Années bissextiles) a) Ecrire une fonction booléennebissextile ! n) qui permet de tester si une année est bissextile. On rappelle que les années bissextiles reviennent tous les 4 ans, sauf les an nées séculaires, si celles-ci ne sont pas multiples de 400.
Ainsi, 1900 n’était pas une an née bissextile, alors que 2000 1’était. b) Ecrire la méme fonction en utilisant uniquement des opérateurs logiques (sans bran chement conditionnel). lla O ¢ D U kD O Solution. defbissextile(n):n % 4!=0:returnFalseelifn % 100!=0:return True e lifn % 400 != 0: re t u r n False if rs] CTI lu.

Recopie et effectue les multiplications.

a. b. ot
93,76 356,1 14,9
X 5 X 14 X 0,8

>Q.
O Uelse: return def True bissextile2(n):return ((n % 4 == 0) and (n % 100 != 0)) or (n % 400 == 0) La position des parentheses dans la fonction b is s e x t ile 2 est importante. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 18 8 L es b o u c le s w h ile Apres avoir introduit les structures de choix, nous nous
intéressons aux structures de répé tition : ces structures permettent d’exécuter a plusieurs reprises un bloc d’instructions. Ces répétitions se classent en deux catégories : - les répétitions conditionnelles : le bloc d’instructions est a répéter autant de fois qu'une condition est vérifiée. - les répétitions inconditionnelles : le bloc d’instructions est répété
un nombre donné de fois. Commencons par les répétitions conditionnelles. Une telle répétition est introduite par le mot-clé w h ile suivi de la condition ponctuée d’'un deux-points, puis vient le bloc d’instruc tions a répéter, ce dernier étant délimité par I'indentation. Par exemple, soit a écrire une fonction prenant en argument un entier N et renvoyant
(sans recourir a la fonction logarithme) le plus petit entier n tel que 2” est supérieur a ’entier N. defessai(N):n=0while 2*n Le déroulement de la boucle est le suivant : - on teste la condition ; - si la condition est vérifiée, c’est-a-dire si I’évaluation de 1’expression booléenne renvoie la valeur T rue.
Python effectue les instructions et on revient au début de la boucle ; - si elle n’est pas vérifiée, c’est-a-dire si I’évaluation de I’expression booléenne renvoie la valeur False, on sort de la boucle. TJO c1j Q 'JD O (N OJ ‘s_ >. CL O Si la condition mentionnée ne devient jamais fausse, le bloc d’instructions est répété indéfi niment et le programme ne se
termine pas. Quand on écrit une boucle, il faut impérativement s’assurer qu’elle va réellement s’arréter (dans les conditions normales d’utilisation). Notons que la fonction de 1’exemple précédent peut étre programmeée différemment : defessai (N ):n = 0 w hile True: i f 2¥n > N: return n n += 1 U Evidemment, I’apparence de cette boucle est
paradoxale car la condition de la boucle w hile ne varie jamais, et on pourrait avoir I'impression qu’elle ne va jamais se terminer; mais c’est sans compter sur la possibilité de sortir en force des boucles par renvoi du résultat d’une fonction (grace au mot-clé return). 10. Pour interrompre un programme (mal congu) qui ne se termine pas, on utilise la
combinaison de touches C trl- C . www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 19 Exercice 3. a) Ecrire une fonction somme ( n ) qui renvoie la somme des carrés des n premiers entiers. b) Ecrire une fonction dépassé(M) qui, pour tout entier M, renvoie le plus petit entier n tel que 1™ + 2” + H*H+ > M.
Solution. d e f somme(n): s, i = 0, def depasse(M): 0s,i=0,0whilei<n:i+=1whiles<M:i+=1s+=ireturnss +=ireturnixc* 2 5(CX: 2 Exercice 4. (Algorithme d’EucLiDE) Pour mémoire, on rappelle le principe de 1’algorithme des soustractions successives pour le calcul du reste de la division euclidienne de deux entiers ainsi que
I’'algorithme d’EucLiDE pour le calcul du PGCD (pour une démonstration de ces algorithmes, voir le chapitre 41 de [CBPIO]). Algorithme d’Euclide Algorithme des différences successives lla O c 13 i yo O rM (5) "s_ >.
CL O U www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 20 a) En utilisant ralgorithme des soustractions successives, écrire une fonctionre ste (a, b ) qui renvoie le reste de la division euclidienne de a par b. b) En utilisant I’algorithme d’EucLiDE, écrire une fonction pgcd ( a , b ) qui renvoie le plus grand commun
diviseur de deux entiers naturels a et b. Solution. def reste(a, b): def pgcd(a, if b==0:returnNonewhilea>=b:a=a-breturnab):whileb > 0:a, b =D, return a Remarquons que dans les affectations paralléles sont sim u Ita n é es et non successives.
a, b = b, reste(a, reste (a, b ), b) les affectations Avant de nous intéresser aux répétitions inconditionnelles, nous aurons besoin d’introduire la notion de liste. 9 TJ O c rj 1 FO tH O I'M xz OJ >Q.
O U L e s lis te s Des que 'on commence a manipuler un certains nombre de données, la notion de variable numérique s’avere insuffisante. Imaginons que 1’on souhaite placer en mémoire les notes des éleves d’une classe en vue de déterminer la moyenne, 1’écart-type et la médiane de cette série de notes. Une solution naive consisterait a définir pour
chaque éleve une variable contenant sa note. Méme pour une classe d’une trentaine d’éleves, il serait fastidieux de définir une tren taine de variables : ni, n2, n3, n4, etc. puis de calculer la moyenne avec une formule comme celle-ci : moy = (ni+n2 +++++ n30)/3 0 On voit combien il serait avantageux d’attribuer a une seule variable 1’ensemble
des notes, chaque note étant repérée par un indice.
En Python, la structure de données qui va nous sortir d’affaire s’appelle une liste. » >1iste = ['2ncle3', > » lis te, id (lis te ), ([ 2nde3’, 12, 12.23,12,12 .23, 18, typ e (liste ) 18, 7, 15], 7, 151307208 8 36 4, < cla s s W lis f> ) Comme on le voit dans I’exemple précédent, une liste est une séquence d’éléments, rangés dans un certain ordre ;
de plus, en Python, une liste n’est pas nécessairement homogene : elle peut contenir des objets de types différents les uns des autres. La premiere manipulation que 1’on a besoin d’effectuer sur une liste, c’est d’en extraire un élément : la syntaxe estalorsliste[indic e ]. Par exemple, cherchons a extraire un élément de notre liste : > » lis te =
[12, 11,18, 7,15, 3]; liste[2 ] # r é p . : 18 Le résultat peut surprendre : on aurait peut-étre attendu comme réponse 11 au lieu de 18. En fait, les éléments d'une liste sont indexés a p a rtir d e 0 et non de 1. www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python » >liste=[12,11,18,7,15,3]» >1liste[0], liste[1],liste[2] liste [3 ],
(12,11,18,7,15,3)>»liste[6]Traceback(mostrecentcalllast):liste[4] 21liste[5]File"<stdin>",linel,inIndexError:listindexoutofrangeSiTlomtente d'extraire un élément avec un indice dépassant la taille de la liste, le message d’erreur « IndexError:listindexoutofrange » est
renvoyé. On peut extraire une sous-liste en déclarant I'indice de début et I'indice de fin, séparés par deux-points. Cette opération est connue sous le nom de tranchage {slicing en anglais), ou encore « saucissonnage » {m o stfren ch yl). Essayons d’extraire la sous-liste comprenant le troisieme, le quatrieme et le cinquiéme élé ment: > » #rép.; [
18, liste [2 :4 ] 7] Encore une fois, le résultat n’est peut-étre pas tout a fait celui que 1’on attendait. En fait, pour bien comprendre les techniques de saucissonnage, il faut penser les indices comme repé rant non pas les tranches de saucisson, mais les coups d’opinel qui ont permis de couper les tranches (en partant évidemment de 0 pour I’entame). 0 T
1?12A-62V111A-54T3T718A-45T6T15A-3A-1-2 Remarquez que 1’on peut méme se servir d’indices négatifs. A présent, les résultats suivants doivent devenir limpides : TJOcrj G FOtHOTIMJe CII >Q. O (Jliste [2:7] > »liste[2:]»>[18,7,15,3]liste[:2][18,7,15,3]»>1liste[-2:-4]>»[12, 11] liste [0 :len (liste ) ] [
12,11,18,7,15,3]»>1liste[:]#lemémeenmieux[12,11,18, 7,15, 3]»>liste[2:5]>»[18,7,15][]1»>[18,»>1liste[-4:-2]7]liste[len(liste)-1]3»>liste[-1] #1e méme 3 Pour extraire le dernier élément d’une liste, I'instruction 1i st e [ -1] remplace avantageuse ment 'instructionliste[len(liste)-1] 1A
noter que lorsqu’on utilise des tranches, les dépassements d’indices sont licites. A présent, examinons ol sont rangés les éléments d’une liste. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 22 > »liste =[12, 'un', 3.14] > »liste,id (liste ), type (liste) ([ 12,'un', 3.14 ], 3073241260, <class'list'>)»
>liste[0],id(liste[0]), type(liste[0])(12,137180912, <class'int'>)>»liste[l],id(liste[l]), type(liste[l])Cun', 3073227360, <class'str'>)»>liste[2],id(liste[2]), type(liste[2)(3.14,164411812,<class'float'>)On constate donc qu'une liste fonctionne comme un
carnet d’adresses qui contient les em placements en mémoire des différents éléments de la liste. *a O c: =3 QtH O (N © 03 ‘s >CL O U En Python, les listes sont des objets m o d ifia b les™ ", c’est-a-dire qu’on peut modifier un ou plusieurs éléments de la liste. » > liste [1] = 2**8 » > liste,id (liste ), type (liste ) ([ 12, 256,3.141],
3073241260, <class'list'>)»>1liste[0],id(liste[0]), type(liste[0])(12,137180912,<class'int'>)»>1liste[l],id(liste[l]), type(liste[1])(256,137184816,<class'int'>)»>liste[2],id(liste[2]),type(listel2])(3.14,164411812, <class'float'>) 11.On parle aussi d’objetm u
ta b le : un tel objet peut changer de valeur sans changer d’identifiant ! www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 23 Remarquez bien que la liste n’a pas changé d’identifiant. Autrement dit, la liste 1i s t e est le méme objet que précédemment, on en a seulement modifié la valeur] Les techniques de saucissonnage peuvent étre
utilisées pour les modifications de listes, comme le montrent les exemples suivants.
»>»>»>liste=[12,11,18,7, liste[2:5]=['a’,'b",liste[12,11,'a',-b"',-C,3]l»>1liste=[12,11,18,7, >»liste[2:5]=['a','h’,15,3]'c'115,3]'c']>»liste[12,11,'a-,-b','C,3]»>1liste[2:5]=[100,200]>»liste[12,11,100,200,3]»>liste[2:4]=[un,TJOcDUtHONOJ‘'s >CLOU
»>liste [12, 1 1, 'un', 'deux’, 'deux’, 'tro is', 'tro is', 'quatre’, 'quatre'] 3] Il est assez fréquent de copier des listes. Mais la encore. Python nous réserve quelques sur prises... » >liste =[12,» > » > copie =listeliste[0]=100"'un', 3.14] # modificationdel'objetliste » >liste, copie([100,'un',3.14],[100,'un',3.141)
»>copie[l]l="ah?'#modificationdel'objetcopie»>liste, ([100, copie'ah?',3.141],[100,"'ah?"', 3.14]) Pour bien comprendre ce qui s’est passé, examinons une fois de plus les identifiants : > » liste,id (liste ), type (liste) ([ 12,'un', 3.141, 3071856812, < cla s s 'lis t'> ) www.biblio-scientifique.net Programmation
en Python pour les mathématiques 24 » > copie, ([12, 'un', id (co p ie ), 3.14], type(copie) 3071856812, < cla ss 'lis t'> ) En fait, nous avons créé un nouvel alias nommé cop ie pour notre liste. Autrement dit, les variables 1is t e et cop ie « pointent » vers le méme objet. Ainsi, lorsqu'on modifie la valeur de 1’objet, la modification sera visible depuis les
deux alias ! Ce mécanisme a été implémenté par les développeurs de Python dans un souci évident d’optimisation de la mémoire. Mais alors, cela signifie-t-il qu’on ne pourra pas copier une liste en obtenant un objet distinct et indépendant de la liste copiée pour, par exemple, modifier la nouvelle liste tout en gardant en mémoire une copie de la
version de départ ? Evidemment, cette possibilité existe, mais il faut alors extraire de la liste la sous-liste en entier, avant de la réaffecter a une autre variable. Comme on l’a vu, extraire toute la liste d’une liste se fait avec I’écriture liste [ : ] et on écrira alors : copie =liste[:j#équivautenfaital'instruction:»>copie=1ist(li
s t e ) Dans ce cas. Python effectue une copie superficielle de la liste (en anglais, sh a llo w copy). En fait, ce ne sont pas les objets eux-mémes qui sont copiés, mais les pointeurs vers les objets copiés. D’ou le nom de copie d e références (ou copie d e pointeurs) encore donné a ce type de copie. » > » > » > copie =liste[:]liste[0]=1001liste
, copie ([100,'un',3.141,[12,»>copie[l]l="'ah?'» >1liste, copie([100, 'un’,3.141]1,[12,'un’, 3.14])'ah ?"', 3.14]) » > liste,id (liste ), typ e (liste) [100,'un"', 3.14 1, 3071843148, <class'list'>)» > copie,id(copie), type(copie) ([12,'ah?',3.14]1,3071859884,<class'list'>)maOcDUkDO
Création d 'un alias : » > c o p ie = lis t e Copie superficielle: » > copie =1liste[:]rs] ai >« CL O U www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 25 Cette notion de copie superficielle réserve quelques surprises. En effet, lorsque la liste contient des objets modifiables (comme des listes), ce sont bien les références de ces listes qui
sont co piées, et non les objets eux-mémes. Ce qui permet de comprendre les résultats suivants: » > ['a',y=XX=»>>>>»»»»>'b"',[4,5,6]]#créationdunaliasZ=x[:]#copiesuperficiellex[0]='c'#affectexetymaispaszz[2][2]=365#affectex, yetz!x;y;z[HC,[HC,[Ha,-b',[4,5 365]1'b"',[4,5,
365]1-b-,[4,5,365]] Pour effectuer une copie vraiment indépendante d'une liste (ou d'un objet en général), on peut utiliser la fonction deepcopy du module copy : cette fonction permet de copier récur sivement tous les objets d’une liste ; d’ou le nom de copie p ro fo n d e ou de copie récursive (en anglais, deep copy). > » » >»>»>»>impor
t copy X = [' ' 'b ,[4,5,y=Xz=X[:]w=copy.deepcopyX)X[0]="'c'»>z[2][2]=365»>x;y;Zzw[HC,'bC[4,5,365]]»>[Mc, [a'[a', 6]]#créationdunalias####copiesuperficiellecopieprofondeaffectexetymaisniz niwaffectex,yetzmaispasw'b',[4,5,365]]-b-,[4,5, 365]]"
b‘,[4,5,61]]1] Un examen attentif des identifiants permet de mieux comprendre la gestion de la mémoire effectuée par Python au cours de cette suite d’ 1nstruct10ns ca0cl1l3Qi-HO»>forlin['x"' 'z','w'l:print('id({})={}'formatl,id(eval(l)))fortineval(l):print("id({})={ } form at(t,id (t)) ) rsj x: gi
>CLOU1d(x) = 3072672108id (c) =3073232288id(b)=3073285696id([4,5,365]) =3071864268id (y)=3072672108id (c)=3073232288id(b)=3073285696id([4,5,365]) = 30718642681d(z) = 3071786220id (a) =3072939136id(b)=3073285696id([4,5,365])=3071864268id(w)=230726721721id
(a)=30729391361id (b) = 30 73 28 56 96 id {[4 , www.biblio-scientifique.net 5, 6 ] ) = 30 7 18 6 47 48 Programmation en Python pour les mathématiques 26 Nous avons vu trois sortes de copies de listes. Autre opération tres courante : la concaténation de deux listes a 1’aide de l'opérateur + : » > [1 21+ 1[4, 7, #rép.:[1,2,4,7,9]9] Autre
modification trés courante : rajouter un élément en fin de liste. La premiére méthode qui vient a ’esprit est la suivante : » >liste =[12, 11,18, 7,15, 3] » > liste,id (liste ), type (liste) ([ 12,1 1,18,7,15,3], 3071843148, <class» >liste=1iste +[5]'list'>)»>1liste,id (liste), typ e (liste) ([ 12, 11 ,18,7,15,3,51,
3071858764, < class M lis f> ) L'inconvénient de cette méthode est qu’elle est coliteuse du point de vue de la gestion de la mémoire : en fait, 'interpréteur a effectué une copie profonde de la premiere liste, y a ajouté 1’élément 5 et a réaffecté la variable 1i s t e . Pour éviter d’avoir a copier implicitement 1’'ob jet1i st e, on peut employer la syntaxe
suivante, qui ne fait que modifier la valeur de 'objet liste : » >liste=[12,11,18,7,15,3]»>liste,id(liste),type (liste) ([12,11,18,7,15,31,3071843148, »>1liste+=[5]Mlisf>)»>liste,id(liste),type (liste)([12,11,18,7,15,3,5],3071843148, <class M lisf>) Une troisieme possibilité nous est donnée
parlam é th o d e append (). Nous avons déja em ployé couramment le mot « objet» sans pour autant le définir précisément; cependant, nous avons dit qu'un objet possede toujours une valeur, un identifiant et un type. Certains objets Python possedent en outre un certain nombre de fonctions qui ne s’appliquent qu’a un type donné d’objets; on parle
alors de m é th o d e associée a un objet.
Parmi les nombreuses m é thodes que possede une liste, il y en a une qui permet d’ajouter un élément en fin de liste, c’est la méthode append (). Voici comment l'utiliser: BaOc 13 Q1—-IOTM» >1liste=[12,11,18,7,15,3]>»liste,id(liste),type(liste)([12,11,18,7,15,31,3071858764, <class > »liste.ap pend (5) > »
liste, ([12, ai >.
CLOUI11,id (liste ), 18, 7, 15, W U sf>) typ e (liste ) 3, 5], 3071858764, < cla s s 'U st'> ) Remarquons cette syntaxe qui peut surprendre la premiére fois qu’on la rencontre ; il s’agit de la notation point : I'instructionliste.
append(5) signifie que 1’on modifie la valeur de I’objet 1i s t e en lui appliquant la méthode append ( ) avec comme parametre effectif 5. De plus, étant donné que la méthode append ( ) renvoie comme valeur ’objet None, ce serait une erreur de rajouter une opération d’affectation.
Parmi les trois méthodes que 1'on vient de citer pour ajouter un élément a une liste, c’est I'utilisation de la méthode append ( ) qui est la plus efficace du point de vue de l'utilisation de la mémoire ; elle est donc a privilégier. Enfin, parmi les méthodes associées aux listes, mentionnons les plus utiles : www.biblio-scientifique.net Introduction au langage
Python la méthode list. append(x)list.extend(L)list.insert(,list.remove(x)list.pop ([il)list.index(x)list.count(x)list.sort()list.reverse!)27 son effet ajoute I'’élément x en fin de liste ajoute en fin de liste les éléments de L insére un élément x en position i supprime la premiere occurrence de x supprime 1I’'élément
d’indice i et le renvoie renvoie 'indice de la premiere occurrence de x renvoie le nombre d’occurrences de x modifie la liste en la triant modifie la liste en inversant 1'ordre des éléments X) Remarquons 1'équivalence :liste.insert(i,x)liste[i:il = [x] Parallelement a la méthode so r t {) (qui rem place la liste par une liste triée), il existe une
primitive™"- so rt e d qui renvoie a partir d’une liste donnée une liste triée, mais ne modifie pas la liste prise en argument. > » > »liste =[3, 1, sorte d (liste) [1, 2,4, 2] 3, 4] » >liste;[3,1,4,liste,sort0;liste[1l, 2, 3, 4] 2] Avant d’aborder la structure de choix inconditionnelle, introduisons une primitive qui nous sera tres utile pour la
suite, a savoir la fonction 1 e n (du mot anglais length) qui renvoie la longeur d’une liste. Notons de plus que la suppression d’un élément peut s’effectuer a I’aide de la fonction d e 1 (du mot anglais delete). » >liste=['a',» >>»len (liste)delliste[4]'b', 'c', 'd, #rép.: 7> »liste,len(liste)(['a"', 'b', 'c', 'd, 'f, *g'], 'e', 'f, 'g'] 6) T] Exercice
5. Ecrire une fonction booléenne qui cherche si un élément existe dans une liste. rs] Solution. Evidemment, pour une bonne programmation, le balayage de la liste doit s’arréter a la pre miére occurrence de x éventuellement trouvée. O c D UkD O (y) sz0J] >Q. Odefexiste (x,liste):foryinliste:ifX==y:returnTru e return False U La
fonction précédente est une réécriture de 1’'opérateur infixe in : > » lis te (True, =[1, 3,0]; (1 inliste, 2 inlist e ) False) 12. Une fonction primitive désigne une fonction de base fournie par le langage, cf. section 14 page 37. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 28 10 Les b ou cle s f o r Lorsque I'onr
souhaite répéter un bloc d’instructions un nombre déterminé de fois, on peut utiliser un co m p te u r actif, c’est-a-dire une variable qui compte le nombre de répétitions et conditionne la sortie de la boucle w hile. C’est le cas de I’exemple suivant ou 1’on définit une fonction qui prend en argument un entier n et affiche n fois le méme message. def f(n) :
i=0#oninitialiselecompteuriwhilei<n:print('Jemerépete{}fois.''(i={>)"'format(n,i))i+=1#onincrémenteiJemerépetebSJemerépeteb]JemerépeétebSJemerépeteb]Jemerépeétebfois.(i=0)fois.(i=1)fois.(i=2)fois.(i=3)fois.(i=4)f(5) Pour effectuer une telle répétition, on
dispose d'une structure de répétition nous économisant d’'une part 'initialisation du compteur (i = 0), et d’autre part son incrémentation (i += 1) : c’est la structure introduite par le mot-clé for: def f(n ) : foriin range(n): print('Jemerépete { }fois.''(i={>)"'.format(n, f(5)MaOc13Qi))Jemerépete5fois.Jemerépéteb
fois.(i=0)(i=1)Jemerépeéte5fois.
Jemerépete5fois.
Jemerépetebfois. (i=2) (i=3) (i=4) Nous voyons apparaitre ici pour la premiere fois la fonction range. Cette fonction crée un itérateur, c’est-a-dire en quelque sorte un distributeur d’entiers consécutifs Au lieu de créer et garder en mémoire une liste d’entiers, cette fonction génére les entiers au fur et a mesure des besoins, toujours dans un
souci d’optimisation de la mémoire. Avec un argument range ( n ) renvoie un itérateur parcourant l'intervalle [O, - 1] ; avec deux arguments, range {n, p ) parcourt l'intervalle {n, p - 1] ; enfin employée avec trois arguments, range ( n, p , k) parcourt l'intervalle {n, p - 1] avec un pas égal a k. Signalons que la fonction range peut servir a créer des listes
d’entiers, moyennant une conver sion de type opérée par la fonction 1i s t . Examinons quelques exemples.
1-IOTMai>CLO(J>»list(range(10))[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9]>»list(range(,11))[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]>»1ist(range(0,30,5))[0,5,10,15,20,25]>»list(range(0, 10, 3))I[0,3,6,9]>»list(range(0,-6,[0,-1,-2,-3,-4,»>list(range(0)),-5]list(range(1,0)[][]»>list(range(9,0,-
1))[9,8,7,6,5,4,3,2,1]-1)) 13. Plus précisément, un itérateur est un objet possédant une méthode i t e r () qui renvoie les éléments d’une collection un par un et qui provoque une exception du type S to p ite ra tio n lorsqu’il n'y a plus d’éléments. www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 29 Autre point important, on peut
aussi utiliser comme itérateur dans une boucle fo r une liste ou une chaine de caractere foriin [10, 'a', 1.414]: print(i,end='->foriin'mot: print@i, end='10->a->1.414->")")->m-> O -> t -> Exercice 6. Ecrire deux fonctions somme et maximum qui renvoient respectivement la somme et le maximum d’une liste d’entiers. Vérifiez
votre résultat en vous servant des primitives sum et max. Solution. def m a xim u m (liste ): maxi=1iste[0O]Jfordatainliste:defsomme(liste):som=0fordatainliste:som+=datareturnsomifdata > maxi: maxi=datareturnmaxi# Lestests:fromrandomimportsampleliste=sample!range(100),
30)print(liste, som m e(liste), sum ( lis te ), m axim um (liste), m a x ( lis te )) Exercice?. Programmer « a la main» des fonctions qui imitent les méthodes remove, pop, index, count et reverse des listes. Essayez les fonctions en effectuant les tests suivants : TJOc» >liste=[1,»>0«JD» >index(liste,3)remove(liste, 3)liste
tH»>OCM»> (y) »>4-1XI»>0]>Q.0U»>2,3,2,pop(liste,9),listecount(liste, 3)reverse (liste)liste5,3,7,8,10,11, 3] #rép.:2#rép.:[1,2,2,4,5,3,7,8,10,11,31#rép.:11[1,2,2,4,5,3,7,8,10,3 ] #rép.: 2 # rép. : [3, 10, 8, 7, 3, 5, 4, 2, 2, 1] On prendra soin de vérifier fonctions remove, pop, reverse. On précise
que si au cours de 1’exécution d’une fonction, une variable n’est pas trouvée dans la table des variables locales a la fonction, I'interpréteur consulte la table des variables globales. Solution. 14. Plus généralement, le mot-clé fo r peut étre utilisé avec n’'importe quel objet objet possédant soit une méthode iter () soit une méthode i O
www.biblio-scientifique.netit é r a b le ; un objet itérable étant un Programmation en Python pour les mathématiques 30 defind e x (L, x ) : for i in range(len(L)) def count(L, x ) : compt eur = 0if L[i] ==x:returnireturn-1fordatainl:ifdata==x:compteur+=1returncompteurdefremove(lL,x):i=index(L,x)ifi>=0:
defreverse(L):liste=L[:]foriinrange(len (L)):delL [i] L[i] def pop(L, = lis te [le n (L )-1-i]i) : X = L [i] del L [i] return X Pour créer des listes, Python fournit une facilité syntaxique particuliérement agréable, a sa voir les listes (définies) par compréhension (en anglais, list-com prehensions). Elles p e im e tie n t de générer des listes
d’une maniére trés concise, sans avoir a utiliser de boucles La syntaxe pour définir une liste par compréhension est proche de celle utilisée en mathéma tiques pour définir un ensemble par compréhension : { f M I X [ f(x ) fo r X } in lis te ] Voici quelques exemples : TJOcU UKD Ors]XIOJ] >Q.OU» >» >[6,» >liste=[2,4,6,8,10][3*xfor
Xinliste]12,18,24,30][[x,x**3]forXinliste][[2,8]1,[4,641]1,[6,2161]1,[8,512],[10,1000]]»>[3**)forXinlisteifX>5]#onfiltreavecunecondition(18, 24, 30]ifx** 2 <50]# idem»>[3*xforXinliste[6,12,»>»>[0,liste2=1ist(range(3))[x*yforXinlisteforyinliste2]2,
4,0,4,8,0,6,12,0,8,16,0, 18] 10, 20] Voici par exemple, un moyen efficace d’obtenir la liste des années bissextiles dans un inter valle donné : » >bissextile=[bforbinrange(2000,2100)if(b%4==0andb % 100! =0)or (b % 400 ==0)]15. Les listes définies par compréhension remplacent simultanément un « mappage »
et un « filtrage » comme il y en a dans tous les langages fonctionnels.
www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 31 Pour concaténer les éléments d’une liste de listes, on peut imbriquer deux boucles for dans la définition d’une liste par compréhension : » > x11 =[[1,» > [1,[xforxlinxllforXinxl1]12,3,4,5,6,7, 8]2, 3], [4, 5], [6, 7, 8]] Pour obtenir les diviseurs d'un entier n, on peut
également utiliser une liste par compréhen sion : > » [1, 11 n=100; 2,4, 5,[dfordinrange(1,10,20,25,50,100]n+1)ifn% d==0]#lesdiviseursdel00RécapitulatifsurlesprincipauxtypesPassonsen revue les types de variables que nous avons rencontrés au long de ce premier chapitre, et mentionnons quelques
nouveaux types. a) Parmi, les types scalaires, citons : @a O ¢ D U kD O rs] ai >+ CL O U - le type entier (in t), réservé a une variable dont la valeur est un entier relatif stocké en valeur exacte. Les valeurs possibles pour une telle variable ne sont limitées que par les capacités de 1’ordinateur; - le type flottant (flo a t) : un nombre a virgule flottante
correspond a une variable dont la valeur est un nombre réel, stocké en valeur approchée sous la forme d’un triplet {s,m,e) ou s désigne le signe (dans {-1,1}), m la mantisse (aussi appelée significande) et e I’exposant. Un tel triplet représente le nombre décimal s - men notation scientifique ou b est la base de représentation, a savoir : 2 sur les
ordinateurs. En faisant varier e, on fait « flotter » la virgule décimale. Les nombres réels sont stockés en Python selon le format « double précision » spécifié par la norme IEEE 754. Ainsi, le signe est codé sur 1 bit, I’exposant sur 11 bit et la mantisse sur 53 bits dont le 1 a gauche de la virgule est omis, soit1 H-1-f 53 - 1 = 64 bits ; la précision étant
de 53 bits, soit 16 chiffres significatifs. Les calculs en virgule flottante sont pratiques, mais présentent divers désagré ments, notamment : - leur précision limitée, qui se traduit par des arrondis (dus aux opérations, ainsi qu’aux changements de base implicites, si la base est différente de 10) qui peuvent s’accumuler de fagon génante.
En particulier, la soustraction de deux nombres trés proches provoque une grande perte de précision relative : on parle de cancellation. - une plage d’exposants limitée, pouvant donner lieux a des overflows (lorsque le résultat d’une opération est plus grand que la plus grande valeur représen table) et a des underflows (lorsqu’un résultat est plus petit,
en valeur absolue, que le plus petit flottant normalisé positif), puis a des résultats n’ayant plus aucun sens.
Nous reviendrons sur ces objets a la section 1 du chapitre 4 ; www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 32 - le type complexe (com ple x ), cité pour mémoire, correspond a une variable dont la valeur est un nombre complexe, stocké comme un couple de f10 a t (donc en valeur approchée). Le nombre complexe
3 + 4 /estnoté 3+4 ], le nombre i est noté 1] (on peut remplacer J parj ) ; - le type booléen (bool). b) Parmi les types séquentiels, il faut distinguer les types modifiables (en anglais « m u tables») des types non modifiables (en anglais « im m u ta bles») : - les listes (11i s t ) sont des objets séquentiels modifiables ; - les chaines de caractéres (str) sont
des objets séquentiels non modifiables. Les techniques de « slicing » s’appliquent aux chaines de caracteres ; - les objets de la classe tu p le (que I’on pourrait traduire en francais par « r-uplets ») sont des objets séquentiels qui s’apparentent quelque peu aux listes, mais qui pour leur part ne sont pas modifiables. Pour définir un r-uplet, on place entre
pa renthéses ses éléments. Cependant les parentheses sont facultatives, et nous les avons utilisées fréquemment sans le dire lorsque par souci de gain de place nous avons affiché simultanément le contenu de plusieurs variables en les plagant sur une méme ligne de commande et en les séparant par des virgules, ou lorsque nous avons effectué des
affectations simultanées ; - les dictionnaires (d iet) sont des tableaux associatifs, c’est-a-dire des collections modifiables d’objets indexés par des objets de n’importe quel type ; - les ensembles (set) sont des ensembles d’éléments uniques (I’ordre des éléments n’étant pas précisé par l’utilisateur, mais choisi par I'interpréteur). Voici quelques exemples
tirés du tutoriel officiel de Python. X = 1,2#exemp1edet-uplet»>X,id(x),type(x)>>>T]OcDOIOtHOrstIOJ >CLO((1,2),3072478316,<class'tuple‘>)»>tel={"'jack':4098,'sape':4139} #exemplededictionnaire»>teli'guido']l=4127;tel,id(tel),type(te)({'sape':4139,'ja
ck':4098}, 3073177636, <class'dict'>)»>fruits={'apple','orange','apple','pear','orange'} # exemple d'ensemble » >fruits,id(fruits), type(fruits) ({'orange’', 'pear','apple'},b 3073170428, <class'set'>) Exercice 8. Ecrireunefonctiontrouve(mot,lettre)quirenvoiel’indicedela
premiere occurrence de l e t t re dans la chaine de caracteres mot et renvoie -1 sil e t t re n’apparait pas dans mot. Solution.
La boucle s’arréte dés que le premier retu rn est rencontré. U def trouve(mot, in d ice = 0 le ttre ): w hileind ic e < len(mot):ifmot[indice]==lettre:returnindiceindic e += 1 return - 1 www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 33 Remarquons que les objets de type séquentiel ont en commun les opérations
résumées dans le tableau suivant ou s et t désignent deux séquences du méme type et i, j, k des entiers : I'opération Xin s X notinss + ts*n, n*ss[i] s[ij1 s[i;j:k]1len (s) max(s), min(s)s.ind e x (i) s. count(i) 12 son effet True si s contient x, F alse sinon True si s ne contient pas x, F alse sinon concaténation de s et t n copies (superficielles)
concaténées de s i-iém e élément de s (a partir de 0) tranche de s de i (inclus) a j (exclu) tranche de s de i a j avec un pas de k longueur de s plus grand, plus petit élément de s indice de la occurence de i dans s nombre d’occurences deidanssQuelquesmotssurlarécursivité On SLppeWe fonction récursive une fonction qui comporte un
appel a elle-méme. Plus précisément, une fonction récursive doit respecter ce qu’on pourrait appeler les « trois lois de la récursivité » : a) Une fonction récursive contient un cas de base. h) Une fonction récursive doit modifier son état pour se ramener au cas de base.
c) Une fonction récursive doit s’appeler elle-méme.
Une fonction mathématique définie par une relation de récurrence (et une condition initiale, bien entendu), peut de facon naturelle étre programmée de maniére récursive. Par exemple, pour un réel x fixé, x" peut se définir, comme fonction de n, par récurrence a partir des relations : Xo = lla O ¢ D U kD O rs] Le programme en Python 1 et x ” = X *x
" ~Ngi72>1¢sécrit:defpuissance(x,n):ifn==0:returnl else: return x * puissance(x, n - 1) Modifions légerement ce programme, pour bien en comprendre ’exécution : ai ‘s_ >.
CLoUpuissance.pydefpuissance(x,n):ifn==0:else:returnl print('--'*n+ @ >appeldepuissance({},{})'.format(x,y=X*puissance(x,n-1)print(--*n+ B >sortiedepuissance!{},{})'.format(x, returny puissance(2,5) www.biblio-scientifique.net n-1)) n-1)) Programmation en
Python pour les mathématiques 34 ...........ccc......... >appeldepuissance(2,4) .ccceeeennennn... >appeldepuissance(2,3) . .ceenn.. >appeldepuissance(2,2) - >appeldepuissance(2,1)-->appeldepuissance(2,0)-->sortiedepuissance(2,0)-—-—-- >sortiedepuissance(2,1)
............. >sortiedepuissance(2,2)....ccc..ceee..... >sortiedepuissance(2,3) ....eee....eeweee...... >sortiedepuissance (2, 4 ) La machine applique la régle : p u issa n ce{x, n) = x * p u issa n ce(x, n-1) tant que I’ex posant est différent de 0, ce qui introduit des calculs intermédiaires jusqu’a aboutir au cas de base: puissanc
e (x ,0) = 1. Les calculs en suspens sont alors achevés dans l’ordre inverse jusqu’a obtenir le résultat final. Pour élever un nombre & la puissance n, il existe un algorithme bien plus performant que la méthode naive consistant & multiplier ce nombre {n - 1) fois par lui-méme : il s’agit de la méthode dite d ’exponentiation rapide”~~. Etant donnés un réel
positif a et un entier n, on remarque que : si n est pair, \a ~ j =< a a /7 -1 2 si n est impair. Cet algorithme se programme naturellement par une fonction récursiveexponentiation.pydefexpo(a,n)ifn==0:returnlelse:ifn%2==0:returnexpo(a,n//2)**2else:returna*(expo(a, (n-1)//2)**2)mWa0c=3QtHO
fM 4-1 XI gi ‘s_ >Q. O U Exercice 9. Ecrire une version itérative, puis une version récursive pour calculer la factorielle d’un entier : 1 si 77 = 0 n\ (/7- 1)! X 77 si 77 > 1 Solution.
deffactlter(n):P=1foriinrange(2, P*=ireturnPdeffactRec(n):ifn==0:n+1):return(l)else:return(n*factRec (n-l)) 16. En fait, c’est I’algorithme d’exponentiation rapide qui est a la base de I'implémentation de I’opérateur puissance en Python. Avec cette méthode, on effectue log2 (n) élévations au carré et, au plus,
log2 (n) multiplications, contre n -1 multiplications dans le cas de la méthode naive ! Pour diverses variantes, cf. http: //en . wikip e dia. o rg /w ik i/ Exponentia tion by squaring www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 35 Parmi les algorithmes élémentaires a connaitre absolument, citons la méthode de H orner qui permet
d’évaluer efficacement un polynéme en une valeur donnée. Supposons que 1’on souhaite calculer la valeur en xq du polynéme p{x) = ao + aix + izx~"™ + a”™x”™ H--- h La premiere idée pour évaluer p en xo est de calculer chaque puissance de xq de maniére naive, de multiplier par les coefficients, puis de tout additionner (ce qui nécessiten + { n-1)
+ H*H + 2 + 1 =n{n + 1)/2 produits). On peut certes diminuer le nombre de multiplications a effectuer en utilisant ’algorithme d’exponentiation rapide La méthode de H orner permet de réduire encore le nombre de multiplications, en remar quant que : pixo) = ‘ * iianXo + an-\)xo + an - 2 )xo + HEM)xo + a-[)xo + ao Ce faisant, il n’y a plus que n
multiplications a effectuer ! Pour programmer cet algorithme, il suffit de calculer les n valeurs de la suite définie par: y kel O, n-1j, bjc = itk + bjc+ixo Voici une programmation récursive de 1’algorithme de H orner (le polyndme p étant repré senté par la liste de ses coefficients [ def horner rec(p, x):iflen(p)==1:returnp[O0lp[-2]+=
*pl[-l]lreturnhormer rec(p[:-11, x) Sivous avez testé les fonctions récursives précédentes avec des parameéetres nécessitant un tres grand nombre d’appels de la fonction, vous aurez sans doute remarqué que, par défaut. Python limite le nombre d’appels a 1000. Si I’on souhaite augmenter la taille limite de la pile d’appels récursifs, il suffit
d’utiliser les instructions suivantes : *a O ¢ 13 Q import syssys.
setrecursionlimit(100000)0TM 13ai>MCLO'i—UQuelguesméthodespourtrierun e liste Dans cette section, on s’intéresse a un probleme trés courant en informatique, a savoir celui de trier une liste.
On donne ici trois algorithmes de tri. Pour tester chacun de ces algorithmes, on pourra utiliser des listes générées aléatoirement en important le module random (cf. sec tion 2.2 du chapitre 2) : from randomimportrandrangen=20;liste=[randrange(100)forii7.
in range(n)] Ceci ramene a un nombre de multiplications dominé par nlog 2 n . www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 36 Tri par sélection Le tri p a r sélection est une des méthodes de tri les plus simples.
On commence par rechercher le plus grand élément du tableau que ’on va mettre a sa place, c’est-a-dire I’échanger avec le dernier élément. Puis on recommence avec le deuxiéme élément le plus grand, etc. d) Ecrire une fonction maxi {1, n ) qui prend en argument une liste 1 et un nombre n et qui retourne le maximum et son indice parmi les n
premiers éléments de 1. b) En utilisant la fonction maxi, écrire une fonction t ri_s e le ¢ qui trie une liste selon la méthode de tri par sélection. Solution. tri.pytri.pydefmaxi(l, n):deftri selec(l):i=len(l)-1indice =0 foriinrangen):whilei>0:j=maxi(l,ifl[i]>1[indice]:indice=ireturn[1l[indice ], indice]ifi+ 1)[1]]
I=1i:1[jl,1[i]i-= 1 return 1 = 1[i], I[] Tri par insertion Wa O ¢ D i }O tH O Le tri p a r insertion est généralement le tri que 1’on utilise pour classer des documents : on commence par prendre le premier élément a trier que ’on place en position 1. Puis on insére les éléments dans 1’ordre en plagant chaque nouvel élément a sa bonne place.
Pour procéder a un tri par insertion, il suffit de parcourir une liste : on prend les éléments dans 1’ordre. Ensuite, on les compare avec les éléments précédents jusqu’a trouver la place de 1’élément qu’on considére.
Il ne reste plus qu’a décaler les éléments du tableau pour insérer 1’élément considéré a sa place dans la partie déja triée. Parexemple, si on veut trier la liste [12, 3, 17, 9, 4, 2, 16 ], on obtient successivement : 'M 4-1 sz CTI '1>Q. 0 U [12, 3,17, 9,3, 12,17,9,9,[3, 12,17 (3,9, 12,17,1[3, 4,9, 12,17,(2, 3, 4,9, 12,[2, 3,4, 9, 12, 16] 16] 16] 16] 16]
17,16116,17 14,4, 4,4, 2,2,2,2,2,a) Ecrire une fonctioninsertion (1, n) qui prend en argument une liste 1 dont on sup pose que les n premiers éléments sont triés et qui insére ’élément 1 [ n ] a sa place parmi les n premiers éléments de 1.
www.biblio-scientifique.net 37 Introduction au langage Python b) Ecrire une fonctlon tri insert (1) quieffectue un tri par insertion de la liste 1. Solution. tri.pytripydeftri insert(l):definsertion(l,n):whilel[n]<I[n-l1]Jandn>0:1[n-1],1[n]=1[n],l1[n-1]ln=1en()foriinrange(l, n):I=insertion (], returnIn-=
1 return I i; Tri rapide Le tri rapide (ou « q u ickso rt ») est une des méthodes de tri les plus rapides. L’idée est de prendre un élément au hasard (par exemple le premier) que 'on appelle p iv o t et de le mettre a sa place définitive en plagant tous les éléments qui sont plus petits a sa gauche et tous ceux qui sont plus grands a sa droite. On
recommence ensuite le tri sur les deux sous-listes obte nues jusqu’a ce que la liste soit triée. Par exemple : - Pourlaliste [ 1 0,1,5,19,3,3,2,1 7 ] le premier pivot choisi est 10. - On place les éléments plus petits que 10 a gauche et les plus grands a droite : [ 1,5,3,3,2, 10, 19,17] - 11 reste deux sous-listes a trier [ 1,5,3,3,21et[19,1 7 ]. Ecrire
un algorithme récu rsif t ri_ rap id e (1) triant une liste en utilisant l’algorithme. Solution. tri.py TJoc3 UK deftri rapide(l):ifl==[]:return[lreturn(tri rapide([xforxinl[1l:]1+[l[0]1]og]ifx <1[01]) +tri_rapide([xforx'1n1[1:]ifx>=1[0 11))(S)CT>CLO14Quelgquesprimitivesusuelles U Dans
cette section, on présente les primitives (ou « b u ilt-in fu n c tio n s » en anglais) les plus usuelles du langage. Nous avons déja rencontré les primitives id, type, len, eval, exec, input, p rin t, format, range, etc. La liste compléte et la description des primitives fournies par Py thon se trouve a la page : http: //doe s . python.org/py3k/library/fun
c tio n s. html La primitive la plus utile pour connaitre les autres est la fonction help, qui permet d’accéder dans l'interpréteur a la documentation d’une fonction : www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 38 > » help(divmod) Helponbuilt-indivmod(...)divmod(x,y)functiondivmod in module b
uiltins:->(div, Return the t u p1le mod) ((x-x%y)/y, x % v ).




Invarian t: d i v * y -i- mod == x. Les touches fléchées du clavier et les commandes de 1’éditeur de texte le s s permettent de naviguer dans la page d'aide : ] : descendre k : monter ¢ : quitter h : aide sur ’aide Aprées importation d’un module, on peut également accéder a la documentation correspon dante : » >importmath » >» >help (math) he
Ip(math. hypot) 14.1 Quelques primitives d'un usage courant » > divmod(47, » > » > » > abs(-1.3) round(-1.3)pow(10,-5)# #»>»>»>max([3,8,9,-11)min("alphabet") # 5) sum(range(100)) 14.2 # quotient, # # # restevale ur absolue d'un nombrearrondid'unflottantexponentia tion maximum d ' une séquence
minimum d ' une séquence somme d ' une séquence #rép.;' (9,2) #rép. ;M 1.3 # rép.;* -1 #rép. :Mle-05 #rép. :WM 9 # rép. :W a # rép. :WM 4950 Primitives de conversion de type Les primitives suivantes permettent de modifier le type d’un objet : d ie t, bin, in t, str, bool, ord, flo a t, complex, se t, tu p le, chr, 1is t. De plus, la primitive is in s
ta n c e permet de tester ’appartenance d’un objet & un type (c’est-a-dire a une classe). BaO ¢ D Uyl— £>101\i CT ‘s_ >. CL O U Exercice 10. En utilisant la primitive s tr , écrire une fonction qui renvoie le nombre de chiffres d’'un nombre entier naturel dans son écriture décimale. Combien I’entier écrit en base 10, posséde-t-il de chiffres? Solution.
On peut utilise la primitive s t r pour convertir un entier en chaine de caractéres, puis en cal culer la longueur. defnbre chiffres(n):returnlen(str(n)) print(nbre ch iffre s(2**10 0 O )) 302 www.biblio-scientifique.net introduction au langage Python 39 Exercice 11. En utilisant la primitive in t, écrire une fonction qui renvoie le la
partie entiere [x\ d’'un nombre décimal x. On rappelle que [-3.1 J = - 4 (et non pas -3). Solution. def E (x ) : return in t( x ) p rin t(E (3 .1), 3if E(0), x>=0elseint (x)-1E(-3.D) 0-4 14.3 Itérateurs Nous avons déja rencontré un itérateur lorsque nous avons abordé la fonction range. Les générateurs sont des objets qui permettent de parcourir une
séquence sans avoir a stocker la séquence complete en mémoire. Le principe est équivalent a un curseur de données placé sur la premiere donnée et qui découvre les éléments au fur et a mesure de ’avancée dans la séquence. Noter que 1’on peut convertir facilement un itérateur en liste a I’aide de la fonctionlist: » > list(range (2, 15, 3)) La
fonction enumerate crée a partir d’'une séquence un itérateur qui renvoie a chaque étape le i-uplet formé de 1'élément de la séquence précédé de son indice de position: L =[1,5,3,-a-]foriinrange(len(L)):print{"L[{0}]={1}".format(i,L[i]))#Variantepluspythonique:fori,+aOc13QXinenum erated): prin
t("L[{0}]1={1}" .form at(i, x)) Cette primitive nous permet, par exemple, d’écrire simplement une fonction qui renvoie la liste des positions ol apparait un élément dans une liste : def occurences(x, return lis te ): [ i fori, y in en um erate(liste) if x == y] 1—1 O I'M ai >CL O U La fonction reversed crée un itérateur inversé : fo r i in reversed(
range(10 )): p rin t (i) La fonction reversed permet par exemple de programmer succinctement ’algorithme de H orner (cf. 12) de maniere itérative:bormer,pydefhorner(p, x) : somme =0 forcinreve rsed (p): somme = ¢ + x*somme r e t u r n somme www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 40
Lorsque I'om souhaite écrire une boucle f o T en parcourant les couples formés par les éléments de deux (ou plusieurs) séquences, on utilise la fonction zip: » >list(zip([1,2,3,4,5]1,['a"',[(1,'a"'),(2,'b"),(3,'c')]1'b, 'c'])) Noter que dans le cas ou les deux séquences n’ont pas la méme taille, la fonction zip utilise une version
tronquée de la plus longue liste. Lorsqu’on représente des vecteurs par des listes (ici u et v), il est alors tres simple de les addi tionner composante par composante : » > »> [X[0] + x[0] forXinzip(u,v)]#additionvectorielle[x+yforX,yinzip(u,v)]# addition v e c to rie lle On peut méme transposer une matrice tres
simplement en la dépaquetant grace a I’opéra teur *: » > matrice=[[1,» >print(list(zip(*matrice)))I[(1, 6), (2,5), 2, (3, 3], 16,5, 4]1] # transposition m a tric ie lle 4)] Il existe encore d’autre moyens de créer des itérateurs : soit en utilisant la primitive i t e r ou des fonctions du module it e rt o o1 (que nous ne détaillerons pas ici),
soit en utilisant un gé nérateur d'expression (en anglais generate r expression). Les générateurs d’expression sont aux itérateurs ce que les listes par compréhensions sont aux listes. » > (i**2 fo r i in # générateur d'expression range(10)) Par exemple, on peut programmer la méthode naive d’évaluation d’un polynome avec un générateur d’expression
:defevaluation naive(p,x):returnsum(c*x**ifori, cinenumerate(p)) Les générateurs d’expression nous fournissent un moyen tres efficace de calculer le produit scalaire de deux vecteurs représentés par des listes : BlaOc =3 QI tHO (N 03 >.CLO » >sum(x*yforX,yinzip(u, v)) #produitscalairedewuetvEnfin
signalons les primitives a i1 et any qui prennent en argument un objet itérable : la pre miere renvoie True si tous les éléments de I'itérable sont vrais et la seconde renvoie True si au moins un des éléments est vrai. Voici une fonction qui teste si les éléments d’une liste sont triés dans 1'ordre croissant : defest triee(liste):returnall(xy
inzip(liste,liste[l:])) Ul15Unmotsurlesexceptions Lorsqu’une erreur se produit dans le déroulement d’un programme (par exemple une divi sion par 0), I'interpréteur stoppe alors ’exécution du programme et affiche la nature de I’er reur. Les types d’erreurs sont classés suivant une certaine hiérarchie consultable ici : http: //does.
python.

org/py3k/library/exceptions.html www.biblio-scientifique.net introduction au langage Python 41 Il est possible de produire une erreur personnalisée dans un programme grace a l’instruction r a ise suivie de 1'une des exceptions intégrées a Python. Supposons par exemple que 1’on souhaite écrire une fonction qui renvoie le produit sca-
laire de deux vecteurs si les deux vecteurs ont méme taille, et leve une exception dans le cas contraire : dotprod, py def dotprod(u, v):iflen(u)!=1len(v):raiselndexError("Lesvecteursn'ontpaslamémetaille!")returnsum(x*yforx,yinzip(u,v))print(dotprod([3,9],[5,-11));print(do
tprod([3,9,0],[5,-1]))Traceback(mostrecentcalllast):File"<stdin>",line7,inFile"<stdin>",line3,indotprodIndexError:Lesvecteursn'ontpaslamémetaille! Lorsqu’une exception estinterceptée, le programme est interrompu et l'interpréteur remonte en sens inverse toutes les
couches du code précédemment traversées.

Pour stopper cette re montée, on peut utiliser la directive try .

. . except. En effet, si au cours de ’exécution de la clause try une erreur est interceptée, alors I'interpréteur passe a I’exécution de(s) clause(s) except avant de continuer le programme normalement. Plus précisément, I'interpréteur cher che a savoir si I’exception interceptée correspond a 1'une des erreurs listées dans les clauses except.try: X =a +
l/aexceptZeroDivisionError:print("DivisionparzéroexceptNameError:TJOcrjuGHOtHOrslCT>CLOprint("Lavariableelse:print(x)'a'!")yn'estpasdéfinie!")]Il estpossible d’'utiliser le mot-clé except sans préciser le type d’exception a intercepter, mais cette pratique est a déconseiller absolument.
En effet, il se pourrait alors qu’on masque ainsi une exception qui ne corresponde pas a celle que 1’on attendait, ce qui pourrait entrainer une erreur inextricable. Signalons que le bloc try supporte 1'utilisation d'un bloc e Is e apres le dernier bloc except et d’'un bloc finally : -1le bloc el s e est exécuté si aucune exception n’a été interceptée dans le
bloctry;-lebloc finally est exécuté dans touslescas. Ul6 Complémentssurlesfonction s Pour définir la liste des parametres formels d’une fonction. Python offre une syntaxe tres riche qui permet d’économiser souvent l'inclusion d’instructions conditionnelles au sein du www.biblio-scientifique.net 42 Programmation en Python pour
les mathématiques programme. Tout d’abord, on peut préciser des valeurs p a r d é fa u t pour les parametres formels : def z e ta(p , N=100): return sum (I/i**p prin t(ze ta (2 )) foriinrange(l, # p, N=2,100print(zeta (2, 10*5)) p rin t(zeta(3)) N)) # p, N = 2, 100000 # p, N = 3, 100 11 est également possible d’utiliser des p aram etres im
plicites, ce qui permet a l'utilisateur de fournir autant de parametres qu’il souhaite. L’interpréteur place alors les valeurs des para metres dans un dictionnaire : defa ffiche (**arguments):forclé,valeurinarguments.items (): print("arguments[ {} ]={}".format(clé, valeur),end="mW)print('\narguments="',arg
uments)affiche(argl='"motl',arg2="'10"',x=2)arguments[argl]=motl;arguments[farg2]=10;arguments[x]=2;arguments={'argl':'motl','arg2':'"10"',"'x"':2 } Enfin, il est possible d’utiliser des p aram etres arbitraires. Ces parametres sont semblables aux parametres implicites ; la différence
tient au fait qu’ils ne sont pas nommés. L’interpréteur les place dans un i-uplet. defproduit(*facteurs):P=1foriinfacteurs:p*=iprintC'Leproduitdesfacteurs{}test{}.".format(facteurs,produit(2,3,4,5)LeproduitdesfacteursT]OcrjiGlOtHOTu](S)ai>*CLOU(2,3,4,p))5)es
t 12 0. Lorsqu’on combine des parametres avec des valeurs par défaut, des parametres implicites et arbitraires, on doit respecter scrupuleusement 1’ordre suivant : def fo n c tio n (x, y, z, *args, **keywords, a = 1, b=2, c=3) Signalons qu’il est possible de définir des fonctions anonymes a 1’aide de la directive lambda. Voici par exemple une fonction
com position qui prend en argument deux fonctions / et g et qui renvoie \di fo n c tio n composée /og:defcomposition(f,g):returnlambdax:f(g(x)) Terminons cette section en mentionnant que I’on peut munir une fonction d’'une documen tation appelée en anglais « d o cstrin g » : elle doit étre placée a la ligne qui suit le mot-clé def, et
étre saisie entre triples guillemets anglais. La premiere phrase se doit d’expliquer de ma niére concise a quoi sert la fonction. Pour une fonction un peu développée, on peut méme inclure apres une ligne blanche des exemples d’utilisation qui peuvent ensuite servir de tests unitaires 18. Un test unitaire est un procédé permettant de s’assurer du
fonctionnement correct d’une portion d’'un pro gramme. On écrit un test pour confronter une réalisation a sa spécification. www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python 43 composition,pydefcomposition (f, g): ...... Renvoie 1 a composée de deuxfonctionsfetg.» >frommathimportsin,cos»>f=compositi
on(cos,sin)»>g=composition(sin,cos)»>[f(x)-g(x)forXinrange(0,3)][Q.1585290151921035, 0.15197148686933137, 1.018539435968748] r e t u r n lambda x: if name == f(g(x)) .main__ import doctest d o c te s t . testmod() Pour accéder a la documentation de la fonction, on utilise help : » > he Ip (com posit io n)
Pour lancer les tests, on exécute le script avec 1’option - v (mode « bavard ») : $ pythonBmafonction.py-v17NotionssurlesclassesEn Python, tous les objets manipulés sont des objets au sens de la p ro g ra m m a tio n orientée objet, c’est-a-dire des entités regroupant : - des données, appelés a ttrib u ts ou variables d ’in sta n ce de
I’objet ; - des fonctions, appelées m éth o d es de ’objet.

MaOcI3GKtHOTIMXICTI >Q. O U Par exemple, les entiers, les flottants, les listes, les i-uplets, les chaines de caracteres sont des objets. Parmi les attributs d’un objet de la classe liste, on peut citer ses éléments; parmi ses méthodes, on peut citer les fonctions append ( ), extend (), etc. Seules les méthodes sont habilitées a manipuler les
données d'un objet, ce que 1’on traduit en disant que les données de 1’objet sont encapsulées dans 1’objet. Pour connaitre la liste des attributs et méthodes d’un objet, on invoque la primitive d i r avec comme argument le nom de 1’'objet. Une classe est une description donnant naissance a différents objets disposant tous de la méme structure de
données et des mémes méthodes. En un sens, on pourrait dire que les mots « classe » et « type » sont synonymes. A coté des nombreuses classes définies par défaut par Python (par exempleint, float,list, tuple, Str,...), il est possible de définir de nouvelles classes. Dans cette section, nous présen tons quelques ébauches de classes pour
programmer quelques objets mathématiques. Nous verrons dans les chapitres suivants des exemples plus développés de définition de classes. Enfin le chapitre 6 donnera un exemple de projet abouti utilisant de maniere intensive les principes de la programmation orientée objet. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les
mathématiques 44 Nous allons partir d'un exemple concret, a savoir la notion de polynéme. La maniere la plus naturelle de représenter un polynéme p = ao + a\X-\ — + est d’utiliser une liste conte nant ses coefficients [ao, Si ’on dispose alors de deux listes p 1 et p2 représentant deux polynomes, on souhaiterait pouvoir les additionner en utilisant
I'opérateur +. Mais en I’état, la liste renvoyée serait le résultat de la concaténation des deux listes. De plus, on sou haiterait pouvoir afficher le polynome de maniére conventionnelle. C’est ici que la définition d’une classe nous permettra de définir de nouvelles fonctions (les méthodes) propres aux po lynémes. Pour créer une classe, on utilise le mot-
clé cla s s: class Polynom e(object): Ensuite, il faut définir le co n stru cteu r de la classe, c’est-a-dire la méthode qui nous permettra de créer (ou d'instancier) un objet de la classe polynéme. Le constructeur a toujours pournom _init () et prend en argument au moins un parametre appelé s e 1 f. Ce parametre s e 1 f fera toujours référence a
I’objet instancié (a savoir ici un polynéme). Polynomes.pyclassPolynbme(object):def init (self,coefficients):self.coeffs=coe fficien ts Pour créer un objet de la classe polynéme, il nous suffira alors d’utiliser la syntaxe suivante : » > P = Polynome([3, -2, 1]) # représentel e polyndme 3-2.X+X'~2 On va munir a
présent les objets Polynome d’une méthode renvoyant le degré du polynome : Polyndémes,pydefdeg(self):n=1en(self.coeffs)fori,cinenumeratelreversed!self.coeffs)):ifc!=0:returnn-1-ireturn-1TJOcrju O rs](S)ai >+ CL O U Pour appliquer cette méthode a un polynéme, on préfixera le nom de I’objet
au nom de la méthode : » > P . deg () On souhaiterait a présent définir I’addition de deux polynémes. Une premiere fagon de faire consisterait a définir une méthode a j o u te ! ). Pour ajouter deux polynomes, on écrirait alors p 1. aj oute ( p2 ).

L’idéal serait de pouvoir écrire plus simplement pl+p2. Pour cela, on va re définir (ou plus exactement surcharger) la m éthode add définie par défaut a chaque défi nition de classe (mais dont la définition par défaut ne rend pas cette méthode opérationnelle en général). Polyné mes,pydef add (self,other):ifself.degO<othe
r.deg(): self, other = other,selftmp=other.

coeffs+[0]*(self.deg()-other.degO)return Poly nébme![x+yforx,yinzip (self.co e ffs, www.biblio-scientifique.net tmp)]) Introduction au langage Python 45 Ainsi, les deux syntaxes suivantes seront possibles : » > pi + p2 # équivautapl add (p2)<Polynomes.PolynomeobjectatOxb7261eb5c> Lerésultat
semble décevant et ce, méme si on utilise la syntaxe print (pl+p2). En fait, au moment de la définition de la classe chaque objet possede par défaut non seulement une m éthode add__ (), mais aussi une m éthode str () qui est a surcharger par la suite pour personnaliser le type d’affichage d'un objet de la classe, ce que nous pourrions faire ainsi
:Polyndmes, pydefstr monom e(self, i, coeffs =in d et = (return ' c): format(c)if.format(i)c>=0elseifi>1lelse('.X'ifi==1lelsejoin([coeffs,indet])'({})'.format(c)')def str (self):chaine='+'.join(self.str monome(i,c)fori,cinenum erate(self.coeffs)chaine=chaine.r
eplacel]'l.','")returnchaineifchaine!="'"else'O"ifc! =0)Pour améliorer I'affichage d’un polynéme, on a défini une fonction s t r monome ( ) qui affiche un monéme (par exemple, sous la forme ( - 2 ). X~"3) en rajoutant des parenthéses autour des coefficients négatifs. Bien que cette fonction n’utilise pas le parametre s e 1f, il
est impératif que ce paramétre figure (et figure en premier) dans la liste des parametres formels de la fonc tion s t r monome ( ). C’est ce qui permettra d’appeler cette fonction dans une autre méthode de la classe, a savoir ici, la m éthode _str (). >»TJOcrjQtHOprint (Polynome][3,1]))#rép.;3 + (-2).X + X"2 De méme, on pourrait
programmer 1’évaluation d’un polynéme en un point (en suivant la méthode de H orner) : Polynémes,pydef call (self,x):somme=0fN]forcinreversed (self.coeffs): somme =c + x*sommereturnsomme © Q] ‘s >. CL O -2, Pour I'évaluation, on utiliserait alors la syntaxe : U » > P(1.2) #équivalenteap call (
1. 2) Le produit pourrait se programmer en définissant au préalable une fonction qui calcule le produit d’un polynéme par un monéme de la forme cX} : 19. La liste des méthodes fournies par défaut au moment de la définition d’une classe se trouve ici : http : /d o e s. python.org/py3k/reference/datam odel. html www.biblio-scientifique.net
Programmation en Python pour les mathématiques 46 Polyn 0 me s, p y def mul monome(self,i,c):returnPolyndme([0]*i+[c*xforXinself.coeffs]def mul (self,other):tmp=Polynome([0])fori, cinenum erate(other.coeffs): tmp +=self.

mul monome (i, returntmpc)L’encapsulation représente un intérét certain de la notion de classe, mais ce n’est pas le seul. Le principal avantage de la notion de classe, est que 1’'on peut définir des classes dérivées d'une classe qui hériteront des méthodes de la classe parente. Ceci permet d’éviter de répéter des portions de code
semblables. Pour définir une classe dérivée d'une classe parente, on utilise la syntaxe : cla ss D érivée(Parente): Considérons un exemple. Pour représenter une fraction rationnelle, on pourrait définir une classe a partir de rien et programmer des méthodes similaires a celles définies pour les po lynomes. Mais il est bien plus avantageux de se servir
des méthodes programmées dans la classe des polynomes pour les utiliser au sein de la classe des fractions rationnelles.

Nous allons donc définir la classe des fractions rationnelles en la faisant dériver de la classe des polynomes. Polynd me s, py c la s s FracRationnelle(Polynome):def init (self,numérateur, dénom in ateur): self .n u m e r = numérateur se If.de no m = dénominateur defdeg (self): returnselfnumer.d e g () - self.denom
.deg)TJOcrji«tJHDOCMai>* CLOdef call (self,x):returnself.numer_ call (x)/defstrreturnself.

denom call () (self): ("({})/({})" .form at(self.num er, self.denom))def add (self,other):numer=self.numer*other.denom+self.denom*other.numerdenom=self.denom*other.denomreturnFracRationnelle(numer, denom)U defmul (self, other): numer=self.numer*
other.numerdenom=self.denom*other.denomreturnFracRationnelle(numer, denom) Voici quelques exemples d’utilisation de cette classe : www.biblio-scientifique.net Introduction au langage Python p1l, p2,p3 =Polynome ([1]),Polynome([-1,1]),Polynome([l,ri,r2=FracRationnelle
(pl,p2),FracRationnelle(pl,p3)print(ri,r2,ri+r2,ri*r2,sep=""471]) prin t(rl(-1.3)) On pourrait encore améliorer la définition de notre classe de fractions rationnelles, en définis sant une classe de rationnels ; puis en faisant hériter la classe des fractions rationnelles non seulement de la classe des polynomes, mais
aussi de la classe des rationnels. On parle dans ce cas d’héritage multiple. Polyn 6 m e s .p y class R atio nn el(o b ject): definit (self,num,den):self. numer=numself.denom=dendef str_ (self):return("({ })/({ } )" .form at(self.num er, self.denom))def add (self,other):denom=self.denom*oth
er.denomnumer =self.numer*other.denom+other.numer*self.denomreturnRationnel(numer,denom)def mul (self,other):numer=self.numer*other.numerdenom=self.denom*other.denomreturnRationnel(numer,denom)classFracRationnelle(Ratio
nnel, Polynéme): def in it (s el f, numérateur, dénom in ateur): s e If .n u m e r = numérateur se If.de no m = dénominateur TfOcrja«tJHDO (Nx: D] >0Q.Udefdeg(self): returnselfnumer.deg()-self.denom .deg()def call (self,x):returnself.

numer_ call ®/self.denom—call—(x)def add (self,other):tmp=(Rationnel(self.numer,self.denom)+ Rationnel(other.numer,other.denom))returnFracRationnelle(tmp.numer,tmp.denom)def mul (self,other):tmp=(Rationnel(self.numer,sel
f.denom)*Rationnel(other.numer,other.denom))returnFracRationnelle(tmp.numer, tmp.denom) www.biblio-scientifique.net 48 Programmation en Python pour les mathématiques On rem arque dans ce cas q u 'il est inutile de redéfiniruneméthode str <{)pourlaclasse F racRationnelle, et que
I’écriture desm éthodes add {)et mul {) setrouve sim pli fiée.

Ces program m ations de classes de polyném es, de nom bres rationnels et de fractions ra tio n nelles ne sont que des esquisses et sont loin d ‘étre achevées. Le b u t dans cette section était sim plem ent d ’illustrer les notions de classe, de m éthode, de surcharge des opérateurs, d 'h é ri tage. Le chapitre 6 présen tera des classes p lein em en t
opérationnelles p o u r les polynom es, les rationnels et les fractions rationnelles.

Avant cela, d 'autres exem ples de leur utilisation seront abordés. C’est au fil des exem ples que leur m an ip u latio n deviendra de plus en plus naturelle. En guise de conclusion, rassem blons quelques rem arques au vu des m éthodes program m ées p récédem m ent. - Le param etre s e 1 f représente un e instance quelconque (c’est-a-dire u n objet)
de la classe. cla s s Polynome: def init P (self,coefficients) = Polynome ([3, -2, 1]) - Le param étre s e 1 f est toujours le prem ier p aram étre form el d 'u n e m éthode (de la classe) au m o m en t de sa définition.

En revanche, il n 'ap p arait plus dans la liste des param étres d ‘'une m éth o d e (de la classe) au m o m en t de son appel.

En effet, il est alors préfixé au n o m de la m éthode appelée.

HWa O ¢ D U O Pour accéder a u n e autre m éthod e ou a un attribu t a l'in térieu rd ‘un e m éth o d e de la classe, il faut toujours préfixer le n o m du p aram etre s e I f au no m de la m éthode. I'u] (S) ai >+ CL O U def monome (selfdef str (selfchaine="'+join(self.monome (i, c)) www.biblio-scientifique.net introduction au langage
Python 1849 Exercicesd’entrainementLes corrigés sont disponibles sur le site dunod.com a partir de la page d'accueil de 'ouvrage.

Exercice 12. D onner au m oins trois fagons d ’'écrire u n e fonction p e rm e tta n t de tester si u n e chaine de caracteres est un palindrom e. Exercice 13.

La constante de C ham pernow ne est u n no m bre réel de partie entiére nulle et d o n t le dévelop p e m en t décim al est ob ten u en écrivant les uns a la suite des autres tous les entiers naturels: 0.123456789101112131415161718192021222324252627282930...11aétédém ontré que ce nom bre est tran scen d an t,
norm al et universel.

Ecrire une procédure qui renvoie les n prem iéres décim ales de ce nom bre. Exercice 14. a) On note le nom bre de chiffres qui in terv ien n en t dans 1’écriture décim ale de I’e n tier n.

Afficher les 8 prem ieres valeurs de la som m e partielle de la série L. ,>i b) Sin e N* ne co ntient pas de 9 dans son écriture en base 10, on pose Un = sinon on pose Un = 0.

D onner une fonction qui approche les som m es partielles de la série X/i>1 Un- Solution. d) On p e u t par exem ple utiliser la prim itive s t r p o u r convertir u n entier en chaine de carac teres, puis en calculer la longueur. defs(n ) :returnsum (len(str(k))/(k*(k+1))forkinformaOcD U «y— JD A O CM (y) xz CTI >Q.
O0.9,range(l,n)iinranged,8):print(s(10*),end=','1.08,1.107,1.1106,1.11105,1.111104,1.111110 3, On conjecture donc que la série converge et que sa som m e vaut par une som m ation par paquets. b) M ém e principe:cequipeutsedémontrerdefs(n):returnsum(l/k**2forkinrange(
I, n)if'9 "' notin str(k)) On conjecture donc que la série converge et que sa som m e est p roche de 1.6239249 U Exercice 15. (Approximation de la fonction cosinus) En utilisant 'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction cosinus, a I’'ordre 2n, on peutm o n trer que Vjc e IRV /ie co sx - (-1 ) A: ~ 2k {2k)\ www.biblio-scientifique.net \x
\2n+\ {2n + 1)\ Programmation en Python pour les mathématiques 50 Ecrire un e procédure cosinus (x,epsilon) qui prend en argum ent u nnom brexetun e p ré cision e p silo n, et qui renvoie la valeur ap prochée du cosinusd e xa e psilon prés. On rem arquera q u ‘il est inutile d ’utiliser u n e fonction factorielle. A titre de
vérification, voici ce que doit d o n n er le calcul de cos(l) : p rin t(c o sin u s(l, le-14)) # r é p .: 0.5403023058681398 Exercice 16.

(Triplets pythagoriciens) On appelle triplet pythagoricien u n triplet d ’entiers naturels (x, y, z) n o n nuis vérifiant la rela tion X~- +y'~ = z*, a) Ecrire u n e fonction qui p ren d en arg u m en t u n en tier n et qui renvoie la liste (sans d o u blon) des tous les triplets pythagoriciens d o n t les com posantes sont strictem ent infé rieures a n. b) C om bien
y a-t-il de triplets pythagoriciens ju sq u ‘a 100 ? Exercice 17. C hercher dans la docu m en tatio n de Python l'utilité de la fonction jo in . A I'aide de cette fonction, créer des chaines de caractéres de longueur arbitraire. C om m ent afficher les égalités suivantes p o rta n t sur la som m e des carrés des prem iers entiers ? 1°2 172172 172 172 172
17217°21"2TJOcrjG'i— HONXIO]>.CLOU=4++++++++++12"22722722-22-22-22-22-22-222=+++++++++53"237237237237"23'"23'"237"237214424-24-24-24-24-24-24-230S'"25725725725-25725-255626726"26726726"2917727727727-21"21408'~2S8'"2S'~28722049'"29-2
9-2 285 10~"2 = 3851072 + 11°2 = 506 Exercice 18. (Nom bres parfaits) Un nom bre est dit parfait lorsque il est égal a la som m e de ses diviseurs propres. Un diviseur propre est u n diviseur autre que le nom bre lui-m ém e. Le prem ier n o m bre parfait est 6. En effet 1, 2 et 3 sont les diviseurs propresde 6 e t6 =1-i- 2 -i- 3. a) Ecrireun e
fonction booléenne parfait(n) quiteste siun en tier est parfait. b) Ecrire un e fonctionliste parfaits(n) quirenvoie laliste des nom bres parfaits stric tem en t inférieurs n. Quels sont les nom bres parfaits inférieurs & 10 000 ? c) Ecrire une fonction somme ( n ) qui, si n est u n n o m bre parfait, affiche 1’égalité justifiant cette propriété.
Par exemple, somme(6) devra afficher 6 = 1 + 2 + 3. Exercice 19. (Crible d 'Eratosthéne) Ecrire u n e fonction récursive crible (liste ) qui prenden argum antu n e liste et y élim ine récursivem ent tous les m ultiples de ses é1ém ents en p arco u ran t la liste de gauche a droite. A ppeler la fonctioncrible(range(2,n))pourob tenir
alors la liste des nom bres prem iers strictem ent inférieurs a n. www.biblio-scientifique.net Modules Sommaire 1 2 34 56 7 1 Structure d'un mMoOdULE.............oueeiivieiiiiiiiiiiieiiieeeieeeeeee e eaen Quelques modules « Batteries included » ..........cccoevvviiiiiiiiiiiiiiieinnn. 51532 .1Lemodulemath
.................................................................................................... 53 2.2 Le m 0dule TANAOMY .cceuuiiiiiiiiee ettt

562 .4 Lem odUle LI € covuiiiieiiiiieeie e e e e ra e aaans 602 .5Lemoduled e cimal oo e e aa s 60 2.6 Lem 0dule T a CtiO M S it e e e e aans 632 .7Lemodulesys
....................................................................................................... 63 Lire et écrire dans un fichier...................ccccceeeeiiiiiieeeeeiiiieeeeeevvinneneeen.... Manipulation de fichiers C SV ......ooveeeiiiiiieiiiiiiiieeccvieeeeevviee e, Comment générer des graphiques ? ......eeeeevviieeiiiiiiieeeceieeeeeeeiees
Un coup d’ceil vers le module Matpiotlib..........cccoovvieviiiiiiiinii, Exercices d’entralnement..............ueeeieiiiiiieiiiiiiie e Structured'un6468707475moduleT]OcrjQHK OTIM ai>CL O En program m ation, il est fréquent de sauvegarder dans u n fichier du code p o u r pouvoir le réutiliser dans des contextes variés. Un tel

fichier est appelé u n m odule. On d o n n e générale m ent a son no m ’extension « . py ». Supposons que I’on écrive une fonction p o u r afficher u n e liste assez longue en alignant les élém ents de la liste les uns au-dessus des autres Une fois la fonction écrite, on la place dans u n fichier com m e ci-dessous: Lprint.py U Modulepouraffiche
runelistelongue.ll11IIdefIprint(liste,largeur,n=1len(liste)forme): 1. Noter g u'une fonction sem blable est fournie avec le m odule p p rin t de la lib rairie standard : http:/docs.python.org/py3k/library/pprint.html www.biblio-scientifique.net 52 Programmation en Python pour les mathématiqueslign e
s=int(n/largeur)print(*[M,end="")foriinrangen):s="'{:'+forme+"'}'ifil=n-1:print(s.format(liste[i]),end="")else:ifiprint(s.format(liste[i]l),end=']")!=0andi%largeur==largeur-1:print('',end="")print()Ladirectiveimportp erm et alors de chargerle con tenu
du m odule de la m aniére suivante : > » > » fromLprintimport*#importeTOUSlesélémentsd' unmoduleliste=1list{range(30))»>Iprint(liste,[0,1,2,3,12,13,14,15,24,25,26,27,12,4,16,'3d"5,6,17,18,7,19,8,9,10,20,21,22,11,23,28,29]Aum o m entdelaprem iere im portation du m odule
Lprint. py, I'in terp réteu r génere un fi chier L p r in t. pyc qui optim ise ensuite sa m ise en ceuvre. Si 'on ne souhaite pas encom brer I'espace des nom s en im p o rtan t u n m odule, il est recom m andé de I'im porter sans utiliser le m ot-clé f rom : dans ce cas, p o u r appeler une fonction du m odule im porté, il suffira de faire précéd er le no m
de la fonction du nom du m odule en accolant les deux p ar un point. » >importLprint» >» >liste=1list(range(50))Lprint.print(liste, 12,'3d"') D ans ce cas, l'utilisation d 'u n alias plus court a ta p er p eu t se révéler avantageuse : XJ]OcDUOTu] © xzCTI>Q.0OU» >» >importLprintasIpliste=1list(range
(50))»>1Ip.lprint(liste, 12, '3 d ') Pour finir, m en tio n n o n s deux astuces co n cern an t I’écriture de m odules. Lorsqu’on m et au p o int u n m odule, il est intéressant d 'y inclure des tests p o u r en vérifier son bon fo n ctio n n e m ent. L’em barras, c’est g u ‘au m o m en t de I'im p o rtatio n du m odule, ces tests seront égale men t
effectués, ce qui n’est pas souhaitable en général. Il suffit alors de faire précéder les tests de I'instructionif name =="  main " : Par exem ple dans le m odule précédent, on p ourrait ajouter en fin de m odule les lignes suivantes : Lprint.pyif name ==" main I=1list(range(100))print()lprint(l,12,'3d"')Un
problém e se présente lorsqu’on a écrit u n m odule que 1’on souhaite utiliser dans des ré pertoires autres sans avoir a le copier en plusieurs endroits. En effet, si ’'on im porte u n m odule www.biblio-scientifique.net Modules 53 personnel qui n’est pas dans le répertoire ou se trouve le fichier a exécuter, u n m essage d ’er reur est renvoyé disant que
ce m odule est inconnu. D ans ce cas, le plus sim ple est de m odifier la variable sys .

path qui c o n tient la liste des chem ins ou I'in terp réteu r recherche les m odules, en écrivant au d éb u t du fichier dans lequel on souhaite im p o rterle m odule : importsyssys.path.append('/home/user/programmation/python/mes modules/)2Quelguesmodules«Batteriesincluded » Le langage
Python offre par défaut u n e bibliotheque de plus de deux cents m odules ™ qui évite d 'avoir a réinventer la roue dés que 1’on souhaite écrire u n program m e. Ces m odules couvrent des dom aines tres divers : m ath ém atiq u es (fonctions m ath ém atiq u es usuelles, calculs sur les réels), adm inistration systeme, program m ation réseau, m an ip u
latio n de fichiers, etc. Nous en p résenterons ici seulem ent quelques-uns, a savoir ceux d o n t n ous nous servirons dans la suite de notre ouvrage. 2.1 Le module math Le m odule math p erm et d 'im p o rter les fonctions et constantes m ath ém atiq u es usuelles, com m ande Python p i, e, exp(x), lo g (x ), lo g (x,a) pow(x,y), floor (x), abs(x), fact
orial(n)sin(x),cos(x), tan(x),asin(x),...sinh (x), cosh(x), tanh(x),asinh (x),...con stan te / fonction m ath ém atiqu e TT, e= exp(l), exp(x), In(x), log™(x) x-~, UJ, Ul, n\ fonctions trigonom étriques fonctions hyperboliques C om m e m e n tio n n é précédem m ent, on dispose de plusieurs syntaxespourimporterunm o dule :
TJOcrjQ » > frommathimport*»>cos(pi/4.0)0.70710678118654757»>importmath»>math.cos(math.pi/4.0)0.70710678118654757i-HOrs](S)ai>¢CLOTU 2.2Le module random Le m odule random propose diverses fonctions p e rm e tta n t de générer des nom bres (pseu do-) aléatoires qui suivent
différentes d istributions m athém atiques. Il apparait assez difficile d 'écrire u n algorithm e qui soit réellem ent no n -d éterm in iste (c’esta-dire qui produise u n résultat to talem en t im prévisible). Il existe cep en d an t des techniques m athém atiques p e rm e tta n t de sim uler plus ou m oins bien 1’effet du hasard. Voici quelques fonctions fournies
par ce m odule : 2. La liste compléte des m odules de la bibliothéque standard est accessible & ’adresse : http: /do e s . python.org /py 3 k/library/inde x .html.A c e la s’ajoute les 16627 m odules développés (a ce jour) p a rla com m unauté Py thon:http:/pypipython.org/pypiwww.biblio-scientifique.net 54 Programmation en
Python pour les mathématiques random.randrangeip, n, h) random.randint(a, b) random.choice(seq) random. random<{) random.uniform(a, b) choisit un entier aléatoirem ent dans range ( p, n, h ) choisit un entier aléatoirem ent dans \a, h\ choisit un entier aléatoirem ent dans la séquence seq renvoie un décim al aléatoire dans [0,1 [ choisit u n décim
al aléatoirem ent dans [a, h] Exercice 20. Les m éthodes de sim ulationde Monte-Carloperme tte nt de calculer un e va leur num ériq u e en utilisant des procédés aléatoires. Elles so n t particulierem ent utilisées po u r calculer des intégrales en dim ensions plus grandes que 1 (en particulier, p o u r le calcul de su r faces et de volum es).

Par exemple, le calcul approché d 'une intégrale d 'une fonction a 1 variable par cette m éthode repose sur ’approxim ation : b -a « /n J a i= \ ol i —*WXi désigne u n e variable aléatoire suivant la loi uniform e sur l'intervalle [a, b]. Ecrire u n e fonction renvoyant une approxim ation du nombre Tl =4 -t~ dtenutilisantlaméthodedeMont
e-Carlo.Solution. montecarlo.pyimportrandom, mathdefmontecarlo(f,a,b,n):somme=0foriinrangen):TJOcrja«tJHDOCM (y)XIOJ>OCLUX=random.uniform(a,somme +=f(x)returnsomme*(b-a)/b)ndeff(x):returnmath.sqrt(l-x**2)print('-*63)print('{0:>10s}1{1l:
"12s}|[{2:""14s}|{3:715s}|'.format('n','approximation','erreurabsolue','erreurrelative'))print('-*63)foriinrange(0,n=10**i110,2):approx=4*montecarlo(f,0,erreur=math.pi-approx1,n)print('{0:10d}I{1:12.10f}|{2:format(n,approx,err
eur,14.10f}|{3:15.10f}|'abs(erreur/math.pi)))print('-*6 3 ) www.biblio-scientifique.net 55 ModulesnIapproximation1 100 10000 1000000 100000000 |erreurabsolue|erreurrelative-0.0657309025-0.0237281996-0.00470850320.00012349770.02092279610.007552
92053.20732355613.15532085323.14630125683.14146915593.1418489337|0.00149879490.00003931050.0000815765-0.0002562 801 Cettem éthode de calcul approché d 'intégrale se révele assez p eu efficace (et pas seulem ent sur cet exemple) en dim ension 1 ; il faut u n grand no m b
re de points po u r o b ten ir quelques décim ales significatives. Il est possible de prouver q u ‘avec la m éth o d e d 'approxim ation de M onte Carlo, I’erreur est dom inée p ar alors que dans la m éth o d e des trapezes ’erreur est dom inée p ar On com parera les résultats o b ten u s avec ceux o b ten u s a la section 3. Pour un e version vectorisée de
I’algorithm e de M onte Carlo, on p o u rra consulter [Lan09]. Exercice 21. C om m e nous l’avons dit, la m éth o d e de p eu t égalem ent étre utilisée p o u r le calcul num ériq u e d ‘intégrales m ultiples. Prenons le cas d 'une intégrale double M o n t e -C arlo 1= J]J"~f(x,y)dxdy Pour estim er I, on com m ence p ar choisir u n rectangle R qui co n tien t
D.

On a alors I= fix, y) dxdy = J £ fix, y)xD ix, y) dxdy ol Xd est la fonction caractéristique de D. On génére ensuite u n e suite de points ixi, y aléatoires suivant u n e loi uniform e dans le rec tangle D. L’intégrale I est alors approchée p arla qu an tité I ~(R) A ~ 2~ fixi>yi)XDixi, yi) i= \ OU Ai R ) TJ O c rj désigne I’aire du rectangle R. Soit D =1 (x, y) e ¥
-h12-fIetF, F'les foyers de ’ellipse frontiere. Ecrireune procédure p e rm e tta n t de calculer n u m ériq u em en t l'intégrale G « JD tH O fN I(fl, 1) = ~ (M F-i-M F')dxdy ou Solution. Un calcul exact d o nne com m e valeur 1{a,b) = ~ai >+« CLO M (x,y )e D [2,a”™ - b"), ce qui va nous p e r m ettre de tester la qualité de I’approxim ation. Pour les
calculs, on utilise la fonction hypot du m odule math qui calcule la norm e euclidienned ‘'uncouple (x,y). montecarlo2 .pyUimportrandom from mathimportsqrt,hypot, pideff(x,y,a,b):c=sqrt(a**2-b**2)returnhypot(x-c,y)+ hypo t(x-»-c, y) www.biblio-scientifique.net 56 Programmation en Python pour les
mathématiquesdefmontecarlo2(a,b,n):xrandom=[random.uniform(-a,yrandom =[random.uniform (-b,somme=sum (f(x,y,foryina,a)forib)forib)forxinyrandomifininrange(n)Jrange (n)lxrandomhypot(x/a,y/b)<=1)returnsomme*(4*a*b)/n*™*2print('-*63)print(mM{O0:
>7s}I{l:715s}|{2:""15s}|{3:'""15s}|'format('n','approximation’,'erreurabsolue','erreurrelative'))print('-*63)foriinrange(1,5):a,b,n=2,1,10**iapprox=montecarlo2(a,b,n)exacte=2*pi*b*(3*a**2-b**2)/3erreur=exacte-approxprint('{0
:7d}I{1:15.10f}|{2:'~15.3e}|{3:715.3e}|'format(n,approx,erreur,abs(erreur/exacte)))print('-*63)n1101100100010000111approximation|erreurabsolue|erreurrelative|21.297874704122.6145697956(]22.946719011123.20427425081]11
11]1111.740e+004.238e-019.163e-02-1.659e-017.555e-021.839e-023.977e-037.202e-03"00c=3Q23Lemoduleturtle']DON © gi>Q.0ULemoduleturtleperm etde réaliser des « graphiques to rtu e », c’est-a-dire des dessins géo m étriques correspondant a la piste laissée derriere elle parun e
petite « to rtu e » virtuelle, do n t on contréle les déplacem ents sur ’écran de 1’0o rd in ateu r a I’aide d ’instructions sim ples. Les principales fonctions m ises a votre disposition dans le m odule t u r t 1 e sont les suivantes : re s e t () goto(x, y) forward(d), backward(d) up{), downO le ft(a Ip h a ) right(alpha) c o lo r(c o u le u r), w idth(l) fill(1) On efface
to u t et on recom m ence Aller au p o in t de coordonnées ( x, y ) Avancer, reculer d 'u n e distance d Relever, abaisser le crayon Tourner a gauche, a droite d 'u n angle a lp h a (en degrés) D éterm ine la couleur, 1’épaisseur du tracé Rem plir u n c o n to u r ferm é www.biblio-scientifique.net Modules Exercice 22 .57 (FlocondeVONZKocH)L
‘algorithmedevoNKochconsiste,apartird'unsegmentdonné,alediviseren3segmentsdemémelongueuretaremplacerlesegmentcentralparles2cotésd’untriangleéquilatéralconstruitextérieurementapartirdecesegmentcentral. LeflocondevoNKo
chestobtenuenappliquantcetalgorithmeauxcdétésd’'untriangleéquilatéral. a)Ecrire une fonction récursive von.koch {1, n ) qui applique n fois 1 algorithme de von K o ch & un segment de longueur donnée; cette fonction exécutera donc la suite d’ins tructions suivantes : i) Tracervon koch{ 1 /3, n-1)v) Tracervon k
och(1/3,n-1)ii) Tourner a gauche de 60 degrés vi) Tourner a gauche de 60 degrés iil) Tracervon koch{ 1 /3, n-1)vil) Tracervon koch (1/3,n-1)iv) Tourner a droite de 120 degrésb) Ecrireunefonctionflocon(l,n)quidessineunflocondevonKoch.

Solution.vonKoch.pyimportturtleturtle.pen(speed=0)#vitessemaximaleT30c130O0rsl(y)ai> CLOUdefvon _koch(longueur,n):ifn==1:turtle.forward(longueur)else:d=longueur/3.
von _koch(d,n-1)turtle.left(60)von_koch(d,n-1)von _koch(d,n-1)von _koch(d,n-1)turtle.right(120)turtle.left(60)defflocon(longueur,n):turtle.up(turtle.goto(-longueur/2,turtle.down()foriinrange(3):von _koch(longueur,flocon(300,n);lo
ngueur/3)#onseplaceenhaut,turtle.right(120)5)www.biblio-scientifique.net a gauche 58 Programmation en Python pour les mathématiques # PourexporterlegraphiqueauformatEPS:fromtkinterimport*importosturtle.ht()ts=turtle.getscreen()ts.getcanvas().postscript(file="{0

}.eps".format("von _koch"))turtle . mainloop()Exercice?2 3. (Lamachinede Galion)Laplanche de G alio nréalise '’expérience aléatoire suivante. Des clous sont disposés en pyram ide, de sorte q u ‘en lach an t u n e bille sur le clou supérieur, celle-ci tom be a gauche ou a droite, pour encorerebondirdelaméme
facon sur le clou suivant, ju sq u ‘a finir sa chute dans u n réservoir.

On laisse choir une collection de billes et on observe la répartition obtenue en fin d 'expérience dans les différents réservoirs. Le principe reten u p o u r la sim ulation est basé sur le traitem en t des listes. Si n ous pren o n s une pyram ide de base n clous, nous disposons den+1 réservoirs p o u r re cueillir toutes les chutes (et donc toutes les
trajectoires) possibles. Notre réservoir est la liste des entiers de 0 & A chaque clou, u n e bille posséde la m ém e probabilité de p artir a gauche ou a droite : si elle p art & gauche, elle ne p o u rra plus atteindre le d ern ier réservoir a droite, qui est d onc élim iné de la liste... En fin de chute, la liste est u n singleton d o n t le n u m éro servira d ’indice
pourincrém en ter le co m p teu r du réservoir en question. LamachinedeGalionestunoutilpermettantdesimuleruneloibinomiale,etainsiobserversaconvergenceversuneloinormale.Solution.galion,pyT350cDUKDOrs](S)ai>¢CLO fromrandomimport*fromturtleimport*
defchute(niveaux):c-""forninifrange(niveaux):random!)<0.5:c=c+'G'else:c=c+'D'Ureturncdeftirage!niveaux):cibles=[nforninc=chute(niveaux)forninifrange(niveaux+1)]c:n=="'G"':www.biblio-scientifique.net Modules59cibles.pop()else:cibles.pop(O)
returncibles[0O]defsimulation(billes,niveaux):print("simulationde",billes,tas=[0]*(niveaux+1)forbin'suruncriblede", niveaux,"niveaux:")range(billes):tas[tirage(niveaux)]+=1print(tas)print()defrectangle(largeur,hauteur):couleur=(
randomO,randomO,randomO)color(couleur)begin fill()forninrange(2):forward(largeur);left(90)forward(hauteur);left(90)end fill()defdiagramme(billes,niveaux): ### simulation ### tas=[0]*(niveaux+1)forbinrange(billes):tas[tirage(niveaux)]
+=1print(tas)###dessin###largeur=50hauteur_max=0billes_max=OlaOchJVDOrs]CTI>Q.OUfornintas:ifn>hauteur_max:hauteur_max=nbilles_max=n###centrageetmiseal'échelle###up()goto(-1argeur*(niveaux+1)/2,down()speed("fastest")forn
in-float(billes max)/billes*hauteur max/2)tas:rectangledargeur,forward(largeur)float(n)/billes*hauteur max)up()if name ==" main ":diagramme (5000, 10) m ainlo o p () www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 60 2.4 Le module time Du
m odule tim e nous n’utiliserons que la fonction d o ¢ k qui renvoie u n e durée de tem ps en secondes (dont la signification exacte d ép en d du systém e d ’exploitation) et qui p erm et donc p ar soustraction de m esurer des durées d ‘exécution. Par exemple, on cherche a créer la liste des valeurs de la fonction sinus p o u r les n prem iers entiers, avec
n assez grand. Le program m e suivant (inspiré d 'u n exem ple de [Zia09]) p erm et de com parer (en term e de tem ps d 'exécution) trois m anieres différentes de créer un e telleliste. Benchmark.pyfromtimeimportclockfrommathimportsindeffl(n):liste=[]foriinrangem):liste+=[sin(i)]Jreturnlistedeff2(n)
:liste=[lforiinrange(n):liste.append!sin(i))returnlistedeff3(n):return[sin(i)foridefduree(fonction,inrange®m)In=10000000):debut=clock!)fonction(n)fin=clock!)returnfin-debut"OOcnlU«tJHDOprint! print!"print! {-<25}>{-<25}>{-<25}>{:A}{:f}
s'.format!'utilisations'.format!'utilisationde+ ="',duree(fl)))deappend',duree(f2))){:f}s'.format!'list-comprehension',duree(f3)))CM(y)xzCTI>Q.0Uutilisationde+=............... >utilisationdeappend —>list-comprehension....... >6.480000s4.600000s3
.5500 00 s On en conclut que l'utilisation des « list-com prehension » est a privilégier. R em arquer égale m e n t que 1'utilisation de la m éthode append est plus efficace que l'in stru ction 1i s t e -i-= [x] 2.5 Le module decimal Revenons quelques instants sur 1’exercice 4, et essayons d 'échanger le contenu de deux va riables com m e suit.
www.biblio-scientifique.net Modules 61 » > X,y = 1/3, 2/3 » > X, y (0.3333333333333333, 0.6666656666665665) > »x =X+ y;y=Xx-y; x=Xx-y»> X, ¥ (0.6666666666666666, 0.33333333333333337) On rem arque que le con ten u de y sem ble 1égérem ent différent du x de départ. Que s’est-il passé ? Tout sim plem ent les calculs effectués ne so n
t pas exacts et so n t entachés d 'erreurs d 'arrondis. Autres exem ples encore plus surp ren ants: » > 1.1 + 2.2 3.3000000000000003 » > 0.1 + 0.1 + 0.1 - 0.3 5.5511151231257836-17 On rappelle que to u t nom bre réel posséde u n développem ent décim al soit fini soit illim ité ; et cette rem arque fournit en fait u n m oyen efficace de définir
I’ensem ble des nom bres réels com m e I’ensem ble des nom bres p o sséd an t u n développem ent décim al fini ou illim ité (on pourra se reporter au chapitre 38 de [CBPIO] p o u r u n e approche, élém entaire et accessible a u n collégien, de cette définition). Parm i les nom bres réels, on p eu t alors distinguer les rationnels (dont le développem ent
déci m al est soit fini, soit illim ité et périodique a p artir d 'u n certain rang) des irrationnels (dont le développem ent décim al est illim ité et n o n périodique). Il est aisé de concevoir q u 'il n est pas possible p o ur un o rd in ateu r de représenter de m aniere exacte u n développem ent décim al illimité. Mais m ém e la rep résen tatio n des
développem ents décim aux finis n "est pas toujours possible. En effet, u n ord in ateu r stocke les nom bres n o n pas en base 10, m ais en base 2. Or un no m b re rationnel p e u t to u t a fait posséder u n développe m en t décim al fini et u n développem ent binaire illim ité! C’est le cas des décim aux 1.1 et 2.2 m is en jeu dans I’exem ple p récéd en t
:lMaO0OcDUOTu](S)ai >« CLOUbase 10 1.1 2.2 3.3 base 2 01.0001100110011001100110011... 10.0011001100110011001100110... 11.0100110011001100110011001... C ontrairem ent au cas des nom bres entiers qui so n t représentés en Python de m aniére exacte les nom bres réels sont représentés de m aniere ap p ro ch ée p ar des nom bres
décim aux, com p o rtan t 15 chiffres significatifs. Si ’on souhaite travailler avec des nom bres flottants en m odifiant le nom bre de chiffres si gnificatifs, on p eu t utiliser le m odule decimal. Un objet du type Decimal est créé en utilisant la fonction decimal. Decimal ( ). Cette fonction p e u t prendre en argum ent u n entier ou une chaine de
caracteres — m ais pas u n objet du type flo a t puisque ceux-ci sont représentés en m ém oire de m aniere approchée, con trairem en t aux objets du type Decimal. R eprenons les deux derniers calculs en im p o rtan t ce m odule : 3.

En P yth o n 3, les types in t et lo ng ont été fusionnés et donc la taille d 'u n entier n’est lim itée que par la m ém oire allouée par I’ordinateur a l'interpréteur Pytho n. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 62 » > > » from decimalimport*Decimal('1.1')+ Decimal{'2.2"') Decimal('3.3"') » >
Decimal(' 0.1 "')+Decimal(' 0.1 "')+Decimal(' 0.

1')-Decim al!'0 .3"') Decimal('0.0')Pardéfaut,lemoduledecimaltravailleavecuneprécisionde28décimales;maisilestpos sibledemodifiercetteprécision:> »getcontextO Context(prec=28, rounding=ROUND HALF EVEN, Emin=-999999999, Emax=999999999, c a p ita Is= 1, fla g s= [], traps=[0verflow,
DivisionByZero, InvalidO peration]) » > getcontext() . prec =318 # FixerunenouvelleprécisionIllustronsdenouveaulesprobléemesd’arrondisenpartantdel’identitéremarquablesuivante,quel’ontrouveénoncée(entermed’airesderectangle)danslaproposition5dulivrel
Idesélémentsd’EucLiDE:X+yWHBxy=(X-y\22T]-("V2Dansleprogrammesuivant,oncomparelesdeuxmembresdecetteégalitépourdesnombresXetydevenantdeplusenplusgrands.euclide.pydecimalimport*from"OOc=3Q1—10TIMO03>.CLOUdefprod(x,y):retur
nx*ydefdiff(x,y):return ((x+ y)/2)**2 - ((x-y)/2 )*2 defeuclide(a,b): c,d =Decimal(str(a)), Decimal(str(b))print!'-"*53)print('{:25g} | { :>25¢g}'.format(u-v,w-x))a,b=U,a+1c,d=w,c+1print!'-"*53)a=6553.99b=a+1!"'{:*'53}.format!'getcontext!).prec=28"))print!);euclide(a, b);print!)
getcontext!) .prec =128 print!'{:*"53 } . format! "' getcontext (). prec =128")) euclid e(a, b) p r in t www.biblio-scientifique.net Modules >t:* 5)!~ 63 ~ ~ ite" Q6tCOflte Xt () . PTEC =28 *** ¥k kxx*xkkxx*x*typeDecimaltypefloat01-0.058593811.66707e-»-061-4.798266-1-2111.046656-1-4411.404 376-
1-8010.000006-100.000005736.7825406-1-93.357465530586-1-332.

1773559302286565426-T71®xkbkks)c)ck**getcontext().

prec=128***x ¥k kxxx*kk*x*xtypefloatltypeDecimal0-0.05859381.667076-1-06-4.798266-H211.046656-1-4410.0000111106-1006-141.404376-1-8011.8420189546996-3006-2206-34 On constate que la divergence des calculs est spectaculaire ! 2.6 Le module fractions Ce m odule p erm et de
m anipuler des nom bres rationnels. L’exem ple suivant se passe de co m m entaires. TJ O crjQ «JD HO rs] @ ai >° Q.

OU»>1/3-f2/50.7333333333333334>»fromfractionsimportFraction>»Fraction(l,3)+Fraction(2,5)Fraction(ll,15)>»Fraction(5,Fraction(1l,3)2.715)Le module sys Le m odule sys co ntient des fonctions et des variables spécifiques au systeme, ou plus exac te m e n t a I'in terp réteu r lui-
m ém e. Ce m odule est particuliéerem ent intéressant p o u r récupérer les argum ents passés a u n script Python lorsque celui-ci est appelé en ligne de com m ande. La variable sys . a rgv de ce m odule co n tien t la liste rep résen tan t tous les argum ents de la ligne de com m ande, y com pris le nom du script lui-m ém e qui en est le prem ier élém
ent.arguments,pyimportsysprint(sys.argv)www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 64 [ Terminal $ pythonsarguments.pyvoiciunexemplel23['arguments.py’,'voici','un','exemple','1','2','3'lParexemple,onpeutécrireunpetitprogramm
equis’utiliseenlignedecommandeetcalculelamoyennearithmétiquedesnombrespassésenargumentsduprogramme.moyenne,pyimportsysprint(sum(eval(x)Iforxinsys.argv[l:])/len(sys.argv[l:]))[ Terminall]$chmodu+xmoyennepy$./moyenne.py40.2-3
8-50.843Lireetécriredansun fichierPython,l’accésaunfichierestassuréparl’intermédiaired’unobjetparticulierappeléobjet-fichieretcrééal’aidedelaprimitiveopen(nom mode)commececi:En»>objet=open{'mon fichier.txt','w')Unefoisl’objet-fichiercréé,
ilestdotédeméthodesspécifiques,quipermettentnotammentdelireetécriredanslefichier,suivantlemoded’ouverturequiaétépréciséedanslepara metre mode.
Ceparametredetype«chainedecaractéres»peutprendreplusieursvaleurs:-r:ouverturepourlectureseule;-w:ouverturepourécriture:silefichiern’existepas,ilestcréé,sinonsoncontenuestécrasé;-a:ouverturepourajout:silefichiern’existepas,i
lestcréé,sinonl’écritures’effectuealasuiteducontenudéjaexistant;T]-OcrjuVDOrs](S)ai>CLOU+:o0uverturepourlectureetécriture.Unefoislalectureoul’écrituredanslefichierterminée,onrefermelefichieral’aidedel’ins tructionclose.Voiciunexemp
led’ouverturedefichieravecaffichaged'unmessaged’erreursilefichiern’existepas.nom="mon fichier.txt'objet=open(nom,'r')ifobjet:objet.

close()else:print("Erreurlefichier{}n'existepas".format(nom))writequiécritunechainedecarac writelinesquiécritunelistedechainesdecaracteresenlesconcaté-Pourécriredansunfichier,onpeututiliserl’instructiontéeresoul’instructionnant.
www.biblio-scientifique.net Modules 65 Pourlirel’intégralitéducontenud’unfichier,ondisposedel’instructionread;sil’'onsou haiterécupérerunelistecontenantl’ensembledeslignesdufichiers,onutilisel’instructionreadlines. Cesfonctionssontillustréesdanslescr
iptsuivant:manip fichier.py#Créationd'unnouveaufichieretécriturenom='mon fichier.txt'fichier=open(nom,'w')foriinrange(1,4):fichier.write('Ceciestlaligne{}\nformat(i))fichier.close()# Lecturefichier=open(nom,'r')liste=fichier.read()print
(liste)fichier.close()#Ajoutenfindefichierfichier=open(nom,'a')foriinrange(4,6):fichier.write('Ceciestlafichier.close()ligne{}\n'.format(i))#Variantepourlalecturefichier=open(nom,'r')liste=fichier.readlines()print(liste)fichier.close()# Varia
ntepourlalecturefichier=opennom,'r')forligneinfichier:-aOcprintdigne,fichier.close()end=")00rs]@DI>CLOUL’exécutionduscriptprécédentdonnececi:CeciestlaCeciestlaCeciestlalignelligne2ligne3['Ceciestlalignel\n','Ceciestlaligne2\n',estla
ligned4\n', 'Ceciestlaligne5']CeciestlalignelCeciestlaligne2Ceciestlaligne3Ceciestlaligned4Ceciestlaligne5www.biblio-scientifique.net'Ceciestlaligne3\n', 'C e ciProgrammation en Python pour les mathématiques66 Lorsqu’onmanipuleunfichier,ilestrecommandéd’utiliser
lemot-cléwithquial’avantagedefermerproprementlefichierunefoisleblocd’instructionscorrespondantexécuté,etcelamémesiuneexceptionaétéatteintedanscedernier.Deplus,ilpermetunesyntaxeplusconcise:>»»>Truewithopen{'mon fichier'lir
e="f.

read()f.closedExercice24.r')asf:Ecrireunefonctionquirenvoielenombredelignesd’unfichier.Solution.defnbre lignes(nom):withopen(nom,'r')asf:n=1len(f.readlines())returnnExercice25.
Ecrireunefonctionquirenvoielalistedetouslesmotsd’unfichier.Onutiliseralaméthodesplitquis’appliquedaunechainedecaractéresetdontonchercheralafonctiondansladocumentationofficielle.Solution.defextraction(nom):liste=[]withopen(nom, 'r
'Yasf:forligneinf:formotinligne.splitO:liste.append(mot)return(liste)SignalonsquePythondisposedetresnombreuxmodulespermettantd’appelerlesystemed’exploitationpourmanipulerlesfichiersetrépertoires,notammentlemoduleos,dontlaT]Oc
rfji«JDtHOCM (y) XIOJ >Oprésentationdépasselecadredecetouvrage”.»>fromos.pathimport*»>print(exists('mon _ fichier.txt'))True»>print(abspath('mon fichier.txt'))/home/utilisateurl/mon fichier.txt» >fromosimportsystem# pourexéctuerune
commande externe Q.

»> U Ceci Ceci Ceci CeciCecisystem('catmon fichier.txt')estestestestestlalalalalaligneligneligneligneligne 12 345 04. Pour une introduction concise et rapide aux com m andes usuelles du bash, on pourra consulter [Grai6]. www.biblio-scientifique.net Modules Exercice26.67L’extensiontikzdulangag
edecompositionET "nepermettantpaspourl’ins tantuntracéaisédescourbesenpolaires,écrireunscriptquieffectuelesopérationssuivants:p=1-h-¢co0s/20-0-calculdespointsdelacourbed’équationpolaire-écrituredecespointsdansunfichier(esclav
e)d’'extension«.table»;-écritured’unfichier(maitre) ET]~contenantlepréambuleetl’environnementtikzetl9appelantlefichieresclave;-compilationdudocumentmaitreal’aideduprogrammerubberSolution.courbetikz.pyfrommathimport*N,a,b=500,
0,1+floor(38*pi)defrho(theta):returnl +cos(theta*20/19)/3defechelle(t,xmin=a,xmax=b,numpoints=N):returnxmin+t/numpoints*(xmax-xmin)s=("\\documentclass{article}\n\n""\\usepackage[mathletters]{ucs}\n""\\usepackagel[utf8x]{inpu
tenc}\n""\\usepackage[Tl]{fontenc}\n""\\usepackage{xcolor}\n""\\usepackage{tikz}\n\n""\Wbegin{document}""Wbeginftikzpicture}[scale=2]\n""Wclip(-1.7,-1.7)rectangle(1.7,1.7);""\\draw[->](-1.5,0)--(1.5,0)node[right]{$x$};
\n""\\draw[->](0,-1.5)--(0,1.5)node[above]l{$ys$};\n""\\draw[color=blue]plot[smoothl]file{courbe.table};\n"T30c3UkKkDOCM"\end{tikzpicture}""\Wend{document}")withopen("courbe.tex",w')asf:f.writelines(s)((y)xzCTI>Q.0Uwithopen("co
urbe.table",foriin'w')asf:range(N):theta=echelle(i)r=rho(theta)y=r*cos(theta), r*sin(theta)f.write("{:85f}{:8.5f}\n".format(x,y))X,importosos.system!"rubber-d{0}.tex&&evince{0}.pdf&".format!'courbe'))b.cf.https:/launchpad.net/rubber
www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 684 ManipulationdefichiersCSVLeformat«Comma-separatedvalues»(CSV)estunformatinformatiqueouvertreprésentantdesdonnéestabulairessousformede«valeursséparéespardesvirgu
les»;c’estleformatlepluscourammentutilisépourimporterouexporterdesdonnéesd’unefeuilledecalculd’untableur.

UnfichierCSVestunfichiertexte,danslequelchaquelignecorrespondaunerangéeduta bleau;lescellulesd’'unemémerangéesontséparéesparunevirgule.Apartird’'untableur,ilsuffitdesauvegarderunefeuiledecalculenprécisantleformatCSVpourfa
briqueruntelfichier.Pouréviterlesdésagrémentsliésal’absencedestandardisationduséparateurdécimal,ilestfortementconseillédeparamétrersontableurpourchoisirlepoint(etnonlavirgule)commeséparateurdécimal. Sivousutilisezallezdanslem
enuOutils> Options > OpenOffice.org Cale o u LibreO ffice Cale, Parameétreslinguistiques >Langue >Parametrelinguistiqueetchoisissezunecombinaisonlangue/paysutilisantlepointcommeséparateurdécimal:«anglais(touspays)»oumieux«francais(Suisse)».Lafig
uresuivantemontreunexempledefeuilledecalculouvertedansOpenOffice:TJOcrju«]JDtHOCM (y)LefichierCSVcorrespondantseraXIOJ>Q.0U"Noms","maths","physique","chimie""Achille",12,14,15"Ajax",17,L9"Alceste",15,15,16"Alcibiade",11,13,12"
Aspasie",19,15,18"Berenice",14,17,17PourouvrirunfichierCSVavecPython,onimportelemodulecsvetonutiliselasyntaxesuivante:www.biblio-scientifique.net Modules69 Hre CSV .pyimportCSVwithopen('test.CSV', newline="'")]lire=CSV.reader(f)asfforligneinli
re:print(ligne)['Noms', 'maths','physique',['Achille’,'12"','14"','15"']['Ajax"','17"','11','9']'chimie']['Alceste','15"','15"','16']['Alcibiade’,'11','"13"','12']['Aspasie’,'19"','15"','18']['Berenice','14"','17"','"17"']Pourécriredansunfichier,onutiliseTinstructiono



penavecl’option'w'pourécrireou'a'pourajouterducontenu.
ecrireCSV.pytable=[['Noms', 'maths', ['Achille','12',['Alceste','15"',['Aspasie’,'19','physique','chimie'],"14"','15"'],['Ajax"','17"','11','9'],'15",'"16"'],['Alcibiade’,'11"','13",'12"'],'15"','18']]importCSVwithopen('test.CSV','w' , newline="'"écrire=csv.write
r(f)forligneintable:ecrire.writerow(ligne)asf:withopen('test.

CSV','a',newline="'"écrire=csv.writer(f)asf:écrire.writerow(['Berenice',TJoc1l3Qlor\i© ‘s >CL0o'14"','17", '17'])IIfautbienprendregardeaufaitqu‘avecl'option'W',laméthodewriterécraselefichiers'ilexistedéjé.Ecrivonséprésentunscriptquiajoute
aufichiertest.esvlesmoyennesdechaqueéléeveetlesmoyennesdelaclassepourchaquematiere.

moyennesCSV.pyimportCSVwithopen('test.CSV',newline="'"')asf:lignes=[ligneforligneincsv.reader(f)]Udefmoy(liste):liste=[eval(x)forxinliste]returnstr(round(sum(liste)/len(liste),1))lignes[0].append! moyennes')forligneinlignes/[1:]:lig
ne.append(moy(lignell:]))www.biblio-scientifique.net 70 Programmation en Python pour les mathématiquesclasse =[moy([lig[i]forliginlignes[Ll:]])foriinrange(l,5)lclasse[0:0]=[moyennes']lignes.append(classe)withopen('test.csv','w', newline="'"Yasf:écrire=csv.wr

iter(f)forligneinlignes:ecrire. Writerow(ligne)Lerésultatestalorslesuivant:5Commentgénérerdesgraphiques?

TJOcDUReprésenterdesfonctionsoudescourbesparamétréesestunbesoinconstantenmathéma OpardéfautdansIu](S)ai>Q.0Utiques.Pourcefaire,plusieursméthodesseprésententanous.ParmilesmodulesfournisPython,onpourraitutiliserturtleou
Tkinter. Lepremieral’inconvé nientd’étreassezrudimentaireetlesecondpeutdemanderbeaucoupd’effortspourunré sultatcorrect.Parmilesmodulesdetiercesparties,celuiquiestcertainementleplusadaptéestmatplotlib,dontnousparleronsbrievementd
anslaprochainesection.Néanmoinssagrandepuissanceaunrevers:sapriseenmainn’estpaschoseaisée.Atitrepédagogique,nousproposonsdonciciuneautreapproche.Pythonestsconnupourétreunebonne«colle»entredifférentslangagesoulogicielsor,a
ujourd’hui,unebonnemaitrisedel’outilinformatiquenécessitedepouvoirfaireinteragirdiffétrentslangagesoulogicielsentreeux.NousallonsdoncmontrericicommentgénérerdesgraphiquesdanslelangagededescriptiondepagePostScript.Unintéreéet
évidentdecetteméthodeestqu’ilnouspermet tranonseulementdevisualiserunecourbe,maisbienplus,letracéenseraobtenuauformatPostScriptencapsulé.LaconversionauformatPDFpeutsefaireensuite,parexemple, avecwww.biblio-scientifique.net
Modules 71lelogicielpayantAcrobatDistiller,oubienaveclelogicielgratuitghostscript(viaTutilitaireeps2pdf).SousTundecesdeuxformats,ilserafaciled’intégrercetracédansundocumentBTeKparexemple.VoiciunmodulesimplepourcréerunfichierEPS

apartird’'unelistedepointsatracer.PostScriptO.pyModuledetracéd'unelistedepointsdansunfichierPostScriptllllIllimportosdefnrange(a,b, numpoints):"""Renvoieunesubdivisionde[a,b]l]aN+lpoints."""pas=(b-a)/numpointsreturn(a+i*pasforiindefprea

mbule(nomFichier,boite, range(numpoints+1))zoom,delta):..... EcritlepréambuledufichierEPS. ...... cadre=[x*zoom*deltaforxinboite]s debut=r%!PS-Adobe-2.0EPSF-2.0""%%BoundingBox:{O[O0]:.1f}{O[1]:.1f}{0[2]:.1f}Yy{O[3]:If}""{1}{1}scaleXn").
format(cadre,zoom)withopen(nomPFichier+".eps",'w')asf:f.write(s _debut)deffin(nomFichier):"" CléturelefichierEPS.

...... s fin="showpage"withopen(nomFichier+".eps",f.write(s fin)defajouteCourbe(nomFichier,liste,'a'Yasf:boite,zoom,epaisseurirait,rgb):"""Ajouteune courbe donnée sous formedeliste.

...... laOchJkD1—10rs](S)ai>CLOUwithopen(nomFichier+".eps",'a')asf:f.write("newpath")fori,pointinenumerate(liste):ifi==0:f.writer{0[0 1: 4f} {0[lj: Af}fwrite("movetoXn")elif(boite[0O]" .format(point))andboite[l]lsetrgbcolorXn""strokeX
n"format(zoom,epaisseurirait,rgb))defaffiche(nomFichier):..... Affichelegraphiqueviaghostview."""os.system("gv{0}.eps&".format(nomFichier))www.biblio-scientifique.net 72 Programmation en Python pour les mathématiquesif name ==" main from mathimportp

i,cos,sin,floorN,a,b=1000,0,1+floor(38*pi)nomFichier="polar"zoom,épaisseur!rait,rgb=100,0.

4,0,0,1)boite=[-1.5,-1.5,1.

5,1.5]# xmin, ymin, xmax, ymax # Fonctiondéfinissantlacourbepolairedeff(theta):returnl +cos(theta*20/19)/3#Listedepointsdelacourbeliste=([f(theta)*cos(theta), f(theta)forthetainnrange(a,b, N))#CréationdufichierEPSpreambule(nomFichier,boite,a
jouteCourbe(nomFichier,fin(nomFichier)*sin(theta)]zoom,1.1)liste,boite,zoom,épaisseur!rait,rgbh)affiche(nomFichier)L’exempleprésentéenfindemodulereprendlepro bléemedutracédelacourbed’équationpolaire:1P=1-F-«COS"™ "20-03Unefoiscré
éelalistedepointsatracer,onutilisemMaOcUlesfonctionspréambule, ajouteCourbeetfinpourobtenirlafigurecicontre.t«JDtHOrs]PostScriptO.pyx:ai>Q.O0 frommathimport*importPostScriptOaspsUN,a,b=1000,0,1+floor(38*pi)nomFichier,zoom,epaisseur!rait,rgb=
"polar",100,0.4,boite=[-1.5,-1.5,1.5,1.5]# xmin, ymin, xmax, ymax # Fonctiondéfinissantlacourbepolairedeff(theta):returnl+cos(theta*20/19)/3www.biblio-scientifique.net (0,0, 1) Modules # Listedepointsdelacourbeliste=([f(theta)*cos(theta) f(theta)forthe
tainps.nrange(a,b,N)) 73*sin(theta)]#CréationdufichierEPSps.

preambule(nomFichier,boite,zoom,1.1)ps.ajouteCourbe(nomFichier,liste,ps.fin(nomFichier)ps.affiche(nomFichier)boite,zoom,epaisseurTrait, rgh)Dansl’archivedisponiblesurlaToile,lelecteurtrouveraunmodulePostScript.
pyamélioréqu’ilsuffirad’importerpourpouvoirobtenirlesgraphiquesprésentsdanscetouvrage.plotquiprendenar boite=[xMin, yMin, xMax, yMax], Pouruneutilisationsimplifiée,onpeututiliserdirectementlafonctiongumentlenomdufichierPostScriptagéné
rer,unelistelefacteurd’agrandissementzoom,lalistedescourbesatracer,chaquecourbeétantdonnéesousformed’unelistecontenantlalistedespoints,lacouleuretéventuellementl’épaisseurdetrait.Dutextepeutégalementétreplacésurlegraphique.En
fin,desargumentsoptionnelspermettentdemodifierleparamétragepardéfaut, notammentdutracédesaxes.Voiciunexempled’'utilisation:PostScript, pyfrommathimport*fromPostScriptimportplot,nrange # Parametresafixernumpoints,a,b, boite=100,-1.4,
2*pi,[-1.7,-1.7,6.4,1.

71lnomFichier, zoom,rouge,bleu="sin cos",100,(1,0,0),(0,0,1)#Listedepointsdelacourbeliste s=[[x,sin(x)]forxinnrange(a,b,numpoints)]liste c=[[x,nrange(a,b,numpoints)lcos(x)lplot(nomFichier, aOcl3Qyl—£>10ri@boite,forxinzoom,[[liste s,bleu
1,[liste _c,rougell,['sin',[6,-0.5],bleul,['cos"',[6,1.11]1,ai‘s_>.CL O U www.biblio-scientifique.net ro u g e ]) Programmation en Python pour les mathématiques 74 6 Un coupd'ceilverslemodule M a tp io tlib Matpiotlib,ilfautaupréalableFinstaller,ainsiquelemodulenumpyUnefoiscesmod
ulesinstallés,onimportelemodule mumpypourpouvoirutiliserletyp e array.
Unobjetdutypearrayestuntableaudontlesélémentssonttousdumémetype,contrairementacequisepassedanslecasdesobjetsdetypelist.Onpeutseservird’'unarrayunidimensionnelpourreprésenterunvecteurmathématique,etd’unarrayPourUtiliser
lemoduledetiercepartiemultidimensionnelpourreprésenterunematricemathématique.

Voiciunexempledecréationdetableauaunedimensiondontondéclarequelesquatrecom posantessontdesflottants.»>importnumpyasnp>»>»X=np.array([0,1,4,9],float)X#rép:array([0.,1.,4.,9.)type(x)#rép.:<class'numpy.ndarray'>»>Pourcréer
destableauxdutypearray,lemodulenumpypossedeplusieursprimitives,dontlinspace. Cettedernierepermetdestockerdansuntableaulespointsd’unesubdivisionré guliered’intervalle.Voici,parexemple,unesubdivisiondel’intervalle[-1,1]J]comprenant5po
ints:»>np.linspace(-1,array([-1.,-0.5,1,5)0.,0.5,1.smxSoitatracerlafonctionsinuscardinal/:xfonction,laprimitived e (min, max, nbredepis)#surl’intervalle[-15,15].Pourtracercettematpiotibaurabesoindedeuxtableaux,lepremiercontenantlesabscisse
sdespointsatracer,lesecondleursordonnées.

Nousconnaissonsdéjalemoyendecréerletableaudesabscisses.
Pourcréerletableaudesordonnées,onpourraitprocédercommesuit:»>X=np.linspace(-1,1,4)>Xrray([-1.,-0.33333333,>importmath>y=np.arrayilmath.sin(i)/i»a»»TJ]Ocrj»>#lesabscisses0.33333333,1.])#pourlafonctionsinus!foriinx])#les
ordonnéesyarray((0.84147098,0.98158409,0.98158409,0.84147098])G«JD1—HO(NMaisilyabienplussimple:eneffet,lesobjetsdetypellexistedanslemodulearraysupportentlavectorisation.numpydesprimitivespermettantd’appliquerenunclind’eeilunefon
ctionmathématiqueusuelleatouslesélémentsd’'untableau!xzD]>*Q.0OU>»»>X=np.linspace(-1,y=np.sin(x)/X»>yarrayU0.84147098,1,#lesabscisses4)#1lesordonnées0.98158409,0.98158409,Aprésent,toutestenplacepourutiliser0.84147098])matpio
tib.Oncommenceparsaisirlacommandeimport matpiotlib.pyplotquiimporteunecollectiondeprimitivespermettantd’utilisermatpiotlibavecunesyntaxeprochedecelledematlab.Oncréeensuitel’objetgraphiquecorrespondantaugraphedenotrefonctionet
ilnenousresteplusqu’al’exhiber:6.Consulterhttp://www.5cipy.org/install.htmlethttp://matpiotlib.org/users/installing.html. www.biblio-scientifique.net Modules 75sinusc.pyimportmatplotlib.pyplotaspitimportnumpyasnp=np.linspace(-15,y=np.sin(x)/XXplt.plot(
x,pit.show()715,150)y)Exercicesd’entrainementLes corrigés sont disponibles sur le site d u n od.com a p a rtir d e la page d 'accueil de I'ouvrage. Exercice2 7 .Enutilisantlaprimitivewalkdumoduleosetlaméthodeendswiths’appliquantaunechainedecaractéres,écrireunpro
grammequiparcourtl’arborescenced’'unré pertoireetaffichelenomdetouslesscriptsPythonrencontrés,précédéducheminabsolu.Siaucunrépertoiren’estfournienargument,leprogrammeexploreralerépertoirecourant.Exercice28.(ArbredePyth
agore)Laconstructiondel’arbredePythagoredébuteavecunsimplecarré.Ontracealorslescéotésd’untrianglerectangleayantpourhypoténuselecétésupérieurducarré.
Surlesbordsdecetriangle,onconstruitdeuxcarrés.Surlescotéssupérieursdecescarrés,onconstruitdeuxnouveauxtriangleshomothétiquesaupremier.Laprocédureestappliquéerécursivementachaquecarré,jusqu’al’‘infini.Lesdessinsci-dessous
illustrentlesdeuxpremieresitérationsdelaconstruction.TJOcrjQkDOTrM (5)‘s_>.

CLOUEcrireunprogrammequidessinel’arbredePythagoreauboutd’unnombredonnéd’itéra tions.OnpourrautiliserlemodulePostscript.pypourcréerlegraphique.Auboutdel4itéra tions,onobtient:www.biblio-scientifique.net 76 Programmation en Python pour les
mathématiques Exercice29.(Utilisationdematplotlib)a)Ens’aidantdel’aideenlignedematplotlib,tracerlarosacerencontréeal’exercice26.b)Obtenirlasurfacereprésentativedelafonction:/:(x1,X2)e[R™\{(0,0)} "TJOcrjl«]JDtHOCM (y) XI O] >0 Q. U www.biblio-

scientifique.net Them es mathématiques Sommaire la O c 13 G « JDtH O 1rs] 4-1 X: @i > Q. O U MaAtTiCeS...uuuiiiiiiiieiiiiiiiieeeeiiieee ettt e e e e tee e e e et e e e e e et e e e eeataeeesartneeeseraannns 78 1.1 Les matrices avec NUMPY €t S CiP ¥ coovviiiiniiiiiie e, 78 1.2 Fabriquons N0S 0 U TilS ....couuiiiiiiii e 79 1.3 Inverse
d’une matrice par la méthodede Gauss-Jordan................ 87 1.4 Chiffrement de HiLL .....cc.oiiiiiiiiiiiiiei et e e et et e e e s e eaneees 93 1.5 ChalnNes de M @ T K O V couiiiiiiiiieeiiiie et e e et e e e e e e e e e e eaeeeaaneas 98 1.6 Manipulation d’iM @0 ©S....ccivuureiiueeiieeiie et e e e e et e et e e ereeeeaeeerneeareeerneaennnns 102 1.7 Exercices
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................................................................................. 169 Relations binaires etgraphes.........ccoovvveiiiiieiiii e,

170 5.1 Relations binaires sur un ensemble...........c..ccevvieiiiiiiiiiiiiiiieceeeeeeee . LT A €} ¢ o] 1= T J RPNt 173 www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 78 1 M a tric e s 1.1 Les matrices avec NumPy et SciPyLemodulescipyproposetous

lesoutilsnécessairesaucalculmatricielenutilisantlesta bleauxdenumpy:lesopérationsarithmétiquesbasiquesainsiqu’unesoixantainedeméthodescouvrantlesbesoinsstandardsetau-dela.
»»»»>>>>importnumpyasnpfromscipyimportlinalgA=np.array([(1,2),(3,4)1)Aarray([[l, [3, 2], 4]]) »> 3 *A # chaquetermeestmultipliépar3array([[3,6],[9, »>A+ 10 array([[ll, [13, » > A.T array([[], [2, 12]]) # chaque termeestadditionnéa 10 12], 14]]) # transposée 3], 4]]) Attention, ]
‘opérateureeffectueleproduittermeaterme.Pourmultiplierdeuxmatricesausensusuel,ilfaututiliserdot:»>»>A*Aarray([[1,[9,4],A*2array(I[1,[9,16]])»>A.dot(A)array([[7,10],[15,22]])4],16])Onpeutcalculerledéterminantetl’inversed’unematricefacilem
ent: Ma0c=3Q'JDT-HOCM»>1/A#c'estl'inversetermeatermearray ([[1.

,051,[0.33333333,025])»>»>iA=1inalg.

in v (A) » > iA array([[-2.

,1.]linalg.det(A)[1.5 -0.5]])-2.0 mais...ai>* Q. O U » > A.dot(iA) array([[ .OOO0O0000e+00,[8.88178420e-16,0.00000000e+00], 1.

00000000e+00]]) ...compte-tenudeserreursd’arrondisdontnousreparleronsplustard(cfsections2.4pagel32etlpagel80).Onpeutcependantyremédieraveclafonction>»help(np.allclose)Helponfunctionallcloseinallclose:m odulenumpy.
core.numeric:allclose(a,b,rtol=1e-05,atol=1e-08)ReturnsTrueiftwoarraysareelement-wiseequalwithinatolerance.www.biblio-scientifique.net Themes mathématiques 79 Alors,sachantquenp.eye{n)renvoielamatriceidentitédetaillen:» > np.allclose(np.dot(A, TrueiA
),np.eye(2)) Denombreuxexemplesetuneprésentationquasiexhaustivedespossibiltésdecesdeuxmo dulespeuventétreconsultéssurhttps://scipy-lectures.github.io/intro/numpy/numpy.htmlethttps://scipy-lectures.github.o/intro/scipy.html#linea
r-algebra-operations-scipy-linalg. 1.2 Fabriquons nos outils Utilise rnumpyetscipycommeuneboitenoirepeutétreintéressantdanscertainscontextes,notammentpourl’ingénieur(saufpeut-étresic’estuningénieurinformaticien..).Nousnousintéressonsplutot
danscetouvrageaprogrammernospropresoutilspourréfléchirauxma thématiquessous-jacentes.Nousallonsdoncperdreenefficacitédetempsdecalculmaisga gnerencompréhensiondesnotionsabordéesetdesdifficultésalestraduireenprogram
m e . 1.2.1 Création d’'une classe « Matrice » Danscettesection, nouscréeronsnosmatricesendonnantleurdimensionetlafonctiondé finissantleurscoefficientsenfonctiondeleursindices.
CommePythonestunlangageobjet,autantcréeruneclassequidébuteraainsietquenouscompléteronsaufuretamesure:matrice, pyclassMat:...... unematricesouslaformeMat([nblignes,nbcols],fonction(i,j))..... def init_ (self, dim, f): self.F = f # fonction (i,]j) -
>coeffenpositioni,jlnbdelignes,nbdecols]self.D=dim#listeParexemple,»>T30c3QtHO(NCT's >.CLOU12'|34jseracreéeavec:M=Mat([3,2],lambdai,j:2*i+(+1))Onaquandmémel’habitudederentrerunematricecommeunelistedelignes.Onvadonccr
éerunefonctionquipermetdeconvertirunelistedelignesenmatrice: matrice, pydeflist2mat(mat):r,c=len(mat),len(mat[O0])returnMat([r,c],lambdai,j: matlil[j]lLamatriceprécédenteauraitdoncpuétredéfiniepar:»>M=Ust2mat([[L21]1,[3,4],[56]))Atten
tion!Onrappellequ’enPython,lepremierélémentd’unelisteestindexépar0.»>M.D # dimensiondelamatrice[3,2]»>M.F (0, 1) # coef.2 www.biblio-scientifique.netdalaposition 0,1 80 Programmation en Python pour les mathématiques Exercice 30 .E crive z une fon ction q u i renvo ie une m a trice
n ulle de taille n x m p u is une autre q uirenvo ie la m a trice id e ntité de taillen. Solution.defzeros(n,m) : re tu rn Mat([n,m], lambda i, jdefunite(n):returnMat([n,n],lambdai,j::0)1ifi==jelse0) N ousrajoutonsquelques m éthodesh abituellementd éfiniespourlesobjetsstructurésdecetype:matrice

,pydef getitem (self,de):..... permetd 'obtenirMijavecM[i,j]lreturnself.F(*cle)...... def iter (self):""pouritérersurlalistedescoefficientsdonnésparcolonnes""[rc]l=selfDforjinrange(c):foriinrange(r):yieldself.F(i,j)L'emploidumotcléyieldaulieudereturn
permetdeneretournerself.F (i,j) quelorsque celaestdem andé. A in sila liste de tous les co e fficie n ts n’est pas créée en e n tie r systém atiq u e m ent ce q u i écono m ise la m ém oire. N ous pouvons a in si créer une m éthode q uiva p erm ettre u n jo li affichage : matrice, pyMaOcUGOfM (y)szCTdef Str (self):.... j
oliaffichagedunematrice""[r,c],f=selfD,selfFImax=1len(str(max(iter(self))))+1s="\n'.join(("'.Join('{0:>.{1}G}'.format(f(i,j),l=lmax)forjinrange(c)))foriinrange(r))returnsdef repr (self):.... re p ré se n ta tio n dans le REPL...... returnstr(self)>.ClO(JLam

éthode j 0 i n est a em ployer systém atiq uem ent p o ur la co n catén atio n des ch ain e s de caractéres : elle est beaucoup p lu s efficace que son p end ant sous formedeboucle..»>M12 "4~ ~"Exercice31.Créezdeuxméthodes quicréentun ité rate urresp ectivem en t sur les lig nes et surles colonn es. Par exem p le, la p rem
iere co lonne de M sera donnée p ar : www.biblio-scientifique.net 81 Thémes mathématiques » >[iforiinM.col(0)][1,3,5]Solution. matrice,pymatrice,pydefcol(self,j):foriinrange(self.

D[O])yieldself.F(i,j)defligne(self,i):forjinrange(self.

D[l1])yieldself.F(i,j)1.2.2Transposéed’unema tric e L a transp osée d 'une m a trice (M/y) est égale a la m atrice (M,/) BA tten tio n au x in d ice s et au x nom bre de lignesetdecolonnes! Exercice 32 .C réezune m éthode q uirenvo ie la transp osée d'une m atrice . > » M.transposée ) 135246 Solution.
matrice,pydeftranspose(self):....

tra n sp o sée d'une m a trice ...... [rcl=self DreturnMat([c,r],lambdai,j:self.F(j,i))"00crjQX)1O0r\iai>CLO‘s Ul.2.3SommedematricesOnvoudraitcréerune m éthode quiprend com m e argum ents d eu x m atrices et renvo ie le u r som m e. Il fau d ra v é rifie r que les m atrice s a ad d itio n n e r sont de
bonnes tailles:onutiliseralafonctionassertquiestsuivied 'une condition a v é rifie r et dun m essage a a ffichh er en cas de probléme. Pourpouvoirutiliserle symbole + parlasuite, onvanommernotre méthode add :matrice,pydef add (self,other):.... somme de deux matrices:utilisation
du symbole +...... assertself.D==other.

D,"taillesincompatibles"returnMat(self.D,lambdai,j:self.F(i,j)+other.F(i,j))Parexem p le, avec la m atrice M précédem m ent in tro d u ite : www.biblio-scientifique.net 82 Programmation en Python pour les mathématiques »> M + M 246810120 ndéfinitdeméme neg pourl’opposéet sub pourla
soustraction: matrice,pydefneg(self):.... opposé d'une m a trice; utilisation dusymbole re tu rn Mat(self.D,lambdai,j:-self.F(i,j))defsub(self,other):.... diffetrencededeuxmatrices:utilisation dyusymbole-..... returnself + (-other) 1 .2 4 ProduitparunscalaireOnvoudraitobtenirlam
atrice A: *M ap artird'une m a trice Metd 'unscalairek. »>A =Mat ([2,3],lambdai,j>»A:3*+j)01234»>A.prod par scal(5)05101520255Exercice33.Ecrive zuneim plém en tatio n de la m éthode prod par scalSolution. mattrice.pydefprod par scal(self,k):..... renvoieleproduit
dunematriceparunscalaire"""returnMat(self.D,lambdai,j:k*self.

F(i,j)) @MOO0OcnQ«DOCM1.2.5ProduitdematricesSoitA=etB=(fi/y)i~/",,.AlorsAxB=CavecC=(c/y)i~/",etl<i<ml]™i"pPtHmV(/,)e N*xN*7Cij=k=1]JZ"s™ >.CLO U C ’estl’alg orithm e h abitu el des tro is b oucles im b riq u é es.

N ous a llo n s 1 ’ab straire d 'un p e tit n ive au : chaque co e fficie n t c/y est en fa it égal au p ro d u it sca la ire de la lig ne i de A et de la co lo nn e j de B. C om m enc¢ons donc p ar co n stru ire une fo n ction g uicalcu le le p ro d u it scalaire de d eux itérab le s. Pour ce la, nous a llo n s u tilis e r une fo n ction extrém em entimportantequiv
ien t du m onde de la p ro g ram m atio n fo n ctio n e lle : map. map (fone, iterable (s) ) renvo ie un ité ra te u r de type map m ais ot chaque élém ent sera rem p lacé p ar son im age p ar la fo n ctio n (si ¢ ‘est une fo n ction d'unevariable) ou p arl’im age co m binée des ité rab le s si c’est une fo n ctio n de p lu sieursvariab le s. Par
exem ple : www.biblio-scientifique.net Thémes mathématiques » > map(lambdax:x*x,[1,2,3,4]1)83»>[iforiinm][ 14 9 16] arghhh : 1 ’objet crée est de type map et on a son adresse m ais on ne sa it pas ce qu’il y a dedans. » > m = map(lambdax: x*x,» >[iforiinm][1,2,3,4])[149 16] M aisatention! mamaintenant été «
consom m € ». Si on en redem ande : »> [iforiin m][] Sion veut en garder une trace on peut utiliserparexemplelist:» > m = map (lambdax:x*x,» >1=list(m ) [1,2,3,4]) >»1[ 14 9 16] A vec une fo n ction de d eux variable setd euxité rables: > » m = map (lambdax,y:x+y,[1,2,3,4]1, > »list(im ) [-1,-2,-3,-4]) [0, 0, 0, 0] O n
peutallerplusvite en u tilisa n t les o p érateurs a rith m é tiq u es é crits en n o tatio n p réfixée danslabibliothéqueoperator: > » from operator im port mul » > m = map(mul, [1,2,3,4]1,[-1,-2,-3,-41) > »listtm)[-1,-4,-9,-16]1 TJ O crj &t «J]D O CM tH Po ur notre p ro d u it sca la ire , nous u tiliso n s égalem ent la classiq u e fo
nctionsum: matrice,pyldefprod scal(itl,it2):returnsum(map(mul,itl, it2)) P ar exem ple:ai>¢ CLO » > prod scal([1,2,3]1,[4,5,6])32UExercice34.Utilisezprod.scalpourécrire en une lig ne la m a trice p ro d u it de d eux m atrice s données en argum ents. Vous créerez a in si une m éthode prod mat (self,
other) en ajo u tan t a la ligne p récédente une lig ne v é rifia n t que les fo rm ats sont co rrects. S o lu tio n . www.biblio-scientifique.net 84 Programmation en Python pour les mathématiques matrice,pydefprod mat(self,other):..... renvoieleproduitdedeux matrices...... [rs,es],[ro,col=self.D,other.Dassert
CS==ro0,"taillesincompatibles"returnMat([rs,co],lambdai,j:prod scal(self.ligne(i),other.col(j)))Pourutiliserlesymbole*pourleproduitdunem a trice p ar une autre m atrice ou u n sca la ire , on crée dans notre classeuneméthode mul . O nutilise ralafon ctiontyp e q uiteste le type
dunobjet. matrice,pydef mul (self,other):.... produitdunematriceparunscalaireouunematrice:utilisationdusymbole*......

ifMat==type(other):returnself. prod mat(other)else:returnself.prod parscal(other)1.2.6Comparaisondeplusieursproduitsm a triciels N otre prod uitn’estpassimal:ils’écrittressim plem ent et est assez efficace. C o m p aro n s-le avec d’autres im p 1ém en tations. Aveclesoutilsstandardsde
Py th o n D ‘abord une im p 1ém en tatio n classiq u e en in tro d u isa n t une liste P ytho n et des m atrice s du type a rr a y de numpy. On tra v a ille ra p ar exem ple avec des tab leau x d’en tie rs (I'arg um ent dtyp e = in t ) et on u tilise ra les com m andes shape et ze r o s de numpy. *a0O c13Qyo 1 O (N —Ixz DI > Q. O U im port numpy as np def
pymatmatprod(A, B) : Multiplicationmatricielleaveclesoutils Pythonusuels'''ra,ca=A.shaperb,cb=B.shapeassertca==rb,"Taillesincompatibles"C=np.zeros((ra, ch),dtype=int)foriinrangel!ra):AiCi=AIJil,Clilforjinrange(cb):forkinrangel!ca):Ci[jl+=Ai[k]*B[k,jlreturnC
www.biblio-scientifique.net 85 Themes mathématiques A vec C yth o n Cython (h ttp ://cy th o n .0 rg /) est un langage dont la syntaxe est trés p roche de celle de Pyth o n m ais c¢’est u n langage q u i p erm et de générer des exécutab les co m p ilés et d'u ti lise r un style de p ro g ram m atio n p roche du C .

Celapermetd’optimise r grandem ent Pyth on . Le lo g icie 1 de ca lcu 1 fo rm el Sage http ://w w w .sag em ath .org/est principale m e n t é crit en C y thon p o u r gagner en e ffica cité . Voyons u n exem ple en ce uvre. L'usage con join t de P yth o n et C yth o n est grandem ent fa cilit¢ parletravaildansl’environnementiPython. j
PythonIn[1]:%load ext cythonm agic In[ 2 ]: %%cython cim port cython im port numpy as np cim port numpy asnp cdeflong!:,I:] matprodC(longl[:,:]A, longl[:,:IB):1ImultiplicationmatricielleviacythonetlesarraydenumpylIIIcdef:inti,j,kintra = A.shape[0]intca=A.shape[llintrb = B.shape[0]intcb
=B.shapell]long[:,:]Clong[:]Ai,Ciassertca==r1b, ' TaillesnoncompatiblesC=np.zeros((ra,ch)dtype=int)foriinrange(ra):AiCi=AIilC [i]for]inrange(cb):forkinrange(ca):Ci[]]=Ci[j]+Ai[k]*B[k,j]returnCT03c3thHOCM(y)szTI >- Q. O U def matP rod(long [ :, :]A, B): re turn
matprodC(A, B) O n rem arqu e g u’é crire en C yth o n re vie n t u n peu a é crire en Pyth o n m ais en d éclaran t des va riab le s com m e en C . iP yth o n p erm et égalem ent de co m p arer facile m e n t les tem ps de c a Icu 1 avec la com m ande m agique % tim e it. O n co m m ence p ar cré er une m a trice de ta ille 200 x 200 p u is on va dem
ander son co e fficie n t [100,100] : IP y th o n www.biblio-scientifique.net 86 I Programmation en Python pour les mathématiquesIn[ 3]: A=np.ones((200,200),dtype=int)OncomparealorsleproduitviaPython,Cythonetlamultiplicationdenumpy:jPythonIn[4]: % tim eit inatprod(A,A) [100,100] 100 loops, best of 3:
16.3 ms perloop In[ 5] : % tim eit pymatmatprod(A,A)[100][100] 1 loops, best of 3: 8.35 s perloopIn[]: % timeitnp.dot (A, A)[100,100] 100 loops, best of 3: 8.94 ms per loop 6 N otre fon ctionen C yth on est 500 foisplusrapid e ! ! | E lle est trés légerem ent p lus lente que le p ro d u it de numpy. E t notre im p 1ém en tation p ersonn
elle avec la classe Mat? PythonIn[7]:A=Mat([200,200],lambdai,j:1)In[]: % tim eit (A *A )[100,100] 10000 loops, best of 3: 79.6 |is per loop 8 Trop fo rt! N ous b attons tout le m onde a p late co u tu re ! N ous som m es 100 fois p lu s rap id es que numpy ! ! ! ...e t nous avons bienlebonrésultat: {PythonIln[9]: (A*A)
[100,100] Out[9]1:200Bon,cavapourunseulproduit. Pourcalculerunepuissance 200, ceseramoinsmagique..1.2.7Puissancesd’unematriceP arexem ple,avecTJ]OcrjQOTMO]J>CLO]J=(|j):»>]J=Mat([2,2],lambdai,j»>]J** 5161616 16:1)Eneffet,J” =estunrésultatclassique.Onutiliseun
alg o rithm e d’exp o n en tiation ra pid e.

Par exem ple, envoiciuneversionré cursiverapidea écrirequisenomme pow afindutiliserlesymbole**: matnce.pyUdef pow (self,n):r=selfD[0ldefpui(m,k,acc):ifk==0:returnacereturnpui((m*m) k//2,accifxk%2==0else (m*acc))returnpui(self,n,unite(r)) www.biblio-
scientifique.net Themes mathématiques 87 Exercice 3 5.

D é term in ez une ve rsio n im p é rative de la m éthode p récédente. Solution.whilek >:ifk % ==acc*= mm*=mxk//=returnaccdef pow (self,n):r=self D[]Jxk=nm=selfacc=unite(r)0201.2.812Traced’unem a tric e Tout est dans le titre . N ous vous rap p elo ns que la trace d’'une m atrice est égale a la som m
e de ses élém ents d iagonaux. matrice.pydeftrace(self):rc=self Dassertr==c, "Lamatricedoitétrecarrée"returnsum (self[i,i]l]foriinrange (r)) 1.3 Inverse d'une matrice par la méthode de Gauss-Jordan 1 .3.1 Opérations é1lé m e n ta ire s Po ur effectu er une co m b in aiso n lin é a ire des lig n es, on va cré er
une fo n ction : co m b _lig n e(ki,kj,M ,i,j) quiren ve rrala m a trice con struiteapartirde Menrem placantlaligne LyparkjxLy+ kixL/.MmaOcDUmatrice,pydefcomb lignes(self,ki,kj,i,j):...'Liki*Li+kj*Lj..... f=selfFg=lambdar,c:ki*f(i,c)+kj*f(j,c)ifreturnMat(self.D,g)Orslr==ie
Isef(r,c)JdDI>Q.0UOncrée égalementune fonctionmult ligne(k,M,j):quirenverralamatriceconstruiteapartirde MenremplacantlalignelLyparA:xLy.matrice,pydefmult ligne(self,k,i):""Lik*Li...

f=self Fg=1lambdar,c:k*f(i,c)ifreturnMat(self.D,g)r==ielsef(r, c) www.biblio-scientifique.net 88 Programmation en Python pour les mathématiques 1 .3.2Calculdel’inverseétapeparétape Oncomm ence p ar cré e r une fo n ctio n q ui renvo ie une m a trice ou se ju xta t la m atrice in itia le et la m atrice id e

p 0 sen
ntitt:matrice,pydefcat carre droite(self):IlIIIICollel'identitéadroite pourlaméthode de GJ[lig, col], f=selfD,self.Fg=Ilambdar,c:ifc==col+relsereturnMat([lig,*col],g)lifc>=colelsef(r,c; 02 Créons une matrice:» > M = list2m at([1,0,1 ,[0,1,1,[1,10fl101 1 C om pléton s-la
parlamatriceidentité demémetaille: »>T=Mcatcarre droite()»>T1001110010100100010505-050011110O0neffectueli”~L1i-0010001100U0110100D01-1-10111(y)-L3-UTT»>-M»>XICTI»>>Q.TTT.comb lignes(1l,-,,)=110110001101000-2-1-11210U:»>-=
00m0.50.50.50.505-0.5etenfinLL21puislL33»>T=T=T.comb lignes(1,-1,1,2) »>TTOOL31CM»>T=T.multligne(-0.52)»>T11—-—3001puisL11Do0j0»>T=T.comb lignes(1,-1,2,0)0c11013»>n1001O0neffectuelL~L-Li:0]1)"~L2-L3:Tcomb lignes(l,-,,)110010-00200.5-0.50.50-0.50.50.51
0.5 0.5-0.5T1 ne reste plu s g u ’a e xtraire la m o itié d roite du tab leau q u i seral’in ve rse cherchée a1 'aide d’'une p etite fonction: matrice .pyldefextrait carre droite(self):www.biblio-scientifique.net 89 Themes mathématiques Extraitlecarrédedroite duntableaude GJilIlIllr ,f=selfD[0 ], self Freturn M at (
[r,r],lambdai,j:f(i,jalorsOnvérifie quec’estbienl’inversede M » >iM =T, extrait carre droite()»>iM0.5-0.50.5-0.50.50.50.50.5 M M051.3.3+1))»>iM*M100010001Réductionsous-diagonaled’unematriceOnpourraitcalculerl’inve rse dune m a trice en g én éralisan t la m éthode
précédente m ais cela s’a vérerait b eaucoup trop gourm and en tem ps. N ous a llon s dans u n p re m ie r tem ps trig o n a lise r la m a trice en effectu an t des o p ératio ns élé m en taires.

Po ur é vite r de faire trop de tra n sfo rm atio n s, nous a llo n s p etit a p etit réd u ire la ta ille de la m a trice a trig o n a lise r en ne co n sid éran t que le carré in fé rie u r d ro it situ é sous le p ivo t co u ran t et m é m o rise r chaque lig ne obtenue dans une m atrice . C ela p erm et égalem ent de g én éraliser 1 'em p lo i de la m éthode de G auss a
des m atrice s non carrées p o urla ré so lu tio n de systéem es p ar exem p le. Il fau t donc faire atten tio n m ain te n an t a u tilis e rle m in im u m entre le nom bre de lig nes et le nom bre de co lo nn es de la m atrice . O n p lace des « m o u chard s » p o ur com prendre 1 'évolutionducode. matrice,pyTJ]Ocrj«JDOCMtH (y) XI O] >Q. O
Udeftriangle(self):""renvoielatriangulationdune m a trice de hautenbas" " "[r,c] =self D m =m in(r,c) S =s e lf T = zeros(r,c) w hile m > : NoLigne = 0 w h ile S[NoLigne, 0] == 0 and (NoLigne < m - 1 ): NoLigne += 11i f S[NoLigne, 0] !=0: pivo t = S[NoLigne,0]forkinrange (, m):ifS[k,0]!=0: S =S. com b lig
nes(pivot, -S[k, 01, k, 0) print("pivot = "+ str(pivot)) print("Sdansfor:")print(b5) T=T.remplace ligned(r-mS.F)print( "Evolutionde T:") 0 1 www.biblio-scientifique.net 90 Programmation en Python pour les mathématiques prin t (T) S = S.dswap(NoLigne; m-=returnT1 Parexemple:In[1]:MOutill:12345 7 In
[2]:M.triangle!)pivot=Sdansfor:1230-37pivot=sdansfor:1230-30-13EvolutiondeT12300000068pivot=-3Sdansfor:-303EvolutiondeT1230-381-6-688-60001EvolutiondeT1230-3003-6-6-6N ousavonsb esoinde deuxfon ctionsinterm édiaires, uneremp lissantle
tableau T et 1’autreréduisantS. matrice,pydefdecoupe(self,i):IllIlIFonctioninterneatrianglequiretirelaléreligneetlalérecolonne @aOcZ]JGU30fMI|lig,coll,f=selfD,selfFreturnMat([lig-1,col-1],lambdar,c:f(r+1,c+1))tH defremplace ligned(self,i,g):IlIIIIIFonctioninternea
trian gle qui remplace danslaligneilescoefficientsapartirdelacolonneipar ceux dutableau 5 CTI>-IIIIIIQ. O [lig,col], f=selfD,selfFh=1lambdar,c:g(r-i,c-i)ifr==iandc>=ielsereturnMat([lig,col],h)Uf(r,c)Exercice36.D éterm in ez une m éthode quicalculerapid ementlerangd ’'une m
atrice . S o lu tio n . www.biblio-scientifique.net 91 Thémes mathématiques defrang(self):r,c =selfD T =self .triangle)returnlen ([ T[i,i]Jforiinrange(r)ifT[i,i]1.3.4!=0])CalculdudéterminantOntrian gulariselam a trice et le d éte rm in an t est égal au p ro d u it des élém ents d iag o naux a un d étail p res : il ne
fau t pas o u b lie r de te n ir com pte de la p arité du nom bre d’échanges de lig nes a in si que des m u ltip lica tio n s des lig nes m o d ifiées p ar co m b in aiso n s.

matrice,pydefdet(self):....renvoieledéterm inant de s el f par G auss-Jordan ...... [rcl=selfDassertr==c, "M atrice non carrée" S,i,d=self, 1,1 whiler > : NoLigne = 0 w h ile S[NoLigne, 0] == 0 and (NoLigne <r -1 ): NoLigne += 1 i f S[NoLigne, 0] == 0: re tu rn 0 pivot = S[NoLigne,0] S = S.swap(0,NoLigne) i *= ( -)
(NoLigne !=0)forkinrange(l ,r):ifS[k,0]!=0:S=S.comb lignes(pivot,-S[k,0],k,0)i*=pivotS = S.decoupe()r-=d*=pivotreturn(d/i)011 BaOc13Qyf>O0Tr\i © ai > CL ‘s C 'est assez efficace pourduPythonbasique: 555mspourund éterminantdunematricedetaille.200In[1]:M = unite(200)
In[2]: % tim eit M.det() 1 loops, best of 3: 555 ms perloopOU1.3.5Calculdel’inversed’ unem atrice L atrigon a lisa tio n est assez rap id e du fa it de la réd u ctio n prog ressive de S. L’idée est alors de trigon aliserdebasenhautpuisdehautenbaspourarriveraune m atrice diagonale ce q ui sera p lu s efficace g u'un
traite m e n t de tout le tab leau en con tin u . O n peut u tilis e r la fo n ction det q ui est rap id e et p erm et de ne pas prend re trop de p récau tio n s en su ite sach an t que la m atrice est in ve rsib le . www.biblio-scientifique.net 92 Programmation en Python pour les mathématiques matrice,pydefinverse(self):returnself.cat ca
rre droite().triangle().diago triangle().extrait carre droite () Le tout est de construire cette méthode parcourant de bas en haut. d ia g o _tria n g le qui va trigonaliser le triangleenle matrice,pydefdiago triangle(self):[r,cl=selfDassertc==2%*r,"LetableaudoitétreunrectangleL x (2L)" m =r
S =self T =zeros(r,c) w hile m>=: pivot = SImym]assertpivot!=, "matricenoninversible"forkinrange(m-1,-,-):ifSkm]!=0:S=S.comb lignes(pivot, -S[ km]k,m) T = T.rem plac e 1igne g(m,S .F) S = S.decoupe bas() m-=forkinrange!r): T=T.mult ligne(1/T[k,r-1],k)returnT100111On
transforme légerement les fonctions intermédiaires précédentes pour les adapter au nou veau parcours : m a tric e , p y def decoupe bas(self) : IIIIII"OOc=3QtHO (N Fonctioninterneadiago-trianglequiretireladerniereligne etlacolonne de méme numéro de 5 [lig, coll, f=self.D,self.F #g = lambdar,c:f(lig-1,c)ifr
==ligelsef(i,c)ifr==1lig-1lelsef(r,c)g=Ilambdar,c:f(r,c)ifc<ligelsef(r,c+1)returnMat([lig-1,col-1],lambdar,c:g(r,c))1x:DI>Q.0Udefremplace ligneg(self,i,g):IlIIIIFonctioninterneadiago " trian gle qui remplace danslaligneilescoefficientsapartirdelacolonnei
par ceux du tableau STIIT II [lig, col], f=self.D,selfFh =lambdar,c:g(r,c-(ligreturnMat([lig,col],h)1) +1i)ifr ==1iand c >=1iels e www.biblio-scientifique.net f(r,c) 93 Themes mathématiques Exercice 3 7. (L’é lim in a tio n G au ssien n e m ise en d éfaut) O n co nsid ere la m atrice r10-201 A=101" 010201 1 -U Q uel
est sonran g ? Q uel est son d é te rm in a n t? U tilise z les fo n ctio n s précédentespuisdupapieretuncrayon..Solution.Avecnosfonctions:In[11:M=1istmat([[le220,,]1,[,le22m®200101-1000120,1,[,,01111)In[31:M.rang!)Out[3]:In[]:M.,triangle!)ut[]:1E-002In[4 ]:M.det() Out[4]: 0 0 P o u rtan
teneffectuantlatrigonalisationalamainontrouve:V00-101A1-10“20 ) La m atrice est donc de rang 3 et sond éte rminantvaut 10 ~".

Leprobléme:In[5]:1-1e-20 ==10ut[ 5 ]: True L a rep ré sen tatio n des flo tta n ts en p ré cisio n stan d ard su r 64 b its en train e 1 é lim in a tio n de 10“ ~~ devant 1 (vo ir 2.4 page 132). 1.4 @a O ¢ D U kD O rs] ai >+ O Chiffrement de Hill N ous a llo n s & p résent u tilis e r nos o u tils de ca Icu 1 m a tricie 1 en cryp to g rap hie. E n 1929, Le
ster Hill (1891 -1961) proposa une m éthode de ch iffre m e nt p ar b locs de lettres en tra va illant avec des m a trice s a co e fficien tsdans Z /2 6 Z (co m b ien y a -t-il de lettres dans notre alp h a b e t?).

Par la su ite nous noterons Z , 1 ‘ensem ble Z /n Z . C ela a ouvert le d om aine de la cryp to g rap hie alg ébriq ue et de nosjours, c’estI’Aes {Advanced Encrypting Standard], né en 2000, g uiassure la m ajo rité de la sécu rité in fo rm atiqu e . N ous a llo n s exp lo rer cette m éthode en tra v a illa n t su r tous les caracteéres affich ab les
enASCII. CLU1.4.1 Codage C haq ue caractére est asso cié a un codage b in a ire , en général su r b its (un octet) ce q u i donne 2~ = 256 caracteres possibles. Enfait, unaméricainamisaupointen 1961 1°A S C II (on prono nce « a s ki») pour « Am e rica n Standard Code fo r In fo rm a tion In terchange » gquico d ait 128
caracteressur 7 bitscequiestsuffisantpourlesaméricains quin’ont pas de lettres accentuées.

8 www.biblio-scientifique.net 94 Programmation en Python pour les mathématiques Il a en su ite fa llu étendre ce code p o ur les langues co m p o rtant des caracteres sp € cia u x et la, les no rm es d iffe ren t, ce g u i crée des p rob lem es de co m p a tib ilité . D ep u is q uelques années, le codage U nicode tente de rem éd ier a ce p rob lém e en co
dant tous les caracteres e xistan ts. La p lu p a rt des langages de p ro g ram m ation , et bien si r Py th on, ont une com m ande q uia s socie le code A S C II (éven tu ellem en t étendu) a un caractere. O n p o u rra donc L u tilis e r p o ur résoud re notre p rob lém e. Il s’agit de la com m andeord (caratere) quirenvoie le code AS CII du
caractere caractere. Caractére Code Caractere Code Caractere Code Caractére Code Caractére Code 'l 34553 FGH 7071 72YZ72[899091 1 mn108109110!3345232351#35654$36755%37856K75&38957L76mM39(40;5859IMN]J73747778'a\1929394959697rOPstq111112113114115116)41 <600 79b 98
U117-*42=61P80c99V 118 +43>62Q81d100w119y44?63R82e 101X 12045 @64s83f102y12146A65T84g1037122/47B66U85h 104 {123048C67V86i1051124149D68W87j106} 125250E69X 88k 107126 Table 3.1 - Table des caracteres A S C II affich ab les Par exem ple : » > ord( '(a' ) 64 M ais atte n
tion!Celanefonctionneparpourleschaine s de caracteres : » > ord(’ AB' ) Traceback (mostrecentcalllast):File "< stdin > ", lin e 1, in TypeError: ord() expectedacharacter, butstrin goflen gth 2 found II fau d ra donc co n sid ére r les caracteres d ‘'unechaineunparun:TJOcrjGIOtHOTIM (y)ai>* OCLU defascii
(chaine):return[ord(c)-ord('')forcinchaine]Le-ord ('')p erm et d’ob ten ir des caracteres codés entre 0 et 94. » >ascii(" 3 hderetard !'#(?/")[19, 72,0, , 69, 0, 82, 69, 84,65,82,6868,0,1,1, 3,32, 1] Tantgu'onyest, créeonsune fonctiondeasciiquieffectueral op ératio nin ve rse . O n u tilise ra alo rs la com m
ande ch r g u i renvo ie le caractere associéauncode ASCII.Onutilisejoinpourconcaténerplusvitedeschaines.defdeascii(chaine):return''.lJoin(chr(x+ord(('"))forxinchaine) Parexemple:» >deascii([19,72,0,'3hderetard! !#@/' 68, 69, 0, 82, 69, 84, 65, 82, www.biblio-scientifique.net 6 8, 0, 1,
1, 3, 32, 1]) 95 Themes mathématiques C h o isisso n s a p résent un m essage a coder, assez long : A rghh ! | Ce 1000 pattes a u ra it 314 pattes ?

?>»m = "Arghh ! ! Ce 1000 pattes a u ra it 314 pattes ??" Le p rin cip e co n siste alo rs a regrouper les nom bres p ar paquets de lo ng ueur co nstante p et donc a co n stru ire a p a rtir de la liste L. une m a trice de p lig nes com plétée éven tu ellem en t de zéros. N ous allonspourcelacré erunefonctionto.Hill(liste, p)quitran sform
e une liste en une m a trice de p co lo nn es en co m p 1étan t p ar des zéros si nécessaire: matrice,pydefto Hill(m,p):CS=ascii(m)whilelen(cs)%p>:CS+=[0]g=Ilambdai,j:cs[(i%p)+p*YlreturnMat([p,len(cs)//pl,g)0Lemessage en claird evient une m a trice . C h o isisso n s p ar exem ple u n 3-ch
iffrem en t de Hill; lam a trice clairauradonc 3lignes: > »clair» >clair33 728272710 =to Hill(m,3) 1103569017 16 16 16 65 0 84 80 84 69 656583 8573 08284 020651908417 808469318331001IIfautchoisira présent une clé de ch iffre m e nt : ce sera une m atrice carrée de ta ille 3, a coeffil 23 29\ ( ~~ Jconvien t.
0371 1N ousvoudrion s utilise r in ver se m ais on y effectue une d iv isio n réelle ce q u i n’est pas au to risée dans Z . N ous allo n s donc un peu tra n sfo rm er in ver se p o u r d onner la m éthode d’in versio n des nom bres com m e arg um ent. Seule la d erniére lig ne de dia g o trian gle changeenfait:95"00OcrjUmatrice, pydef
diago triangle(self,inv):yE>Or\lai’‘s >.

CLOJT=T.mult ligne(inv(T[k,r-1]),klreturnTpuis:matrice,pydefinverse(self,inv):returnself.cat carre droite().triangle!).diago trian gle (inv).e xtra it carre d ro ite () O ui m ais q uel est1'’in ve rse d’'u n nom bre dans Z ? C ‘est u n p roblém e d’a rith m é tiqu e g u i se réso ut al ‘aide de 1’alg o
rithm e d 'E u clid e étendu : Petit rap p el sur cet alg o rithm e qu i p erm et de p ro u ver le théorém e de B ézout et d ‘o b ten ir des co efficientsuetvvérifiantau+ bv =aAb:95 www.biblio-scientifique.net 96 Programmation en Python pour les mathématiques k Uk VkrkVjk0 1 0ro=a/101r\=b"12Uq—U\Cfivg)-vigqi3 U]-v\-
U2Cf2Vzqr2=ro-nqi2r3=ri-;T2q2¢/3;\P-1Pp-i-ar\bCjp-\rp=0PL adémon stratio n de1’alg o rithm e découle de la re latio n : Uk 1"k+\ = X ~k+\ Uk+2 et de la relatio n sim ila ire p o ur les Vk et les r/tP ar exem ple, pour 19et 15: k UkVkrk ~k01019/L0o101151Li21-1431L2~Lq-|~"XLi3-343144-513L3L
i—3XL214m*—12~1XL354'J]DO(Nai‘s > OCLUL5—1L3—-3XL4C'est-adiredx-5x=1et19A15=1.

O n va u tilis e r les tab leau x de numpy q u i p erm etten t d’effectu er des o p ératio ns vectoriellessurleslistes:19+aOcl30115matrice, pyim port numpy as np def bezout(a,b):la=np.array([Ib=np.arrayi[whilelb[2]!=0q=1al[la,Ib=Ib,returnla102,,,,:1//1la01a])bl)lb[]q*lb 2 Soitalaclassedel’entier
am odulori. D ém o ntro ns que aestinversibledans Z ,, sietseule mentsiaetnsontpremiersentreeux:a ~b=i0ab=1[nJO3k&Zab=1+kn0O3kEZba-kn=10a/\n=1,la.derniere éq u ivalen ce étant obtenue grace au théorem e de B ézo ut. www.biblio-scientifique.net 97 Themes mathématiques Com m e 11 et 13 sont p re
m ie rs, chaque élém entnonnulde Z n et Z est in ve rsib le . M ais p ar exem ple n’est pas p re m ie r avec 9, donc n’est pas in ve rsibledans Z ,c‘estpourquoilaré solution del’éq u atio n x = ;>[9] pose p rob lem e.

N ous allo n s donc u tilis e r la fo n ctio n bezout créée p récédem m ent p o ur d éterm in er1’in verse d'un nom bredans Tn: 136696 matrice, pydefinv mod(p,n): B=bezout(pn)assertB[2]==1,str(p)+ 'noninversiblemodulo'+str(n)returnB[]% n 0 O n peutalorsobtenirdirectementl’in ve rse delam a triced e :
»>de=Ust2mat([[1,23,29],[0,31,11,[47,3,1]])>»inv de=de.inversedambdax;inv mod(x,95))» >inv de-1.82136E+09 -4.16311E+09 5.69826E+10 23312 -575552 -496 -30597 22638 651 Oups! 11 serait pluslisible d’o b ten ir les rep résen tan ts can o n iq u es de Z . 11 su ffit donc de ca Icu le r le reste de
chaque co e fficie n t dans la d iv isio n p ar 95 donc d’ap p liq u er la fo n ctio n lambda coeff : coeff % 95. Com m e ce genre d ‘actio n est stan d ard , on cré er une m éthode map dans notre classe Mat (on p arle alors de fon c te ur en p rog ram m ation fon ction n e lle g uire jo in t la notion hom onym e en th éo rie des catég ories). 9 5matric
e,pyldefmap(self,f):returnMat(self.D, 6 lambdai,j:f(self.F(i,j))Alors:"0O0c=3Q'JDO(N»>inv cle=de.inverse(lambdax:inv mod(x, 95)) .map(lambda coeff : coeff % 95) » > inv cle 18 14 34 37 74 28 81 8 8 8 8 O n v é rifie : »> (d e * coeff % 95) -4-1xzDI>Q.0U 10001000 1N ous pouvons m u ltip lie
rdeparclairpourcodernotre m essage. Po ur le décoder, il su ffira de m u ltip lie rle m essage codé parinv _cle.Lamatricedexclairestunem atrice de 3lign es. 11 fau d ra la tra n sfo rm er ensuite en liste pourluia p p liq u er decode. O n u tilise la fon ction it e r d éfin ie dans notre classe Mat. » > crypte =deascii(ite
r((de*clair).map(ambda n www.biblio-scientifique.net 95))) 98 Programmation en Python pour les mathématiques » > crypte " sP_20u8?R' QOyE(Xph " Si on le com pare au m essage in itial: "Arghh ! | Ce 1000 pattesaurait 314 pattes ??" on rem arqu e que lepre mier « p attes » estcodé parh DécodageCeluiquirecoitcem
essage (I'’é tern el Bo b ...) posséde la clé de décodage quiestinv cle.» >décrypté =deascii(iter((inv.cle*(to Hill(crypte, 3))).map(lambda n: n%95))) » > décrypté 'Arghh ! ! Ce 1000 pattesaurait 314 pattes ??

'C am arche ! O n rem arque les d eu x espaces (n eutres) rajoutésalafinpourobtenirunechalnedelongueurunmultiplede 3. TJOcrjiOI10OTuy]lai>.0Q.U1.5Chalnesde Markovl .5.1Qu’estcequec’est? Augpeit AagpeeBuu MAPK OB (1856 -1922), grand m a th é m a ticien ru sse, in itia te u r des p ro b ab ilité s m
od ernes, grand am ateu r de p oésie, n'h é sita pourtant pas a s’'im p liqu e r dans la tu m u ltu eu se h isto ire de son p ays. Il n‘'eut paspeurd ’'affirmerpubliguementsonan ti-tsa rism e et fu t renvoyé de 1 ‘U n iv e rsité .

Il futréhabilité apres la R évo lu tion . N ous a llo n s illu s tre r de m aniére élém en taire quelques résu ltats de ses travau x su r les p ro ces sus aléato ires (ou sto ch astiq u e s), ¢ 'est-a-d ire 1 ’évo lu tio n dans le tem ps d’une va ria b le alé a to ire appelée ch aines de M ar k o v dont les a p p lica tio n s sont trés nom breuses, notam m ent en in
fo rm atiq u e (reco n n aissan ce de la langue d’u n texte, tech n iq u es de co m p ressio n, 1 ‘algo rith m e PageRank de G oogle, file s d ‘attente, bioinformatique,.)D'unpointdevueplusprobabiliste,leschalnesde Markovperm ettent d 'étu d ier des va ria b le s aléato ires non in d ép end antes ce q u i est tres d ¢ licat a faire h
abituellement.Laparticularité deschaine sde M ar k o v est de rep résen ter des p rocessus ou la p ro b ab ilité p erm ettan t de p asser a u n in sta n t donné d’u n état p résent a u n état fu tu r ne dépend du passé q u’a travers le p résen t so it : « la p ro b ab ilité du fu tu r sach an t p résent et passé est égalealaprobabilité dufutur
sach an t le p résent ». N ous a llo n s p résen ter des exem p les en u tilisa n t des o u tils d’algebre liné aire.1.5.2MarkovetlamafiaZlot, BrzxxzetM orzgnio u fsont tro is ville s situ ées resp ectivem en t en Syld avie, Bo rd u rie et Bou zo u kstan . D es tra fig u a n ts de photos déd icacées du groupe A B BA p rennentle ur m a rch a
n dise le m atin dans n'im p orte laqu e lle de ces ville sp o url’ap p o rter le so ir dans n’im p o rte q u elle autre. On notera p o ur sim p lifier Vi, Vet Vcesville set pijla p ro b ab ilité g u'une m arch an d ise p rise le m atin dans la v ille V/ so it rend ue le so ir dans la ville Vy. L a m atrice P = est appelée m atrice de tran sition de la ch ain e
de M arkov.2 3 www.biblio-scientifique.net 99 Themes mathématiques O n s’attend donc que la som m e des co m po santes de chaque vecteu r co lonne so it égal a 1. Supposons que P so it co nnue etvaille:'p=0,80,30,2\0,10,20,60,5010,i,,2 Lestrafiquantssepromenantde ville enville, il p eut étre u tile de v isu a lise r leu
rs d ép lacem ents p ar le diagram m e de tran sition suivant: 0,8 0,2 OnnoteralaproportiondetrafiquantsquisetrouventaumatindujourkdanslavilleV/. Enprobabilités, onap p elle vecteur d'état toutélément { xi, ..., Xn) de IR" tel que X\-\----\-Xn =1. A in si, est un vecteu r d’état. O n m ontre que les vecteu rs d 'état de
la ch ain e sontlié s parlarelation:ykellLnlx™"" et donc p ar une récu rren ce im m éd iate : la O c: rj 1 «JD O (N Supposons que le ch e f de la m a fia lo cale disposede 1 0 0 Otrafiguants quip arten t tous le m atin du jour 0 de la ville de Z lo t. Q uelle sera la p ro p o rtio n de tra fig u a n ts dans ch acu n e des v ille s au bout d 'une sem
aine ? d’'un an ? CT Il s’agit donc de ca Icu le r des p u issan ce s su ccessives de P. N ous allo n s u tilise r les o u tils de la sectio n p récédente. U O n o b tient les p ro p o rtio n s au bout d’'une sem aineencalculantP” ¢ ‘s >. CL O »> P = list2m at([[0 .8 ,0.3,0.2],[0.1,0.2,0.61,[0.1,0.5,0.2])>»X0=Mat([3,11],lambdai,j:1ifi==
else 0) » > P>|;*7 * X0 0.553887 0.226069 0.210044 www.biblio-scientifique.net avec x~®"™ “ (§ ) * 100 Programmation en Python pour les mathématiques i.e . des p ro p o rtio n s resp ectives dans ch acu n e des ville sd ‘e n viro n 56,4 %, 22,6 % et 21 %. Au bout d 'un m o is, les p ro p o rtio n s ne changent guere : » > P**30 * X0 0.557377
0.229508 0.213115 O n observe en fa it que cette m a trice « al’in fin i » a tro is co lo nn es id en tiq u es : » > P**30 0.557377 0.229508 0.213115 0.557377 0.229508 0.213115 0.557377 0.229508 0.213115 O n retro uve le vecteu r p récéd ent su r chaque co lonn e q u i est en fa it u n vecteu r propre p o urla va le u r propre : 1 » > Xs = P**30 * XO
» > D = P*¥Xs - Xs »> D -2.79954E-09 1.47778E-09 1.32177E-09 1 .5 .3 L itté ra ture a 1é a to ire O n peut p ro d u ire des textes (ou de la m u siqu e ...) aléato irem en t a 1 'aide de ch ain es de M arkov.

Par exem ple, co n n a issa n t un co uple de lettres co n sécu tives, on peut ca lcule rla p ro b ab ilité g u’il so it su ivi p ar telle lettre en fa isa n t un ca lcu 1 de fréq u ence su r un tres grand texte. O n va en p ro fite r p o ur v o ir q uelq ues o u tils de m a n ip u la tio n de texte, de récu p ératio n de textes en lig n e.

On crée une classepourétreplusPythonesque. markov.py"O O c =3Q from from from from codecs im portopenurllib.requestimporturlretrieverandom im port choiceitertoolsim portchaintHO (NclassMarkov(object):03"s >Q.0Udef init_ (self,fichier):self.dicAssoc={}self.fichier

= fichier s el f. lettres = self.fich ier'V ersLettresO s e 1 f . baseDeTuplets() fichier.close()deffichierVersLettres(self):"" Renvoieleslettresdutextesousformedunelistewww.biblio-scientifique.net 101 Thémes mathématiques data =self.fichier.read() #lefichierentierdetypestringlettres=
map(lambdalettre:','.join(lettre),data) #onséparechaquecaractéeredutexteparunevirgulereturnlist(chain.from iterable(lettres))#onenfaitunelistedeftuplets(self):..... Créeungénérateurdetripletsdelettressuccessives""foriinrange(len(self.lettre
s)-):yield(self.

lettres[i],self.lettres[i+],self.lettres[i+])212defbaseDeTuplets(self):..... Créeundictionnairedontlescléssontdescouplesdelettressuccessivesetlavaleurlalistedessuccesseursobservés."""forl11,12,13inself.tuplets():key=ifkeyinself.
dicAssoc:self.dicAssoc[key]l.append(l3)else:self.dicAssoc[key]l=[13]11, 12 def genereMarkovText(self, nbLettres = 100): """ Génereuntexteselonladistributiondudictionnaired'associationIlIIII(11,12)=choice(list(self.dicAssoc.keys()))#onchoisituncoupledelett
resau hasarddansledicogen lettres=""#oninitialiseletextegénéréforiinrange(nbLettres):.gen lettres+=I11#onécritlldansletextell,12=12,choice(self.dicAssoc[(11,12)])#onavanced uncranprint(gen lettres) O n peutrécup é rer des textes en lig ne dont les d ro its

sontlibres:TJOcZ3 UKD tH Oirs (S) sz O] >0 CL # Notre-Damede ParisUrlretrieve!'http://www.gutenberg. org/cache/epub/19657/pg19657.txt', 'ndp.txt') # Gone withthewindinenglishurlretrieve ('http: // gut en ber g.ne t.a u/e bo ok s02 /0 200 16 1.txt','autant.txt') Les textes sontmainten ant enreg
istrés au fo rm at txt dans le rép erto ire co u ran t. Il ne reste p lu s g u’a en faire des objets de type M arkov : ndp = Markov(open('ndp.txt','r')) autant = Markov(open('autant.txt','r')) O n peutalo rs générer du Victor H u g o aléato ire avec la com m ande : U » > ndp.genereMarkovText(300) O chez-votre p ro iq ue iitu sais hom m
e pem es tous de M ai sourgeaunes m it a tétan d antreste, Commentdejouivoint, pria c ur? que de so u vrain e Rym bots p lu s, p er sée lir ro ur, é tit 1 ’égayeur. A nom m e, ille p é rim C h &t dest ret her, un die s’é ta lla c ria it fies b le. Q uas a sau p i co e in it d irra Id a n d re fa ista is www.biblio-scientifique.net 102 Programmation en
Python pour les mathématiques ou du M argarett Mitch ell aléato ire : Vot, M a m ill befugh tow n sh er to h a n ica n d She m ong fo r sestraid and he sa ir ton’s w his A s b ey yo u ts, ass w elp gionto the carm e : He depe ?

A tled I die theard the w rain g . Eurgo anked , streft te shou de up sw are shand m or w h ard er lan k. I w it.

Hoplencitheons.Donswitay: Toddlyyours.Dearry bee Onpeutob ten ir quelque chose de p lu s lisib le en ne com b in an t p lu s les lettres m ais les m ots du texte. Il su ffit de faire d eux légéres m o d ifica tio n s. D ‘une p art la p rem iere fo n ctio n doit renvoyer la liste des m ots ce que 1 ‘on peut o b ten ir avec la m éthode split: def
fichierVersLettres(self):data=self.fichier.read()returndata.split() D 'autre p art, dans la d ern iere fo n ction, on in tro d u it une espace entrelesmots:gen lettres+="''+11C ela d evien t presque de la L itté ra tu re ...

pressées et les bourgeois de Paris jusqu’auxgenoux.-C eci s’est passéiln’'yauraitpointeudel’argent, j’aifaitpourdesb edeaux!E tles escab eaux du recteur ! A bas ! re p rit le com pére Jacques se ré c ria . « Tout de su ite . Sire ! Le b ailliag e au ra vin g t fo is 1 ’épaisse porte su rlaq u e lle ] ‘om bre des ch ap ite au x saxo ns, d



‘autres m ontagnes que les van d ales avaien t p ro d u it, les acad ém ies 1 ‘ont tué. A u x sie cle s, aux révo lution s quid évastent du m o ins le reste de 1 ‘année d’é ch an cre r de leu rs ju p e s de dessous, p lu s p récieu ses encore que je vous d isque non ! » L. a bonne dam e, fo rt entétée de sa téte.

E n ang lais : }O frie n d s cam e to tow n to see M am m y or D ilce y or even affectio n ? O r have I ever been before. P u b lic feeling w as b ackin no tim e . T h e y a re -rig h t pretty, he co n ce ded. I 'll hang them fo r th at. Po rk. I 've got to have a governess and I am annoyed at m y se If to death, and the w om en w ith broods o f tow- h aired sile n t
ch ild re n spent O (N the evening at h e r ow n age. H e alw ays set a store by that n iece o fyours, isn 't he ? *a O ¢c13 Q x: DI >. CL O U 1.6 Manipulation d’images D ans cette sectio n, des m athém atiq ues co ncretes vo n t nous p erm ettre de réd u ire, ag rand ir, asso m b rir, é c la irc ir, co m presser, b ru ite r, q u a n tifie r,... une photo. Pour ce
la, il existe des m é thodes p ro venant de la th éo rie du sig nal et des m athém atiq ues co n tin u e s. Nous nous p en ch e rons p lu to t su r des m éthodes p lu s l1égeres basées su rl ‘algébre lin é a ire et ’analyse m a tricie lle . U ne im age sera p o u r nous une m atrice carrée de ta ille ®a co e fficientsdans ], ~-]1.C elam anque decharme ? C
‘estsanscom ptersurlenaquid ep uis g uarante ans rend les m aths sexy (la p o p ulation h an tan tles lab o rato ires m athém atiq ues et surto utin fo rm atiqu e s est plu t6t m a sc ulin e ...). 2 www.biblio-scientifique.net 0 2 1 Themes mathématiques 103 N ous étu d iero ns p o u r cela la « D éco m p o sitio n en V aleu rs Sin g u lieres »
g ui a p p arait de nos jo u rs com m e u n co uteau su isse des prob lém es lin é a ire s : en traite m e n t de I'im ag e et de tout sig n al en g énéral, en reco n n aissan ce des fo rm es, en ro botiqu e, en statistiq u e, en étude du langage n a tu re 1, en géologie, en m étéorologie, en d ynam iq ue des stru cture s, etc. D an s q uel d om aine tra v a ille - -on
alo rs : algebre lin é a ire , an alyse, pro b ab ilité s, to p o lo g ie,... ? U n peu de tout ce la et d’autres choses encore : celas’ap p elle...L am athém atique. 11 .6.1 Len a N ous allon s tra v aille r avec des im ages q u i sont des m a trice s de n ive a u x de g ris. N otre b elle am ie Lé n a sera rep résentée p ar une m a trice carrée de ta ille 2" ce
gquipermetdereproduire Lé naal’aidede 2™ = 262144 p ixe Is. Lé n a prend alo rs beaucoup de p lace.

N ous a llo n s ten ter de co m p resser la p auvre Lé n a sans p o ur ce la q u’elle ne perde sa g u alité g rap hiq ue. U ne des m éthodes les p lu s abordables est d "u tilis e rla d éco m p o sitio n d'une m atrice en va le u rs sin g u lie re s. C 'est un su je t extrém em ent rich e q ui a de nom breuses a p p lica tio n s.

L’alg orithm e que nous u tilise ro n s (m ais que nous ne d étailleron s pas) aété misaupointp ar deux tres ém in ents chercheursen 1965 (Gene Golub, é tats-unien et William Kahan, can ad ien, peredelanormelE EE -7 54 ). 11 s’agit donc de m athém atiq ues assez récen tes, au m o in s en co m p araiso n avec votre p ro g ram m
e... La p etite h isto ire d it que des ch ercheursam é ricain sde 1 ‘U n iv e rsity o f So u th ern C a lifo rn ia étaien t pressés de tro u ve r une im age de ta ille 2™~ p ixels p o ur le u r co nférence. Passe alo rs un de le u rs colléegues avec, en bon in fo rm a ticie n, le d e rn ie r P layb o y sous le bras. Ils d écid erent alo rs d’u tilis e r le p o ster ce n
tral de la Playm ate comm e sup p ort... L a photooriginaleestici: http://www.lenna.org/full/len fullhtmlm ais nous n’u tilise ro n s que la p artie scannée parleschercheurs,detaille5.12inx5.12in...1.6.2*aEnvironnementdetravailNoustravailleronsdansIPythonavecl’optionpylab quichargelesbib
lio th éq u es n écessaires a la m a n ip u la tio n d’im ages (en fa it, p ylab charge les b ib lio th éq u es p o u r se retro u ver dans un en viro n n em en t p roche de ce lui de lo g icie Iscom m e M atLabou Scilab). Oc13 G O (N $ ipython --pylab Les im ages sont alo rs sous form e d'arr ay dela b ib lio th €q u e numpy. N ous a llo n s créer q
uelquesoutilspourcontinueratravaille r malgré to ut avec notre classe Mat. matrice,py-4-1 x:defarraymat(tab):....convertitunarraydenumpyenobjetdetypeMat"" dim=1ist(tab.shape)return Mat(dim, lambdai,j:tab[i,j]l)2>Q.0OUdefmatarray(mat):""convertirunobjetdetype Mat
en a rra y de numpy ....... re tu rn np.from fun cti on (m at .F, tup le( ma t.D ), dt ype =int) 2 def montre(mat): www.biblio-scientifique.net 104 Programmation en Python pour les mathématiques """ permet devisualis e rle s images depu is un term in al """ re tu rn imshow(matarray(mat), ctap = cm.gray) 2 P ytho n co n tie n t un tab leau
carré de ta ille 512 con ten an t les n ive a u x de gris rep résen tan t Le n a . Il su ffit de ch arg er les bonnes b ib lio th éq u es : from scipy im port mise # lena sous forme d'un o b je t de type Mat m atlena =arraymat(misc.lena())2Lenaestbienuncarréde512x512pixels:In[9]: matlena.DOut[9]:[512,512] On peutvoirLe
na:In[3]: montre(matlena) Out[3]:etonobtient: 0 MaOctOtHOTIMXICTI >Q. 0 U 100 200 200 400 300 On p eut p ré fé re r tra v a ille r su r une photo de fo rm at jp g (quisera al ‘envers) ou png (quiseraal’end roit). Pytho nla tran sfo rm e en m a trice avec la fo n ctio n im read. L. a m atrice obtenue est en RVB : chaque co e
fficientestunve cteur (R,V,B). Onla co n ve rtit en n iveau de gris p ar exem ple en ca Icu la n t la m oyenne des tro is co u le u rs.

O n récup ere d’abord une im age : In [4] In [5] Out[5] fromurllib.requestimporturlretrieveurlretrieve!'addressedelaphotoenligne'photo.png')('photo.png',)etonlatransformeenmatrice:matrice,pylena face couleur=imread('lena face.jpeg')defrvb to gray(m):r,c = m.shaperetu
rn(np.array([[sum(m[i,i])/3forjinrange(c)lforiinrange(r)l))lena face array=rvb to gray(lena face couleur)lena face =arraymat(lena fac e array) 2 www.biblio-scientifique.net Thémes mathématiques 105 E n e xclu sivité m on d iale, voici Len ade face : In [ 3 ]: montre(lena face) Out[3]:1.6.3 M
anipulationsbasiquesExercice38.Commentobtenirlesd euxim ages de gauche sach ant quel’im age origin aleestadroite: Solution.Juste pardesimplesmanipulationsdescoefficients:matrice,pydefretourne(m):[r,c],f=m.D, mFreturnMat([r,c],lambdai,j:f(r-1-i,defmiroir(m):[r,c],f=
m.D, m.Freturn Mat([r,c],lambdai,j: f(i,cj))-1-1)) Sach an t que 1 'éch elle de g ris va rie entre 0 et 255, com m ent o b ten ir les im ages suivantes : BaOc 13 Qy£>01—11r\i © ai > CL ‘s O U O n p eut m o d ifie r le co n traste en « m ap p ant » p ar une fo n ction croissantplusrapid em entou plu s len tem en t que la fo n ctio n id
entité sur[0;255]vers[0;255]. Parexem ple, po uravoirune im age p lu s foncée : m atlena.map(lambdax:int(x**3 /255 ** 2 ) ) www.biblio-scientifique.net 106 Programmation en Python pour les mathématiques m ais en fa it P yth o n n o rm a lise auto m atiq uem ent donc ce ci su ffit : m atlena.map(lambda x : x**3) et p o ur o b ten
ir une im age p lu s cla ire : m atlena.map(lambdax: x** . 5)Exercice39.Commentobtenirl’imageenné gatifdeLena?Solution.On prendle com plém en taire p ar rap p o rt a 255 : m atlena.m ap(lam bda x : 255 -x) 1.6.4 R é so lu tio n U ne m atrice de ta ille ~ contient 2~ " e n tie rs codés entre et 2" - 1 ce g u i prend pas m
al de p lace en m ém oire.

Peut-on étre p lu s écono m iq ue sans p o ur ce la d im in u e r la q u alité esth é tiq ue de la photo ? L a p rem iere idée est de p rend re de p lu s gros p ixe Is, ¢ ‘est-a-d ire une m atrice p lu s p etite : on e xtrait p ar exem ple rég u lierementun pixelsurk (enchoisissantkparmiunepuissancedeinférieurea °).202 2 C om m ent o b ten ir
parexem ple cesimages? TJOcrj«J]DO(NGtHmatrice,pyldefresolution(k, mat):[r,c],f=mat.Dmat.FreturnMat((r//k,c//k],lambdai,jx:>.ClO U: f(k *ik *j)) Par exem ple, po urréd uirel’im age a 128 x 128 de cette m aniere: resolution (4, matlena) 1.6 .5 Q u a n tific a tio n O n peut égalem ent réd u ire
le nom bre de n ive a u x de g ris en reg ro upant p ar exem ple touslesniveauxentre 0 et63enunseulniveau 0, puis 64 a 127 en 64, 128 a 191 en 128, 192 a 256 en 192. Par exem ple, avec 4, p uis 16 n ive a u x : 8 www.biblio-scientifique.net Themes mathématiques 107 Po ur ce la , on d ivise chaque co e fficie n t de la m a trice p arune p u
issan ce de 2. m atlena.map(lambda x : x / / 2**4) M ais une d iv isio n d 'un nom bre p ar une p u issan ce de 2 re vie n t a faire un décalage de la ch ain e de b its rep résen tan t ce nom bre vers la d roite Ce décalage vers la d roite est effectué en P ytho n p ar1 'op érateur » . L'im age p récédente peut donc étre obtenue p ar : m atlena.map(lambda x :
x»1.6.64)EnleverlebruitL atransmissiond’informationsatoujoursposé des problém es:vole urs de grands ch em in s, p o teaux télég rap hiq u es scié s, attaques d ‘indiens, etc. Claude ElwoodShannon (1916 - 2001) estun m a th é m aticien -inventeurjon gleuram é rica in g u i, su ite a son a rticle kA m a th em a
tica 1 theory o f com m u n ication s» p aru en 1948, est co n si déré com m e le fo n d ateu r de la théorie de I'inform ation q u i est b ien st r une des basesde ... "OO cD U UD y— A O CM (y) ai >+ O Q. U y inform atique. L’idée est d ’étu d ier et de q u a n tifie r 1’« in fo rm a tio n » ém ise et regue : quelle est la co m p res sio n m axim ale de
données d ig itales ? Q uel d éb it c h o isir p o u r transm ettre u n m essage dansuncanal «bruité » ? Q uel est le n ive a u de sireté d’u n ch iffremen t ?...

Lathéoriedel’informationde Shannon estfondée sur des m odeles p ro b ab iliste s : le u r étude est donc u n p réalab le a I’étude de p rob lem es de réseau x, d’in te llig e n ce a rtific ie lle , de sys téem es co m p lexes. P ar exem ple, dans le schém adecommunicationprésenté parShannon, lasource et le d e sti n ataire d 'une in
fo rm a tio n étant sép arés, des p ertu rb a tio n s p euvent cré er une d ifféren ce entre le m essage ém is et le m essage recu . Ces p ertu rb a tio n s (b ru it de fond therm iq ue ou accoustiq u e, e rreu rs d’é critu re ou de le ctu re, etc.) sont de natu re aléatoire : il n’est pas p o ssib le de p ré vo ir le u r effet. D e p lu s, le m essage source est p ar
nature im prévisible du p o in t de vue du d estin ataire (sinon,aquoibonletransmettre). Shannon aégalem ent em p runté ala p hysiqu e lan otion d’entro pie p our m esurer le désordre de cette tra n sm ission d ‘in fo rm a tion, cette m ém e n o tio n d’entro p ie quiain sp iré notre hérosnational, CédricVillani...

M aisrevenonsal.ena.Nousallonssimulerune Lenabruitée. Pourcela, nous allon s ajo u ter ajo u ter des p ixe Is aléato irem entselonuneloide Bernoullide p aram etre p. matrice, pyI from numpy.random im port ran d in t www.biblio-scientifique.net 108 Programmation en Python pour les mathématiques defber (p): re tu
rn 1ifrandomO < p els e 0 def rand image(dim,p): re tu rn Mat(dim, lambda i, j : randint(0,255)*ber(p)) defbruit(mat, p) : re tu rn (mat + rand_image(mat.D,p)) Il existe de nom breuses m éthodes, ce rta in es trés élabo rées, p erm ettan t de m in im ise r ce b ru it. U ne des p lu s sim p les est de rem p lacer chaque p ixe | p ar la m oyenne de
lui-m ém e et de ses v o0 isin s d ire cts, vo ire a u ssi ses 24 v o isin s d irects et in d ire cts, vo ire p lu s, ou de la m éd iane de ces séries de « cercles » concentriquesdepixels.8matrice, pydef moyenne(mat,k):[li,co],f=mat.D, matFreturnMat([li-kco-k],lambdai,j:np. mean([f(r, c)forrinrange(forcinrange(jdef
mediane(mat, k) :[li,co],f=mat.D, matFreturnMat([li-kco-k],lambdai,j:np.median([f(r,c)forrinrange(iforcinrange(jk,i+k+)k j+k+)]))11-k -k i+k+j+k+11))]) Voicilesrésultatsavec resp ectivem en tla m oyenne sur des 9 p ixe Is p u is 25 p ixels et a doite la m éd iane de carré s de 9 pixels. L a
m éd iane est p lu s e fficace que lam oyenne ! *aOcl3QyoO1—1r\lai>> OCLU1.6.7CompressionparSVDUn théorem e dém ontré o fficiellementen 1936 parCariEckartetGaleYoun ga ffirm e alo rs que toute m a trice rectan g u laire A se décom pose sous la form e : A =U XS XV avec U et V des m a trice s orthogonales et
Sunem a trice nulle partoutsaufsursadiagonale principalequicontientlesvaleurssingulié re s de A rangées dans Tordre d écro issan t. L’ang lais www.biblio-scientifique.net 109 Thémes mathématiques Sylv e st e rs’y était d éja in téressé p o u r des m a trice s carrées rée lles en 1889 m ais ce ré su lta t a sem blé n’in té re sse r
p erso nne p end ant des années. Lecourtarticlede EckartetYoungestdisponibleal adressesuivante:.Ce quiestrem arqu ab le, c ’est que n'im p o rte g uelle m a trice adm et une telle d éco m p o sitio n, alo rs que la d éco m p o sitio n en va le u rs p rop res (la d iag o n alisatio n d ‘une m a trice ) n’est pastoujourspossible . E
t quand on d it n 'im p o rte q uelle m a trice , on ne rig ole pas : toute m a trice , m ém e rectan g u laire . C ‘est viaim e n t trés p u issa n t et a la fo is sim p le m ais cette d éco m p o sitio n n’a trouvé d 'a p p lica tio n s im p o rtan tes q u’assez récem m ent ce q u i exp liq ue peut-étre q u’on en p arle si peu en p re mie r cycle . C ep end ant, la d
éco m p o sitio n en élém ents sin g u lie rs u tilise la d éco m p o sitio n en élém ents p ro p res. N otons r le rang de A et U/ et V/ les vecteurs colonn esde U et V. Lad écom p o sition s’é crit : \' O1 A=(Ui U2 Or Um ) Ur < "ViA X 'V ,. 0. OUformulé autrement : A — -f- 02 U 2 ~ O'l «U]X ~"2"H *¢¢-h O/- *U/-X "V/--1-0 ¢U /-1-1 X "V/’-i-i -l-eee =
O1-Ui X Vi-h02-U2 X V2-H----HO,--Ur X V,II fau t en su ite se so u ve n ir que les o/ sont classés dans 1 ‘ordre d écro issan t ce quiva a vo ir des a p p lica tion s im p o rtan tes en in fo rm atiqu e . D an s de no m b reu x d o m ain es, on d oit tra v a ille r avec de grosses m a trice s. Il est alo rs trés im p o rtan t de d éte rm in e r une m a trice A~ de m
ém e ta ille q u ‘'une m a trice Am aisderangin fé rieuraurangrde Aetquim inimisel’'erreurcom mise pourune certainenorme (quiestleplussouventlanormede Frobenius, i.e.laracin e carrée de la som m e des carrés des co e fficie n ts). Le théorem e d’'ECKART-Youngpermetalorsdedireque: 5 MaOc13uy£) O 1-
HminIlArsl© 03‘s >.CLOUX || f= [|A-A~I f-rg(X)"5, E Ct2(A) \y=s+lavec A= 0i-UiX Vi-i- 'UxV-— --*X : on co nsid ére que les élém ents diag onaux de A sont n u is en-dessous d "un ce rta in se u il.

N ous allonsl’illu s tre rin fo rm atiq u e m e n t a défaut de le dém onter.

O n v o it tout de su ite des co nséq uences p ratiq u e s, que nous allo n s égalem ent illu s tre r in fo rm atiq u e m e n t dans le cas de la co m p ressio n des im ages. La m atrice donc im age peut étre décom posée souslaforme:50222A =QiMUiX1105135"°5-1-02UXV22-I-*W*-I-O,-UrXVraveclesaideplusenplusp etits. O
n peut donc ap p ro xim er A en ne gardant que les p rem iers term es de la som m e sach an t que les d ern iers sont m u Itip lié s p ar des « p etits » o /. www.biblio-scientifique.net 110 Programmation en Python pour les mathématiques Le p rob lem e est d’o b ten ir cette d éco m p o sitio n . Pyth o n heureusem ent s’en charge grace a la fon ction1i
nalg.svd(mat) guirenvo ielad écom p o sitio n en va le u rs sin g u lieres sous la form e de trois «array » de numpy U, SetV.

Par so u ci d’e ffica cité , nous travailleronsiciuniguementavecles « array» de numpy.

defc svd(mat,k):U,s,tV=1linalg.svd(mat)d = mat.shape C = np.zeros(d) forPinrange(k):C+=s[p]l*(np.dot(U[:,p].reshape!(d[0],1)),tV[p,:].reshape!(l,d[1l]))))returnCVoicilestroisniveauxdecom pression 10, 50 et 100 : obtenusp ar:In[l144]:imshow!c svd!lena face array,100
) , cTap = cm.gray) On peut o b server la d écro issan ce extrém em ent rap id e des va le u rs singu licres@aOInInInInIn[11[2][3][4][5]U,;s,tVXplot!xplot!xplot!x=1linalg.svd!mise.

lena!)) =np.arange!len!s)) [:101,s[:10)[10:50],s[10:501)[50:1,s[50:1)c 13 U IO O www.biblio-scientifique.net Themes mathématiques 111 O n peut égalem ent faire une p etite a n im atio n des im ages com pressées: matrice,pydefanim(im,n):forkinrange (n): pit.imsave('"lena face svd" + str(1000 +k),c svd
(lena _face array,k),crap=cm.pink) P uis en suite dans u n te rm in a |l aprés in sta lla tio n de imagemagick: matrice, pyim port os anim(150) o s .

system!"animatelena face svd*.png")os.system!"rmlena face svd*.png")Onobtientl’im age anim ée dont on peut rég ler la vite sse avec les touches < et >. U ne copie au fo rm at m pg est fo u rn ie dans 1 'arch ive . 1.7 Exercices d’entrainement Les corrigés sontdisponiblessurlesitedunod .com a p a rtir de la page
d ’accueil de 1 'ouvrage. Ex e rcic e 4 0. iA lg o rith m e de Strassen) E n 1969 ( « G aussian elim in a tionisnotoptimal»in N u m erische m athem atik), Konrad Strassenproposeunalgorithmepourcalculerleproduitdedeuxma trice s carréesdetaillen. Lecalculhabituel, pourleproduitdedeux m a trice s de ta ille 2
nécessite 8 m u ltip licationset4 ad ditions.

Considéronsaprésentleproduitdedeuxmatricesdetaille2x2:acBMaObdghWXyZOnnote:cI'3GH (pi=aif-h),p2=(a-\'-b)h,ps={c+d)e,p”-d{g-e),tHO[PTM5={a+d)[e+h),pe=ib-d){g+h),py=ic-a){e+flalors:szCTI>CLOL.U'U;=P4+P5+P6-P2X=Pi+ P2y=P3+ P47Z = pi\-p5-
p3-\-p7 C om p arez le nom bre d’o p ératio ns effectuées. C o n sid érez m a in te n a n t des m atrice s carrées de ta ille 2" (si ce n’est pas le cas, que peut-on faire ?). www.biblio-scientifique.net 112 Programmation en Python pour les mathématiquesOnpeutdécoupernosmatricesenquatreblocsdetaille2™“ ~etappliquerrécu
rsivementnotrealgorithme:ilfautquandmémevérifierquelguechosepourpasserdesformulessurlescoefficientsauxformulessurlesmatrices:quoidonc?Comptezlenombredemultiplicationsetd’additionsnécessaires.CréezunefonctionPythonquiimplémentecetalgo
rithme.Exerciced41.(Détectiondesbords)Poursélectionnerdesobjetssuruneimage,onpeutessayerdedétecterleursbords,i.e.
deszonesdebrusquechangementdeniveauxdegris.Onremplacealorsunpixelparunemesuredesécartsdesvoisinsimmédiatsdonnéeparexemplepar:-rriij-iY¥ + [rrii+ij-rrii-ijfEcrivezunefonctionquitracelecontourdéfinicidessus.2Lesnombres:entreanalyseetalgeée
b re 2.1 Manipulation des entiers comme chaines de bits Nousallonsessayerdenousrapprocherduceeurdelamachine(autantquefairecepeutavecPython..)endéfinissantlesopérationsarithmétiquesapartirdelistesdebits.2.1.1 Multiplicationetcomplexité Rappelonsd’abordquelque
sdéfinitionsdenotionslargementutiliséesenalgorithmique.Définition3.1(«GrandO»). SoitfetgdeuxfonctionsdeNdansU.Onditque/estun«grandO»degetonnote/=0(g)oufin)=0(g(/r))si,etseulementsiilexisteuneconstantestrictementpositiveGtelleque\f{n)\~C\gin)
\pourtoutrzeN.Définition3 .2(«GrandOméga»).Soitfetgdeuxfonctionsde[Rdansluiméme.Onditque/estun«grandOméga»degetonnotef=1u(g)ouf(n)=n(g(n))si,etseulementsiil*aOcl3QexisteuneconstantestrictementpositiveGtelleque\f(n)\"~C|g@z)|pourtoutne
N*.Définition3.3(«GrandThéta»)./=0(g)=0(g)a/=0(g)yE>1—-I0nNi(5)CT>CLOUCequinousintéressera,c’estenfaitletauxdecroissancedutempsd’exécution,c’estpourquoicesnotationssonttréspratiquesenalgorithmiquecarellefontabstractiondestempsd’accésmém
oire,delacadenceduprocesseur,etc.cquidépendentdechaquemachineetégalementdeslangagesutilisés.Voussavezadditionnerdeuxentiersdenchiffres:celanécessite0(rz)additionsdenombresdeunchiffrecompte-tenudesre-tenues. Multiplierunentierdenchiffresparun
entierdelchiffreprendO(/i)unittsdetempsselonlemémeprincipe.Enutilisantl’algorithmedel’écoleprimairepourmultiplierdeuxnombresdenchiffres, oneffectuenmultiplicationsd’'unnombredenchiffresparunnombredeadditondesnnombresobtenus.Onobtientuntemp
sdecalculenO(zz™).Onpeutespérerfairemieuxenappliquantlaméthodediviserpourrégner.www.biblio-scientifique.net 1 ch iffre p uis u n e Themes mathématiques 113 Oncoupeparexemplechaquenombreendeuxpartiesdem=[n!2\chiffres:\inI(10"xi+X2)(10"yi+¥2)=10""xiy
i+10"(X2¥1 +X1V2)+ X2V 2 Fonction MUL(x rentier ,y: entier]: entier Si n==1 Alors j Retourner x.y Sinon m — [n/2\ X \,X 2 [x/1 0 '’], X mod 1 0 '” yny2 Ly/10"'], y mod 10" a ,b ™ MUL(xi,yi,m), MUL(x2 ,yi,m) c¢,d *~ MUL(xi,y2 ,m), MUL(x2 ,y2 ,m) Retourner 10"~ '"a+ 10""({@7 + c) + dFinSiLesdivisionsetlesmu Itiplicationspardes
puissancesdel0nesontquedesdécalageseffec tuésentempsconstant.L’additionfinaleesten0O(«)doncletempsd’exécutionestdéfinipar:T(")=4T(([L«/2]J)-h(é{n)T(l)=1PeutonexprimezT{n)explicitementenfonctiondensansrécursion?
Sinousavionsuneidéedelasolution, nouspourrionsladémontrerparrécurrence.Cherchonsuneidéedonc..Caseraitplussimplesinétaitunepuissancedexkn) n=2"etT(w)=T(2' =Xk 2.Voyons,posonsAlorslarelationderécurrencedevientXk=4xk-i+©i2'")Xo=10no
btient: TJOcrjGIOOTy] (S)Xk =44 xa:-2+02"-")-b0(2")=4"X0+X0(2")=4"-HkB{2II=4+\ognQ{n)=Q{r?)i=\Onmontrealorsparrécurrencefortequecerésultatestvraipourtoutentiernaturelnonnul.Bref,toutcapourmontrerquel’onn’apasaméliorélasituation...gilLegran
dAagpettHukonaeBuuKOJIMOTOPOBfinitmémeparconjecturerdanslesan >Q.0Onées1950quel’onnepourrajamaistrouverunalgorithmedemultiplicationd’entiersenUo{n").Lorsd’'unséminairesurcesujeten1960,unjeuneétudiantsoviétique, AHaToOnNuiANTeKCe eBU U
KAPAILIYBAproposecependantauMalitreunesolutionplussimpleetnavrantedesimplicité.

11 faitremarqueraKOJIMOTOPOBque:bc+ad=ac+bd-{a-b){c-d)www.biblio-scientifique.net 114 Programmation en Python pour les mathématiques Exercice4 2 .Enquoicelasimplifieleprobleme?Quelleestalorslanouvellecomplexitt?Solution.Enneconsidérantquelesmultiplications,
onamaintenant3multiplicationsdenombresdeuxfoispluspetits OnpeutdoncreprendrelescalculsprécédentsetobtenirXj:=3*"+ fcO(2*) = 2*"'°823 +iog2 nQ(n) =cequiestplusintéressantcarlog232.1.21ii + ©(,log”™ n) =0(n'“fe3) 1,58ClassedechainesdebitsNousallonsmanipu
lerlesentierssignéscomme desliste sdebitsdemanieresimple.Parexemple,13serareprésentéparBits([0,1,1,0,1]),lepremierbitreprésentantlesigneOpour+etlpour-.Bits.pyclassBits(list):IIIIIICréedesobjetspourreprésenterdeschainesdebitscorrespondantadesentie

rssignésapartirdelistesdeOetl. Parexemple 13seraBits([0,1,1,0,1]1)def init (self,bits=[]):""Unechainedebitsestconstruiteapartirdelalistedesesbits"""self.bits=bitsdef iter (self):"" Oniteresurlalistedesbits"""returniter(self.bits)TJdef len
__(self):"" Permet de donner 1 e nombredebitsaveclaméthodelen"""returnlen(self.bits)OcrjkDidef getitem (self,de):""Pourobtenirlebitenpositiondeavecb[cle]ouuneséquencedebitsavecb[deb..fin]...... Ors](S)ai>*CLOUreturnself.bits[deldef reversed (self)
:"""Pourrenvoyerlachalnedebitsinversée"""returnBits(self.bits[::-1])defnorm(self):"""Normalisel'écritured'unechalnedebitsensupprimantlesbitsnonsignificatifsagauche""iflen(self)==0:returnselfiflen (self)==1:www.biblio-scientifique.net 115 Thémes mathématiques
return Bits(self bits+selfbits)tete=self[0]gs=self[l:]ifgs[0]==tete:returnBits(qs).norm{)returnselfdef str (self):""Onutiliselafonctionstrpourafficherlalistedesbits.... returnstr(self.bits)def repr (self):.... Unebellereprésentationdansl'interprét

eurBits([0,1,1,0,1])estaffiché0:1101""n=selfnormOreturnstr(nf[0])2.1.3+.join(str(b)forbinn .bits[l:])SommededeuxchainesdebitsOnvoudraitadditionnerfacilementcesnombres.Uneidéeseraitd’utiliserl’additionposéecommeal’écoleprimaire.Parexemple
pourcalculer5+ 9 + 00101 01001 011100 ntrouvebienl14.I1fautfaireattentionareporterlaretenue.Quesepasse-tilquandonadditionne3bits?T]Ocrj«JDtHOCMU(y)XI0O]>Q.0retenueunitt0000101010010111010001101101101011111bi"3000UO0Onremarquequeu=>b
l(b2b3)avecl’'opérateurduOUEXCLUSIF.Quantalaretenue,ellevautlsiaumoinsdeuxdesbitssontal.Onvadoncutiliserlesopé rateurslogiquesETetOUquis'écrivent&et|enPython.Bits.pyldef add (self,Il1IIIIother):www.biblio-scientifique.net 116 Programmation en Python pour
les mathématiques A d ditionn e deuxentiersen base 2 sous formedelalistedeleursbitsIlIIIII # Formateleslistespourqu'ellessoientdemémelongueurlong=max(len(self),len(other))+1sl,s2=self.signe(),other.signe()opl=Bits([slforiinrange(len(self),long)l+self.bit
s)op2=Bits([s2foriinrange(len(other),long)l+other.bits) # stock elaretenue de la précédente sommede 2bitsretenue=0# Onstockelasommeintermédiaireres=[];#onitéredansl'ordreinversedelalistedesbitsdesopérandesforiinranged,long):blb2=o0opl[-i],op2[-il]#un
ité comme x ordes deux b it s et de la retenue res = [b 1 b2 retenue] + res # retenue : vaut 1 siau moins 2 bit s sonta 1 retenue = (retenue & (b1|b2)) [ (bl & Db2) #onajoutel'éventuellederniereretenueadroiteifsil=s2:res =[retenuesis2] +reselse:ifretenue!=0:res=[si, retenue]+reselse:res=[si]+ res#
onremetlalistedanslebonsensreturnBits(res).

norm() Bon,essayonsavecdesnombresnégatifs Commentlesreprésenter?L’idéenaiveestdemettreunl enpremierpuisdegarderlaméme«valeurabsolue».Parexemplepour5+(-9):+ 0010111001 «aOcl3QOTIM11110Maisontrouveb5+(-9)=-14!I1fauttrouverune autreidéesin
onilfaudraitcréerunead ditionpourlespositifsetuneautrepourlesnombresdesignesdifféerentscequiralentiraiténormémentletraitementdesnombressurmachine.ai>CLOUConsidéronsn=+11110etcalculonsn+2.1111000010 (1)00000SiTounne gardequelenombredebitsc
orrespondantaupluslongnombre,onobtientO(surmachine,ontravaillesur64bitsparexempleettoutcequid ép asse cette taille n’estp as pris enc om p te ). www.biblio-scientifique.net Thémes mathématiquesOnpeutdoncconsidérerqueestl’'opposéde1111000010117enconservantlemé
mealgorithmed’addition.Enfait,ajouterlallllllloun’importequelleautrechaineuniquementcomposéedeldonnerazéro.Pourobtenircettechaineuniquementcomposéedel,onajouteaunombreinitialsoncom plémental, c’est-a-direqu’onremplacechaquebitparson
complémentaire.Parexemple,lecomplémentalde01001est10110.Enrajoutantlacenombre,onobtientdoncl’opposédunombreinitial. complémenta 1 +101001---"°10110—>10111Ainsi-9s’écrit+ 10111 etcettefois:00101 10111 11100 Poursavoirlenombrequecettechainerep
résente,oneffectuelestransformationsréciproquesdansl’ordreinverse:-1 complémental11100711011 -+ - ~001000ntrouved:eneffet, 5-i-(-9)=-4!Créonslesméthodesassociées:Bits.pydefmap(selffonc):"""Appliqueunefonctionauxbitsdunechaine..... returnBits(li
st(map(fonc,self.bits)))defcompl(self):"""Renvoiglecomplémenté1d'unechaine"""x==1elsel)returnself.map(lambdax:OiflaOchef_neg_(self):"""Opposéd'unechaineenutilisantlesymbole- ...... bs=self.bitssigne =bs[0]ifsigne==1:return(self+Bits([lforkinrange(l
en(bs))])).compl)returnselfcomplO+Bits([0,]1]) UIOtHOT MXIai>0Q.Udefsub(self, other):...... Différence de deux chalnes avec ........ returnself+ (-other)defabs(self): ... Valeur absolue d'une chaine""' return-selfifself.signeO==1elseselfwww.biblio-scientifique.net 118
Programmation en Python pour les mathématiques 2 .1.4 Conversionenbasel O0OOnrajoutequelguesméthodesutiles:Bits.pydefmantisse(self):""Lalistedesbitssanslebitdesigne...... returnselfnorm()[1:]def eq (self,other):"""Permetdetesterl'égalitédedeuxchalnesapartir
deleurformenormalisée" " returnself.norm().bits==other.norm().bitsdefsigne(self): """Renvoielebitdesigne"""returnselff0 Jdefpair(self):"""Testelaparitédunechaine..... ==0returnself[-]]Onvamaintenantpasserdecettereprésentationenbase2alareprésentationenb
ase l0maissansutiliserd’opérationsarithmétiques. Il existe surtoutlangage des opérations bitsabitsquitravaillentdirectementsurlarepré sentationenbase2desnombres.NousavonsdéjavulesopérateursOUEXCLUSIF,ET,OU.Ilexisteégalementlesopérateursdedécalageverslaga
uche«ouladroite»quidécalelachainedebitsd’'uncertainnombresdebitsd’uncotéoudel’autre.AinsionpeutmanipulerdesentiersPythoncommenosobjetsBits.

Undécalage «divisionpar2ncorrespondradoncaunemultiplicationpar2"etundécalage »".Bits.pydefto dec(self):""Renvoiel'écriture décimale delachainedebits"""ab=abs(self)CS=ab.mantisse!)[::-1]1"00c13Qif'J]DOfMCS==[]:returnOn=0dec=0forcines:n+=int(c)
«xzDI >CLdecdec+=1returnnifself.signe!)==0elseOU-nParexemple:InIn[29]:[30]:treize=Bits![0,1,1,0,1])dix=Bits![0,1,0,1,0]1)In[31]:0ut[31]:treize 0:110 1 www.biblio-scientifique.netn a une 119 Thémes mathématiques I n [32] 0 ut[32]treize.to _dec ()13 0ut[33]In[34]Indix 0
ut[34][33]2.1.5-treize 1:01 (dix-3-treize).to dec()Multiplicationdel’écoleprimaireNousallonscommencerparlamultiplicationtellequ’elleestengénéralenseignéedansnosécolesprimaires.Onprendleschiffresunparund’unnombre,onlesmultiplieparl’autrenombre
etonajoutelesrésultatsobtenusen«décalant» Bits.pydefmul primaire(self,other):.... 'Multiplicationavecl'algoapprisal'écoleprimaire..... si,s2=self.signe(),other.signe()sig=sis2opl,op2=abs(self)[1:],abs(other)[l:Im=Bits([0,0])dec=1en(opl)-1#1le
décalage forniinopliml=[]forn2inop2:mlappend(n2*ni)ifm=m+Bits([0]+ml+[0forkinrange(dec)])dec-=1#onvadegaucheadroitesig==1:return-mreturnmOnpeutalorsdéfinircettemultiplicationcommeproduitcanonique:Bits.py"O0cl3QyoOdef mul (self,o
ther): ... Définitlamultplicationdedeuxchaineavecl'algodel'écoleprimaire" “returnself. mul primaire(other)Parexemple:r\lailn[38]:0ut[38]:dix*-treize1:01111110In[39]: 0ut[39]:(dix*-treize).to_dec-130‘s >« CL O U 2.2 Les nombres rationnels Nou s utiliseronsd an s cette
sectionlaclasserationnelintroduitepage252.2.2.1Lesfractionscontinues-Vousconnaissezl’algorithmesuivant:www.biblio-scientifique.net 120 Programmation en Python pour les mathématiques 172 =3x51-F1951=2x19+1319=1x13+613=2x6+16=6x1+0-Onpeutdoncfacilement
compléterlasuited ’égalité suivante 17219 1 3 H 3+5151fl—3+12+1"PratiquedudéveloppementQuandtouslesnumérateurssontégauxal,onditqu’onadéveloppé ~enfractioncontinue,etpoursimplifierl’écritureonnote:172~5I-Parexemple,onpeutdévelop
per”~=[3,2,.]lenfractioncontinue.-Dansl’autresensonpeutécrire[2,5,4]souslaformed’unefractionirrcductible.Définissonsuneversionrécursiveducalculdudéveloppementenfractionscontinuesd’unrationnelpositif. deffcr(F):defaux(n,d,r,L):ifr==0:L.append(n//d)
return L@DOCDUUD1—-IOnr\iai>-.

QOUs else:Lappend(n//d)returnaux(d,r,d%r,L)returnaux(Fnum(,F.den(),Fnum() % F.den(),[])Pourreprendrenotreexemple:In[170]:fcr(rationnel(172,51))0ut[1701:[3,2,1,2,6]0Onpeutdémontrerqu’unnombreestrationnelsi,etseulementsi,iladmetundéve
loppe mentenfractionscontinuesfini. Voiciuneversionimpérative,simpletraductiondelaversionrécursive:deffci(F):n,d, r=F.numO,F.denO, FnumO % F.den () L =[]whiler > 0: www.biblio-scientifique.net 121 Thémes mathématiques L.append(n//d)n,d, r=d,r,d%rreturnlL +[n//d]Nous
allonsaprésentvoircommenteffectuerl’opérationinverse,c’est-a-direcommentob tenirunefractionirreductibleapartirdelalistedudéveloppementenfractioncontinue.L’écriturerécursiveesttresrapide:deffc2f(L):iflen(L)==1:rationnel(L[O0],1)rationnel(L[0])-i-rat
ionnel(l)/fc2f(L[l:])returnreturnsachantquel11:]renvoielaliste Ltronquéedesonpremierterme.Parexemple:Curiosité:In[1751]:fc2f([3,2,1,2,61)0ut[1761:172/51In[1771]:fc2f([0,3,2,1,2,61)0ut[177]:51/1720npeutessayerdedémontrercerésultat...2.2.2L
esréduitesd’'unefractioncontinueUnefractioncontinue,finieounon,peutétretronquéeapressonlcj\--mMOnappellecenombrerationnellaquotient:j réduitedelafractioncontinueconsidérée.

Commec’estunrationnel ils’écritsousformeirreductiblePourdécouvriruneéventuellerelationderécurrence,onpeutobserverlespremiéresréduites:No=i/oNi=qocji-1-1TJOcrji«]DOCMtHN2=qoqiqzL>=1Di=qi+ "0+ "2 =¢/1" 72 + Nfc = i/jtNjt-i+Njt 2 Dfc = i/fcDjt-i +Dfc-2 XI QJ
UD2=1=Onpeutmontreralorsparrécurrence (résultatdtaJohnWallisen 1655)que:(y)>Q.0OavecNO=qo,Do=1,N1=qoqgi+letDi=qi.AppelonsPythonalarescousse:defreduite(k,Q)ifk==0::returnfrac(Q[0],1)elifk==1:returnfrac(Q[II*QI[0]-HILQI[I])else: www.biblio-
scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 122 returnfrac(Q[k]*{reduite(k-1,Q)) . num+ (réduite(k-2,Q)).num,Q[k]*{réduite(k-1,Q)).den+(réduite(k-2,Q)).den)2.3Lesnombresréels2.3.1 Approximationd’irrationnelsal’aidederationnelsAlgorithm
edeHéronLemathématicienHérond’Alexandrien’avaitpasattenduNewtonetlecalculdifférentielpourtrouveruneméthodepermettantdedétermineruneapproxima tiondelaracinecarréed’'unnombreentierpositifpuisqu’ilavécuseizesieclesavantSirlsaac.SiXnestun
eapproximationstrictementpositivepardéfautdelVa alorsalXnestuneap proximationparexcésdey/aetvice-versa.Lamoyennearithmétiquedecesdeuxapproximationsest”~\xn+ 3" ]Jetconstitueunemeilleureapproximationquelesdeuxprécédentes.Onpeutmontrerc’estun
eapproximationparexces(endéveloppant[xn-\fafparexemple). Envoicideuxversions,unerécursiveetuneitérative:defheron rec(a,fon)ifn==0::returnforeturnheron rec(a,fo+rationnel(a)/fo)/rationnel(2),n-1)defheron it(a,fo,n):app=foforkin
range(n) :app = (app + rationnel(a)/app)/rationnel(2)returnappCequidonneparexemple:In[l]:heron rec(2,rationnel(l),6)0ut[1]:1572584048032918633353217/1111984844349868137938112"00c=3In[2]:heron it(2,rationnel(l),6)Out[2]:1572584048032918633353217/
1111984844349868137938112 Q¢nit O(NXI > Q.soit~ 1572584 0480329186333532171111984844349868137938112+npirtantHpctapesenpartantae~1~iEst-cequelasuitedesvaleurscalculéesparlaboucleconvergevers\/2?Nousauronsbe soindedeuxthéoremesqueno
usadmettronsetdontnousnedonneronsquedesversionss Osimplifites. UThéoreme3.1(Théoréemedelalimitemonotone). Toutesuitecroissantemajorée(oudé croissanteminorée)converge.Unthéoremefondamentalestceluidupointfixe.llfaudraitplutoétparlerdesthéore
mesdupointfixecarilenexistedetresnombreuxavatarsquiportentlesnomsdemathématiciensrenommés:Banach,Borel,Brouwer,Kakutani,Kleene,...
CeluiquinousintéresseraitlepluseninformatiqueestceluideKnaster-Tarski.Onpeutentrouveruneprésen tation www.biblio-scientifique.net 123 Themes mathématiquesclairedans[DowlO].llsdonnenttousdesconditionsd’existencedepointsfixes(dessolutionsdef{x)=Xpourunec
ertaine fon ction).

Nousnouscontenteronsdelaversionlightvueaulycée. Théoreme3.2(Unthéoremelightdupointfixe). SoitlunintervallefermédelR,soit/unefonctiondeIversletsoit(r,)unesuited'élémentsdeltellequeVn+i=f{rn)pourtoutentiernatureln.SI(r, )estconvergenteALORSsa
limiteestUNpointfixede/appartenantCelavanousaideraétudiernotresuitedéfinieparr,+i=/(ud="2etro=1.al.Onpeutalorsdémontrerparrécurrencequea)pourtoutentiernaturelnonnuln,onar, ~y/2;b)lasuiteestdécroissante;c)\/2estl’'uniquepointfixepositifde/.On
peutalorsconclurequenotrealgorithmevanouspermettred’approcher\/2.Quelleestlavitessedeconvergence?tonenplusachaquelci,celasetraduitpar«combiendedécimalesobtient-itération?». Introduisonslanotiond’ordred’unesuite:Définition3.4(0Ordred’'un e suite
-Constanteasymptotiqued’erreur). Soit(r,)unesuiteconvergeantvers£f.S’ilexisteunentierA: >limnavecC7"0etC774+00"4+000telque:\rn+1-"\" —rmeemm r=Calorsonditque(r,)estd’ordreketque Cestlaconstanteasymptotiqued’erreur.Déterminonsl’ordreetlaconstanteasy
mptotigued’erreurdelasuitedeBabylonedonnant-OOuneapproximationdey/2.0ndémontrequecn«]DOCMU(rm-V2frn+l-V2fltH (y) XICTI >Q.OUAinsilasuiteestd’ordre2etsaconstanteasymptotiqueestici,onpeutmémeavoiruneidéedelavitessesansétudeasymptotique.En
effet, ona ~Idonc " n+l~"n~\V2)Lenombrededécimalesd’'unnombrepositifpluspetitquelest-logoEnposantdn=-logiok/i-V~lonobtientdoncquedn+\>2dn:achaquetourdeboucle,ondoubleauminimumlenombredebonnesdécimales.Laprécisiondelamachineétantde
l16décimalessilesnombressontcodésenbinairessur64bits,ilfautaumaximumeé6itérationspourobtenirlaprécisionmaximale.

www.biblio-scientifique.net 124 Programmation en Python pour les mathématiques 2 .3 .2 DéveloppementenfractionscontinuesdenombresréelsapartirdenombresrationnelsNombresirrationnelsOnpeututiliserlesapproximationsprécédentesd’irrationnelspourapprocherledé
veloppementenfractionscontinuesd'unirrationnel.Etudionsparexemple\fZ:In[1]:[fci(heron_it(2,rationnel(l),k))forkinrange(S)]Outil]:[[1],[1,2][1,2,2,2][1,2,2,2,2,2,2,2],[1,2,2,2,2,2,2,2,In[2]:0ut[2]:[[1],[2],[1, 1,[1,1,[1,1,t2,[fcitheron it(3,ra
tionnel(),k)) forkinrange(5)131,2,1,2,1,31,2,1,2,1,2,1,In[3]:[fci(heron _it(5,rationnel(2),k))forkinrange(5)]10ut[31:[[21,12,[2,[2,[2,41,4,4,41,4,4,4,4,4,4,41,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4]]llsemblequeledéveloppementenfractionscontinuesd’unesolutionirrationn
elled’'uneéquationduseconddegrésoitpériodique.Enfait, EulerdémontreralaconditionsuffisantepuisLagrangelaconditionnécessaire.TJOPourétablircertainesdémonstrationsencoursavecleséléeves,onpeutseréféreral’articleencligneacetteadresse:thttp:/ /frwikipedia.o
rg/wiki/Fraction continue d'un nombre quadratiquerj«]DO(NtHOnpeuttoutefois,auniveaulycée,démontrerlaformedesdéveloppementsde\T{n)avecnunentierquin’estpasuncarréparfait Parexemple:XIOJ>0Q.V2U=1+V2-11+1+1>/2+112+y/2-1Ainsi,V2-1=—
www.biblio-scientifique.netThémesmathématiquesOnendéduitque\i2-1 125=[O,2,2,2,2,2,2,---]puisque\iZ-[l,2,2,2,2,---].Pourleplaisir,regardonséquoipeutressemblerledébutdudéveloppementenfractionscontinuesdunombred’orO=In[1]:Outil]:toujoursavecnosoutilsru
dimentaires:fci({rationnel(l)+heron it(5,rationnel(2),3))/rationnel2)I(1,1,12,1,1,1,1,12,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2]Enutilisantlesréduitesétudiéesalasectionprécédente,onpeutobtenirdesapproximationsrationnellesdeprécisioncroissante.Parexemple,voici
commentobtenirdesapproximationsrationnellesde\f2:In[1]:Outﬂ]:[reduite(k,fci(heroniit(2,rationne1(1),5)))forkinrange(8)]U,3/2,7/5,17/12,41/29,99/70,239/169,577/408]UneapproximationrationnelledeeéAlorsonaaussi1f+ 1+-121presl0Posons1
11f+-1+-L.(413U-1il=1+A+1+-M11)1n]II))Unexerciceclassiquemontrequee-en<Ainsi,pour7?=167,onobtiendra300bonnesdécimalesaumoinsdee.defexpor(n):ifn==167:returnrationnel(l)returnrationnel(l)+expor(n+1)/rationne1(n)Obsewonsledébutdudé
veloppementenfractionscontinuesdel’approximationrationnelledeeprécédente: MaOcDUkDOirsx:CTI>Q.0In11]:fci(expor(1))Outil:12,1,2,1,1,4,1,1,1,18,1,1,20,1,1,1,34,1,1,36,48,1,1,50,1,1,1,64,1,1,66,1,6,1,1,52,1,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,1,1,1
6,1,22,1,1,24,1,1,26,1,1,28,1,1,30,1,1,32,1,38,1,1,40,1,1,42,1,1,44,1,1,46,1,1,1,1,54,1,1,56,1,1,58,1,1,60,1,1,62,1,68,1,1,70,1,1,72,1,1,74,1,1,76,1,1,78,1,1,80,1,1,82,1,1,84,1,1,86,1,1,88,1,1,90,94,1,1,96,1,1,98,1,1,100,1,1,102,1,1,104,1,1

,1,92,1,106,1,108,122,136,1,1,120,1,1,1,1,134,1,1,1,11,1,7, - 1,1,1,1,1,1,110, 124, 138,1,1,1,1,1,1,112,126, 140,1,1,1,1,1,1, 114,128, 142,1,1,1,1,1,1,116,1,1,130,1,1,144,1,1,118,132,142,1,1,1,EtpourfgpY:Urationnel(l))/(expor(DIn[2]:fci((expor(l)Out[2]:[0,2,6,
10,14,18,22,26,30,34,38,42,46,82,86,90,94,98,102,106,110,114,118, 146,150,154,158,162,166,170,174,178,206,210,214,218, 222,226,230, 234, 238,266, 270,274,278, +rationnel(l)))50,54,58,62,66,70,122,126,130,134,138,182,186,190,194,198,242,246,25
0,254,258,282,286,290,286, —---—---—-- www.biblio-scientifique.net 7 4, 78, 142, 202, 262, 126 Programmation en Python pour les mathématiques Remarque.L'utilisationdesdéveloppementsenfractionscontinuespeutétreéclairantpourleséleves:ilestdifficiledediffét rencierj,V2,eetjtal’aidedele

ursapproximationsenécrituredécimale(«canefinitjamais?!?..»)alorsqueladistinctionestbienmarquéeaveclesfractionscontinues.2.3.3MéthodedeBriggspourlecalculdeslogarithmesDepuisStiffelen1544,ons’'intéresseauxfonctionsvérifiantfix-y)=£fix)+iiy)a
fin de sim plifierlescalculsdesastronomesetdesnavigateurs.Cependant celanécessitededisposerdetableslogarithmiques{Koyo¢:mot, relation,apiBpo¢:nombre;leslogarithmessontdoncdesrelationsentrelesnombresavantd’étrel’anagrammed’algorithmes...).)Pour
plusdefacilit¢ , nousallonsnousoccuperdulogarithmedebasel0quenousnoteronslog.Sachantqueloglo(l10)=1etquelogiQ{a~)=pe+logiQia)pourtoutrationnelp,onendéduitalorsquelog™ologjo(xATIloj=etc. Nouspourrionsdansunpremiertempstravailleravecnosration
nelsetl’algorithmedeHé ronpourlecalculdesracines.Nousallonscependant,pourplusd’efficacité,travailleravecdesdécimauxcommelesma thématiciensdesXVI® eteXVIPsiéecles..maisavecPython.Nouspourrionsutiliserl’algorithmedeHéronpourcalculerdesap
proximationsdécimalesdesracinescarrées.Ensuite,onutiliseIn[l]l:1’algorithmedeHéronpouravoiruner=heron_ it(2,rationnel(l),6)In[2l:0ut[2l:approximationdécimaledeVz:float(r)1.414213562373095Pourplusdelisibilit¢é, nousutiliseronsdorénavant
lemodulemathdePythonquipermetd’obtenirdirectementuneapproximationdécimale(avecl7chiffresaffichés)desracinescarréesal’aidedesqrt:BaOcnGHOtHO@In[1]:In[2]:0ut[2]:In[3]:0ut[3]: from math import* sqrt(2 ) 1.4142135623730951 sqrt (10) 3.1622776601683795In[4]:
Out[4]:In[5]:0utf5l:sqrt(sqgrt(10))1.7782794100389228 sqrt(sqrt(sqrt(10)))1.333521432163324TM4-10nobtientdoncletableausuivant:XICTI>Q.OUNombres10,0000 3,16231,77831,33351,0000Logarithmes10,50,250,1250Leprobleme,c’estqueconnaitrelelogarithmede
3,1623 n’'estpastresintéressant. Onaime raitplutotconnaitreceuxdesentiersdeC’esticiqu’intervientl’anglaisHenryrithmesdécimauxcontenantl1000B1alOriggs.

gquipubliaenl6l7sespremierestablesdeloga valeursavecquatorzedécimales.Voyonscommentilaprocédépourlecalculdelog(2).llacommencéparobtenirdesvaleursapprochéesdesnombressuivant:www.biblio-scientifique.net 127 Thémes mathématiques 102 \/2 = 22 >/7m=loiy ~ =2
iVW7lo =10i Vv ™ =21 eeeVTIi= 10254 eee\/2 =2: ,541lafinalementaboutia: 254 10 1,000 000 000 000 000 127 819 149 320 032 35 1+iZ 2 i~ ~ 1,000 000 000 000 000 038 477 397 965 583 10 "N/~ 1+~70ronchercheadéterminerx=1log(2)maisx=log(2)oD’apreslescalculsdeBriggs10”~=2.:1+b=22"
=(10")"=(1+a)>Unrésultatclassiquemontreque{l+a)”™ ~1+axpourxassezprochedezéro.Onendéduitquel+b~l+axeidoncque:,,,b3847739796558310log(2)=X«-=a12781914932003235In[1]:3847739796558310/127819149320032350util]:0.30102999566398114 A in s i, log(2)
0,301 029995663981 14.Celanouspermetalorsd’avoirégalementlog(4)=2-¢<-log(2)etlog(8)=3xlog(2)maisaussilog(5)=1log(10)-log(2).MaOcI3Illnousfaudraitdoncobtenirdemémelog(3)etlog(7)pourcompléternotrecollectioncarlog(6)=1og(3) + log(2)etlog(9) =2mog(3).0n
peutdoncatitred’exercicecalculercesdeuxlogarithmespourobtenir: 4} tH Olog(3)-0,477 121 254 719 662 44 log(7) 0,845 098 040 014256 7TM Larouteestlonguejusqu’aux1000logarithmesdeBriggs...
ai>*«02.34MéthodedesdifférencesdeNewtonetapplicationaucalculdeslogarithmesCLUOnconnaitmaintenantquelgquesvaleursdulogarithmedécimaletl’onvoudraitconnaitredesvaleursintermédiaires.Nousallonspourcelaprocéderparinterpolation:étan
tdonnéesquatrevaleurs,nousallonschercherunpolynémePdedegré3telqueP(x)=log(x)pources4dvaleurs.Pourcela,nousallonsutiliserlaméthodeprésentéeparlsaacNewtonenl1676.Avecdesnotationsmodemes,posonsP(x)=a+bx+cx”~+dx”.0nconnaitlesvaleu
rsdulogarithmespourl, 2, 3 et 4. www.biblio-scientifique.net 128 Programmation en Python pour les mathématiques X =1p{x)=a+b+c+d=yiX=2p{x)=a+2bX=3p{x)=a+3b+9c+27d=ysx=4p{x)=f1+4"7+16c+64d=y43d=y24cEnsoustrayantleslignesdeuxpardeux, onfaitdisparaitrea
;y2-yi=b+3c+7d=Ayiys-yz=b+5c+19d=Ay2y4~y3=b+7c+37d=AyaEnsoustrayantleslignesdeuxpardeux,onfaitdisparaitreb:Ay2-Ayi=2c+I12d=A"yiAya-Ay2=2c+I8d=A"yaEnsoustrayantleslignesdeuxpardeux,onfaitdisparaitrec:A”y2-A"yi=6d= ""ylcequ
idonne:d=]A'Vic="A"yi-A"yib=Ayi-IA"yi+3A"yi-IaVi=Ayi-fA"yi+ "A"yi3yi= yi~Ayi+ A yi-A%yilla3la2fl=yi-Ayi+TA yi-"A'"yi-"A%yi+A-"yi-¢lAa” Einalement:12216qgqPU)=yi+(x-DAyi+-(x-DEx-2)A"yi+-(x-1)(x-2)(x-3)A"yiNewtonavaitl’habitude
deréunirlesrésultatsdansunschémadecetteforme:yiAyiA “yiy2 TJA*YiAy2O0crjyst ~yzAysyE>1—-I10y4r\lavecAy,- =yj+i-y,-, A”y; = Ay,+i-Ay,-etA”y,-=D]>Q.0U-a"yiOnpeutgénéraliserad’autresvaleursd’entierssuccessifsetaunnombrequelconquedepoles.Interpolation

deNewtonpassantparlespoints(a,yi),(@+1,ya)— ioL+n-1,y«):101px) =yi+ (x-a)Ayi+-(x-a)(x-a-DAyi+eee + - —(x-a)---(x-a-(fl-2))A"2!1 (fl-1)! Pourdespodlesquelconques,onpourraseréféreralasection4page199.EtPythondanstoutca?Unepremiereméthode«ala
m a in » : www.biblio-scientifique.net ~yi 129 Thémes mathématiquesnewton,pydefdiff newt(xlLyly2,y3,y4,pas)DylDy2:=y2-yl=y3-y2Dy3=y4-y3D2yl=Dy2-DylD2y2=Dy3-Dy2D3yl=D2y2-D2yldefPx):returnyl+ (x-x1)*(Dyl+ (x-x1-1)*(D2yl/2+(x-x1-2)*D3yl/6)return[[(x]+
k*pas), P (x1 + k*pas)]forkinrange(int(3/pas))]Voiciuneméthodeplusgénérale:newton.pydefreduit liste(L):.....Calculelalistedesdifférences2a2dunelistedenbs......
return[a-bfordefréduit(L)(a,b)inzip (L[1Lj, L)j: """ Renvoielalistedeslistesdedifférences:letrianglede Newtonapplati..... ifL==[]l:returnLreturn[L]+réduit(reduit liste(L))defdiff newton(L):.....Renvoielesyl, Dyl, D2yl,etc. ...... return[liste[0O]forlisteinreduit(L)]ea
O cl13 QyE> O (N def base newton(alpha, x, n) : ....... Renvoielalistedesévaluationsdes(x-a)(x-a-1).

uneliste """ terme = 1 base = [terme]lforkinrange (,n):terme *= ((x-alpha-(k-1))/k)base .append(terme) return base /n! accumulées dansxzDI > Q.0 Udefinterpol newton(liste, alpha, x): ....... renvoiel'évaluationdupolyde Newtonenxenpartantdeaavecunelistedevaleursdonnée...... return sum([
a*bfor(a,b)inzip(diff newton(liste), base newton(alpha, X,len(liste)))])defliste log entiers(a,b):.....renvoielaliste deslogarithm es décimauxdesentiersdeaabinclus...... return [m ath.lo g 1G (k) f o r k in range(a, b + 1)] www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les

mathématiques 130 Parexemple,pouravoirleslogarithmesdécimauxdesréelsentrel et4avecunpasdeO,25enutilisantlesvaleursdéjaconnuesdelog(2),log3)etlog4):In[1]:[(k,interpol newton(liste log entiers(l,4),1,k))forkinnp.linspace(1,4,13)]0util]:(1.25,(1.5
,(1.75,(2.0,(2.25,(2.5,1(1.0,0.

0),0.091005689059948658), 0.17074397829308552), 0.24036777729567488), 0.3010299956639812), 0.35388354299426877), 0.4000813288828019), (2.75,(3.0,(3.25,(3.5,(3.75,(4.0,0.44077626292584499), 0.47712125471966244), 0.51026921386051849), 0.54137304994467772), 0.5715856725684042), 0.60205999132796229)] C o
mmePythonsaitcalculerdeslogarithmes, nouspouvonscomparercetteméthodevieillede350ansaveclesrésultatsactuels:Regardonsparexemplepourleslogarithmesdesnombresentre44et47:In[2]:[(k,interpol newton(liste log entiers(44,48),44,k)-math.loglO(k
)forkinnp.linspace(44,48,17)]0ut[2]:44.25,(44.5,(44.75,45.0,(45.25,(45.5,45.75,(46.0,[(44.0,0.0),-1.4762764344311563e-09), -1.4248640045622096€-09), -7 .4078276846023527e-10), 0.0 ), 4.8304182875824608e-10), 5.99479799134883256-10), 3.9161784926022847e-10),0.0),(46.25,(46 .5,
(46.75,(47.0,(47.25,(47.5,(47.75,(48.0,-3.8808622981889584¢-10), - 5. 8871596486653743e-10), -4.70090188997573936-10), 0 .0 ), 7.07972347413488026-10), 1.3494656503354463e-09), 1.3855363523163078e-09), 0 .0) ] L’erreurcom mis e estdel’ord re de 10 ~.
2.35AlgorithmeCORDICT]JOcAvecl’apparitondespremierescalculateursélectroniques,lesprogrammeursdevaientconcii«J]DHOlierprécisionetéconomiedemémoire.Apartirde1956,1’'’arméedel’airdesEtats-Unisvou rjtrs]llutaméliorerlesyste medenavigationembarqg
uédesbombardiersB-58.C’estainsiqueJackE.VOLDERmitaupointl’algorithmeCORDIC(pourCoordinateRotationDigitalComputer)(S)pourcalculerrapidementdeslignestrigonométriques.Illfutensuitereprisdansdesdomainesaipluspacifijues,notammentdanslapro
grammationdescalculatricesscientifiquespourcal>*OculernonseulementdesfonctionstrigonométrifuesmaisaussideslogarithmescommeleCLUmontraJohnWaltherenl1971.NousauronsbesoindeconnaitrequelquesvaleursparticulieresdelafonctionIn;pluspré cisé
mentdesvaleursdeln(l-i-10“')pourdesvaleursdeientieres,tellesquecomprisentre0et101-f10“'reste.NouspouvonsconsulterlestablesdeBriggs.Pourallerplusvite,nousallonsunpeutricheretutiliserPythonpourcalculercesvaleurs.Nousallonscréerundictionnai
requiachaquevaleurdeiassocieln(1-f10“')saufpour/=-1quiestassociéaln (10): www.biblio-scientifique.net Themes mathématiques 131 defdic _log(n):die={x:log(l+10**(-x))forxinrangem+1)}dic[-1]1=1log(l0)return(dic)Parexemple:In[1]: from math importlogIn[2]:D=dic log(5)
In[3]:DOut[3]1: {0:0.6931471805599453, 1 0. 09531017980432493, 2 0. 009950330853168092, 3 0. 0009995003330834232, Ainsi, D[2]4 9. 9995000333297326-05, 5 9. 9999500003988416-06, -1 2. 30258509299404} In [4] : D[2] 0 ut[4 ] : 0.009950330853168092 In [5] : D[ -1] 0 ut[5]: 2.302585092994046 renvoieln (1+ 10 ©).Onu
tiiseensuitelethéoremesuivant[pourunedémonstrationvoirBop07]):Théoréme3.3.Soitxunréelstrictementcomprisentrelet10.11 existealorsunesuited’en tiers {rii)ieMtelleque:a)0 ~1iii ™~ 10;b)pourtoutentierpositif N:X(Anil+10"™MKIO"X"i-0")Ncequipermetdemon
trer,enposantl+10/.=In(l0)-"n/In1-h10M:i=0"Théoreme3d.4.Pourtoutentierpositif N, il existe un e suite d ‘e n tie rs p o sitifs ©~ 10 tels que yNsoitunevaleurapprochéedeln (x)a 10“ ~ p res.

MaOcUU«]DtHOCM (y)xzai>*OCLUCeladonne,avecPython:defcordic(x,N):D=diclog(N)y=D[-1lforiinrange(N+1):a =1+ 1 0**(-i) w h ile x*a www.biblio-scientifique.net 132 Programmation en Python pour les mathématiquesIn[2]:log(3.1957)0ut[2]:1.1618061561640467 In[1]:cordic(3.1957
,L15)Out[1]:1.1618061561640456 2.4 Réels et flottants : un trés rapide survol de lanorme IEEE7 542 .4 .1leconstatLecalculdesommesestunfavoridel’initiational’algoaulycée.
Prenonslasommepartielledelasérieharmonique:k=n1Ek=1"Riendeplussimpleaprogrammer:defsommelln):S=0forkinrange(ln+1)S+=1.0/kreturnS:Onobtient:In[1]:sommel(100000) Out[ 1]:12.090146129863335 0uimaisest-cequec’estcorrect?AllonsvoirducétédulogicielSa
ge:c’estlamémefonctionqu’enPythonmaisonpeuttravailleravecdesrationnelsetensuitedemanderuneapproximationaveclaméthoden (tailledelaman tisse). Sagesage:defsommel(n):5=0forKinrange(1,n+l):S+=1/K*aOcDﬁOFMreturnSsage: sommel(100000). n (64)
12.0901461298634279 Cen'estpastoutafaitpareil. Allez,encoreuneidéesaugrenue!Calculonslasommedansl’autresens:de100000jusqu’al...defsomme2(n)xzCTI>Q.0U:5=0forkinrange(n,0,-1):5+=1.0/kreturn 5 qui donne : In [2 2 ]: somme2(100000) Out[ 2 2j: 12.090146129863408 C e n
‘estpaspareil!?Onnousauraitmenti:lasommedesréelsn’estpascommutative!?Ellen’estd’ailleursméme p as a sso c ia tiv e : www.biblio-scientifique.net 133 Themes mathématiquesIn[14]1:0ut[14j: (1 +1e-16)1.0In[15]:0ut[15]: +1e-161+ (le-16+1e-16)1.00000000000000 02 E tlamu ltip lic a
tionnonplus:In[1]:0ut[1]:(1.00000001*1e-15)1.0000000100000002*1el5In[2]:0ut[2]:1.00000001*(le-15*1el5)1.00000001Etcettederniéren’estpasdistributivesurlapremiére:In[3]:0ut[3]:2.4.2In[4]:0ut[4]:1el5*(le-16+ 1)1000 000 000000000.0(lel5*1le-16) + (lel5
1000000000000000.1*1)Commentlamachinefait-elledesadditions?Etbienpascommenous!Maisellecalcule«bien»quandméme..selonsescrittresetsesca pacités.Lecalculenvirguleflottanteestunsujetd’étudeensoimaistrooméconnualafoisparlesmathém a tic
ien(ne)s(tropprésdelamachineettroploindesmathématiques«habituelles»..)etlesinformaticien (ne)s (tropprésdesmathématiques..etégalementtroppresdelamachinepourbeaucoup!).In[9]:2.*530ut[9]:9007199254740992.0In[12]:2 **53 +30ut[12]:9007199254740996.0 In
[10]: 2. %53 -t- 1 Out[10] : 9007199254740992.0In[1 3 ]: 2. *53 +4 0ut[13]:9007199254740996.0 In [11]:2.*53-1-20ut[11]:9007199254740994.0In[14]:2 **53 + 5 Out[1 4 ]: 9007199254740996.0 TJOcrjQOrs](S)IllfautavoirentétequelamachinenetravaillepasdansUmaissurunensemblefiniolonpeu
tparlerdesuccesseuretdeprédécesseur.Noustravailleronsdansl’‘ensemblelepluscom mun,V64,celuidesbinary64c’est-a-diredesnombresenbase2quisécriventsur64bitsselonledécoupagesuivant:gi-unbitdesigneb5quivautOsilenombreestpositif, 1sinon;>Q.0-U
11bitsd’exposantdécalée;-53bitsdemantisse(ou«significando»enfranglaisym,1”~m. Oups11-1-11-1-53 =65..Enfait, onreprésenteunnombredeVe4sousformenormale:u=il¥xlfx2”"~avecm=1,f:pointn’estbesoindestockerlel quiestim plicitedon con ne stocke que/etongagne
1 b it.

Onappelle/lapseudo-man tisse.

Demémeilfaudrait,pourl’exposant, garderun www.biblio-scientifique.net 134 Programmation en Python pour les mathématiquesbitpourstockersonsigne.Onvaenfaitledécalerpourquel’exposantstockcommenceal:ongagneencoreunbitdestockage.Pourcelaonledécaledel’exposant
positifmaximum-1.
Onvavoirquel’onréservel’'exposantOetl’exposantmaximumpourreprésenterdesnombresspéciaux.Enbinary64,celasignifiequeledécalagevauto=111111111102=2""“"-1 =1023 et "stocké ~Eféel SPourenreveniranotreproblemeprécédent,commentreprésenter2™" +1
sur64bits? Surmachine 253~ 7i~000...000 X 0 10000110100 0000000000000000000000000000000000000000000000000000 1= (-1)0 X 1,000...000 X2 O+1023 001111111111 00000000000000000000000000000000000000000000000000000r, pouradditionnerdeuxnombresavirguleflottante,ilfautd’abordexprime
rlepluspetitdansl’exposantduplusgrand(doncaussiéventuellementle«dénormaliser»).1=0,000..0001x2'----V---"'5352bitsCeladonne 1,00000000000000000000000000000000000000000000000000001 0,0000000000000000000000000000000000000000000000000000|1
1,0000000000000000000000000000000000000000000000000000I1 Onpeutillustrerparleschémasuivant:TJ0O25327"3+2crjulOtHOO0.1ulp0.1ulpI'Mai'*"2"3+11>0CLOnnepeutpasmettreledernierldanslapseudo-mantissequin’aqueb2cases. LenombreUobtenun’estdoncpasun «flo
ttant»:ilvafalloirl’arrondir. LanormelEEE 754proposequatremodesd’arrondi.Lemodepardéfautestl’arrondiauplusproche(RN:RoundtotheNearest). Encasd’équidistance,onchoisitleflottantdontlapseudo-mantissesetermineparunO.lln’yadoncpasdenombreVF
entre2”" et2”""-1-2commeillustrésurleschéma.

L'ULPestl’écartentredeuxVFsuccessifsquivarieselonl’ordredegrandeurdunombre. ULPsignifieUnitintheLastPlace:l’'unittenderniéreposition.SiVestunVF,entrevetsonsuccesseur,iln’yapasdeV F!www.biblio-scientifique.net 135 Thémes mathématiquesIci,ilnefautpasoublierqg
uel'omtravailleenbase2:notrenombre,quinestpasunflottantdeY 64,estaéquidistancede1,000..000et1,000..001.IlseraarrondiaceluiquisetermineV”™ " Vv '52bits 52bitsparun 0:2™ ~ . RN2™" +1)=2""Vouspouvezalorscomprendrepourquoi: RN2~" + 3) =




2"~+4Lamauvaisenouvelle:uneadditionentredeuxnombresflottantspeutdonc,danscertainscas,créeruneerreur.Labonnenouvelle:onpeutrécupérercetteerreur.2.4.3LessommescompenséesdedeuxflottantsParlasuite,onnoteraxeyl’arrondidelasommedex-yc
‘est-a-direx-y-i-err(xey).Voiciunlemmepubliéen1973parPatSterbenz: Théoreme3.5(LemmedeSterbenz(1973)).Soit(x,y)eXvérifant— "y~ 2x.0naxey=x-yLadifffrencededeuxnombresdeVsuffisammentprochesestdoncexacte.XLacondition— "~y " 2xsign ifieen
faitquexetysontdistantsd’'unepuissancede2aumaximum.Quesepasse-tilquandonnepeutpass’assurerachaqueinstantquelesopérandessontsuffisammentproches?VoicimaintenantunpremieralgorithmedtaTl DekkeretW.KahanquirépondacettequestionenPyt
hon:Théoreme3.6(Fast2Sum-Dekker& Kahan). OnconsideredeuxVFxetytelsque|x|~|yletl’algorithmesuivant:TJOc5M«—X0yrjV ;MO d*yeyvitHOTIMXIO]>Q.OURetourner {s,d)Alorsx+y=s+davecb=x©yetii=err(x©y).Deplusbetnesechevauchentpas.
Laligneldonneb5=x+y+err(x©y).Deplus,comme]|x|”~|y|, c’estxqui«gagne»doncsetXontlemémesigne.Laligne2calculeunyvirtuel{y”~)quivautb©x:onaimeraitbienquecafasses-xc’est-a-direy-i-err(x © y).
Enfinlaligne3calculeyey~:onaimeraitbienaussiquecafassey-yvc’est-a-dire-err(x©y)commecaonrécupéreraitexactementl’erreurcommise.Enplus,commed--err(x©y)=,onalr/|” ~ulp(s)doncsetdnesechevauchentpasdansleursomme.Onaimeraitbien,onaime
raitbien..Enfaittouts’arrangecarnousallonspouvoirutiliserlelemmedeSterbenz.Ilsuffitdedistinguerdeuxcas: www.biblio-scientifique.net 136 Programmation en Python pour les mathématiques a) siXetysontdemémesigneOUsi|y|<-y:alors|<5<2xetonpeutappliquerlelemme;b)sinon
:onaXetydesignesopposésETy>"alorssiyestnégatifx/2.

Onillustreraencoremieuxleproblemeparceschéma:XXia:2yzTl=s*"1"2-X+yyzestperduiyiBlyz-yOnrécupereTerreur-y?2.

Ainsi, X+y=5+1iiselit:Ji:2XiX" \+yT2yi=5X2+yzXiy2estperduT2-\-dOnrécupéreTerreury22.4.4LessommescompenséesdunnombrequelconquedeflottantslL’idéedecetalgorithme,ditdesommationencascade,estd’additonnerdansunaccumula T30c
3UkKkDOteurleserreurspuislesadditionnéealapseudo-sommealafin.CetteidéeaétépubliéeparMichele PiCHATen 1972dansunmémoiredemaitriseetsimultanémentparArnold Neu-MAiERetensuitegénéraliséen2008parSiegfriedM.Rump,TakeshiOgitaetShin’IchiO
iSHi.L'id éetientenunpetitdessin:rs] (S)XiX2 *"3X4e\ "2 "374CT>0CLXoUVoyonstoutdesuiteunexemple.Onveuteffectuerlasocmmeenbinary64dexi=2""etX2=-2""-2).Quevautlasommeexacte(sansmachinecarlamachinesetrompe..)? www.biblio-scientifique.netxq=2""-1, 137
Thémes mathématiques >53 -(254-2) 253-1 -1 EnPython:d e fFast2Sum(a,b)ifa >=b:defPichat(liste):s=a+bZ=s-areturn(s,b-z)else:returnFast2Sum(b,a):accS=0accE=0forkinliste:s,e = Fast2Sum(acc5,k) accS =saccE +=ereturnaccS +accEetonobtient:In[1]:Pichat([1.0/kforkinrang
e(1,100001)])Out[11:12.0901461298634272 .4.5Lamachinecompteenbase2CommentexpliquerlesrésultatssuivantsIn[2]:sum ([0.125forkinIn[1]:sum ([0.1forkinrange!100000000)])rangedOOO0O0000)])0ut[2]:12500000.00ut[1]:9999999.98112945Ma0cl3QyE>0ODéterminon
sl’écriturede0,lenbase2. Cenombreestégalal/10 en base 10 c 'est-a-dire 1/1010 enbase2. Posonsladivision:rsl 1010 (y) 4-J ai >CL O U 10 100 1000 10000 1010 0,00011 1100 1010 10 www.biblio-scientifique.net 138 Programmation en Python pour les mathématiques Canetombepasjuste,alorsque 0,1 25enb ase 2s’é
crit0,00lexactementcarilestégalal/8 =2"3.Voiciunpetitalgorithmepermettantdeconvertirunnombreenbasel0devaleurabsolueinférieurealenbase2.SoitX=fliX2"“" "+ «2X2“"4+«3X2“" 4+ 0o +X2"]’écrituredextelque|x|<lenbase2aveclesfllégauxalOoul.Alors2x=1fli+fl2X2
“~"+f13X2“"™ H--- hfl,x2"“"~:fllestdonclapartieentiecrede2x.Puis2 (2x-fli)=fl2+fI3X2“"~+ —ifl,x2"“":fl2estalorslapartieentierede2 (2x-fl]),...frommathimportfloordefpetits2bits(x,nmax)dec=abs(x)assertdec<1l,bin=""k=0whiledec:"Lenombredoitétredevaleu
rabsolue<1"!=0andk <nmax:a=floor(2*dec)bin+=str(a)dec=2*dec-ak+=1return'0O:'+binOnretrouvelesrésultatsprécédents:In[1]0utlllpetits2bits(0.125,50)In[2]0ut[2lpetits2bits(0.1,50) m0:001' m0:00011001100110011001100110011001100110011001100110'Il1faudradonc
éviterdediviserdesnombrespardespuissancesdelOetpréférerlespuissancesde2.2.4.6-O0Calculdelimites-IndéterminationsObservons:cni«JDX=1e500In[5]0ut[5]4-XIn[2]0ut[2]1 + XinfIn [6]0ut[6]In [3]0ut[3]In[4]0 ut[4]x**2infl1/XIn[7]0 ut[7]x**2 nan x**2 -In[1]tH O rsjai >+
Q.0U0.0In[8]0ut[8]-infFalseX*(xFalseOnrappellequ'unVFestreprésentéparunbitdesigne, unemantisse(ousignificandeenfranglais)etunexposant:V=(1)"Xm X 2'www.biblio-scientifique.net Thémes mathématiques 139 Lesformatshabituelssontlebinary32(ousinglemeiisc’estam
bigu)avec(#E,#m)=(8,24)etlebinary64(oudouble)avec(#E,#m)=(11,53).Poursimplifiernosprésentations,onillustrerasouventnosproposavecdesreprésentationstoy?pluspetites,commeparexemple(#E,#m)=(3,4).Lamantissedoitdanslamesuredupossiblevé
rifierl "m<2cequiminimisel’exposantetapporteplusd’informations.Parexemple,entoy?:r;=0,01007x2"0=0,1007x2“ " 0=1,001x2""C’estInformenormaled’'unVEOnnoteram=1,/.0nrappellequ’onpeutgagnerdelaplaceennestockantpaslesignedel’exposant:ilsu ffit
deletranslaterde-1Représentons0,7510entoy?.

3i00,75i0="=112X2""=1,I002X22a"-1'10L’exposantstockéevérifieavecledécalage: e-2"""-)=E=-loe=-1+3=2=102Ainsi:5(1bit)e(3bits) 001 0f(3bits)1000ndoitégalements’occuperdesexposantsextrémesquinecorrespondentpasadesformesnormales. @aOc=3QKD
1-HOrsiINousvenonsdevoirquel’exposantE,quiestunentiersigné, eststockésur# Ebitssouslaformee=E+-1.Commeeestunentiernaturelstockésur# Ebits,ilvarieentreemin=0ete ~ax=2""-1.Parexemple,entoy?, # E=3donce”~T=000ete ~ax=111=1000-1.
CEPENDANTIlesvaleursextrée mesde Esontréservéespourdescasspéciaux.Celadonne:03> CLOUEmin=(emin-+1)+1=0-2=*'+1+1=-2Emax=+1-1=(2"-1)2="-"41-1=7-4+1-1=3Eneffet, desprobléemesapparaissentaveclesformesnormales:-onnepeutpasreprésen te
rzérosousformenormale;-desnombresdutype0.000..0011x2"=1.1x2"“""""+hnesontpasreprésentablessous#Eformenormalecarilfaudraitunexposantplusp e tit gue Emin- www.biblio-scientifique.net 140 Programmation en Python pour les mathématiques LanormeIEEE 754adoncintrodu
itlesnombressous-normauxpourremplirlevidequiexis teraitentreOetlepluspetitnombrenormal.Pourlessignaleretlesdistinguerdesnormaux,lanormeimposequeleurexposantdécaléesoitO:eminestdoncunevaleurréservée.Uncasparticulier:sie=e,ninet/=0,alorsla
normeneconsiderecenombrenicommeunnombrenormalnicommeunnombresous-normal. C’estlareprésentationdezéro. Reprenonsaprésentunexempleclassique:vousvoulezcalculerunenormeN=y/+y~avec]JC=1X2"ety=1,1X2"entoy7.Lescarrésdecesnombres
posentprobléeme:leurexposantesttropgrand.Onestdansuncasdedépassementoud’overflowenenglishdespécialitt.Unepremiereidéeseraitderemplacerx ety " parleplusgrandnombredisponible1,111x2""soit:s(l1bit)0Alorsjc™puisy ~puisx ™~ -I-y ~e(3bits)/(3bits) 11
1111seraientremplacésparl,111x2"~0OnauraitdoncN=(1,111x2"")1./2arrondial,0l0x2”cequiestdramatiquementfaux.Lanormeintroduitdoncdeuxinfiniscodésentoy7:-boo:-00:5(1bit)0e(3bits)/(3bits)101105(1bit)01e(3bits)111/(3bits)000Soit,plusgénéraleme
nt,e="maxeif=0.0nretrouvealorsleslimiteshabituellesvuesaulycée:Enfinlanormeintroduitle NaN(commedansNotaNumber)danslescasoulecalculdemandéest«indéfini».

UnNaNn’'‘estpascomparable.TrieruntableaucomportantunNaNneposedoncpasdepro bleme.

MaOcDUOIMIINOutin[45]: Out[45]:In[46]: Out[46]: 142]: X =1eSO0 143]: n =X -X[44]:n>3[44]: Fal se n I'y] (S)ai>0Q.ReprenonsnosformesindéterminéesIn[71]:XOut[72]:nanIn[73 ]:x*(x-1)0Out[73]:inf=1e500UIn[72]:x**2-XPouréviterleNaN,onlevel’'indétermination..Selon
lalJEEE754,unNaNestreprésentéavecl’'exposantmaximumetunemantissenonnulleilyadonctouteunefamilledeNaN!Envoiciunexempleentoy 7:www.biblio-scientifique.net 141 Thémesmathématiquese(3bits)/(3bijcs) l110efs(lbit)lLamachinetraitedoncunechainedebitsOnnote
ra”~V-(-1)"X0./X-(-1)"XO0f9"0-NaNf~0-Vf~01..1ainsi:f=0e=0..00...0<e<0v=ilVxO.0/=e=1As1-=0..0e10V=(-1)"X1./X=2"“"Vepsilondelamachine,c'est-a-direlesuccesseurdel.OnnoteraAlepluspetitVFnormalpositif OnnoteraplepluspetitVFsous-norm
alpositif.f OnnoteraOleplusgrandVFnormal.Onobtientalorsletableausuivant: Format #E 3 #/ 3 Emin -2 Emaxtoy?bin32823-12612711bin6452-102231023Cm2“ "~ =1/82-231,2X10“""2-52«2,2x10""® Exercice43.

In @O O [49]: AaP =1/322-126-231,111x2 "~ =15« 1,2X 10“ ~" 2-1022 ~ 1,4 X 10“"~" 2-1074 =13 ,4x 10~ (253 1)21023-52 Si2,2X 10“ "°® " 5X10“ ™24« 1,8x10" ®"~2“"=1/42-1262~"-1)Xa)Commentexpliquerlesrésultatssuivants:f=lambdax:In[50]:Out[50]:f(leSOO)nanIn[51]:0ut[ 51 1]: f(e
I00)le+50Inf(lel50)x*2 /sgrt (x**3 +1)cnQ«JD[52]: tHOCM (y)XIai >« OClUOverflowErrorTraceback(mostrecentcalllast)<ipython-input-52-79775d85f3la>in<module>()--—-—-- >1f(lel50)<ipython-input-49-ba3dba799396>in<lambda>(x) - > 1 f=lam
bdax:x**2/sqrt(x**3+1)OverflowError:(34,' Numericalresultoutofrange')b)CommentéviterlepremierNaN?Solution.Ie500dépasselataillemaximumsur64bitsdoneestégalainf.Lecalculdef[x)entraineiciunrapportentredeuxinfdon cestégalanan. www.biblio-
scientifique.net 142 Programmation en Python pour les mathématiques Pourle 100onalaréponseattenduesachantquele300+ 1=1e300.Pourledernier,c’estuneerreurdueaunemauvaiseimplémentationdelanormelEEE754surPythonquirenvoieuneerreurpourlecalculdelel50**3m
aisauraitdirenvoyerinf.2.4.7TropdeprécisiontuelaprécisionOnveutavoiruneapproximationdeladériveéed'unefonctionenunpointdonné.Onutiliseladéfinitionstandard:defderiv(f,h,x):return(f(x+h)-f(x))Etpourladériveeh/:defderivn(fx,h,n)ifn==
returnf(x):else:returnderivn(lambdax:deriv(f,h,x),x,h,n-1)Regardonscequisepassepourx~enl:ondoitobtenir1,4,12,24,24puistoujours0.In[1]:[derivn(lambdax:x**4,1,le-7 ,k)forkinrange(5)]0ut[l]:[1,4.000000501855902, 12.012613126444194, -222044.6049250313,
2220446049250.313] Prenonsalorsunhpluspetitpourétreplusprécis:In[2]:0ut[2]: BaOcDUkDOrs][derivn(lambdax:x**4,1,le-8,k)forkinrange(5)jl[1,4.000000042303498, 11.102230246251565, 0.0, 2.220446049250313e+16]Insistons:In[3]:0ut[3j:[derivn(lambdax:x**4,1,1e-9,k
yforkinrange(5)][1,4.000000330961484,0.0,0.0,0.0]Prenonsenfaitunplusgrandh:ailn[4]:[derivn(lambdax:x**4,1,le-3 ,k)forkinrange(6)]0ut[4]:>«0O[1,CLU4.006004000999486, 12.024014000244776, 24.03599941303014, 24.001245435556484, -2.4424906541753444] C 'estd éjamieux.En
suiteonsesouvientqu’ilfautéviterlesdivisionspardespuissancesdelO0etpréférerlespuissancesde?2:www.biblio-scientifique.net Themes mathématiquesIn[5]:0ut[5]: 143[derivn (lambdax:x**4 ,k) forkin range(6)][1, 4.005863190628588, 12.02345085144043, 24.03515625,24 .0,0.0]C’estquand
mémemieuxmaisilnefautpasexagérer:In[7]:0ut[7]:2.4.8[derivn(lambdax:x**4,1,2**-20,k)forkinrange(6)][1,4.000005722045898,12 .0, 0.0, 268435456.0, -844424930131968.0]DessujetsdeBacdangereuxLesujetduBacSdesCentresEtrangersZOlZ faitétudierlasuite (vudan
sBVAPMEPS507)définiesurN\{O}par:dxin=JoOnobtientparintégrationparparties:11n+1In+2—2"2Enclasse,ilestsouventdemandédedevinerlecomportementdelasuiteenobservantlespremierstermes:defbac(n):ifn==1:return0.5*(exp(l.)-1.)return(0.5*(exp(l
.)-(n-1)*bac(n-2)))In[1]1:TDOcI3GHOOTM>Q.0U[2*k+],bac(2*k+1))forkinrange(30)]0ut[ll:[(1,0.8591409142295225), (3,0.5), (5, 0.35914091422952255), (7, 0.2817181715409549), (9, 0.2322682280657029), (11, 0.197799773901008), (13, 0.17234227082347453), (15, 0.15274501846520083), (17,
0.13718076650791589), (19, 0.12451401565827958), (21, 0.11400075764672679), (23, 0.10513258011552784), (25, 0.09754995284318846), (27, 0.09099152726807258), (29, (31, (33, (35, (37, (39, (41, (43, (45, (47, (49, (51, (53, (55, (57, (59, 0.08525953247650642), 0.0802479270819263), 0.07517408091870181), 0.08118153861159172),
-0.1021267807791284), 3.299549749032962), -64.63185406642971), 1358.6280763092534), -29888.458537889346), 687435.9055123692), -16498460.373155948), 412461510.6880396), -10723999276.52989), 289547980467.66614), -8107343453093.293), 235112960139706.84)] don clasuite o scille en tre -i-ooet-oo0...pourtantla suite
estdécroissanteetavaleurspositivessil’onétudielad éfinitio n de la su ite so u s fo rm e in té g ra le ;-) www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 144 2.4.9 Prolongements Pour explorer plus avant Tarithmétique des flottants et des intervalles, des références ont été données en bibliographie : - des
pages personnelles tres riches : [Kahl4], [dD14], [Goul4] ; un article de référence sur le mauvais traitement des flottants par Java : [KD98] ; les articles historiques introduisant les théoremes cités dans ce chapitre : [Ste73], [Pic72] ; La référence pour comprendre 1'arithmétique des flottants : [MBdD” 10] ; un article qui résume l’essentiel : [Gol91].
2.5 Les nombres complexes 2.5.1 Lescom ple x e s comm e cou ple s de réels Une premiere idée est de construire les complexes comme des couples de réels. On définit pour cela une classe la plus basique possible avec un opérateur alg pour afficher la forme algébrique : class cplx: def init (self,partie reelle,partie imaginaire)s
elf.r=partie reelleself.i=partie imaginairedefalg(self):returnstr(self.r)+:+ '+ str(self.i)+'(i) ' Parexemple: In[1]In[2]ut[]O MaOcD UkDOrs](S)ai>*CLOU27Z= cplx(3,2) z.algO W 3 + 2(i)' On peut alors définir addition et multiplication en utilisant les opérateurs de base de Pyth on . On pourrait, si
nécessaire, ne travailler qu’avec les rationnels définis dans une section précé dente et utiliser alors les opérateurs spécifiques qui avaient été introduits. def csom( zl, z) : returncplx(zl.

r+z.r,zl.i+z.i)defcprod(zl,z):returncplx(zl.r*z.r-zl.i*z.i,zl.r*z.i+2z1.i*z.r)2222222 0n vérifie qu'il existe bien un complexe dont le carré vaut -1 : In [1]In [2] ut[ ] 0 2 z1 = cplx(,]) cprod(zl,zl).alg() + (i)l O W - 1 0 On définit le conjugué : def conj(z) : returncplx (z.r, z .i. Par exemple : www.biblio-
scientifique.net 2 145 Themes mathématiques In [1] In [2]ut[ 10 2 = cplx(3,4)cprod(z,con](z)).alg () M 25+ 0(i)'Z Pourle module, on utilisera I’'opérateur sq rt du module math de Pyth on : def cmod(z) : returnsqrt(z.r*z.

r+z.i*z.i) On précise a Py th on qu'on prend la partie réelle de z-~z méme si I’on sait que la partie imagi naire est nulle pour pouvoir utiliser sq rt sur un objet de type réel et non pas complexe. In [3]: cmod(z) Out[3]: 5.0 In [1]: from math import sqrt In [2]: Z = c p 1 x ( 3,4) On peut également définir I'inverse d'un complexe non nul et donc une
division : def cinv(z) :ifz==cplx(,):rais e ZeroDivisionError returnc plx (z.r/ (cmod(z))**,-z.i/(cmod(z)**))0022defcdiv(zl,z):returncprod(zl,inv(z))22Parexemple:In[1]In[2]Jut[]0*a2In[3]:cprod(z cinv(z)).algO Out[3]: W 1.0 -h O.0O(i) W z = cplx(,]) cinv(z).alg) W 0.5-h-0.5(i) W Ily a cependant
quelques petits problemes avec le calcul des inverses dés qu’on s’approche trop de zéro: Oc 13 G FOtHO (NIn[1]In[2]ut[ ] 0 2 z = cp Ix(l,le- ) cinv(z).alg() B-H-1e-08 i) M In[3l:cprod(z,cinv(z)).alg()0ut[3]:M10+0.0(i)mM81.0xzDI>Q.0U252Lescomplexescomm e matrices Notons U = (qj)et]=(C-Q").On
vérifie aisément que = -U et = U. On considéere ’ensemble des matrices obtenues par combinaisons linéaires de U et J. Elles sont de la forme Z = aU + b] = [” avec a et b des réels. Appelons ces matrices cellules et Gleur ensemble.

On peut demander aux éleves de comparer (2 et C. On peut alors définir les opérations sur les nombres complexes a partir des opérations sur les matrices. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 146 Nous reprendrons les notations et les opérations matricielles introduites a la section 1 page 78 pour définir une
nouvelle classe de nombres et les opérations introduites dans la section pré cédente a partir des opérations sur les matrices : classcplx: def init (self,partie reelle,partie imaginaire)self.r = partie reelleself.i= partie imaginaire:defmcplx(self):return(U*self.r)+ (J*self.i)defalg(self):returnst
r(self[][])+ '+ +str(self[][])+'(i)’001defadd(self, other):returnself.mcplx() + other.mcplx() defmul (self, other):returnself.mcplx()*other.mcplx() 0 def mconj(self) :return U*self.r+J*-self.iParexemple:In[1]: ZI=cplx(3,4),Z2=cplx(1l,]1)In[2]:ZI1*Z2ut[]:-1-77-1In[3]: (ZI*Z2
).alg O Out[3]:*-1+7(i)"OmMaOcD UKD O 2 In [4]: Out[4]: Z2.mconj() 1 1-1 1 In [5]: alg(mconj(Z2)) Out[5]: + -1(i)' W1 rs] 2.6 ai >+ CL O U Exercices d’entrainement Les corrigés sont disponibles sur le site dunod.com a partir de la page d'accueil de 1'ouvrage. Exercice 44. (Multiplication du paysan russe) Voici ce qu’apprenaient les petits
soviétiques pour multiplier deux entiers. Une variante de cet algorithme a été retrouvée sur le papyrus de Rhind datant de 1650 av. J.-C, le scribe A h m e s affirmant que cet algorithme était a I’époque vieux de 350 ans. 11a survécu en Europe occidentale jusqu’aux travaux de Fibonacci.

www.biblio-scientifique.net Themes mathématiques 147 Fonction MULRUSSE(x: entier ,y: entier, acc:entier ) lenrier Si x== 0 Alors I Retourner acc Sinon Si X est pair Alors I Retourner MULRUSSE(x U 2, y*2, acc) Sinon Retourner MULRUSSE((x -1) // 2, y*2, acc + y) FinSi FinSi Que vaut acc au départ? Ecrivez une version récursive de cet
algorithme en évitant I'alternative des lignes 5 a 9. Ecrivez une version Python pour notre classe Bits Exercice 45. (Algorithme de Karatsouba) On s’attaque d’abord a I’algorithme naif de multi plication en divisant la taille des opérandes par 2 : Bits . pydefmul divis(self, other)...Algo:dichotomiquenaifdemultiplication opl, op
=self . norm(),other.norm()ifopl.signe O ==:return- ( (-opl).mul divis(op) )i f op .signe() == : return - (opl.mul divis(-op ) ) long = max(len(opl), len(op )) opl = Bits ([ O fo riin range(len(opl) op2 = Bits ([ 0 f o riin range(len(op2) ..... 212212 2long)]long)] opl.bits) op . bits) 2 i f long Wa O ¢ n 4t mO = (long + 1) » ml = long »
1#ie//210TMai>Q.0Ux0xly0yl====Bits([0]Bits([0]Bits([0]Bits([0lpplpp3 ====x.mul divis(y)xl. mul divis (y)x .mul divis(yl) xlmul divis(yi) 02 0 +opl[ + opl[mO + op2[ + op2[mO m ]) . norm() D.normO m ]) . norm() D.normO00000z0 =Bits(p0O.bits+foriinrange(0, ml« 1))zl=Bits((pl+
p2).bits+[0foriinrange(0, ml)]) [ 0 www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 148 z2 = p3 return z 0 + zl + z 2 Modifiez légerement le code précédent pour écrire la fonction correspondant a I’algorithme de Karatsouba. Exercice 46. (Le Pape Grégoire et les fractions continues) Voici I’énoncé d’un probleme
pro posé par Ernst Hairer et Gerhard WANNER[voir HWOO, p. 78] : La longueur d’une année astronomique est de (Euler 1748) : 365 jours 5 heures 48’55” Calculer le développement de 5 heures 48’55” (mesurés en jours) en une fraction continue et chercher les réduites correspondantes. Le Pape Grégoire XIll aurait apprécié vos précieux conseils
pour la réforme de son calendrier, méme si la précision retenue est largement suffi sante. Exercice 47. (Algorithme de MALCOLM-GENTLEMAN) Expliquez le réle de I’algorithme sui vant : Algorithme de Malcolm-G entleman a — 1.0 ¢7-~ 1.0 R(R(a -t-1.0) - a) == 1.0 Faire a->— R(2 X a) TantQue I FinTantQue R(R(a +b)- a)~b I b ~ b+ 1 TantQue Faire
FinTantQue Wa O ¢ D Q y£> Retourner b qu’on peut écrireenPython: 1—10fM (y) xz DI >Q. O U defbasel(a) :if(a+.)-al!=returnaelse:returnbasel (102 .0defbase(a,b):if(a+b)-a==Db:returnbelse:returnbase(a,b+21.:0%*a)21.) 0 Regardons la premiére boucle. On y construit une suite {ai) vérifiant pour tout
naturel i ai+\ 21i avec tiq = 1.0. Une récurrence immédiate démontre que ai - 2' pour tout entier naturel i et notre boucle ne s’arréte jamais et pourtant : www.biblio-scientifique.net Themes mathématiques 149 In [2]; 2**53 Out[2]: 9007199254740992 In [1]: base 1(1 .O ) Out[1]: 9007199254740992.0 3Lenom b re tt 3.1 L 'approximation de ti de
Nicolas De Cues Nicolas De Cues, cardinal allemand du siecle, s’est beaucoup intéressé aux mathéma tiques.

En 1450, il publie De Quadratura circuli qui, comme son nom l'indique, étudie le pro bléme de la quadrature du cercle.

En voici une version simplifiée mais suivant le méme principe : on « cale » des polygones ré guliers de 2" cotés et de périmetre 2 entre deux cercles.

On a alors : 2 iihn ©~ 2 ©~ 27tr, c’est-a-dire : 1 1 Thfi T “ Il reste a trouver une relation donnant rn et D *a O ¢ 13 Q 'HD O (N XI D3 >Q. O U Notons AB un c6té du polygone régulier de 2" cotés de périmetre 2 et de centre O. Comme EF = ~ alors EF est le c6té du polygone suivant. Ainsi OD =r,, OG =hn, OE =r,+i, OC = h,,+i Comme OC = alors hn .,
= + hfi Ensuite, ODE est rectangle en E, on peut faire démontrer en 2° que OE”™ = OH x OD et donc que “n+1 —\/ “n"n+1 www.biblio-scientifique.net 150 Programmation en Python pour les mathématiques On part d’un carré de périmetre 2 donc de c6té On a donc ho = ™ etro = Le probléme, c’est que nous ne travaillons pas en précision infinie. En
chargeant le module sys, on a accés a la commande float info.epsilon quidonnela différence entre . et le flottant suivant le plus proche. 1 0 » > from sys import* > » floa t_in fO .e ps il o n 2.2204460492503136-16 On peut donc définir une fonction qui déterminera a partir de quand deux flottants seront considérés comme égaux par le
systeme : def pseudo_egal float(a, b) : return abs(a - b) Si I’on n’y préte pas attention, on peut arriver a des résultats surprenants : » > pseudo_egal float(. 1 + .1 + .1, 0.3) True » > .14- .1-1- .1 == 0.3 False » > 3 * 0.1 == 0.3 False » > 4 * 0.1 == 0.4 T rue » > 104-float_info.epsilon-10 0.0 > » -i-float info.epsilon 2.220446049250313e-16 »
> 10-i-10*float infO.epsilon-101.7763568394002505e-15 1 - 1 Car en plus, le processeur compte en binaire...

Ces dangers étant écartés, construisons eues () : "O O ¢ =3 Q FO O (N def cuesO : h = 1/4 r = sqrt(2)/4 compteur = while not(pseudo egal float(/h,/r)):h = (r-i-hrt = s g rt ( r*h) compteur -i-= return /r, / h, /h-l/r,compteur 0 1 xzDI >Q .0U 1)/2 1 1 1 1 Alors on obtient 15 bonnes décimales en 25 itérations...Mais cela suppose de pouvoir
calculer des racines carrées avec assez de précision... » > cuesO (3.1415926535897927, 3.141592653589793, 4 . 440892098500626e-16, 25) www.biblio-scientifique.net Théemes mathématiques 3.2 151 Approximation de ti et calcul approché d'intégrale On s’intéresse a Tintégrale sur [0, 1] de la fonction / : V I- car bien str tt = 4 / f[t)dt. JO from math
importsqgrt,pideff(t):returnsqgrt(l-t**)2 Un probleme demeure : comment calculer une approximation de cette intégrale ? Pour un traitement plus complet des méthodes d’intégrations numériques, on pourra se ré férer a la section 6 page 205.3.2.1 Méthod e desre ctangles C’est la plus grossiere : defint rec droite(fa,b,N
) : def int_rec_gauche(f,a,b,N) 5 =05 =0t =adt = (b-a)/Nwhilet<b: S+=f(t)*dtt+=dtreturn St = a dt = (b-a)/N while t+dt <b: 5 +=f(t+ d t) *d t t += dt return 5 Il semble falloir 2™~ itérations pour obtenir trois bonnes décimales de tt. *a O ¢ 13 Q yE> 1— I In [5]: for k in range(15) : print ( pi- 4*int rec_gauche(f, 0,1, 2**k))
3.141592653589793 1.409541846020916 0.6458835854873524 0.3017735092326199 0.14333961576205168 0.06899023071266264 0.033545740810107194 0.016436861193178665 0.008099570632563058 0.004007750870138604 0.0019890120507732867 0.0009892506783506505 0.0004927672320342857 0.0002457266651032519
0.00012263106339993612 01\i3.2.2CT >« CLOUMéthodedestrapézesdefint trap(f,a,b,N):5=0dt=(b-a)/N forkinrange(N) : 5+=(f(a+k*dt)+f(a+(k+1)*dt) )*dt/2 return 5 www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 152 In [7]: fo r K in range(15) : print ( pi- 4*int trap(f,0,,2 ** k ))
1.1415926535897931 0.4095418460209159 0.1458835854873528 0.05177350923261992 0.01833961576205212 0.006490230712662637 0.0022957408101085264 0.0008118611931777764 0.00028707063256350196 0.0001015008701394926 3.58870507768394e-05 1.268817834665370-05 4.4859820356180080-06 1.58604011746277250-06
5.607508928306970-07 Pour plus de précision, on pourrait étre tenté de prendre un plus petit arc de cercle, disons entre ™ et en utilisant encore / . En effet, la fonction n’étant pas dérivable en 1, on a un peu peur que cela crée des perturbations. Et intuitivement, on se dit qu’en limitant I'intervalle d’intégration, on devrait limiter I’ampleur de
I’approximation. In[ ] for k in range(15) : print(pi*(int_trap(f,,1/, **k)-sqrt(3)/8)) 812022 0.14159265358979312 0.035893249610888134 0.009008728472729821 0.0022544939728321722 0.0005637697200326919 0.00014095159728411133 3.52384727166921150-05 8.80965402183520-06 2.20241574577784150-06
5.5060407389007080-07 1.37651026577145790-07 3.44127588647324960-08 8.6031821666665560-09 2.15078577170402240-09 5.377085443569740-10 On a utilisé des segments de droite horizontaux, des segments de droite obliques...Et si 1’on utilisait des segments de parabole : intuitivement, cela colle plus a la courbe, cela devrait étre plus
précis. 3.2.3°a0OcQ OTIMMéthode de Simps on On interpole la courbe par un arc de parabole. On veut que cet arc passe par les points ex trémes de la courbe et le point d’abscisse le milieu de l'intervalle. Pour cela, on va déterminer les Ci tels que : (a +b fix]dx = Cofia) + cif + cifib ) /] a W *-> xz DI >Q.

O U soit exacte pour f{x) successivement égale a 1, x et Posons h —b —a et ramenons-nous au cas a = 0. On obtient le systeme suivant: co + C1-b C2 =/rO + 2 c2 =h Cl-b 4 c2 = alors co = C2 =1 et Cl = f /(x)dx = b-a f{a)+4f (a + b www.biblio-scientifique.net + f{b) 153 Thémes mathématiques On subdivise 'intervalle d'intégration et on utilise la
méthode de S im p s o n sur chaque subdi vision : def int_simps(f,a,b,N) : S = 0 t = a dt = (b-a)/N while t-f-dt f(t-fdt)) *d t -I- /6 1 In [13]: fo r k in range(15) : print(pi * (int _sim ps (f,, 1/, **k) - sqrt(3)/8)) 1 2 0 2 0.0006601149512537319 4.72214266773463e-05 3 . 0824728671774437e-06 1 . 9496909775540416e-07 1.222303502856903e-08 2 7 .
645306610015723e-10 4 . 779110440722434e-11 2 . 9887203822909214e -12 1.8474111129762605e-13 7.993605777301127e-15 - 4 . 440892098500626e-16 - 1 . 3766765505351941e-14 - 8 . 881784197001252e-15 - 4 . 440892098500626e-16 - 1 . 7763568394002505e-15 On est allé un peu trop loin : aller jusqu’a 2~ suffira.

Résumons la situation : print (M-*75) print (' {:s}I{:print('-*75)2222s>|{:22s>". format(' rectangle gauche', 'trapeze’, 'simpson')) forkinrange():print("{:1.16e>I1{:1.16e}|{:1.16e}". format(\ pi- 12*(int rec gauche{f, 0, 1/2, 2*¥k) -sqrt (3)/8),\pi-12*(int trap(f, 0, 1/2, 2*¥k)-sqrt(3)/8),\pi-12
*(i nt_simps(f, 0, 1/2, 2**k) - sqrt(3)/8))) 1 0 Ma O c i « JD 1—1 O rs] ai >CL O U On obtient un beau tableau : rectangle gauche 5 . 7396688649431091e-i-00 2 . 8349313552875461e-H00 1 . 4085277813110586e-i-00 7.0201402039199667e-01 3.5044353292961450e-01 1 . 7508083320207346e-01 8.7505179275115363e-02 4 . 3743780055221393e-
02 2.1869687616345779e-02 1.0934293204373891e-02 I trapeze 1.4159265358979312e-01 3 . 5893249610888134e-02 9.0087284727298211e-03 2.

2544939728321722e-03 5. 6376972003269188e-04 1.4095159728411133e-04 3.5238472716692115e-05 8 . 8096540218352004e-06 2 . 2024157457778415e-06 5 . 5060407389007082e-07 simpson 6.6011495125373187e-04 4.7221426677346301e-05 3 . 0824728671774437e-06 1 . 9496909775540416e-07 1 .

2223035028569029¢e-08 7 .

6453066100157230e-10 4 . 7791104407224339¢e-11 2 . 9887203822909214e-12 1.8474111129762605e-13 7 . 9936057773011271e-15 www.biblio-scientifique.net 154 Programmation en Python pour les mathématiques On distingue mieux cette fois la hiérarchie des méthodes selon leur efficacité.

Nous n’avons pas le choix : il est temps a présent d’invoquer les mathématiques pour préciser un peu ces observations. En fait, ces trois méthodes sont des cas particuliers d’'une méme méthode : on utilise une interpolation polynomiale de la fonction / de degré 0 pour les rectangles, de degré 1 pour les trapezes et de degré 2 pour Simpson. On peut
également voir la méthode de Simpson comme le premier pas de I’accélération de convergence de Romberg de la méthode des trapezes...mais bon, laissons cela pour plus tard. Nous allons nous contenter dans un premier temps d’étudier ’erreur commise par la mé thode des trapézes. Nous avons juste besoin du théoréme de Rolle qui peut étre étudié
en Terminale a titre d’exercice. On considere une fonction / de classe sur un intervalle [a, b] a valeurs réelles. On considere une subdivision réguliere de [a, b] et on pose : b-a N ou N désigne le nombre d’intervalles. On cherche une fonction polynomiale P de degré au plus 1 telle que P{a) = f{a) et P(1) = f{b). L’intégrale de P sur [a, b] vaut J = (fi Soit
Xel a, b[. On introduit la fonction définie sur [a, b] par : Xj = a + j gxit) = f{t)-Fit) + k At-a) { b-t) ou le réel kx est choisi tel que gx(x) = 0. La fonction gx est de classe et s’annule en a, x et b donc on peut appliquer le théoreme de Rolle sur ]a,x[ et Ix,b[ et s’annule donc sur chacun de ces intervalle. On applique alors une nouvelle fois le théoreme
de Rolle a g'~ sur la, b[ et g” s’annule donc au moins une fois en un réel Cx de Ja,b[. f 'iC x ) On pose kx = —— . On obtient finalement que pour tout x ela, b[, il existe Cx ela,b[ tel que : fix) -P(x) = - {x - a){b-x) la O ¢ 13 G 'JD O fiCx) 2 On peut évidemment inclure les bornes de l'intervalle. Soit M2 un majorant de |/" | sur [a,b]. On obtient donc, par
intégration de 1’égalité précé dente : (N CT ‘s_ >.

CLOI1liM212Qfix)dx -] ~ —-ib-a)” puis, par application de cette inégalité sur chaque intervalle [Xj,Xj+i] : U avec Jn = T /(a) N-1 On obtient donc que quand N est multiplié par 2, le majorant de ’erreur est divisé par 4.

Cela correspond en effet a ce que nous observons avec P y t h o n : www.biblio-scientifique.net Thémes mathématiques 155 > » fo r k in rang e(1,15 ) : p rin t(pi-12*(int_trap(f,0 ,1/2,2**k)-sqrt(3)/8), "\t"\ (pi-*(int _trap(f,,/,**(k-))-sqrt(3)/8))/)120.035893249610888134 0.009008728472729821 0.0022544939728321722
0.0005637697200326919 0.00014095159728411133 3.5238472716692115e-05 8.8096540218352e-06 2.20241574577784156-06 5.5060407389007086-07 1.37651026577145796-07 3.44127588647324966-08 8.6031821666665566-09 2.15078577170402246-09 5.377085443569746-1001 2 2 1 4 0.03539816339744828 0.008973312402722033
0.0022521821181824553 0.0005636234932080431 0.00014094243000817297 3.5237899321027836-05 8.8096181791730296-06 2.20241350545886-06 5.5060393644446046-07 1.3765101847251776-07 3.44127566442864466-08 8.6031897161831246-09 2.1507955416666396-09 5.3769644292600566-10 Dans la colonne de gauche se trouvent les
résultats déja calculés. Dans la colonne de droite, le résultat de la ligne i est celui de la ligne / - 1 de la colonne de gauche divisé par 4 : Terreur sur le majorant et sur le calcul lui-méme est bien corrélée. On peut démontrer de méme qu’avec la méthode de Simpson, si / est de classe alors le majorant de Terreur est sur [a, b], M4 { b - a f 2880 N4 avec
M4 un majorant de sur [a, b]. Cette méthode subtile, comme celles aussi de Romberg o u de Gauss, sont efficaces pour des fonctions réguliéres (ici de classe Pour les fonctions plus «sauvages», la méthode des trapézes sera souvent meilleure. Cette fois, on obtient que quand N est multiplié par 2, le majorant de Terreur est divisé par 16. On observe
bien le méme phénomeéne qu’avec la méthode des trapezes : TJOcrjQ (O Or\i@ O] ‘s_>. CLO U > » fo r k in range(l,9) : print(pi-12*(int_simps(f,0 ,1/2,2*¥k)-sqrt(3)/8), "\t"\ (pi-12*(int _simps(f,0,1/2,2**(k-1)) -sqrt(3)/8))/16) 4.722142667734636-05 3.08247286717744376-06 1.94969097755404166-07 1.2223035028569036-08
7.6453066100157236-10 4.7791104407224346-11 2.98872038229092146-12 1.84741111297626056-13 4.1257184453358246-05 2.9513391673341446-06 1.92654554198590236-07 1.2185568609712766-08 7.6393968928556436-10 4.7783166312598276-11 2.9869440254515216-12 1.8679502389318266-13 Alors, sommes-nous condamnés a ne pas
dépasser une précision de 16 décimales? Pourtant on parle du calcul d’un milliard de décimales de tt. Pourtant, les logiciels de calcul formel dépassent eux aussi cette limitation. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 156 Pour cela, il faut repenser totalement la fagon de calculer et réfléchir a des algorithmes
per mettant de passer outre la limitation de représentation des nombres. Mais ceci est une autre histoire... Moralité, comme aurait pu le dire un contemporain frangais de Newton, démonstration ma thématique et domination de la machine valent mieux qu'observation et utilisation au petit bonheur ou encore les mathématiques ne sont pas
uniquement une science expérimentale as sistée par ordinateur”. 3.3 Le nombre tt et les arctangentes 3 .3 .1 Le nombr e tt et Mac hin P y t h o n possede un module de calcul en multiprécision avec les quatre opérations arithmé tiques de base et la racine carrée : » > from decimal import* # onregielaprecisiona30chiffres» >
getcontext (). prec = 30 # on re n tre le s nombres e n tre apostrophes, comme des chaines » > deux = Decimal!'2 ' ) » > deux.sqrt! ) Decimal!'1.41421356237309504880168872421"') » > getcontext! ) .prec = 50 » > deux.sqrt! ) Decimal!'1.4142135623730950488016887242096980785696718753769') Mais ¢a ne va pas nous avancer a grand chose
puisque pour avoir 15 bonnes décimales avec la méthode de Simpson, il nous a fallu dix millions d’itérations. Faisons un petit détour par 1’histoire... Tout commence a peu pres en 1671, quand 1’écossais James Gregory découvre la formule suivante : *aO ¢ 13 Q 1—1 Or\iai ‘s >.CL O Arctan(x) = > --- ;------ 2fc+1 L’inévitable Leibniz en publie une
démonstration en 1682 dans son Acta Eruditorum ot il est beaucoup question de ces notions désuetes que sont la géométrie et la trigonométrie. Dans la méme ceuvre, il démontre ce que nous appelons aujourd’hui le critére spécial des séries alternées : Soit {Un) une suite réelle alternée. Si {\Un\) est décroissante et converge vers 0 alors : - ~ Un
converge; U - 1R, 1" IUn+i I ou (R,) est la suite des restes associés aJ”~Un. On peut méme envisager d’évoquer une démonstration de ce théoréme en terminale puis qu’on y parle essentiellement de suites adjacentes [voir par exemple RodlO, p. 53]. 1. Toute allusion aux nouveaux programmes du lycée ne serait que pure coincidence... www.biblio-
scientifique.net Themes mathématiques 157 On en déduit donc que : Arctan (jc) - ™~ k™0 2k+\ < X 2n+3 2/1 + 3 On peut alors utiliser P y t h o n pour déterminer une fonction mini greg (a, d) avec 0 < a < 1 2n+3 déterminant une valeur de n telle que ~ 10\~d . pipy def mini greg(a,d):getcontext().prec =dn = ad = Decimal('1')/D ec
imal(str(a))D = Decimal!'le-'+str(d))nd = ad*3 dd = Decimal('3"') fd = nd/ad while fd > D : nd *= ad*ad dd +=fd = nd/ad n +=returnn + 2 1 2 1 Elle n’est pas trés efficace.

On peut toutefois remarquer que l'inégalité équivauta ‘2+-n) "OO0c=3Qy£>01r\I03>.Q.0U, 1dlog(2/i+ 3)log- > ----mmmmmmn a n n Donc pour n grand, le rapport entre le nombre de décimales cherchées et le nombre de termes nécessaires est de 1'ordre de 2log”. On peut établir les formules d’addition des tangentes puis montrer que, a et h
étant deux réels tels que ah 7~ 1, ona, (a +b arctan a + arctan b = arctan + £7T V1 -ab,avec £ =0siah <1, £ =1siah>1etii>0ete =-1siflh>1eta < 0.Seul le premier cas va nous intéresser dans ce paragraphe. )
En 1706, I’anglais John Machin en déduisit la fameuse formule : 1 1 JT 4 arctan — arctan----= — 5 239 4 ce qui lui permit d’obtenir 100 bonnes décimales de Ji sans 1’aide d’aucune machine mais avec la formule proposée par son voisin écossais. On appelle polynémes de G regory les polynéomes G, (X) = ~ 2fc+1 Ecrivons une fonction g reg ( a, N) qui

donne une valeur de Gn (a) : pi. p y I def greg(a,N) : ad = Décimal!' 1 ') /D ec im a I(s tr( a )) www.biblio-scientifique.net 158 Programmation en Python pour les mathématiques nd = ad dd = Decimal('1 ') s = nd/dd fo r k in range(],N) : nd *= Decimal(' - 1 ' )*ad*ad dd += Decimal('2 ') s += nd/dd return s Il ne reste plus qu’a l'utiliser dans la
formule de M a c h in pipy : def pi machin(d) : getcontext {) .prec =d rap = 2*log(5)/1og(10) N = in t(d/rap)+ 1 return 4*(4*greg( 5, N) - gr e g (239,N)) + 2 Ce n’est pas optimal car on lance deux fois g reg. On récupere une approximation de ttquelque part pour vérification et on compare juste pour le plaisir (enfin pas seulement car on a un
peu peur des erreurs d’arrondi !) : In [212]: PI - pi machin(1000) Out[212]: Décimale-2.11904 74 27 ...9901E-1000') En une seconde et demie, on a mille bonnes décimales de tt : les voici... In [213]: pi machin(1000) Out[215]: Decimal('3.141592653589793238462643383279... ... 2787661119590921642019915') Pour d’autres formules avec
des arctangentes, on pourra se référer a un vieil article de la revue PLOT [Bri91]. 3.3.2 *aOc 13 Qy£>1—1I0nigi>.0Q.UDétourparl’arit hm ét iqu e : « dissection »d "unarctan gente On anoté que plus le plus petit dénominateur d'une formule a la M a ¢ h in sera grand, moins il faudra d’itérations (vous avez plus ou moins suivi ?).
On veut pouvoir transformer un arctan en un arctan -i-arctan ~ avec, on espére, a et b plus grands que n. Or, en manipulant la fameuse formule d’addition des tangentes : tan(fl) -ftan(¢?) 1 - tan(fl) tan(b) on démontre que, sous nos conditions de température et de pression, comme déja vu page précédente : tan(fl + ¢>) = 1 1 arctan —-I- arctan —=
arctana ha +b ~ ab-lpuisa:n{a + b) + 1 = ab www.biblio-scientifique.net Thémes mathématiques 159 On relie une somme et un produit de a et de b. Il fut un temps (maintenant tres reculé) ou un(e) éléve de lycée en déduisait qu'’il fit judicieux d'introduire un polynéme quadratique dont a et b fussent les racines : +1= - n{a + b) + ab Finalement,
la dissection de I’arctangente de revient a chercher a et b tels que : \ = {a - n){b - ri) C’est donc un probleme de recherche des diviseurs de I’entier /7~ + 1. Py t h o n peut bien slir nous y aider : p i.p y def dissec(n) : N = n*n+1 L = [[1,N],[-1,-N]]if n == : L +=[[2,N//2],[-2,-N//2]] els e : f o r k in range{3,N//2,2) : i f N%k == 0: L += [[k,N//k],[-k,-
N//k]lforjinrange(len(L)):ifnot(-ninL[j]):print('Arctanl/’,n,'=Arctan1/',L[j][0]+n,' + Arctan/',L[j]l[ll+n,end="n")% 201 Par exemple, ona : TT —= arctan(l) 4 Or TJ In [225]: disse c (1) Arctan 1/ 1 = Arctan 1/ 2 Arctan 1/ 1 = Arctan 1/ 3 + Arctan 1/ 3 + Arctan 1/2 O ¢ 3 U k1— D1 O CM donc on en déduit,
comme Hutton en 1776 : sz puis, comme : O] 'v.>0 Q.U TT 1 1 —= arctan - + arctan 4 2 3 In [226]: dissec(2) Arctan 1/ 2 = Arctan 1/ 3 Arctan 1/ 2 = Arctan 1/ I + Arctan 1/ 7 + Arctan 1/ -3 on en déduit deux autres formules dues a Hutton : JT1 1 1 1 —= 2 arctan - + arctan - = 2 arctan — arctan 4 3 7 2 7 et on peut continuer ainsi trés longtemps..
www.biblio-scientifique.net 160 Programmation en Python pour les mathématiques On peut méme s’amuser a «trisséquer » les arctangentes sous la forme : 1 1 1 1 n a b e arctan —= arctan —+ arctan —+ arctan avec des considérations similaires pour arriver a la condition : [rr b + ¢ -n) - {a - n){b - n){c- n) et c’est parti pour de nouvelles formules...
En voici quelques-unes de célebres : - 12 arctan 3™ + 8arctan ~ - 5 arctan ~ (Gauss); - 6arctan”-h2arctan” -t-arc tan239 ~ (Stiirm e r- 1896). 3.3.3 Calculs On s’apercoit vite que sous cette forme, nos algorithmes peuvent nous fournir quelques mil liers de décimales mais a partir de dix mille, il faut commencer a étre vraiment patient. On peut
tenter d’accélérer un peu les choses en ne relancant pas plusieurs fois g reg. On peut également généraliser la fonction pour ’adapter a toutes les formules. p i.p y def greg(p,C,A) :rap =2 *1logl0 (A[0]) N =int(p/rap) + 1s=(-1)getcontext().prec=p-I-2ex=[s*Decimal(str(C]Ijl) forinrange(len(C))ax =[ Decimal(str( Al
jD) for in range(len(C)) X = [ cx [ j1/ ax[jI**(2*N + 1) for in range(len(C)) kx for [ ax [j] * ax[j] in range(len(C)) sum(X) / (2*N + ) S for k in range(2*N - 1, 0, -2) : X = [ -X[j] * kx[j] f o r j in range(len(C)) ] S --= sum(X) / Decimal(str (k) ) return S 1 @a O c D U y— A O 1 Quelques explications : CM (y) xz CTI >Q . O U - on peut montrer que le rapport entre
le nombre de décimales désirées et le nombre de termes de la somme nécessaires est de ’ordre de 2logio( www.biblio-scientifique.net Themes mathématiques Comparons les formules apres avoir chargé les modules math et time 161 : - pour la formule de Machin : In [233]: %timeit greg(1000,[ 16,-41,[5,2 3 91]) 100 loops, best of 3: 6.71 ms per
loop - pour dix mille décimales avec la formule de Gauss : In [234]: %timeit greg(10000,[48,32,-201,[18,57,239]) 1 loops, best of 3: 238 ms per loop 3.4 Méthodes modernes En 1975, Richard Brent et Eugene Salamin mettent au point un algorithme qui leur permet de calculer en 1999 plus de 200 milliards de décimales de ti. Il est basé sur des travaux
de Gauss et de Legendre et sur les intégrales elliptiques. On se reportera a l’article que Jean-Pierre Demailly consacre au sujet [Dem08]. Le principe est trés simple : ogq-1V2 1 ~0 = - puis : 1 7m“h h)f A 1 Alors, pn = ~ i“n+l —\/"n”n> .. “n+1 ~ “n+\ “n+l> “n+1 — 2 Cn+1- ] est une approximation de tt. pipy TJ O ¢ 3 U O I'u] (S) gi >. Q. O U def
brent(n) : d = Decimal!'2 ') a = Decimal!'1 ') u = Decimal!'0 .5')s=ub=s*d.sqrt!)c, k= a*a-b*b, forjinrange!n): a, b = la + b)*u, c, k = a*a - b*b, s = s - ¢*k return d*a*a / s 1 !a*b).sqrt!) *k 2 En une seconde, on a presque 6 000 décimales de 1 et on double le nombre de bonnes déci males a chaque itération... In [242]: PI - brent!15)
Out[242]: Decimal!'-3.4252257719542 3684791E-6020') In [243]: %timeit brent!15) 1 loops, best of 3: 718 ms per loop www.biblio-scientifique.net 162 Programmation en Python pour les mathématiques 3.5 Algorithme de Plouffe Le Canadien Simon Plouffe est mondialement connu pour son algorithme de calcul de la n-ieme décimale de tt Voici
quelques éléments en Cython pour aller vite (18 s pour le dix-millioniéme caractére du développement en base 16 de ir) en n’oubliant pas au préalable de prévenir ipython : In [1]: %load_ext cythonmagic puis il suffira de coller les lignes suivantes avec %paste : p lo u ffe . p y %%cython -a cimport cython cdef f1 0 at mod exp(inta,intb, int m): cdef
intbb, P cdeflong aa aa = a bb = b P = 1 while bb > : P = cython.

cmod(P * (aa**(bb & 1 == 1)) aa = cython. cmod(aa * aa,m) bb = bb » return P 0, m) 1 (acython. cdivision (T rue) cdeffloatslpart(intn,intk,intj):cdeffloatnu, de nu =mod exp(16,n-k *k +j)de=(k*+ j)returnnu/de188.0T3 O c G D O rM tH (acython.

cdivision (True) cdeffloatspart(intn,intk,intj):cdeffloatdede=(((k«3)+j)«((k+1-n)«return/de22))1.0(y)x:CTI>Q.0Ucdeffloatsl(intn):cdeffloatscdefintks=forkfromO0102.*slpart(nk,4) 0 6 2. www.biblio-scientifique.net - 1 . *slpart(n,k, ) 0 5 Themes mathématiques cdeffloats (intn): cdefflo
atscdefintks=forkfromn16320.

01021.*spart(n,k,5)026 cdef extern from "math.h": floatfloor(floatr)cdeffloatprem hexa(floatr):cdeffloatxX =r-floor(r) return flo or(16*x) defpi plouffe (intn): cdeffloatss=sl(n) + s (n) return hex(int(prem_hexa(s)) ) [ :] 2 2 Voici le temps de calcul pour obtenir le dix-millioniéme caractéere du développement en
base 16 de TT: In [15]: pi _plou ff e (10000000) Out[15]: ' ' 8 In [16]: %timeit pi plouffe(10000000) 1 loops, best of 3: 18.5 s per loop Et les dix-mille premiers caracteres du développement de tt en base 16 : Baoc=3Qo1r\i03>.Q.0ulIn[40]:''.join([pi_plouffe (k) forkinrange(10000)]) Out[40]: &
3243f6a8885a308d313198a2e03707344a4093822299f31d0082efa98ec4e6c89452821e638d01377be 5466cf34e90c6cc0ac29b7¢97¢50dd3f84d5b5b54709179216d5d98979fblbdl310ba698dfb5ac2ffd72 C63ad456edf5f457a814551875a64cd3099f169b5f18a8c73ee0b5e57368f6¢c79f4bb7a595926aab49ec 4 P r o b a b ilit é s Remarque. On utilisera dans
toute cette section le module numpy. random et non pas le module random qui est beaucoup plus lent. Attention! Avec le premier, la borne supérieure n’est pas comprise alors qu’elle 1’est avec le second. www.biblio-scientifique.net 164 Programmation en Python pour les mathématiques 4.1 Pile OU face? On lance trois fois de suite une piece de
monnaie. On compte combien de fois pile (ou face) tombe: probas.pydefpiece(n): T =[]forkinrange(n): X = 0 forjin ra nge(3) : X += randint(0,2) T.append(X) return([ (T.count(i) /float(n)) foriinrange(0,4) ]) sachant que : - randint (1 ,2) renvoie un entier aléatoirement compris entre 1 et 2 ; - T. count (j ) compte le nombre de fois
ou j apparait dans la liste T. Par exemple, pour un million de lancers : In [250]: pi e c e (1000000) Out[250j: [0.124758, 0.375741, 0.374742, 0.124759]1 m2_ 1 En effet, Q (i)« (1)~ =1 = 0,125 et Q ( ni)i' r[{Y =i = 0,375. 4.2 Tirage de boules dans des urnes On peut adapter sans probleme ce programme a la situation classique suivante : on dispose de
trois urnes, la premiere contenant 7 boules blanches et 4 noires, la deuxiéme 5 blanches et 2 noires, la troisieme 6 blanches et 3 noires. On tire une boule dans chaque urne et on note le nombre de boules blanches obtenues. *aOc 13 QyE>1— 10 (NxzCTi‘s >.CLOUprobas.pydefboules(n):T=[]forkinrange(n):X=0X+=
randint(1,12) 6 et on obtient par exemple pour un million de simulations : In [252]: bo ule s(1000000) Out[252]: [0.03488, 0.217687, 0.444994, 0.302439] En effet, par exemple, ~ x| x] 0,303 et ~ x | x | 0,034. www.biblio-scientifique.net Thémes mathématiques 4.3 165 Tirage de boules avec remise Simulons le tirage successif de quatre boules avec
remise dans une urne contenant 7 boules blanches et 3 boules noires. Comptons la fréquence des tirages contenant : - exactement deux boules blanches ; - au moins une boule blanche. probas.

p v def boul e( n,n b): X=0 for x in range(n): B = 0 for j in range(1,6) : B += randint( 1, 1 1 ) Alors pour 100 000 tirages, on obtient pour deux boules blanches : In [254]: boule(1000000,2) Out[254j: 0.264975 En effet, le tirage se fait sans remise. La probabilité d’obtenir (N, N, B, B)est: 3377 441 T O0"TO"~1O0"TO“10000 Les tirages de deux
boules exactement sont les anagrammes de (N, N, B, B). On multiplie donc le résultat précédent par 212! =6. 6X 441 10 000 0,264 6 Obtenir au moins une boule blanche est le contraire de n’en obtenir aucune : In [255]: 1-boule(1000000,0) Out[255]: 0.992068 TJO C rj En effet 1 FO O 1- — 10 tHI'M XI Q] >Q .

O U 4.4 «0,9919 Probléme du Duc de Toscane Cosme 11 de Médicis (Florence 1590-1621), Duc de Toscane, fut le protecteur de l'illustre Gallilée (né a Pise le 15 février 1564 et mort a Florence le 8 janvier 1642) son ancien précepteur.

Profitant d’un moment de répit du savant entre 1’écriture d’un théoréme sur la chute des corps et la création de la lunette astronomique, le Grand Duc lui soumet le probleme suivant : il a observé qu’en lancant trois dés cubiques et en faisant la somme des numéros des faces, on obtient plus souvent 10 que 9, alors qu’il y a autant de fagons d’obtenir 9
que 10, a savoir six. Aprés quelques réflexions, Galilée rédigea un petit mémoire sur les jeux de hasard en 1620 expliquant le phénomene. www.biblio-scientifique.net 166 Programmation en Python pour les mathématiquesprobas.

pydeftoscane (n): T=n*0]forkinrange(n): T[k] = randint(1,6) + randint(l,)+randint(1l,) return'Obtenir9:' + str (T . count(9)*100.0/n) + '%, Obtenir 10 str(T.count(10)*100.0/n) + 6 6 Pour un million de simulations : In [279]: toscane(1000000) 0ut[279j: 'Obtenir 9 :11.52965 Obtenir 10 :12.4879%' On peut préférer comparer les
données expérimentales aux données théoriques. prob a s . Py from numpy.random import randint from colle ction s import Counter fromiterto olsimport product nObs = 144000 # sériesd'observationsdesériesdelancersde3déssObs=Ilambdan:[sum(randint(l,7,size=n))forkinrange(nObs)] sTheo =lambda
n : [sum(t) fortin product(range (1, 7), repeat = n)] # dictionn aire des fréquences decesséries # dico.items O renvoielaliste des couples (clé, valeur) de dico def pObs(n) : s = sObs(n) return {x: 100*v/len(s) fo r x ,v in Counter(s) . items()} def pTheo(n): s = sTheo(n) return {x: 100*v/len(s) forx,vin Counter(s).items()}
TJOcrjQIn[ ]: pObs(3) ut[ 1: {3 0.5027777777777778, 41.363888888888889, 5 2.7840277777777778, 6 4.572916666666667, 7 6.838888888888889, 8 9.699305555555556, 9 II. 861805555555556, 10 12.506944444444445, 11 12.460416666666667, 12 11.565277777777778, 13 9.696527777777778, 14 6.9847222222222225, 6 0 O rsj JZ D] >0
s Q.U 64.625694444444444,2.682638888888889, 1.3597222222222223, 0.49444444444444446} 1516 17 18 In [7]: pTheo(3) Out[7]: {3 0.46296296296296297, 4 1. 3888888888888888, 5 2.7777777777777777, 6 4.62962962962963, 7 .944444444444445, 8 9.722222222222221, 574074074074074, 9 II. 6 www.biblio-scientifique.net Themes
mathématiques : : : 13: 14: 101112 15:16:17:18: 12.5, 12.5, 11.574074074074074, 9.722222222222221, .944444444444445, 167 4.62962962962963, 2.7777777777777777, 1.3888888888888888, 0.46296296296296297} 6 Lancers d'une piéce et résultats égaux 4.5 On lance 10 fois de suite une piece de monnaie et I'on s’intéresse au nombre
maximal de résultats consécutifs égaux.

On crée un programme qui simule autant de séries de lancers que ’on désire. prob a s . p y def piece max(n): S = n*[1] fo r K in range!n): s = [] P = [randint(0, 2) fo r z in range(10)] P = 0 while P < 9: j = P + 1 while (P[]l == P[plandj < 9):i+=1s.append(j-p) P=is.sort (reve rse=T rue) S[k] = s[0] m = sum(5) / n return 'Sur '+str(n)+'s éri
e s de 10 la ncers, la moyenne du nombre maximal der é s u lt a t s co nsécutifs égaux e st '+str(m) la O c '3 4 FO O I'y] (S) +-Ixz DI >+ CL O U - On crée une liste S remplie de n zéros pour y mettre les maxima ; on boucle les essais ; on crée une liste s enregistrant le nombre de résultats consécutifs égaux ; on crée une liste P de 10 lancers de 0 ou 1
; tant qu’on n’est pas au bout de la liste p On obtient : In [286]: piece_ max(100000) Out[286]: 'Sur 100000 s é rie s de 10 lanc ers, la moyenne du nombre maximal de r é s u lt a t s consé cu tif s égaux est 3.52318' www.biblio-scientifique.net 168 Programmation en Python pour les mathématiques 4.6 Le Monty Hall Le jeu oppose un présentateur a un
candidat. Ce joueur est placé devant trois portes fermées. Derriere Lune d’elles se trouve une voiture et derriere chacune des deux autres se trouve une chevre. Il doit tout d’abord désigner une porte. Puis le présentateur ouvre une porte qui n’est ni celle choisie par le candidat, ni celle cachant la voiture (le présentateur sait quelle est la bonne porte
des le début). Le candidat a alors le droit ou bien d’ouvrir la porte qu’il a choisie initialement, ou bien d’ouvrir la troisieme porte. Les questions qui se posent au candidat sont : - Que doit-il faire? - Quelles sont ses chances de gagner la voiture en agissant au mieux? On peut avoir deux idées contradictoires : - le présentateur ayant ouvert une porte, le
candidat a une chance sur deux de tomber sur la voiture ; - Au départ, le candidat a une probabilité de | de tomber sur la voiture.

Ensuite, s’il garde son choix initial, il a toujours la méme probabilité ~ de gagner donc s’il change d’avis, la probabilité qu’il gagne est donc 1 - | = |. Quiaraison ? prob a s.

p v def monty(n): gagne sans changer = gagne en changeant = fo r j in range(n): voit ure = randint(, ) choix = randint( , ) i f choix == voiture: ouverte = (voiture + + randint(0,1)) % 3 e ls e : ouverte = + - choix - voiture changement = + - choix - ouverte i f choix == voiture: gagne sans changer += i f changement == voiture: gagne en changeant
+= return 'Gagne en changeant : ' + st r ( .*gagne en changeant/n)+'% sans changer : '+ s t r ( .*gagne sans changer/n)+'%' 0002021 +a0c13QOTM ({0011 ++2211>.Q.0100100 U Alors, pour 100 000 expériences : In [288]: monty(1000000) Out[288]: 'Gagne en changeant 66.7266% Gagne sans changer : 33.2734%' La deuxiéme
option semble la bonne...il reste a le prouver! Dressons un arbre en trois étapes : www.biblio-scientifique.net Gagne Thémes mathématiques 169 - Le candidat choisit d’abord une porte de maniere équiprobable ; - Le présentateur, sachant ou se trouve la voiture, choisit une porte cachant une chevre ; - Le candidat prend ensuite la décision de garder
ou de changer son choix initial.

Nous en déduisons que : - s’il conserve son choix initial, la probabilité que le candidat gagne la voitureest: 11111 —I—x—=—32323TJOcrj— X1 «JD O tH - s’il change son choix initial, la probabilité que le candidat gagne la voiture est : CM 1 (y) -3XI O] >Q .0 U 1x1+-32x1=-311 vaut donc mieux pour le candidat changer son choix
initial. 4.7 Exercice d’entrailnement Le corrigé est disponible sur le site dunod.com a partir de la page d'accueil de I’ouvrage. Exercice 48. (Le lievre et la tortue) On rappelle le jeu bien connu : on dispose d’un dé cu bique. On le lance. Si un six sort, le lievre gagne sinon la tortue avance d’une case. La tortue a gagné lorsqu’elle a avancé six fois de
suite. Quelle est la probabilité que la tortue gagne ? www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 170 5 R e la t io n s 5.1 Relations binaires sur un ensemble 5.1.1 binaire s et gra p h e s Définition e t représentations Rappelons ce qu’est une relation binaire sur un ensemble : On appelle relation binaire sur
I’ensemble E tout couple (E, Notons “ JI (ou E ou f ou..,) ce couple : ou est une partie deEXE. On peut représenter une relation par un diagramme sagittal ou un dictionnaire : Sommet a b ¢ d e 5.1.2 en relation avec {a, b} {a} {d,e} {b} {} Re pré sen ta ti on sur P y th o n Avec Pyth on, on peut utiliser également un dictionnaire qui est un type de
variable présent (cfle chapitre 1) : TDOC =3QR={'a''b''c'*d'He':::::set(['a','bset(['a'l]),set(['d','esetd'b']),set([])1),1),} O (N=x:ai‘s >.CLO U Les sommets en relations avec un sommet donné sont donnés dans un ensemble (de type set) ce qui induira les opérateurs permettant de le manipuler: >»R['a']set(['a’,
'b']) >»R['a']lIR['c']set(['a','b', 'e',»>"'D'inR['d"']True 'd']) Voici quelques méthodes utiles pour manipuler les dictionnaires : www.biblio-scientifique.net Thémes mathématiques » >list(R) [l a','c','b',»>1len(R)5» >forUinR: printU'e',acbed» >forUinR: for Vin R[u]: printu,vaaabcecd'd '] 171 b a d b Il faudra garder
en téte que l'affectation de structures complexes sous P yt h o n est une copie d’adresses : il faudra donc utiliser deepcopy du module copy pour copier un dictionnaire en profondeur : 147845164 > » C = deepcopy(R) > » id(C) 149979180 »> B = R » > id(B) 147845164 » > id (R) Nous sommes maintenant préts a manipuler les relations binaires sur
un ensemble.

5.1.3 C o m p os it io n de relations Le graphe d e S oIRest I’ensemble des couples (%, y) de E tels qu’il existe au moins un z dans E tel que xOlz et zSy. On appelle aussi cette relation « 01 suivi de S ». Voici une définition possible surPython:graphes,pyTJ]Ocrjl «JD O tH CM (y) def compose(R,S): ..... Rsuivide5..... C={}#Lediction
n a ir e de la composée e s t vide au départ fo r U in R: # pour chaque sommetude EC[ul]=set([])# Un'estencoreenrelation avec personne par C forV in R[u]: # pour chaque vt el que uRv C[u] 1= S[v] # uCw vSw return C On aura besoin de définir sur quel ensemble est définie la relation et la relation identité sur cet ensemble : grap h
es,pyXIDI>¢OCLdefens(R):returnset(list(R))Udefid(E):D = {} forinE: # chaque sommetuvérifieuRuD[ul=set([u])return D U On en déduit une définition récursive de la composition itérée de d’une relation : www.biblio-scientifique.net 172 Programmation en Python pour les mathématiques grap he s .p y def

iter compo(R,n): .....

R'"nversionrecursive..... ifn==:returnid{ens(R)) # R"~O =id els e : # sinon R'"n = R.R'~(n-]) return compose(R,iter compo(R,n-1)) 0 5.1.4 Propriétés d 'une relation On vérifie si une relation est réfiexive, c’est-a-dire que chaque élément est en relation avec lui-méme : graphes.pydefest reflexive(R):forUinR:ifnot(uin
R[ul): # dées qu'on trouve un contre-exemple, on s o r t return False return True # sionn'estpasdéjasortic'estquelarelationestréflexive On vérifie qu'une relation est symétrique c’est-a-dire que uOlu g ra p h e s .p y def est_symetrique(R): fo r Uin R: i f U not in [R[v] f o r V in R[u]]: return False return True On a utilisé une liste
par compréhension pour plus d’efficacité.

Le test d’antisymétrie s’en déduit: graphes.pyBMaocD QKD 1— 1 O rs] gi > C O1U def est_antisymetrique(R): for Uin R: i f U in [R[vlforVin R[u]lifv !=u ]: return False return True Le V != Upermet de ne pas exclure les cas « uJlu ». Pour la transitivité, on utilisera le résultat classique : La relation LI est transitive si, et seulement si, ‘JI~"~
Q J1. On notera que l'inclusion des ensemble se note defest transitive (R):R2 = compose(R,R) for Uin R2: i f not(R2[u] www.biblio-scientifique.net V: 173 Thémes mathématiques On rappelle que la fermeture transitive d’une relation est notée et est définie par |E| 0°"- = U k=1 On fera bien attention a Tutilisation de deepcopy: graphes,
p vy defr plus(R): Rp = deepcopy(R) forkinrange(l,len(Rp) +1):Rk =iter compo(R,k) for U in Rp: Rp[u] 1= Rk[u] return Rp Il s’agit de la plus petite relation transitive contenant ~ au sens de I'inclusion. 5.2 Graphes Les graphes sont étudiés en utilisant la programmation orientée objet dans le chapitre consa cré aux classes (cf page page
236). Nous étudierons ici d’autres algorithmes et sans utiliser de classes. 5.2.1 @aOcD UkD Ors]ai >« CLOURecherch e de plus c o urt chemin Intéressons-nous tout d’abord a I’algorithme de Bellman-Ford, plus efficace et général mais plus facile & programmer. On considére un graphe valué sans circuit de valeur négative (ou circuit
absorbant) mais ayant éventuellement des arcs pondérés négativement. On s’intéresse a la distance d’un sommet particulier, la source, aux différents sommets du graphe. On note Ti(r') la distance de la source 5 a un sommet v.

Au départ, on pose tt(s) = 0 et pour tous les autres sommets du graphe, { ) = + . L’idée est que, pour tout sommet v, si passer par un prédécesseur ude u raccourcit la distance, alors on remplace n{u) par { ) + p{u, v) avec p{u, v) la pondération de 1’arc (u, v).

La propriété de Bellman est donc la suivante : ti t i u n{v) = min jTiiu) + piu,v)\ uer-Hv] www.biblio-scientifique.net v o o 174 Programmation en Python pour les mathématiques Algorithme Bellman 7T(5) = 0 Pour tous les somm ets du graphe s Faire I 7T(s) “~ +00 FinPour TantQue Ji change Faire Pour chaque arc { u, v) de GFaire Sin{v)>n {u
)+p{u,v)AlorsITi{v)n{i)+ p{u, v]FinSi FinPour FinTantQue Retourner tt Comme pour les relations, les graphes seront considérés comme des dictionnaires. Dans le cas qui nous occupe, il s’agit de graphes valués : nous les programmerons donc comme des dictionnaires dont les sommets font référence a un « sous-dictionnaire ». { 'a "
{mb''b{mWa'{'a' WcEd 'emfHC:},d':5'c:1}, b':1,d" :, Hc':,'e:},10,md"':,f:3},:3, md’ :5}}4,:4,:,5282{b'{’c{'e 822Ainsi,g["'a']estlui-méme un dictionnaire: >»g['a']{'c':2,'b':4}»>g['a'['b'4d4>»"'c'ing['a']Truel "O0Oc13Qy£>1—1 O\l 1 Voici une traduction quasi directe de 1’algorithme en
langage deepcopy: graphes, py DI >Q. O U from copy import deepcopy def bellman ford(graphe, source): ..... Programme d i r e ¢ t sans le s chemins ..... pi={} forsingraphe: pi[sl=float('inf’) pilsour ce] = piO = {} 0 k=1 www.biblio-scientifique.net Python qui utilise la méthode Themes mathématiques 175 while pi !=pi: piO =
deepcopy(pi) f o r U in graphe: f o r V in graphe[ul: i f pi[v] > pi[u] + g ra ph e[ u ][v ]: pi[v] = pi[u] + graphe[ullv] k+=1 return pi 0 On a utilisé la possibilité de calculer avec « l'infini » qui est en fait programmé pour étre un flottant suivant les propriétés du calcul dans U. On le note flo at {' in f' ). Rappelons a présent l’algorithme de Dijkstra qui
permet lui aussi de déterminer les plus courts chemins dans un arbre pondéré, mais uniquement dans le cas d’arcs pondérés positi vement. Algorithme D ijkstra Début p i © dictionnaire vide 7T[début] =0 Visités-" liste vide Chaine-" [début] X début Pour tout s de X \{début} Faire n(s) "— f-oo chaine-" a FinPour TantQue x fin Faire Pour V ™ Visités
et voisin de x Faire 7t[v] “m in {ji[i;],7T[x] + p{x, u)} FinPour Extraire un sommet n ~Visitéstel que n[u ] x- MO O cn «JD O CM tH ai >+ CL O = min{7r[y], y " Visités} Fin U P y t h o n permet de gagner un peu de temps grace a des petites particularités de traitement des dictionnaires. Voici méme une version récursive de l’algorithme. Pour
trouver la clé correspondant a la valeur minimale d'un dictionnaire, on utilise une syn taxe trés pythonesque. Par exemple, pour avoir le voisin le plus proche de 'a’: > »min (g['a '], key=g['a']l. get) 'c' www.biblio-scientifique.net 176 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesDeplusdict.get(de,defaut)
retourne la valeur de et d e fa u t sinon. On procéde en trois étapes : d e si elle se trouve dans le dictionnaire graphes,pydefaffiche peres(pere,departextrémité,trajet):IIIIIIApartirdudictionnairelalistedesOnpartifextrém ité de som m etslafin ==etdespeéresdedupluscourtchem inonrem onte v e rs chaque



le sommettrouvé.

départonrenvoieCalculdurécursif. chem in. depart: return [depart] + tra je t return (affiche peres(pere, else: depart, p ere[ex trem ite], [extrem ite] + trajet) )defplus court(g rap h e,etap e,fin ,visites ,dist,pere,depart): IIIIIIRecherchevisitesgrapheétapedeest::lelefinla:plusune graphe sommetbutcou
rtelisteduetétudiéentrajetvisites:liste;dictionnairesommets:dudepart:(dietdesdebutdesetfinavecl'algodeDijkstradictionnaires(sommet)devisités::départdeactuellesommets)entredépartetlescorrespondantauxint)actuelssommet(longueur(listedistance
sommetpéres(dietglobalcoupledéjameilleurecheminssommetled'étudesommets grapheentrepere(sommet)dictionnairemeilleursRetournedeset(dictionnaire)coursdistperechainedistdessommetssommet) (sommet)mini(int),trajetcorrespondant(listesommets))"OO0c
nai«tJHDOCM (y)x:gi>Q.0OU #siifonarriveetap e ==return # sic'estm etif # ala d ist[fin ], for la p re m ié re commence voisin if in voisin # onafficheladistanceetlesperesaffiche peres(pere,depart fin,[])distletape]len (visites)onfin, fin:laa==visite,c'estquea00:distfetape]=0testerle
svoisinsnonlétapeactuelleestledépart:visitésgrapheletap el: notinvisites:distanceestsoitladistancecalculéeprécéddemmentsoitl'infinidist voisin#on=dist.get(voisin,float('inf')calculelanouvelledistan cecandidat dist=d istl[etape] #lesoneffectuecalculéeenpas
santparlétape + graph e[etap e][v o isin ] changem ents s i ¢ e la donne www.biblio-scientifique.net un cheminpluscourtonTheme smath é ma tigu e s if # on a candidat dist < dist v o isin : d ist[v o isin ] = pere[voisin] = etap e regard é to u sle s 177 candidat distvoisins:lenoeudentierestvisitédudé partvisites.ap p
en d (etap e) # on ch erch e n o n_visites le sommet *non = d ic t((s, visité*~ leplusprochedist.get(s,float('inf"'))) forsin graphe if s not in v isites) noeud plus proche # onappliqueplusreturndefrécursivementenkeyprenant=non _visites.get)commenouvelleétapelesommetleprocheplus court(grap
henoeud-plus proche,fin,visites,dist,pere,départ)dij rec(graphe,debut, fin):return5.2.2 =m in(non_visites, plus court(grap he,debutfin,[],{ },[1!) Coloration de graphes Colorier les sommets du graphe simple non orienté G = (X,A), c’est affecter une couleur a chaque sommet de sorte que deux sommets quelconques
adjacents aient toujours des cou leurs différentes. Le nombre minimal de couleurs nécessaires pour colorier les sommets du graphe est appelé le nombre chromatique du graphe. La coloration des sommets d’un graphe est un probleme difficile en ce sens que si le nombre de sommets est grand et si le graphe comporte beaucoup d’arétes, on ne
connait pas d’algo rithme performant pour déterminer la solution minimale. On propose ici un algorithme glouton de coloration : a chaque étape, on choisit la meilleure coloration pour le sommet considéré en espérant que globalement elle sera satisfaisante.

Soit G un graphe défini par un dictionnaire. On codera les couleurs par des entiers dans 1’ordre croissant. Considérons un sommet associé a une couleur. Cherchons le prochain sommet non coloré. On le colorie avec le plus petit entier non utilisé par ses voisins. On affiche ensuite le nombre de couleurs utilisées. TJoc3UV'tDHgraphes, py def
colo (g): n = len(g) # nb de o couleurs-dispo = (5) g colorleCM for Oi >OuQ.=Uin {} g: # som m ets s e t (range(1 ,n+1)) # d ic tio n n a ir e # pour chaque co u leu rs-in terd ites # oninterditg color[u]l # returnonle sdessommet=duset([g color[vicouleursdescellequiportedescouleurscolorésavecdisponible
sleurscouleursgraphe forvinglulifving color])adjacents=min(couleurs dispochoisitensem ble som m etsle-couleurs-interdites) pluspetitnumérog color, max(g color.values!))Lordre dans lequel les sommets sont choisis a-t-il une influence ? Essayer avec un autre ordre en créant une permutation
aléatoire des sommets. On va utiliser m a x (g .

values())quidonne lavaleur maximale des valeurs associées aux labels du dictionnaire g. www.biblio-scientifique.net 178 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesOnimporterala commande sh uffle dumodule d'une liste : random qui permet de mélanger les élémentsgraphes, py from def n u m p y .random
im port shuffle, random colo rand(g): n = len{g) dic col = # nb {} # dedictionnaire chrom atiqu e liste som m ets forkinsommetsdesmeilleurescolorationsindexéparlenbprovisoire =list(g) range(1000):shuffle(liste sommets,random=random.random) # le s som m ets m élangés en p la c e co
uleurs dispo =se t(rang e (IL,n + 1)) # g _colorle for = Uin {} # d ie des liste som m ets: # couleurs_in terd ites g color[u] = som metspourens descoloréschaque avec sommetset ([g color[vl]=min(couleurs dispocouleurs-leursduforvdisponiblescouleursgrapheinordreglulifvaléatoireing color])couleu
rs_interditessm=max(g _color.values!))dic colm]=g color#onassocie#leplusledictionnairedecolorationachi provisoiremi=min(dic col.keys())return'chi(g)colorationpetit'+str(mi)dic collmilnb#chromatiqueonafficheprovisoireunepluspetitepossibleOn
obtient par exemple une réponse du style: » > (‘chi(g)2,'de" 3, {'bd':'ec'1,4,'be"1,'da'":3,'cd"'ac':2,'ae"2,1})TJOcrjQVDtH OrsjXI D] > Q. O U www.biblio-scientifique.net'ba1,'ed " 1,'ca'Méthodesnumérigques Sommaire1 23456 +*a0c13QyE> 0 7 Les nombres en notation scientifique
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O U Ce chapitre est consacré a la présentation de quelques méthodes usuelles d’analyse numé rique. On s’attache surtout a programmer ces méthodes en Python. L’exposé des fondements théoriques des schémas numériques ne rentrant pas dans le cadre de cet ouvrage, on renvoie le lecteur intéressé a I’ouvrage de référence [Dem96]. Pour un
exposé systématique des mé thodes numériques les plus classiques, on pourra également consulter [Gri09]. www.biblio-scientifique.net 180 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesILesnombresennotationscien tifig ue Comme nousy avons déja fait allusion notamment au chapitre 1, les nombres décimaux
sont représentés en Python par une mantisse (c’est-a-dire la partie fractionnaire) et un exposant (la puissance de 1 0 par laquelle il faut multiplier la mantisse). Considérons par exemple la représentation de en entier et en notation scientifique : »>2**1 00,2 **1 00 (1257650600228229401496703205376, 1 .2676506002282294e+30) La mantisse
de 2. **1 0 0 est alors 1.2676506002282294 et son exposant +30. Pour éviter de manipuler des représentations différentes d’un méme nombre, on convient de placer la virgule décimale ~ apres le premier chiffre non nul, d’ot le nom de nombre a virgule flottante (plus couramment appelé nombre en notation scientifique) : » > 200el00, (2e+102, O
.2el00 2e+99) Les nombres réels sont représentés en Python avec le type double précision de la norme IEEE 754. Comme nous l’avons déja mentionné a la page 31, les valeurs possibles pour 1’exposant sont limités ; approximativement, en deca de le nombre est arrondi a 0 ; au dela de I qSOS, g y a dépassement de capacité : le nombre est considéré
comme infini (de valeurin f). » > 1e-324, (0.0, » > le-323 1e-323) 1e308, (le+ 308, 1e309 inf) II existe également des limitations pour la mantisse; les flottants sont représentés avec 15 chiffres significatifs, comme on peut le vérifier a ’aide d’'une boucle : MO O cnli «tJHDO» >i» >whilel. +i+=1»>=110%i)>1 . :print("1+10"(-{:d
})==11+10"(-16)= =! ---> — > True" .fo rm at (i) ) True Plus précisément, le module s y s permet d’accéder a la constante donne la différence entre 1 .0 et le flottant suivant le plus proche : float info.epsilon qui CM (y) 4-1 sz CTI >Q .

OU»>from»>float infO.epsilonsysimport*2.22044604925031 3e-16 On notera ce nombre e dans la suite du paragraphe. Notons que cette constante peut-étre utilisée pour écrire une fonction qui teste 1’« égalité » entre deux flottants dans la limite de la précision de l'interpréteur : def equ al_flo at(a, b): return b) abs(a - sy s.flo
at_in fo .ep silo n 1. Noter que la virgule décimale (comme on dit en francaivS) est en fait un point dans les pays anglo-saxons (et en informatique). www.biblio-scientifique.net 181 M é thod e snum é riq u e s Un nombre réel x sera donc stocké en mémoire sous forme arrondie Jevérifiant x = x(l + ejc) avec IE:c10 1 1 + X- 1 > 0} Soit a calculer la
somme de deux nombres x et y. La valeur stockée sera z avec z = x + ¥. Dans ce cas, I’erreur absolue est Oz = Ox + Oy + ze = xzx + ycy + z{x + y) et l'erreur relative est majorée par, , UllE x 1+ y4x1+ Iy [E2z]1 " - AN —r-""4+e<U+4+yT]OcrjiFOtHOTM sz O] >Q .0 U +1 On constate notamment que si I’on calcule la différence de deux
nombres tres proches I'un de l'autre (si I'on calcule x -y, avec | x - y | tres petit devant |x| (et | y | )) la perte de précision risque d’étre tres importante. En outre, en calculant I’erreur relative de la somme de trois nombres, on peut constater que ’addition des réels n’est plus commutative. Pour un exemple de calcul avec perte vertigineuse de
précision, on reviendra a 1’exemple donné dans la section 2.5 du chapitre 2. Pour un examen précis des questions liées aux calculs numériques approchés, on renvoie au premier chapitre de [Dem96]. Pour une étude encore plus approfondie, on consultera [LZ04] 2 . En conclusion, les problemes d’arrondis sont a prendre en compte des que 1’on
travaille avec des nombres a virgule flottante. En général, pour éviter les pertes de précision, on essayera autant que peut se faire de respecter les regles suivantes : - éviter d’additionner ou de soustraire deux nombres d’ordres de grandeur trés diffé rents ; - éviter de soustraire deux nombres presque égaux. Sinon, on travaillera en précision étendue.
De plus, pour calculer une somme de termes ayant des ordres de grandeur tres différents (par exemple dans le calcul des sommes partielles d’une série), on appliquera le principe dit de « la photo de classe » : les petits devant, les grands derriere. Par exemple, si on souhaite donner une approximation décimale de ((4) = 7”7 dont la 4 valeur exacte
est , on constate qu’on obtient une meilleure précision en commencant par sommer les termes les plus petits : 2. Article disponible a I’adresse http: //hal. inria.fr/inria-00071477/PDF/RR- 5105.pdf www.biblio-scientifique.net 182 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesfromdefm ath zeta(n, return def pi p ): sum (I/i**p
zeta_reverse(n, return n, im port for in range(l, n+1)) i in range(n, 0, p ): sum (I/i>K*p p = 2**18,ifor-1)) 4 prin t("{ : . 1 6 f}".fo rm at(zeta(n, p rin t("{ : . 1 6 f}".fo rm at(zeta_ rev erse(n , p) - pi**4/90)) p) - pi**4/90)) -0.0000000000002764 0.0000000000000002 2 Résolutiond’équation snonliné aire s Pour résoudre numériquement une
équation non linéaire de la forme f { x ) = 0, il faut au préa lable étudier les variations de la fonction pour isoler les zéros. On suppose dans la suite que cette étude est déja réalisée et que I'on dispose d’'un intervalle [a, b] sur lequel la fonction est strictement monotone, et tel que 'on aitfia) f { b) < 0. D’apres le théoreme de la bijection monotone,
on en déduit que / admet un unique zéro dans la,b[. Pour programmer les différentes méthodes numériques de résolution, nous allons utiliser la classe parente suivante : equations, py classNonLineaire(object):def init_ (self,self.approxself.epsdefocn U tHorwm ai >.

CL O u m axlter= 10**7): = approx = m axiter reso lu tio n (self, raise ep s= le-14, = eps se lf.m ax iter T] approx, f): N otIm plem entedE rror Pour éviter les risques de bouclage, on a introduit une borne maxiter pour limiter ultérieure ment le nombre d’itérations. 2.1 Méthode de dichotomie Cette méthode consiste a construire un couple de suites
adjacentes qui convergent vers la racine £ de /. On pose oq = a et bo = b.

Puis pour tout n e N, on pose {an,Cn) si f (an) fiCn) ("n+1) bfi +1) —icn,bn) sif[an) f { Cn) > 0 ou Cn = Cln "h L’erreur absolue de ’approximation de £ par an ou bn est alors majorée par bn~ cinl’erreur relative est de I’ordre de www.biblio-scientifique.net ) et M éthodesnumériques 183 equations.pyclass D ichotom ie(N onL ineaire):
def su b d iv ise(self, retu rn def (a+b) a, reso lu tio n (self, [a, a, b] m axiter i in ¢ = if f): b), = m ax(a, b) se lIf.e p s, se If.m ax lter range(m axlter): s e 1 f .subdivise(a, b-a b, f) < eps: return if f): self.approxb =m in(a,heps, for =Db, *0.5 f(a) b = * ¢ f(c) < 0: c else: a retu rn 2.2 = ¢ ¢ Méthode « régula falsi » Cette méthode est une variante de la
précédente : au lieu de choisir, pour découper l'inter valle [an, bn], le milieu Cn = ~”2 ©”, on considére l'intersection de la corde joignant les points et Bnibn,fibn)) avec 1’axe des abscisses. On pose alors fi“n) TJ o ¢ n U U D tH bn fibn)-f(an) La convergence est souvent plus rapide qu’avec la méthode de la dichotomie. Pour écrire une classe
RegulaFalsi, il suffit de la faire hériter des méthodes de la classe pa rente Dichotomie et en surchargeant le méthode subdivise (c’est un exemple de polymor phisme) : e qu ation s .py class R egulaF alsi(D ichotom ie): def o CM su b d iv ise(self, a, retu rn * a - f(a) b, f): (b-a) / (f(b) - f(a)) (5) XI CT1 >Q . O U 2.3 Méthode du point fixe On se propose de
résoudre une équation de la forme f {x ) =X Les solutions de cette équation sont appelés des points fixes de f ; géométriquement, ce sont les abscisses des points d’intersection entre la courbe représentative de / et la premiere bis sectrice des axes. www.biblio-scientifique.net 184 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques
Une méthode fructueuse pour résoudre ce type d’équation est de procéder par itération, a condition toutefois que soient vérifiées par exemple les hypothéses du théoréme du point fixe, dont voici I’énoncé : Soit I un intervalle fermé stable pour une application contractante / de rapportde LiPSCHiTZ/:e [0, 1[; alors -/ possede un unique point
fixe £ el;iX 0 =-CL pour tout a e [, la suite x+ i =fix) VneN ,\ X fi- ™\ <~ et on a la majoration \x g - £ \ Les points fixes peuvent étre classés en différentes catégories suivant la valeur de f'{£) en points fixes attractifs (| f { £)\ < 1), répulsifs ( | f'if) \ > 1), super-attractifs if'if) = 0 ), indiffé rents (I/'(")I=1).equations .py class
PointFixe(N onL ineaire): def re so lu tio n (se If, eps, xO, for m axlter xli = xO, 2 .4 se If. m ax iter f ( s e 1 f .approx) range(m axlter): abs(x0 return retu rn se If.e ps, self. approx, inif =f): xl-xl) <eps:xl =x|, f(xl) xI MéthodedeNewtonLaméthodedeNewtonestunedesméthodeslesplusutiliséespourlarésoluti
ondeséqua tionsnonlinéaires;eneffet,d'unepart,elleconvergegénéralementtrésvite,d’autrepart,ellesegénéraliseauxsystémesnonlinéaires.maOcD UKD O rs](S)Le principe en est le suivant : partant d’une valeur xq, on trace la tangente a la courbe re présentative de f au point
Mo(x0,/(x0)) ; cette droite coupe 1’axe des abscisses en un point d’abscisse fixo) X 1 = X o - —— f'ixo) On réitere alors ’opération tant que deux valeurs consécutives sont distantes d’au moins la valeur de seuil eps. Ceci revient a appliquer la méthode du point fixe avec la fonction >Q . O U c p (x ) fix ) = X - f'ix) Pour programmer cet algorithme, on
utilise alors la classe Point Fixe, dont on surcharge la méthode resolu tion: equations.pyclassNewton(PointFixe):defresolution (self, return f, fp): P o in tF ix e.reso lu tio n (self, lam bda x :x -f(x )/fp (x )) www.biblio-scientifique.net M éthodesnum érigque s 2.5 185 Méthode de la sécante Dans le cas ou I’évaluation numérique de
la dérivée de / s’avere complexe, on peut modifier la méthode de N ew ton en remplagant le calcul de la dérivée par un taux d’accroissements ; on obtient alors la méthode de la tangente, qui est une méthode a deux points : Xn Xn-1 fiXn)-fiXn-1) Xn+1=Xn-fiXn) Dans ce cas, la convergence est moins rapide que dans le cas de la méthode de Newton, mais
le résultat peut étre obtenu plus rapidement si le calcul de /' est tréslong. e quations, p y class S ecante(N onL ineaire): def re so lu tio n (se If, eps, m axlter [x0, x1] for i = in = f): se If.e p s, range(m axlter): x2 = x1 if abs(x0 - f(x]) * - < eps: x2) return X0, return 2.6 Wa O c =3 Q O rv] se lf. m ax lter s el f. approx xl = xl, (x1-x0) / (f(x]) - f(x0)) x2 x2
x2 Comparatif des différentes méthodes Comparons les différentes méthodes de résolution sur la recherche d'une approximation dé cimale de \/ 2 . D'une part, on peut appliquer les méthodes précédentes (hormis celle du point fixe) a I’équation - 2 = 0 . D’autre part, on peut appliquer la méthode du point fixe en réécrivant cette équation sous la forme
X=/x)ou/(x)="(x+ ").I1 estaisé de prouver que l'intervalle 10 ,+oo0[ est stable par /et que /(] 0, -i-00[) c ["/4, +o0[ ; donc quelle que soit la valeur de Xq > 0, on a V« > 1, X~ > y/a; de plus la fonction / est ~-lipschitzienne sur [\/4,+00[ et posséde (sur cet intervalle) pour unique point fixe le réel y/a, qui est un point super-attractif. (X g = Cl
Donc la suite définie par ~ f[ x ) converge vers va. Comme cela a déja été mentionné dans la section 2.3.1 du chapitre 3, ’algorithme était déja connu des Grecs, notamment de H érond ‘Alexandrie ~.equations.pygi>Q. O from mathim port *printr{ :>7 } | {:"9 } .form at( "m axlter", U"S écante", foridiinranged, | {:'~9} "D
ichotom ie", "P ointF ixe", 1 {:'~9} " "R egulaF alsi", "N ew ton")) 8) : = Dichotomie![1, 2], m axlter=1i) 3. Sil’on prend o = 2 et si ’on choisit jcq= 3/2, alors on trouve X2 = 17/12 et X3 = ~ (I TT) “li ™ © ***en numération sexagésimale. On a trouvé un jour cette valeur sur une tablette babylonienne du xviii™ siecle avant Iésus-C hrist ! Par
ailleurs un texte indien pouvant dater du vi®siecle avant I’ere chrétienne fournit sans explication pour \/2 la valeur 1 + j + 3" - 3 x4x34 ’ autrement dit JC3 ! www.biblio-scientifique.net 186 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesrg=RegulaFalsi([1l, pf=PointFixe(2, nw=Newton (2, sem axlter=i)m
axlter= i) m axlter= i) = S ecante([l, comp = 2], 2], m axlter=i) [e v al(m ). reso lu tio n (lam b d a x:x**2-2) forcomp .append (pfresolution (lambdax:0.5*(x+2/x)))com p.append (nw.reso lution (lam b d a x:x**2-2, comp = [sqrt(2) printr{ :> 6 d } I {: .fo rm at(i, m axlterl c for ¢ in comp] .2e} | {: .2e} com p[0], com p[l], Dicho
tomielRegulaFalsi|11-858e-0218.09e-02]| {: minlam bda .2e} com p[2], | {: [ 'd i, ' rg x:2*x)) .2e} com p[3], | {: .2e}' com p[4])) Sécante 1 P ointFixe 1 1 8.09e-021-2.45e-031-2.45e-0 3 Newton 1.42e-021-2.12e-0611.64e-0111.42e-021313.92e-021245e-031-421e-041-2.12e-061-1.59e-1241-233e-021
4.20e-0412.12e-0612.22e-1610.00e+00517.96e-0317.21e-0513.16e-1012.22e-1612.22e-1661-7.56e-0311.24e-051-2.22e-161222e-151222e-167112.12e0611222e-1612.22e-162 1.51e-040.00e+00se']]1-1.59e-12 La méthode du point fixe converge id a une vitesse vertigineuse du fait que le point fixe est
super-attractif. On constate de plus que l’algorithme de H é r o n semble coincider avec la mé thode de N e w t o n appliquée a la fonction x - 2, ce que 1’on vérifie par un calcul rapide. A noter que méme si la méthode de N e w t o n permet en général d’obtenir une convergence quadratique, un mauvais choix de la valeur initiale peut provoquer la
divergence de cette mé thode (notamment si la courbe représentative de / présente au point d’abscisse xo une tan gente a peu pres horizontale). D’ou I'importance d’une étude préalable soignée de la fonc tion/.3 3.1 Résolutionnumériqued’équationsdifrérentielle s Position du probléeme T] O c rj it «tJH D O CM Dans cette
section, on s’intéresse aux équations différentielles d’ordre 1 dont la fonction in connue est soit a valeurs réelles, soit a valeurs vectorielles.

Soit Uun ouvertd e Ux U ~ et f: U — ~IR" une application continue sur 1’ouvert U. Alors pour [t o, Xo ) e U, on appelle solution du probleme de Cauchy: (y) XI O] >Q. O U x'{t) = (C) x(io) = -~ 0 une solution sur I de I’équatout couple (I, x) ou I est un intervalle contenant iq et x : 1 tion différentiellex' {t) =f{t, x { t) ) telle que x(io) = -
ToL’équation différentielle qui apparait dans (C) sera appelée équation différentielle scalaire si 77 = 1, et systeme différentiel sinon. Si I’application / : U — - IR" est de classe (™" sur 'ouvert U, alors, d’apres le théoremede Cauchy-Lipschitz, pour {to,xo0) e U, il existe une unique solution maximale au probleme de Cauchy {(").
www.biblio-scientifique.net M éthod e snum é rig u e s 187 Dans la plupart des cas, on ne sait pas résoudre explicitement le probléme de Cauchy (C) ; d’ou la nécessité de mettre au point des méthodes numériques de résolution approchée d’'un tel probléme. Nous allons créer une classe ODE qui servira d’interface pour la programmation des
différents schémas numériques. Cette classe possede comme attribut la fonction /, le pas h, les condi tions initiales (ro>"0) ; de plus, elle programme la résolution de 1’équation de départ sur un intervalle I = [a,b]; pour ce faire, il faut parcourir l'intervalle I a partir de to vers la droite jusqu’a atteindre b, puis a partir de to vers la gauche jusqu’a
atteindrea.ode .pyclassODE (object):defdef init (self,self.f=1fself.h=hh):iteration (self): raise deff, N otlm plem entedE rror C I(se If, tO ,self listex 0): =[[tO, x0]] self k=0defresolution (self selfindicewhile =a,b):-1self.liste[-1][0]b:self.liste.append(self.iteration!))selfh=-
selfindicewhileselfh=0self.liste[0][0]>=self.liste.insert(0,return MaOcDUkDOrs]3.2a:self.iteration!))self.liste Méthode d’Euler La méthode d’ E U L E R est la méthode la plus simple pour résoudre numériquement une équa tion différentielle. Elle présente un réel intérét théorique, puisque elle peut étre
utilisée pour démontrer le théoreme de Cauchy-Lipschitz, Toutefois, son intérét pratique est limité par sa faible précision. L’idéed’EuLERconsisteautiliserl’approximation:ai>*CLO,X{t)"Ux{t+h)-x[t) - jmmm——n h pour h petit Autrement dit. x {t + h) ~ x{t) + h-x'it) = x[t) + h - f {t ,x {t)) Partant du point
ito,x0), on suit alors la droite de pente f{to,x0) sur l'intervalle de temps [t o, t o + h]. On pose alors : t\ = to h Xi = xo + h- f{to,x0) www.biblio-scientifique.net 188 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesDenouveau, partant du point (ii,xi), on suit alors la droite de pente /(ii,x i) sur l'intervalle de temps [ti,ti + h], et
ainsi de suite.

On construit ainsi une suite de points de la maniere suivante : Vfce[0,NI, = + \xjc+i=Xk + h-fitjc,Xic) ~ La ligne brisée joignant les points {iticXjc) | k e [0 ,N]} donnera une solution approchée de notre équation différentielle. Voici une maniére de programmer ce schéma numérique: od e .pyclass Euler(ODE ): defiteration(self):f h=[t s
e If.f, x] = return se lf. h se lfliste [selfindice][t+h,x+h*f(t,x)]Jode.py"O O from =3 im port cQkDIOr\i4 -] x:ai >« CLO Udefa, mathh = approxexpPostScriptf(t,b,im port =x); asreturn-3, 3, psx 0.1 Euler(f, h);approx.CI(0, 1.0) liste approx =ap prox.resolution (a, liste ex acte = nom Fichier, zoom, rouge, [[t,
boite =bleu,['Euler =40,boite, [1.5, avec fortb) in ps.srange(a, "'ode expon en tiellel', noirps.plot(tnom Fichier,['approx', exp (t)] 3], h=0.1", (1, zoom, bleu], [-3, 9], 0, 0), [-4 .5, (0, O, noir], h)] -2, 1), [ [liste approx,['exacte’', b, [0.7, 3.5, (0, bleu], 5], ratio Y = .4 , www.biblio-scientifique.net 14] 0, 0) [liste ex acte,
rouge], m arge= 1.1) rougel], 189 M éthodesnumériquesIlfautbiencomprendrequ’achaqueétape,onrepartdansladirectiond’'unesolutionexactedel’équationdiffé rentielle, maisquin’‘estpascellequiestsolutionduproblemedeCau initial.Surlegraphiqueci
-contre,chyontraceunesolutionapprochéepourlaconditioninitialeJciO)=1etlescourbesintégralesdenotreéquationquipassentparlespoints {tjc,xjc).ode.pyfrom m athim portdefa, f(t, b, im portx):h = 0, approx = courbes = as return 5, ps x 0.5 E u ler(f, liste ap p ro x for exp P o
stScripth); approx.CI(0, 1.0) =ap prox.resolution (a, b) [] Xin liste ap p rox: [xO, yO] = X cou rb es.append![ [ [t, p s.sran g e(a, b, exp(t-xO ) 0.05)], *yO] (1 -0, 1), courb es.append![liste approx,10/ps.plot!'ode exponentielle2'[-0.5, fortxO/10,in 0.1,x0 /30),0 .4]) 1)-2.5,3.5, 1 1.5], 80, courbes, ratioY = .2)
Pour juger de la qualité d’'une méthode (ou schéma) numérique de résolution d’équations différentielles, il faut prendre en compte plusieurs criteres. Pour un exposé rigoureux de ces notions, on se reportera a 1’'ouvrage de référence [Dem96]. "O O ¢ =3 Q 'JD O (N xz DI >Q . O U - Il erreur de consistance donne 1'ordre de grandeur de I’erreur effectué
a chaque pas. Par exemple, dans le cas de la méthode d’ E UL E R, I'erreur de consistance mesure I’erreur qu’entraine le fait d’approcher le nombre dérivé par un taux d’accroissement. La som mation des erreurs de consistance a chaque pas donnera I'ordre de grandeur de I’erreur globale (sous des hypothéses de régularité pour la fonction /). A
I’aide de la formule de T aylor -L agran g e , on peut montrer que dans le cas de la méthode d ' E u L E R, l'’erreur de consistance est dominée par ; on dit alors que cette méthode est d’ordre 1. Ainsi, d’un point de vue théorique, plus le pas est petit, meilleure sera I’approximation. Un schém a num ériq u e est dit consistant si la som m e des erreurs de
consistance ten d vers 0 q u an d le pas h ten d vers 0 ; ce qui est le cas de la m éth o d e d '"EuLER (en gros, car N/z~ ~ /2 © 0 ou N désigne le nom bre d ’itérations). - La stabilitét controleladifférenceentredeuxsolutionsapprochéescorrespondantconditionsinitialesvoisines:unschémaestdittions
initialescurrentdes x{to) =xqetx{to)=xo+eetXlcprovoquentstableadeuxsiunpetitécartentrelescondi depetiteserreursd’arrondidanslecalculré uneerreurfinale\X]¢-Xjc\ www.biblio-scientifique.netcontrolable.Laméthoded’EULERI190ProgrammationenPythonp
ourlesmathématiquesestune méthode stable. Un schéma est dit convergent lorsque 1’erreur globale (qui est le maximum des écarts entre la solution exacte et la solution approchée) tend vers 0 lorsque le pas tend vers 0 . En fait, pour que le schéma soit convergent, il suffit que la méthode soit consistante et stable. Enfin pour la mise en
application du schéma, il faut aussi prendre en compte l'influence des erreurs d’arrondi. En effet, afin de minimiser I’erreur globale théorique, on pourrait étre tenté d’appliquer la méthode d’EuLER avec un pas tres petit, par exemple de I'ordre de 1 0 “~ ®, mais ce faisant, outre que le temps de calcul deviendrait irréaliste, les erreurs d’arrondi
feraient diverger la solution approchée trés rapidement, puisque pour des flottants Python de 1’ordre de 1 0 “~ ®, les calculs ne sont plus du tout exacts ! En pratique, il faut prendre h assez petit (pour que la méthode converge assez rapide ment du point de vue théorique), mais pas trop petit non plus (pour que les erreurs d’arrondis ne donnent pas
lieu a des résultats incohérents, et que les calculs puissent étre effectués en un temps fini). La question de trouver de maniere théorique le pas op timal peut s’avérer un probleme épineux. Dans un premier temps, on peut se contenter de faire des tests pratiques comme dans 1’exemple suivant.

Dans le script suivant, on applique la méthode d’EULER sur l'intervalle [0,1] avec la condi tion initiale x(0) = 1. Pour minimiser le temps de calcul, ’algorithme est réécrit sous forme abrégée.

ode .pyfrom m ath im port im port exp P o stS crip t as ps I print("{:"10} | {:"120,1}|{:"13}" . format('hx(t)exp(t)erreur"))print(-*57)foriinh,range(1,t,whilet, Xt=<8):10%*(-), 1: X=t+print("{0:>10g}TJOcrjh, X*Mh+1)I{1:>.10f} «form at(h, x, | {2:> .10f} ex p (t), exp (t) | - {3:> .10f>" x)) { x(t)
exp(t) 1 0.1 2.8531167061 3.0041660239 1 h erreur O (N 0.1510493178 0.01 2.7048138294 2.7182818285 | 0.0134679990 DJ 0.001 2.7169239322 2.7182818285 | 0.0013578962 >0 0.0001 2.7184177414 2.7185536702 | 0.0001359288 1 e -05 2.7182954199 2.7183090114 1 0.0000135915 le-06 2.7182804691 2.7182818285 | 0.0000013594 le-07
2.7182819660 2.7182820996 | 0.0000001336 1le-08 2.7182817983 2.7182818347 | 0.0000000363 le-09 2.7182820738 2.7182818299 |-0.0000002 4 3 8XI Q. U Pour un pas /7 < 10 le temps de calcul devient trop important, de plus, on voit poindre I'effet des erreurs d’arrondis, puisque la solution approchée est devenu supérieure a 1’expo-
www.biblio-scientifique.net 191 M é th o d e sn u m é riq u e s nentielle, ce qui est mathématiquement faux, en vertu de I'inégalité : (Vn e 1+ - I n 1/r”. La résolution numérique sur [1,5] s’effectue de la maniére suivante : ode.py from m ath im port def a, approx exp P o stS crip t f(t, b, i m port h==x):1,asreturn 5, ps3*x/t-5/t*3 G.1 Eu
ler(f, h); ap prox.CI(1, 1.0) liste approx = approx.resolution (a, b)liste exacte =tin p s.sran g e(a, rouge, b oite (0, 0, 1), bleu, [[t, ps.plot("mal pose",['approx’', 1/=1t**2](1,0,boite, [3.5,-3], for 0), 60, bleu], [-.5, [ [liste approx,['exacte', b,-5.5, bleu], [3.5,.3], h)]5.5, 2.7] [liste_ex acte, rouge], ratio Y = .5, rougel],
marge=11)MaOcnl«tJHD O CM (y) ai >+ CL O U On constate qu'’ici la solution approchée s’écarte assez rapidement de la solution exacte cp.

En effet, la forme générale des solutions de 1’équation différentielle précédente est donnée part X x ~ + 1 /x”. La condition x(I) = 1 impose A = 0, mais des qu’on s’écarte de la solution cp on suit « tangentiellement » des courbes intégrales qui comportent un terme en Xx” et donc qui www.biblio-scientifique.net 192 ProgrammationenPyt
honpourlesmathématiqu e s differe notablement de la solution. Donc le probléme est mal posé. Ici le schéma numérique n’est pas en cause. SoitarésoudreaprésentleproblémedeCauchy:ix(l) =1\x'{t) =100 (sin(r) - x) dont la solution est la fonction (p: r —>16t141 ~ r + 1 0 0 exp( Que se passe-t-il si on résout ce
probleme avec un pas de l'ordre de 0 .0 2 ?

-100 *t)) ~sint.od e .py from m ath im port def f(t, def g (t): a, b, approx im port * P o stS crip t x ): return return h = 0, = as 10, ps 100 * (sin(t) (-100>K cos(t) + - 10000*sin(t) + 100*exp(-100*t))/10001 0.02012 E u ler(f, h); approx .C I(0 .0, liste ap prox = ap p ro x .re so lu tio n (a, liste e x ac te = rouge, b o ite bleu, x) [[t, g(t)] = (1, for O,
ps.plot("mal conditionne", [liste exacte, ['exacte’, in 5], p s.sran g e(a, (0, b o ite, rouge, [0 .7, t 0), 0.0) b) 0, 80, 1]], rouge], 1), b, [-.5, h)]-2, 10, [ [liste_approx,['approx ', [1.5, 2] bleu], 3], bleu], marge=11) *aOc13Q 1—1 Or\iJ-Jx: ai ‘s >. CL O U Avec un tel pas, la solution approchée oscille en s’éloignant de plus en plus de
la solution exacte. En effet, le schéma numérique est donné par: XJc+i=xjc+ 1 00h (sinfjt-Xfc)=(1-100h) X ]c + 10 O h sin tk Donc une erreur de Cjt sur xjc aura les répercussions suivantes sur le calcul des termes ulté rieurs : ejt+1 = (1 - 100/Z)£fc = > Elc+n = (1 - 100/z]1'~Efc www.biblio-scientifique.net 193 M éthodesnumériqu
e s Ainsi dongc, tant que 1 - IOOh > -1, c’est-a-dire tant que h < 0.002, une petite erreur sur I'un des termes aura des répercussions allant en s’amplifiant. Bien que le probléme soit numériquement bien posé, il est en fait mal conditionné. 3.3 Méthode de Runge-Kutta d’'ordre 4 Si,commenousl’avonsdéjadit,laméthoded’  EuLERDpPT
ésenteunintérétthéorique,onpré fereenpratiquedesméthodesd’ordreplusélevé.Parmilamultitudedesschémasnumé riques(méthodesaunpascommecelledeTaylor méthodesapasmultiplescommecellesd’ADAMS-BASHFORTH,d’ADAMS-Mo
ULTON,deprédiction-correction)cellequiprésentelemeilleurrapportprécision/complexitéestcertainementcelledeRunge-Kuttad'ordre4.

En voici le schéma pour VA: £ |[O,N]|,tk +1- "k+ih+hou—X]"+ " {k\+2k2+2ks+JC4)kl=h-f{tn, Xn)k2=h-fitn+ ", Xn+Yks=h\"tn+ ~,Xn+ ~kd =h-f{tn+ h, Xn + k3) Les coefficients qui apparaissent dans ces formules mystérieuses sont judicieusement ajustés pour obtenir une méthode d’ordre 4 , sans pour autant avoir
a calculer les dérivées succes sives de / (comme c’est le cas dans les méthodes de Taylor), ou a recourir a une formule de récurrence d’ordre au moins 2 pour définir xjc (comme c’est le cas dans les méthodes a pas multiples). Sans plus attendre, complétons notre fichier ode. py en y ajoutant ce schéma. o d e .p y class RK4(0DE): defiteration
(self):fh=1[t-a0OcrjOCM @ =selfhselfliste[selfindice]lkl=h & f(t, k2 =h*f(t+ h/2, X+ k1/2)k3=h*f(t+ h/2, X +k2/2) k4 =x)h*f(t+h,returntd «tfJHD selff, x] [t + h, x + k3 ) X + (kl + 2*k2 + k4) / Effectuons une comparaison des méthodes d’EuLER et de au problemede Cauchy:5]Rungeix'(r) =x[t)4-1SIgi>Q.
OU+2*k3ode.pyfrommathdefa, f(t,b, im portexpPostScriptx):h =0, liste ex acte as return 1, = ps x 0.1 [[t, ex p (t)] for t in ps.sran g e(a, www.biblio-scientifique.net u tt a en les appliquant (C) \xi 0) = lim port -K b, h)JProgrammationenPythonpourlesmathématiques194print("{:""10}1|{:"17}". forma
t('h','erreureuler','erreurrkd')print(-*52)foriinrange(1l, h=eulere7):10** (i) =Euler(f, h); euler.CI(0, =eulerresolution (a, rk4 = RK4(f, h);rtk4 .CI(0, r=rk4 .resolution(a,print(" {0:>10g }I{!:> .format(h, herreur1 0.1 1.0) b)[-1] 1.0) b )[-1]. 10e} exp(e[0]) euler | | {2 :> - e [1], erreur . 10e} " exp(r[0])
1.5104931784e-01 | 2.5338874514e-062.2464341498e-100.011 1.3467999038e-02 | 0.001 1 1.3578962232e-03]|2.2204460493e-140.00011 1.3592881559¢e-04 | -2.6645352591e-13 1e-051 1.3591551171e-05 | -5.2180482157e-121e-06 1 1.3591611072e-06 | 2.1464163780e-lltivesdunombree, h=r1[l]))tTkd 1Onconstate
gquepour-0.001,laméthoded'EULERnedonnequetroisdécimalessignifica alorsquelaméthodedeRunge-KuttaendonnequatorzeRunge-Kuttaavecunégalementqu’'ilestinutiled’appliquerlaméthodede!Onremarquepash>0.001,puisquedanscecas
leserreursd’arrondiprennentledessusparrapportaugainthéoriquedeprécision.3.3.1 Une équ a tion d ifférentielle non linéaire, du 1°~*” ord re Soit a représenter au voisinage de l’origine les courbes intégrales de 1’équation différentielle : x'{t) =1 + TJOcrja O tH O T'M (y) XI O] >Q . O U -x{tY Si l'on tente
de résoudre cette équation avec la classe précédente, le déroulement du pro gramme sera arrété a un moment par une erreur indiquant un dépassement de capacité pour les flottants. En effet, si on considere par exemple la solution maximale correspondant a la solution initiale x(0 ) = 0, on peut montrer qu’elle est définie sur un intervalle ouvert
borné et symétrique par rapport a 0 ; de plus, elle admet des limites infinies aux bornes de cet inter valle, ce qui explique qu’a partir d’une certaine valeur de t, x prend des valeurs au-dela des valeurs permises pour les flottants. Nous sommes donc amenés a modifier notre classe ODE en ajoutant la possibilité d’indiquer une condition d’arrét dans la
résolution numérique d’une équation différentielle. On s’inspire ici d’une classe donnée dans [Lan09].

ode.pyclassODE(object):def init (self,selff=~fself.h =hf{ h): www.biblio-scientifique.netMéthodesnumériquesdefl195iteration (self): raise def N otlm plem entedE rror C I(se If, tO, s e If .lis te se If.k def xO ): = [[to, = O re so lu tio n (se If, if term ine is term ine a, b, term ine= N one): None: = lam bdaself.
in d ice w hile x0]] = x: False-1 (self.liste[-1][0]bandnottermine (selfliste[-1][1]))self.liste.append(self.iteration())selfh=-selfhself.indice=0(selfliste[0][0]>=aandnottermine(selfliste[0][1])):self.liste.insert(0,selfiteration())returnself.liste w hileclass RK4(0DE): defite
ration(self):fh=[t x]selff, =kl=h*f(t, k2=h*f(t+h/2, X+kl/2)k3=h*f(t+h/2, X+ k2/2)kd=cDQyE>x)h*f(t+h,returnMaoselfhself.liste[self.indicel[t+h, x+ k3)X+ (kl + 2*k2 + 2*k3 + k4) / 6] Pour résoudre Téquation x' =1 + t~x”, on indique alors comme condition d’arrét de la résolu tion numérique,
le dépassement d’une certaine valeur par x : dés que |x(r)| > 4.5, on sort de la boucle. o d e .p y im port P o stS crip t as ps o r\i def a, >. C O (J def f(t, b, x ) : h, return bleu, b o ite horscadre(x): 1 + t**2 = -4, retu rn * x**2 4, 0.01, abs(x) (0,0, 1), [-4 .5,-4 .5, >4.5]1 courbes forkinsol=[]ps.srange (-4, = RK4(f h); 4, 0.2 ): s0l.CI(0, k) cou rb
es.append![sol.resolution(a,ps.plot("exem ple-rk4", b o ite, 40, b, horscadre), courbes) www.biblio-scientifique.net bleul) 4 .5,4.5] 196 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques(a) Courbes intégrales de x' = 1 + (b) L’oscillateur de van der Pol F ig ur e 4.1 - Résolutions numériques par la méthode de Runge-
Kutta 3.3 .2 Un sy ste m e a uto n o m e Soit a représenter les courbes intégrales du systéme autonome suivant, appelé oscillateur de van der Pol : i*=y XJ O crj G «t]JH D O CM (y) XI CTI >Q . O U Il faut au préalable adapter la classe RK4 aux cas des systemes différentiels : en effet, dans la fonction ite r a tio n, les variables x, Kl,... k 4 représentent
a présent des listes. Or une ins truction comme x -i- A:l/ 2 renverra un message d’erreur. En effet, la division d’une liste par un entier n’est pas définie ; de plus, ’addition de deux listes effectue la concaténation des listes, et non I’addition des listes composante par composante. Si on souhaite utiliser la classe RK4 sans modification, il faut alors
travailler non plus avec des listes, mais avec des objets suppor tant la vectorisation, comme c’est le cas des tableaux de la librairie de tierce partie NumPy ; en outre, cette option a ’avantage de réduire de maniere significative les temps de calcul. Cette option sera présentée dans I’exercice 51. Dans un but pédagogique, faisons ici le choix de réécrire
une nouvelle classe adaptant la mé thode de Run g e -K u tta a des vecteurs représentés par des listes. o d e .p y class RK 4 system e(ODE ): defiteration(self):f h=selff [t kix]==[hselfhself.liste[self.indice]* U for U in f(t, x)] www.biblio-scientifique.net M éthodesnumérique sV =k2 [w[0] =[hV =k3 + w[l]/2 *
[w0l]=[hV=*[hV=Ufor + [t + zip (x, + h/2, win f(t w in f(t kI, k)] v)j zip (x, + h/2, k2)] v)j zip (x, k3)j + v)j + 2*w[2] zip(x, h, f(t U in (w [lj w in retu rn for U for w in for U in + w [1] * [w[0] for U in + w [1]/2 [w[0] k4 = U for for h/2, + 2*w[3] k2, k3, 197 + w [4])/6 k4)j v] On I’applique ensuite a I’oscillateur de gure 4.1b : P ol donné plus haut et
on obtient la fi van der o d e .p y im port P o stS crip t def f(t, def horscadre(x): a, sol b, x) : h, as ps return b o ite [x[l], retu rn = 0, 30, = RK 4 _system e(f, sol.C I(0, so lu tio n courbes b = 15 forkin sol [0 .0 1, = = [x[1] 0.5 * x[1] abs(m ax(x)) 0.01, [-3 .5, for Xin p s.stan g e(0, 20, 0 .4): = RK 4 systeme(f, [0.3*k-3,0cD Q «y— JD A O solu tion
[x[1] 3.5] [x[1] b, horscadre)] h) for [3- 0 .3*k, = 3.5, 3]) Xin = RK 4 system e(f, so.CI(0, XJ -3 .5, 0)]] sol. reso lu tio n (a, c o urb es.append![so lu tio n , sol x[1]**3] > 4 so l.reso lu tio n (a, 0, = - h) (1, solu tio n x[0] 0 .01]) [[solution, SOICKO, - (k/20, 0 .32, b, horscadre)] 0.4 8 -k /4 4 )]) h) -3]) for X in s o L. reso lu tio n (a, cou rb es.append!
[solution, ps.plot! "syst autonom e", 'k/20, b o ite, 40, 0.32, b, horscadre)] 0.4 8 -k /4 4 )]) courbes, etiqu e tte=False ) CMx: O] >« 0 Q.U 3.3.3Unexempled’'é qu ation d ifféren tielle linéaire d ‘o rd re 2 On rappelle qu'une équation différentielle linéaire d’ordre n peut toujours s’écrire comme un systéme différentiel d’ordre 1. Illustrons
cecidansle casn-2\ennotant : A(r) = 1 0 - b{ t) -ait)}’ X{t) = ?,«)* www.biblio-scientifique.net ~ 0 c{t) 198 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesonaleséquivalencesXVrel =Xx"+a{t)x' + b{t)x=c{t)<”™"ytflx”--bx-ax'+cdx\'Ujdt< ="yt£l\(x\TO] e \N+\01-b-a)—[X)X'=Mt)-X+ C{t)
Considérons, par exemple, I’équation différentielle du 2 ®ordre dite de B essel : 0 -a™)x(r) = 0 X'(r) = A(r)-X(i) avec A{t) = a2 "2 -t Vt2 + ix'(r) + Tracons quelques solutions pour a = ™ a l’aide de la classe RK4 systeme : o d e .py im port def P o stS cript f (t, = 0.5 return b, h, courbes for k in sol ps x ) : alp h a a, as [x[1], b o ite = (alpha**2 = 0 .01,
-18.9, t%2) 0.01, / t**2 [-1 .5, *x[0]-9 .2, - x[1] 19, 9.2] /t] [ p s.sran g (0, 20, = R K 4 system e(f, so lu tio n = [[x[0], 0 .5 ): h); courb es.append![solution,ps.plot{"bessel", sol.CI(a, x[1]1[0j]l b oite, 17, for [0.2*k-2, X in (k/20, courbes, 0]) s 0 1. reso lu tio n (a, 0 .32, b)j 0.4 8 -k /4 4 )]) ratioY = 0.5, gradH =0.2) @aOcD U kD O rs] ai
>e CL O U www.biblio-scientifique.net 1ty Méthodesnumériques3.3.4199InconvénientsdelaméthodedeRunge-KuttaLa méthode de Runge-Kutta est appréciée par sa simplicité de mise en ceuvre ; en effet, elle ne nécessite que quatre évaluations de / par pas, tout en offrant une bonne précision. Cependant, aucune méthode
numérique n’étant parfaite... elle souffre de deux inconvénients. D’une part, on ne dispose d’aucune indication sur I’erreur de troncature au cours des calculs. D’autre part, elle présente des problémes de stabilité des que le second membre varie rapide ment (problemes raides).

Si l’on souhaite surveiller la précision, une solution simple, mais coliteuse, consiste a conduire deux calculs simultanément, I’un avec un pas h et I’autre avec un pas 2h. Tant que la diffé rence entre les deux résultats ne dépasse pas une certaine valeur, on admet que ’erreur de troncature est acceptable. Sinon, on repart avec un pas plus petit. 4 In te
rp o la tion p o ly n o m ia le L’interpolation consiste a remplacer une fonction difficile a calculer numériquement ou une fonction empirique (dont on ne connait les valeurs qu’en quelques points) par une fonction plus simple, par exemple une fonction polynomiale. Soit a approcher une fonction / sur un segment [a, b\ par un polynéme P. On suppose
connaitre les valeurs de la fonction aux points d’une subdivision (xq, ..., Xn) du segment [a, b\. La premiére idée consiste a décomposer le polyndome P dans la base canonique de IR,[X], puis a exprimer les conditions d’interpolation : ao + aixo + *** -t =/ (xq) 1Q + aix\ + *W* + a, x ” = fixi) oq -baiXn -b ¢** -ba , x" = f{Xn) P —qq -b i2iX -He e~ -i-
a”iK.”~ W a O cD U Mais en pratique, la résolution de ce systéme est trop lourd. On pourrait alors penser a décomposer le polynéme P, non pas dans la base canonique, mais dans la base (L/)je[|o,,]] des polynémes interpolateursde Lagran ge définisparV/e[0,n],U=n(fr?)1—1 0O rvj(S)xzDI>Q. O U k" i Dans cette base, le polynéme P se
décompose simplement sous la forme P = /(xo0)Lo-t----h/(x,,)L, Cependant, cette méthode souffre de deux limitations : d’une part, elle sera assez sensible aux erreurs d’arrondi vu le grand nombre de multiplications a effectuer ; d’autre part, on ne peut pas calculer par récurrence la suite des polynémes L/ : dés qu’on rajoute un point a la subdivision, il
faut recalculer tous les polynomes de la base. La méthode utilisée le plus couramment en analyse numérique est celle des différences divi sées; elle consiste a décomposer le polynéme P dans la base des polynémes de N e w t o n . Cette méthode a déja été utilisée a la section 2.3.4 du chapitre 3 pour le calcul des logarithmes. www.biblio-
scientifique.net 200 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques On peut montrer (cf. [Dem96]) que le polyndme interpolateur P se décompose de la maniére suivante : P = fiXo )+ Y. f[X 0,...X k {X - X 0)" - {X - Xjc) k=\ ou les différences divisées sont définies par la relation de récurrence et VA:>1, ix o] = f{ x0)
flxo,...,.Xk] = f[X}f...fX1(~] f[XQ, . . . f Xj(~—\] Xjc-Xo Pour programmer cet algorithme, on remplit un tableau triangulaire a double entrée : a chaque étape, on remplit une colonne supplémentaire.

Une fois le tableau rempli, on extrait les termes diagonauxco, ...

, C , ; puis on utilise 1’algo rithme de H o r n e r pour calculer les valeurs du polynéme d’interpolation pn en un point x : Pnix) = Co + { x-X0) (C1+ (x-Xi) (C2 + (X-X2)(C3 + **+ + (X - X, i)C,))) Le programme peut s’écrire comme ceci:interpolation, py"O O def d iffD iv (liste ): ta ille ¢ 13 = le n (liste ) tableau Q y1— £> I O r\i for t = in
for [[x [1]] range(], i in for range(t, d iff = x in liste ] ta ille ): ta ille ): ( (tab leau [i][t-1 ]/ (liste [i][0 ]-tableau[i-l][t-1 ))1iste[i-t][0])) xz tab leau [il.ap pen d (d iff) DI >Q.

O retu rn [lig n e[-1] for lig n e in tableau] U def in terp o I(x, tableau v aleu r for lis te ): = d iffD iv (liste) = tab leau [-l]]kinrange (len (liste) -2, valeur *= X - v aleu r += tableaulk] retu rn -1, -1): liste[k ][0 ] v aleu r www.biblio-scientifique.net 201 M éthod e snum é riq u e s On considére a présent la fonction / : x passe-t-il si 'om essaie
d’en donner une approximation polynomiale par interpolation en des points régulierement répartis dans l'intervalle [-1,1 ]?interp ola tion .p y from P o stS crip t from in terp o latio n def f(x): retu rn num points, rouge, subdiv I = = = [[x, liste _p1subdivI = a, vert, liste f = [[x, liste_p 2 im port b, = for [[x, = for [[x, ['p _1l(x)', 1, 1000, -1 .2 (0
,1,0), nrange(a, b,, 1.2, (0,0,1), 100, "runge" [-1 .5, -0 .7, 1.7, 2.1] num points)] 11) X in 1, subdiv] 1)] for x in nrange(a, b, num points)] for x in nrange(a, b, num points)] 19) X in b o ite, rougel]], [1 .1, = (1 ,0,0 ), X in subdiv] in terp o 1(x, plo t(n o m F ich ier, [liste p 2, for = in terp o I(x, nrange(-], f(x)] nom Fichier b o ite f(x)j nrange(-1, f(x)]
nrange in terp o 1 I/(I1+ 10*x**2) zoom, bleu, [[x, p lo t, im port 1)] zoom, [[liste f, ['l/1+10x'~2)',-0.3], vert], bleul, [1.1,[liste pl, 0.1],['p 19 (x)*, vert], bleu], [1.1, 1], rouge]) Avec 11 points, le polyndome d’interpolation approche relativement bien la fonction tant que 1’on ne s’approche pas des bornes du segment [-1][T]. On serait alors
tenté d’augmenter le nombre de points d’interpolation. Or comme on le voit sur la figure suivante, avec 19 points d’interpolation, le mal empire ! C’est le fameux phénoméne de Runge.T30c 3 U Orsjgi >0 Q . U Comme le polynéme d’interpolation pn s’écarte de la fonction aux bords du seg ment sur lequel on travaille, la bonne idée est de
modifier la subdivision en concentrant légerement les points de la subdivision aux extrémités du seg ment. Si on travaille sur l'intervalle [- 1, 1 ], on utilise alors généralement les n racines du polynome de Tchebych e v, de pre miere espece, d’ordre n défini par T,i(x) = cos(77arccosx) Ses racines sont alors données par2/-FIO ="~ co0 s ------- a/
e[0,ri-1]|nwww.biblio-scientifique.net 202 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesEn effet, comme on le constate sur le tracé du polynéme T20 , la répartition des racines est plus dense au voisinage des bornes de l'intervalle de travail :interpolation. py from m ath from postscript im port num points, lis te
= a, [[x, b, * im port plot, orange zoom, boite =cos(20*acos(x))Iplot("tchebychev' ratioY = .4, b oite, 1000, for zoom, -1, 1, x in 140, nrange(a, [[liste 1], [-1 .1, b, -1 .1, 1.1, 1.4] num points)] ['T 20 ', [0.8, 1.1 5], bleu], gradH =.02) Complétons alors notre fichier runge. py. En reprenant les essais précédents, remplacons la
subdivision réguliere de [ - 1, 1 ] parla subdivisiona:interpolation, py from def m ath im port tcheby(n): subdiv = tch eb y (1l); liste _p 1 subdiv = [[x, = = [[x, [-1 .5, p lo t("tcheby", [liste p2, ['p 1(x)', [cos(pil=1=-0.3, 1.7, rouge]], [1 .1, D] for for f(x)]1)] 1.2] zoom, (2*i+1) f(x)] [[%, in terp o I(x, b o ite, * [[x, in terp o 1(x , = tcheby(19);
liste p2boite*returnxx-0.1], # xm in, v ert], x in x b, range(n)] num points)] --- P 19(x) ai >Q. O U num points)] ymax [liste pl,0.11,['p _19(x)", ......

P 11(x) b, xm ax, bleu], — 1 1 in subdiv] ym in, ------ f(x) TM in [1 .1, i subdiv] nrange(a, "O O c 13 Q O for nrange(a, in [[liste f, ['1/(1+10x"'2) "', (2*n)) in for for / v ert], bleu], [1 .1, 0.3], rouge]) Cette fois-ci, le polynéme d’interpo lation fournit une approximation de / tout a fait fideéle. Plus précisément, on peut prouver que si / est lipschitzienne sur
I'intervalle [ - 1, 1 ], la suite des polynomes de Tchebychev con verge uniformément vers / sur cet intervalle (pour une démonstration de ce résultat, se reporter a [Dem96]). Notons que si I’on souhaite effectuer une interpolation sur un segment [a, b] quelconque, on se raméne a 1’étude précédente par le changement de variable affine ¢: t t-a b-a
www.biblio-scientifique.net 203 M éthod e sn um é rig u e s Avant de clore cette section, signalons que I'omr pourrait chercher a approcher la fonction f par des polynémes autres que des polynémes d’interpolation:-lespolyndémesdeBernsteinassociésalafonction/:n (Jc\” fc=o'” 'V Bn(/)(x) = £/ - - le polynéme de degré au
plus n obtenu par la méthode des moindres carrés, c’est-a-dire le polynéme qui réalise le minimum suivant : inf £ !/-P (x) I dx Pe[R, [X] Si on munit ’espace vectoriel C °([-1,1]) du produit scalaire (/|g) =j1if g, le polynome recherché est la projection orthogonale de la fonction / sur le sous-espace vectoriel [R,[X]. La détermination de ce polynéme se
ramene a la résolution d’un systéme li néaire : en effet, P est le projeté de f si et seulement si la fonction ( P - /) est orthogonale a chacun des vecteurs de la base canonique de Un [X]. Encore faut-il disposer d’'une méthode d’intégration numérique... - etc. 5 D é riv a tio n n u m é riq u e Lorsqu’une fonction est trop compliquée pour que le calcul
analytique de sa dérivée soit pra tique, on peut obtenir une valeur approchée de la dérivée en calculant un taux d’accroisse ment T/1 : f{x+h)-fix) fi x ) avec h petit h XJ O c rj G }O tH O En théorie, plus h est petit, plus Tx(h) est proche de fi x ) . Mais, eu égard aux problemes d’arrondi, il ne faut pas prendre h trop petit.

En effet. Le calcul de x”~Ch) se fait avec un pré cision absolue de I'ordre de 2 e- | fix ) | /h (ou e 1 0 “~7) ; par ailleurs, d’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange, onaI'MXICTI >Q . O U \xxih)-fix)\ L’inégalité triangulaire entraine alors , ------ fix )-ix ih ) Une étude rapide de la fonction h: h un minimum absolu sur atteint en h , < -iiriio o + 2 e If
{x)2 ™ ||/"|lo o + 2e\f{x) n I ' montre que cette fonction possede h =2 www.biblio-scientifique.net 204 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques Pour une fonction suffisamment réguliere, il est donc judicieux de choisir une valeur de h qui soit de Tordre de y/z, c’est-a-dire de Tordre de 1 0 “~. L’écriture d’une classe pour
la dérivation numérique peut étre : d e riva tion .p y class D iff(o bject): def init (self,classselff=selfh=hf h=1e8):.fDiffAvantl(Diff):def call (self,f x):h=selff selfhreturn (f(x+h) - f(x ))/h Comparons pour différentes valeurs de h les valeurs données pour la dérivée de la fonction sinus en 0 : d e riv a tio
n,pyimportmathasIprint('{:"7}forninX, m{:~20}'format!'h', range!1,h=0,"00]|cos=DiffAvantl(m.sin, {:.15f>"'. form at(h, ('-'*28) h) cos(x))) cos 1 print 13): 10*(-n); print!'{:7.le} h'cos"')); h1cos 1.06-01 1 0.998334166468282 1.06-07 1 0.999999999999998 1.06-02 1.06-08 1 1.000000000000000 1.06-03 1
0.999983333416666 1 0.999999833333342 1.06-09 1 1.000000000000000 1.06-04 1 0.999999998333333 1.06-10 1 1.000000000000000 1.06-05 1 0.999999999983333 1.06-11 1 1.000000000000000 1.06-05 1 0.999999999999833 1.06-12 1 1.000000000000000 On constate qu’a partir de h = 10"" la valeur donnée est exacte. Notons qu'il existe
d’autres formules d’approximation de la dérivée, basées sur des calcul de différences finies et qui permettent d’obtenir un ordre d’approximation plus élevé : c =3 Q yorH O rsj f'{x) = — ~ h ~ -FO { h ) différence arriere d’ordre 1 différence centrée d’ordre 2 xz CTI >CL O fix) =-Ne + 2 W + 4 /(x + W - 3 /( x) ~ différence avant d’ordre 2 U fix ) = m x
)-4fix-h)+fix2h) ™ ,-"f{x+2h)+f{x+h)-"f{x)-"f{x-h) " hdifférence arriere d’ordre 2 + O[h") etc. www.biblio-scientifique.net différence avant d’ordre 3 M éthod e snum é riqu e s 205 Pour les programmer, il suffit d’ajouter une classe pour chacune dans le fichier de rivation.pyderivation,pyclassDiffCentre?2
(Diff):def call (self,f x):h=selff self.hreturn (fgx+h) - f(x -h ))/(2 * h ) Comparons, par exemple, I'efficacité de la formule de la différence centrée d’ordre 2 pour le calcul de la dérivée de la fonction racine carrée : derivation . pyim port def for m ath as m f(x): returnninrange (1, m .sqrt(l+ x) 13): X, h =0, 10*(-n) gl = D
iffAvantl(f, g2 =DiffCentre2 (f print('{0:7.1e}TJOcDUkKDOTrs]0i>Q.OU|h)h){L:.15f>1{2:.15f>"'".format!h,gl(x),g2(x)))1.0e-01 0.488088481701516 0.500627750598189 1.0e-02 0.498756211208895 0.500006250273449 1.0e-03 0.499875062460964 0.500000062500006 1.0e-04 0.499987500623966
0.500000000624445 1.0e-05 0.499998750003172 0.500000000003276 1.0e-06 0.499999875058776 0.500000000014378 1.0e-07 0.499999988079480 0.500000000291934 1.0e-08 0.499999996961265 0.500000002512380 1.0e-09 0.500000041370185 0.500000041370185 1.0e-10 0.500000041370185 0.500000041370185 1 .0 e-ll
0.500000041370185 0.500000041370185 1.0e-12 0.500044450291171 0.500044450291171 Cette fois-ci, on voit apparaitre tres nettement la perte de précision lorsque h est trop petit. 6 In té g ra tio n n u m é rig u e Les méthodes les plus courantes pour approcher numériquement une intégrale reposent sur une formule de la forme pb 1=1 Jan
f{x)dx="W jfiXj)+ E (*) j = i ou les Wj sont appelés les poids, les x j les pivots ou noeuds. Le nombre E est I’erreur de tron cature. Les méthodes classiques d’intégration numérique se répartissent en deux types : - les algorithmes de N ewton-Cotes ol les pivots sont équidistants. Les n poids sont donc les seuls parametres ajustables ; ils sont alors
choisis pour rendre la méthode exacte (c’est-a-dire telle que E = 0) pour n’importe quel polynéme de degré au plus n - \ . www.biblio-scientifique.net 206 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques-lesalgorithmesdequadraturedeG2nolulesausspivotsetlespoidssontajustables;cespar
ameétressontalorschoisispourrendrelaméthodeexactepourn’importequelpolynomededegréauplus2/7-1.SilesméthodesdeGausssontplusperformantes(entermedeprécisionpourunmémetempsdecalcul)quelesméthodesdeNewton-Cotes,elles
sontenrevanchepluslourdesaprogrammer.Avantdedécrirequelquesméthodesd’intégrationnumérique,onpeutcommencerparécrireunesuper-classequireposesurlaformule(*):integration, pyclassIntegration (object):def init (self,selfa,a,se
Ifb,b,self.poids pivotsdefb, nself.quadrature() N otlm plem entedE rror inte grale (self, return 6.1 = =a,quadrature (self): raise def n): se lf.n sum(w * f): f(x) for w, xin s elf.p o id s pivots) Méthodes de Newton-Cotes composées Pour donner une valeur approchée de l'intégrale I, une premiere idée est de remplacer la
fonction / par un polynoéme P qui interpole / en plusieurs points. Cependant, dés qu’on augmente le nombre de pivots, on risque fort de se retrouver confronté au phénomene de R u n g e . On modifie alors 'idée de départ ainsi : on commence par subdiviser réguliérement l'inter valle d’intégration en n sous-intervalles [Xj,Xj+\\ou Xo-a, Xn-eth, Vy
£|0,n\,xi=aavec+jh,h=b-anTJ]Ocrji«tfHDOCMEnsuite,onremplace/parunpolynémePyquiinterpole/surchacundes«petits»segments[Xy,Xy+1]¢-0J>Q.0UXy,alorslegraphedePyestunedroitehorizontale:c’estlaméthodedesrectangles.(y)XISiPyin
terpole/aupoint-SiPyinterpole/auxpointsxyetxy+i,alorslegraphedePyestunedroiteaffine:c’estlaméthodedestrapezes.-SiPyinterpole/auxpointsxy,c’estlaméthodedeSimpsonetxy+i,alorslegraphedePyestuneparabole:1/3.Enfin,onsomme
lesintégralesdechaquepolynémePysur[xy,xy+il,etonobtientunevaleurapprochéedel:n-1nXj+il=Y.Ij=0]Jxjn-1(f{x)dx=YnXj+i/j=0\]xj\Py(x)dx +E y Uj www.biblio-scientifique.netn-1Y]J-gqnx i+ i/]J xj Py(x)dx 207 Méthodesnum é riqu e s Comme ces méthodes ont déja été introduites a la
section 3, on ne s’attarde que sur la mé thode de Simpson 1/3 composée. On se place sur I'intervalle [Xj, x j + 1 ] et on note 5alors d’apres les formules des dif férences divisées (cf. § 4), le polynome d’interpolation de / aux points iXj,”j,Xj+\) est donné par P -f-f[ Xj, = fIXj11,j 1 { X-Xj) + f[Xj, ~j, Xj+il{x-Xj){x-"j) On en déduit, apres
calculs, 1 Pjix)dx=-{f{Xj)+4fii,j)X/+fixj+1i)) O Par sommation on obtientIb-ab6n (/Xo)+4/(ayi)+2/x )+4/(" )+ e +2/x,-)+4/n-\b-ab—Cln-\/Ui)+4Xfixo)+2Y,6ri+f(x,)) y=i7=0avecYalJc =CL+k-1si/:=00u2/7b—Cl—et2n6«S)=-{4si0 < A:< 2/z et A:impair 2 si 0 < A:< 2/2 et A:pair On peut
montrer (cf. [Dem96]) que l'erreur commise est majorée par |[E|< 1 2880 h ~ - Wf (4) { b - a) (* *) On dit alors que la méthode est d’ordre 4 ; noter que la méthode est exacte pour tout polynéme de degré au plus 3.

Programmons les trois méthodes sus-mentionnées : integration, py class MO O R ectangles(Integration): defc =3 Qyf>Orviquadrature!self):a b, h=n=selfa, (b-a) return class n a + i*h) for selfniin range!n)] Trapezes!Integration):defquadrature!self):a, CTI's >Q.Ob, h=n = !b-a) return U class /
[(h, selfb, self.a,/self.b, self.n !i+ 0.5)*h) for n [!h, a + iin range!n)] Sim pson !Integration ) : defco e fflse If, ifi == 0 orreturn e lifii, = = N: 1 % 2 == returni N ): 1: 4 www.biblio-scientifique.net 208 Programmation en Python pour les mathématiqueselse:return2defquadrature(self).a,b,n=self.
a,ifn%2!'=1:n+=1self b,self nh=(b-a)*0.5/nreturn[(h/3*self.coeff(i,Exercice2*n),a+i*h)foriinrange(2*n+1)]49. Représenter la spirale de C ornu définie par x{t) = / cos(w 7)di/ et y{t) =/sin(w")duJOJOAunerotationdejprés, onobtient: Solution.
integration,pyfrommathimport*fromPostScriptimportplot,nrangedefz(t):s=Simpson(0,t,1000)X=lambdau:cos(u**2)y=lambdau:sin(u**2)return[s.integrale(x),s.integrale(y)]MaOcni«]DOtHnumpoints,a,b,zoom,boite=1000,-10,10,100,[-1,-1,liste=[z
(x)forXinnrange(a,b,numpoints)]plot("cornu",boite,zoom,[[liste,(0,0,1)]],axes=False) 1, 1] Pour une présen tatio n de cette courbe, le lecteur p o urra consulter le site de référence en m atiere de courbes et de surfaces : htt p : /www. mathcurve . com/courb e sd/cornu/cornu.2 CM shtml (y ) Pour
diminuer le nombre de points a tracer, et donc le temps de calcul, on pourrait utiliser des courbes de B éz ier avec comme points de controéle les vecteurs vitesse (qui se calculent tres simplement ici). xz CTI >0 Q . U Pour conclure cette section, revenons u n in stan t sur I'inégalité (* *) : cette m ajoration de l’er reur possede un in térét théorique
indéniable ; néanm oins, elle ne p erm et pas de d éterm in er d irectem ent 1'ordre du pas h a choisir po u r ob ten ir u n e approxim ation de I avec un e précision donnée. En effet, com m ent d éterm in er u n e b orne de la dérivée q uatriem e de / ? N um érique m ent, ce problem e est trop com plexe. En pratique, on applique la m éth o d e avec deux
pas différents {h et 2h p o u r m inim iser les évaluations de /) et on utilise la différence des deux approxim ations num ériques com m e estim ation de I’erreur du m oins b o n résultat. www.biblio-scientifique.net 209 Méthodes numériques 6.2 La méthode de Romberg La m éthode de R omberg utilise le procédé d 'extrapolation de R ichardsonpour
accélérer la convergence de la m éthode des trapézes com posée. Soit / u n e fonction de classe sur le segm ent [a, b]. On décom pose le segm ent [a, b] en n sous-intervalles égaux. Alors I’approxim ation de I'intégrale I de / sur ce segm ent p ar la m éthode des trapézes vaut T(h) =h-/Uo0) +V2/JC;) +-/(-Cn)20Ujvye[0 ,«],Xj=a+jh,b—
Cleth = - n On p eu t alors m o n trer (cf. [Dem96]) a I’aide de la form ule d 'EULER-MACLAURIN que l'’erreur com m ise dans la m éthode des trapézes posséde u n développem ent limité a to u t ordre de la form e E{h) =aih ~ + azh™ + —\-+ ouE (h)=T (h )-J De plus,lesned é pend e ntniden, nide h. L’'idée est alors de faire une com
binaison linéaire de T (h) et T (1/2) po ur an n u ler le prem ier term e du développem entde E : T) =fit) 0.1 +a\h ~ +a2h'~ h— + ~ (f) “/fl+ + eoe +iATHO-TM ) =f~f[t)dt +0[h"")f-¢>2+ s+ +bjc-i-tO™U™"jN \Y '0{h”) On rem arque g u ’ainsi, on a gagné u n ordre dans le développem ent de
I’erreur. C’est u n bon exercice de vérifier que la nouvelle expression o b ten u e correspond a la m éth o d e de Sim pson . Le procédé p récédent se généralise aisém ent : on utilise des dichotom ies successives avec des pas de la form e h et on rem plit u n tableau triangulaire co m p ren an t les nom bres: "OO ¢ 13 Q “m,0 —T 'b a\12" .wiT, Ha et
V«ep, m|,K,nn=-A/"_ i~ i4« 10 (Nszai=>* Q.0 U étape r=o0 1 r=2 tableau [0] tab leau 11] Ai.o tableau [2] A2,0 tableau [n] Am,0 ™ A2,i Am,] Am,2 www.biblio-scientifique.net t= m 210 Programmation en Python pour les mathématiques Le dernier élém ent de la diagonale principale AT,T est alors la m eilleure approxim ation de l'intégrale
I que I’on puisse obtenir en évaluant f en 2'" points. En pratique, on com m ence par rem plir la prem iere colonne en se servant de la relation de récurrence : Afc.o = -Afc-i,0+A'"Q En effet, ennotanth =ou=ona2"'-]1Y. f{a +jh) +-f(b) Afc,o-h-/(e)+ " j=iY=ha+iZj+ D~ j~ " " )k12'"*-"-127-1-1 -/(«)+ Ef {a+ 2ph)+ p=1E ~f[a+ {
2p+1)h)+-fib)p=0Y2"-1-1=“Afcio+UE ~y=02" ~fla+ {2j+ Dh) A" k.O Ceci p erm et de calculer un e fois et une fois seulem ent les valeurs de / nécessaires. Ensuite, on rem plit les autres colonnes en utilisant la formule V«e |[1, m], Am,n =4 ~ '-1 La p rogram m ation de ’algorithm e p eu t alors s’écrire com m e suit:integra
tion,pyclassRomberg(objpct):def_init_(self,a,b,m):self.

a,self.b,self m=a,MaOcDUOTu]defintegrale(self,f):a,bm=self.a,self.b,A=[[(b-a)*(f(a)+f(b))forkinrange(Lb mself m*0.5]Im+1):h=(b-a)/2**kAp=h*sum([f(a+j>t=h)forj>0Q.inrange(], 2*¥k,2)])A append([0.5*A[k-1][0]-i-Ap]fortinrange(l, m+1):
Uforkinrange(t, m+1):A[lk].append((4+*t*A[k][t-1]-A[k-1]J[t-1])/(4**t-]))returnAlm]m]Exerciceb50.C onjecturerl’ordre de la partie principale du développem ent asym ptotique de la suite Un=1ln (1-i- r " ) d r JO www.biblio-scientifique.net Méthodes numériques Si Un possede u n développem ent de la form
e Un = co«” + c\if- ™ nécessairem ent, Un+la =limn Solution. 211 ©), alors Un On p eu t donc conjecturer la valeur de a avec le script suivant:integration, py from mathimport*m = Romberg(0,1,16)defu(n):returnm.integrale(lambdax:log(l+x**n))defv(n):returnn*(u(n+1l)/u(n)-1)n,liste
=2%8,[1,0]whilen>1le-10:liste[0]))print("n*u(n)={:f}".format(m*u(n)))n=256n=512Iv(n)=-0.99187693621Iv(n)=-0.9959222822n=10241v(n)=-0.9979570706n*u(n)=0.822412n=20481v(n)=-0.9989775146n=4096n=8192Iv(n)=-0.9994885018Iv(n)=-0.99974418
9 3 D onc vraisem blablem ent, a = - 1 . En fait, en utilisant u n th éorem e d 'intégration term e a 2 term e, on p e u t prouver que Un ~ 6.3 (R em arquer que J i~ /1 2 © 0.822467033424). Méthodes de GaussCommenousl’avonsditendébutdesection,lesméthodesdequadraturedeGaussconsistentachoisirno
nseulementlespoids, maisaussilespivots,pourquelaméthodesoitaussiprécisequepossible.TJOcD U «n OtH CM C onsidérons le cas p articulierdelam éthodedeGauss-Legendre quiperm et de calculer une intégrale sur le segm ent [-1,1]. Pour trouver la répartition optim ale des pivots, il faut faire
le d éto u r p ar les polyndm es orthogonaux; p o u r ’exposé théorique, nous renvoyons une fois de plus & [Dem96], ol il est n o ta m m e n t m ontré le fait suivant. Si on cherche a rendre I’approxim ationI1f{x)dx=Y.

WjfiXj)-I-Enai>« CLO 1= H1; =1 U exacte p o ur tous les polyném es de degré inférieur k 2 n - 1, alors il faut prendre - com m e pivots les n racines xj du n -iem e polynomede Legendre P , ; - com m e poids les valeurs W; = 2 www.biblio-scientifique.net 212 Programmation en Python pour les mathématiques On rappelle que les polynom
esdeLegendrepeuventétre définis p ar la form ule de Rodrigues: 1 d " r( X ?” P,(x) = -------- ;-2«wldx'» '- 1) "' ou par récurrence : Po(x) =1, Pi(x) =a:etV/ieN, (i+DP ,+ix)=2n+1)xP, (x)-«P ~ -i WPour le calcul de P',, on dispose égalem ent de la relation de récurrence : -1 d -------- —P,x)=xP, (x)-Pn-1(x)n dx Le calcul des
poids et des pivots s’en déd u it : N bre de points n Pivots 1 2 Poids w¢ Xi218/95/90 +1\V303+v/37545+y(3-2v/6/51/718+v/30+xy(3+2V6/5)/718-\/300T28225322+13V70+i\/5-2v'10/7 +iy5-h2v'0/73636900322-13\V7()900 Pour appliquer cette m éthode au calcul d 'u n e intégrale sur u n segm ent




quelconque, on effec tue u n changem ent de variable affine: "OOcnQkD Ors]b-aa+ b., X-I - - dx/V{x)dx="£/(la2jiV 2 Laform ule de quadrature de G au s s devient alorsn, b-a ~ Jab-a B X; -I-a +b (y) XI CTI >+ CL O Pour program m er cette m éthode, nous pro p o so n s de calculer n u m ériq u em en t les poids et les pivots.
U D ans u n prem ier tem ps, on d é finit une fonction le g e n d r e qui calcule le m -iem e polyném ede Le gen d r e, ainsi que son polyném e dérivé. www.biblio-scientifique.net Méthodes numériques 213 intégration,pydeflegendre(t, m):ifm==0:returnlelifm==1lreturntelse:p0,pl=1,tforkinrange(1,m):P
=((2*k+D*t*pl-k*p0)/p0,pl=pl, returnP (1+ k) Pfrom mathimport*fromPostScriptimportplot,orangenumpoints,a,b,fichier,zoom=1000,boite=[-1.1,liste=[[[[x,-1,1,"legendre",120-1.1,1.1,1.1]# xmin, ymin, xmax, ymaxlegendre(x,n)jforxinnrange(a,b,numpo
ints)],(n/10,0.32,plot(fichier,boite,1-n/16)]forninrange(l,11)]zoom,liste,gradH=.03,ratioY=.4)Dansundeuxiemetemps,onutilisel’algorithmedeNewtonpourlecalculdesracinespositivesdePfn,sachantqueamémeparitéquem.Pourcalculerlai-
iemeracinepositive,ilfautunevaleurapprochéepourinitialiserl’algorithmedeNewton;ilestpossibledemontrerquelavaleurcosf)convient.
VoicidoncuneprogrammationdelaméthodedeGauss-Legendre:integration.pyfrommathimportpi.cosclassGaussLegendre(Integration):"OOcdefgaussPivots(self,mtol=1e-14):deflegendre(t,m):p0=1;pl=tforkinrange(l, m):I3=((2*k+1D)*t*pl
-k*p0) /p0,pl=pl,PPQOIMai>CLOUdp=m*p0-t*pl)returnp,dp/w=[0foriinrange(m)]X=[0foriinrange(m)lnRoots=(m-I-1)//2foriin(1-i-k)(1-t**2)# poids#pivots # nombrederacinespositivesrange(nRoots):t=cos(pi*(i-i-0.75)/(m-1-0.5))forjinrange(30):p,dp=1e
gendre(t, m)dt=-p/dp;t=t-f~dtifabs(dt)<toi:x[i]=t; x[ m-i-1] # ra c in e approchée # méthode de Newton = -t www.biblio-scientifique.net 214 Programmation en Python pour les mathématiquesw [i]=2/(1-t**2)/w[m-i-1]=w[ilbreakreturnzip(w,x)(dp**2)defquadrature(self):a,b,n=self.a,
self.b,self.nreturn[[(b-a)*w*0.5,(a+b)*0.5+(a-b)*0.5*x]forw,Xinself.gaussPivots(n)]6.4 Comparatif des différentes méthodes Il ne nous reste plus g u ‘a com parer la m éth o d e de G a u ss -L. egendre aux m éthodes p récé dentes, ce que nous faisons en cherchan t a calculer u n e valeur approchée du n o
m bre tt al’aide dela formule 7T=127 ~v/-rt-~'d t --—-- 8iJOintegration.pyprint("{:>3}I1{:"10}1{:"10}|{:"9}|{:"9}|{:"9}".formatrn","rectangles","trapezes","Simpson","Romberg","Gauss"))foriinranged,8):r,t=Rectangles(0,0.5,2**i), Trapezes(0,0.5
,s, ro=Simpson(0,0.5,2**i), Romberg(0,0.5,i)g=GaussLegendre(0,0.5,2**i)comp=[eval(m).integraledambdax:sqrt(l-x**2))formin['r','f,'s',comp=[pi-12*(c-sqrt(3)/8)print("{0:>3d}"IMa0a=300rsjx:DI>Q.0U{l[3j:nlrectangles21-1.65e-0141-9
156-0281-4.80e-02161-2.46e-023216411281]|111{1[0j:2e>.2e}I{l[4]:11trapezes-1.79e-02-4.506-03-1.136-03-2.826-04-1.24e-02-6.24e-0311-7.056-05-1.766-05111-3.136-031-4.406-0612**i)'ro','g']llforcincomp]|.2e>[{1[2j:.2e>".2e>"format(2>K*,
comp))1111Simpson9.636-061.276-061.226-071111Romberg6.606-046.366-06|Gauss1-4.346-041-1.086-079.596-0914.116-081.286-10117.996-153.206-146.766-104.496-112.906-1211.626-131-8.886-1610.006+001111.556-142.666-143.646-14L'accélér
ationdeconvergenceaveclaméthodedeRombergestimpressionnante:avecseule ment64pivots,etauprixdequelquesopérationsarithmétiques,laprécisionestpasséede3*10“"~(danslecasdelaméthodedestrapezes)al0””~".0Onrem arque égalem ent que la
précision de la m éth o d e de G a uss -L egendre est excellente avec seulem ent 8 points de quadrature, m ais c¢’est au prix d ‘u n e program m ation plus ardue. Au-dela de 8 points, les erreurs d 'arrondi dans la d éterm in atio n des pivots et des points en gatent la précision (en effet, nous avons choisi une tolérance de 10“ ~'~ p ou rla d éterm in atio
n n um ériq u e de ces param étres). www.biblio-scientifique.net Méthodes numériques 6.5 215 Méthode adaptative Si on cherche a calculer u n e valeur ap prochée de tta I’aide de ’égalité 71 = 4-/ ~ V 1t, on rem arque que lorsque la fonction a intégrer posséde u n e dérivée infinie en x = 1 : dans ce cas, les m éthodes classiques sont peu efficaces. D
ans ce genre de situation, il faut recourir a des m éthodes adaptatives, c’est-a-dire des m éthodes ou le pas de la subdivision augm ente dans les régions ou la fonction a intégrer devient irréguliere. Parm i ces m éthodes, nous allons p résen ter la m éth o d e adaptative de Simpson ™ quifutpro poséepar G.F.KUNCIRen 196 2. Cette m éth
o d e utilise u n e estim ation de ’erreur o b ten u e a partir d 'u n calcul d 'intégrale p arlam éthod ede Sim p s o n. Sil’erreur est supérieure a une valeur de seuil spécifiée par I'utilisateur, 1’algorithm e subdivise l'intervalle d ’'intégration en deux et applique cette m éthode récursivem ent a ch acu n des sous-intervalles. Cet algorithm e s’avere
généralem ent beaucoup plus efficace que la m éth o d e de Sim p s o n com posée car elle utilise m oins d 'évaluations de la fonction / dans les endroits ou / est suffisam m ent réguliére p o u r étre raisonnablem ent rem placée p ar u n trindm e. La condition d ‘arrét suggérée parJN.Lynessest: ~ [S(flLc)+S{cb)-S{a,b)\<Eoula ble
stunintervalledemilieuc;S{a,b), S{a,cl,etS{cb)sontlesestimationsfourniesparlaregledeSimpsonsurlesintervallescorrespondants;enfinelavaleurdeseuilsouhaitée.Enutilisantleprocédéd’extrapolationdeRichardson,ilestpossibledemontrerquela
meilleureapproximationa3pivotsdel’intégralesur([a, blestdonnéeparS{a,c)+ S {c,b)+ L'estim ation ainsi o b tenue est exacte p o u r des polynéom es de degré au plus cing. Voici u n e program m ation possible de cet algorithm e.integration,pydefsimpson(f,a,b):c=(a+b)*0.5return(f(a) + 4 *f{c
)+ fb))defsimpson adaptative(f,a,c=(@+Db)*0.5°a0c130yE>0rsl©ai>>CLOU*abs(b-a)/6b,eps):reunion,gauche,droite=simpson(f,a,b),simpson(f,a,c),sinipson(f,c,b)ifabs(gauche+droite-reunion)<=15*eps:returngauche+droite+(gauche+dro
ite-reunion)/15else:return(simpson _adaptative(f,a,c,eps/2)+simpson_adaptative(f,c,b,eps/2))frommathimport*s=4*simpson _adaptative(lambdax:sqgrt(l-x**2),0,print("{:20}--->{:.15f}". format("pi",pi))print("{:20}—>{:.15f}=>erreur
={:2e}".format("Simpsonadaptative",piSimpsonadaptative-—->—>5,1,1e-9)pis))3.1415926535897933.141592653587836=>erreur=1.96e-124.0ns’inspire ici de .wikipedia .org/wiki/Adaptive Simpson%27s_method www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les
mathématiques 216 7Exercicesd’entrainement Les corrigés so n t disponibles sur le site dunod.com a partir de la page d'accueil de 'ouvrage. Exercice 5 1. (M odification de la classe ODE p o u r la rendre com patible avec les systémes) a) M odifier deux lignes de la classe ODE présen tée dans la section 3 (p.

196) p o ur p erm ettre la vectorisation des données : la liste des points calculés doit étre a p résent u n tableau du type numpy . array (cf. p. 74).

b) Pour tester cette nouvelle classe ODE, tracer (avec PostScript.

pypuisavecmatplotlib)les courbes intégrales du system e au to n o m e de van der Pol en utilisant non plus la m é thode RK4 systeme m ais RK4. Les exercices suivants se proposent de reprendre quelques schém as num ériques présentés dans ce chapitre en utilisant cette fois-ci les prim itives disponibles dans le m odule S ¢ i P y (Point fixe du
cosinus) Enim p o rtan t la fonctionoptimize dumodules cipy, trouver la valeur du p o in t fixe de la fonction cosinus, c.-a-d. la solution de I’équation cosx =x. Exercice52.Solution.» > » > » > Pour des variantes de la solution ci-dessous, consulter le fichier de corrigés en ligne. importnumpyasnpfromscipyimportoptim
izeoptimize.bisect(lambdax:np.cos(x)-x,0,1)#rép.:0.7390851332156672 Ex ercic e 5 3 . (Intégration num érique) Utiliser la fonctionintegratedum odulescipy p o ur tirer des form ules suivantes une approxim ationde tt : iJT =4-1 avecI-J"VI1-t ~dtetjt=12]i-" |avec VI-t~ dt] C om parer les résultats
avec la valeur de jt fournie p ar s ¢ ip y . (Equations différentielles) En im p o rtan t la fonctioninte grate du m odule s cipy, tracer les solutions des équations différentielles suivantes rencontrées a la section3: Exercice54.

T30c3QkOorM (5)ta)x'{t)=1-hex{t¥b) *=yc)t x”it)\-tx'{t) +[t~-a "~ )xit)=0HxzCTl >- Q.

5. Pour l'installation et la documentation du module S ciP y, consulterhttp://scipy.
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Ecrire u n e fonction calculant le PGCD d 'u n e liste de nom bres entiers naturels. CM Le program m e se décom pose en deux fonctions : u n e fonction de calcul du PGCD de deux entiers, et u n e fonction de calcul du PGCD d "u n e liste qui s’appuie sur la fonction précédente. Le procédé est sim plem ent récursif. (S)pgcdListe,pygilu. >Q .0
USolution.defpgcd(a, b): ...... pgcddedeuxentiersnaturels"ifb==0:returnaelse:returnpgcd(b, (a % b)) def pgcd liste(l): ...... pgcddunelisteiflen(l)==1:""" www.biblio-scientifique.net 218 Programmation en Python pour les mathématiquesreturnl[0O]Jelse:returnpgcd (1[0],pgcd liste(1l[1:]1))
print{pgcd liste([4*5*6*37,3*5*6*37,3*4*6*37,3*4*5*37]))1.2Compléments sur la récursivité Lorsque la derniere instruction effectuée avant de q u itter u n e procédure (ou une fonction) est u n appel récursif isolé — la valeur de reto u r de l’appel ne p ouvant constituer u n argum ent p o u r u n autre appel ou u n
calcul— a cette m ém e procédure, on dit que la procédure est ré cursive terminale. C om m e illustration, nous calculerons récursivem ent (et naivem ent!) de deux m anieres diffé10 renteslasomme fi.sommelpydefsomme():ifn>0:returnn+somme(n-1)else:returnOprint (somme(10))D anstouslescasounestnon
nul, la derniere instruction exécutée p ar la procédure somme ( ) est u n e addition, d o n t1'u n des term es est la valeur rendue par 1’appel récursif de sommme () . Le fait de quitter le corps de la fonction en term in an t p ar u n e addition induit un em pilem ent des term es avant de réaliser 'opération, c’est-a-dire u n agrandissem ent de la pile.
Notre program m e effectue la som m ation de la m aniere suivante: *aOc 13 Qyl—£>101r\ixzDI>Q.0OUsomme (10) = 10 -h som m e (9 -f- som m e (8 -i- som m e (7 -i- * **))) C’est-a-dire : 10-K(9-h(8 + (7-H---))) Selon les historiens, 1'une des prem ieres apparitions de la récursivité est la program m ation du langage ALGOLG60 p ar Edsger D
ijkstra , lorsqu’il m et en ce uvre la no tio n de pile. Si ’'on songe au calcul de cette expression postfixée depuis u n e pile, on au ra donc a évaluer la séquence: 1098 ...10 + + ...

+ Selon le principe consistant a dépiler deux o p érandes puis em piler le résultat de 1’opération, 1’évaluation conduira a u n e h a u teu r m axim ale de pile égale a 12 dans notre exemple. On note www.biblio-scientifique.net 219 Récursivité aussi que le prem ier calcul a lieu tardivem ent. Le calcul effectif delasommenepeutcommen certant
que la variable n n 'a pas attein t la valeur O : I’évaluation de somme ( 10 ) atten d 1’éva luation de somme {9 ), qui elle-m ém e est su sp en d u e a I’évaluation de somme { ), qui... Puis les additions effectives sont réalisées en rem ontant. 8 On peu t procéder différem m ent et faire en sorte que les calculs soient finis des q u ‘on attein t la valeur 0 p o
urn. On utilise p o ur cela u n e variable auxiliaire, jo u a n t le réle d’'u n accum ulateur : des la fin de la récursion atteinte, celui-ci co n tien t la som m e recherchée.somme 2 .py d e f somme.rec(acc, n): """ sommerécursiveterminaleifn> 0:(avec a ccum ulateur) return somme.rec(acc + n,nelse: 1 ...... Jreturnacedef
somme(n): """ somme (fonctiond'enveloppe)returnsomme.rec(0,n)print(somme(l10""))ExaminonsalorslasuitedesappelspourleCcdculdesomme{10):somme(10)*aOc1l3 QO =somme rec(10;9) =somm e rec(19;8) = som m e rec (27; 7) = som m e rec (54; 1) = som m e rec(55;0) =55 10 E * =
(10 +9) +8) + 7) + ***) + 1 /=1 xz U som m e _rec (0; 10) Cette fois, nous avons évalué somme ( 10 ) de la m aniere suivante : (N gi >. CL O = R eprenons notre expression postfixée équivalente p o u r son évaluation sur u n e pile : le calcul nécessitera cette fois une pile d on tla h au teu r ne dépasserapas2! 109+ 8-f-7 + 1 + 0 Le second
program m e m ontre une version récursive term inale de notre fonction de calcul de la som m e. L’utilisation des ressources est bien m oins im p o rtan te (dans notre exemple, la taille m axim ale de la pile nécessaire au calcul est attein te dés la prem iere opération, qui survient d ’ailleurs sans étre différée). www.biblio-scientifique.net 220
Programmation en Python pour les mathématiques 56. Ecrire une fonction qui éléve u n nom bre a u n e puissance donnée, en utilisant u ne récursivité term inale. E x e r c ic e L’utilisation d 'u n e fonction « enveloppe» exonére l'utilisateur des détails de p ro gram m ation. Pour lui, savoir q u ’on utilise u n accu m u lateu r ne p résen te aucun
intérét. On a inclus u n affichage p o u r observer I’évolution des calculs. Solution.puissRecTerm.pyde fpuissance-rec term(a, n,p):print"appelaveca=",a,ifn==0:returnpn=",n,p=",pelse:return puissance rec term(a, d e f puissance(a, n) : r e t u r n puissance-rec term(a, print (puissance(2,10n, n-,p*a)1 1)
)) D onner une version récursive et u n e version récursive term inale d ‘un e p ro cé dure de calculs des term es de la suitede Fibonacci. Exerciceb57.

Solution.Ond o nned 'abord la version récursive classique. fib Re c .py deffibo(n):ifn<2:returnlelse:returnfibon-T30cDUKDO1rs] (5)XIDI>Q.0U 1) + fibo(n-)2forninrange(12):print(fibo(n))print(fibo {40)) # donne 165580141 La version récursive term inale suit: fib RecTerm.pydeffibo r
ec tGnn(n,ifi==n:i,a,b):returnbelse:returnfibO-rec-term(n,i-i-1,a-t-b,a)deffibo(n):""fonctiond'enveloppe""returnfibo-rec-term(n,0,1,1)forninrange(12):print(fibo(n))print(fibo(40))www.biblio-scientifique.net 221 Récursivité La solution récursive sim ple sature rap id
em en t les ressources de la m achine, qui exige u n tem ps n o n négligeable (de Tordre 3 m inutes sur u n o rd in ateu r avec processeur 32 bits d ‘1 Ghz sous Linux) avant de délivrer u n e réponse pour fib o ( 40).

En revanche, le second program m e d o nne presque im m éd iatem en t la réponse. Revenons u n in stan t sur la version récursive n o n term inale p résen tée ci-dessus. Si le p ro gram m e est conform e au plus pres a la définition m ath ém atiq u e de cette suite, il n 'est pas efficace en pratique. On p e u t s’en convaincre en rep résen tan t sous
form e d ’arbre binaire les calculs nécessaires a 1’ob ten tio n de fib o (4 ) : H orm is les feuilles (toujours égales a 1 d 'apres la définition m ath ém atiq u e de la suite de Fibon a c ci), le calcul de chaque n ;e u d d em an d e ’addition de deux sous-arbres. On n o te im m édiatem ent que certains sous-arbres identiques ap p araissen t rap id em en
t a plusieurs re prises. De tels sous-arbres vont grossir avec ’au g m en tatio n du rang du term e a calculer ; le gaspillage de ressources qui en résulte est considérable. Ces exercices sont I’occasion d 'évoquer I’efficacité et la com plexité d 'u n algorithm e. L’époque n’est pas si éloignée, ol les ordinateurs étaien t largem ent m oins véloces, avec des
unités de calcul op éran t sur des données de plus petites tailles, et dotés d 'u n e m ém oire de travail tres restreinte (seulem ent quelques m ega-octets de m ém oire vive et des processeurs d o n t la vi tesse était m esurée en MHz). TJ O c rj 1.2.1 «JD O D ans certains cas, on p eu t dérécursifier u n program m e. Prenons 1’exem ple d ‘'u n program m
e én um éran t la liste des entiers de 0 a 9 : Dérécursification i1 tHCM (y) x2O] >Q .0 Udefboucle (n):ifn > 0:boucle(n-1)print(n)i=0whilei<10:print@)i=1i+ 1boucle(9) Les deux program m es p ro duisent la liste atten d u e. Le second program m e est itératif, ce qui nous contraint a I’em ploi des affectations de variables.
Nous avons substitué une boucle itérative a la définition récursive. www.biblio-scientifique.net 222 Programmation en Python pour les mathématiques E x e r ¢ ic e 58. D onner la version itérative d 'u n e procédure de calcul des term es de la suite de F ib o n a cc i. Le prem ier program m e est la version générique, applicable a to u t langage de p ro -
gram m ation ; la version itérative a la m ode « Py th o n » m et en oe uvre l'affectation parallele, ce qui économ ise I’em ploi d 'u n e variable locale. Solution.figlterGen.pyfibIter Py .pydeffibo(n):a=Db =deffibo(n):1foriina=b=foriinrange!n):a,b=a+b,areturnbllrange(n)t=aa+=bb=treturnbforninr
ange!l2):print!fiboln))forninrange (12): print (fibo(n)) 1.31.3.1 Complexité Motivations:cequiestattendud’unalgorithme En algorithm ique com m e en program m ation, on aborde les questions suivantes afin d ‘a p p ré cier la validité et la qualité d 'u n algorithm e ou d 'u n program m e. - preuve de term inaison
(I’exécution s’achéve et ’algorithm e se term ine en u n nom bre fini d ’'étapes) ; - efficience (I’algorithm e réalise bien ce pourquoi il est congu) ; *a O ¢ 13 . UD - spécification com pléte : de m ém e que les hypotheses d 'un énoncé ou le dom aine de définition d 'u n e fonction sont bien établis, les étapes et instructions qui co m p o sen t ’algorithm e
sont toutes p arfaitem en t déterm inées, p ar leur n atu re et par les données sur lesquelles elles s’appliquent. O (N 1 .3 .2 xz M esurer la com plexité et I’efficacité d 'u n program m e exige de se d o ter de protocoles et o u tils p e rm e tta n t d 'établir des com paraisons, entre algorithm es d 'u n e part, et entre différentes program m ations d 'un m
ém e algorithm e d ‘autre part. DI ‘s >.CLOQuemesure-t-on?U1.3.3MesuresexpérimentalessurunprogrammeréelOnpeuteffectuer des m esureslors du d éro ulem en td 'un calcul sur u n e m achine. Cela n’est pas toujours possible. Cette approche n’est pas souhaitable p o u r des program m es critiques, com m
e ceux qui gouvernent u n calculateur em b arq u é p o u r la gestion d ‘u n vol aéronautique, ou le controle des équipem ents d 'une centrale nucléaire. www.biblio-scientifique.net Récursivité 223 Ces m esures, lorsqu’elles sont possibles, sont relatives a ’environnem ent m atériel d ‘exécu tion du program m e : architecture de I'o rd in ateu r hoéte,
perform ances des processeurs, dispo nibilité de la m ém oire en q u antité suffisante... On étudie ici I’em preinte m ém oire du programmependantsadu rée de vie : « com m en t la conso m m atio n de m ém oire évolue-t-elle entre le d éb u t et la fin de ’exécution du program m e ? » est u n e question a exam iner si I’on souhaite éviter de
saturer un calculateur et provoquer u n arrét brutal. Empreinteenmeémoire. 11 s’agit dans ce cas d 'étu d ier le tem p s nécessaire a ’exécution d "u n program m e. Evaluer la com plexité en tem p s d "u n algorithm e est une prévision th é o rique, que I’on p eu t ensuite décliner p o ur u n program m e et un e architecture.

Afin d ’éli m iner la question du cofit d 'un e in stru ctio n qui est variable selon I’en v ironnem ent lo giciel, on p o u rra évaluer la com plexité en term es d ‘instructions élém entaires. Cotitentempsdecalcul. Le prog ram m eu r est conduit a choisir les algorithm es et stru ¢ tures de données de la fagon la plus p ertin en te p o u r I’algorithm
e qu'il doit m ettre en ce uvre sous form e de program m e. De fait, le seul outil d o n t dispose le p rogram m eur est son propre raisonnem ent. Complexitédeconception. 1.3.4 Avec quels outils ? Les calculs sur ord in ateu r sont souvent 1’'occasion des « nom bres réels m achine », d o n t la m ai trise des arrondis dans les calculs approchés
doit étre envisagée d ‘'em blée avec précaution. N éanm oins, nous nous lim iterons ici a I’évocation de la com plexité tem porelle que nous n o terons t{n). t{n) est une fonction de N dans p o u r laquelle n ous devons préciser la nature de n : - dans le cas du tri d 'u n e liste, n p eu t désigner la longueur de la liste ; - dans le cas de la factorisation d ‘'un
entier, n p o u rra étre la valeur cet en tier ; - n p e u t désigner le nom bre d ’instructions élém entaires... @aOc1.3.5Unexemple:colitentempsd’unefonctionitérativel0DUNousreprendronsl’exempledelasommef Osommepyluls=0i=1#0)#(1)# 2)whilei# # # #defsomme(n):4-1ai>-Q.
OUii=lprint(somme(10))(3)(4)(5)B)# (7)Chacunedesinstructions(i)possedeuncofitd’exécutionentempsquenousnoteronsc/www.biblio-scientifique.net 224 Programmation en Python pour les mathématiques-Cl=czsionsupposequetouteslesaffectationsélémentairesontlam
émedurée;lecoitC3sedécomposeenuncoiitfixepourletest, puisselonlecasenuncottdenfoislecoitducorpsdelaboucle;branchementapreslafindelaboucle,ouen-C4=C5=c++Clsontlescofitsd'instructionscomposéesd’uneadditionetd’'uneaffec tation
,etc+désignelecottd’'uneinstructiond’additionentredeuxnombres;-Ceestlecottduretourdefonction;C7estlecottcomposéducottd’appeldefonction(empilementdesparameétres,branchement)etducottd’affichagedelavaleurcalculée(dépilement
).Selonquel’onconsiderequecertainesopérationssontélémentairesounon,oninfluesurlagranularitéetl’estimationducofit.Nouspouvonsmaintenanteffectuernotrecalculducofitd’exécutionC(/1)=C]H+-C2+C3-|-=2ci-i-C3-h2/1(ci-i-c+)-i-Cg-i-C7=2(C
i-thC+))/7-I(2ci-HC3-hCg-hC7)=Kin+KzNousconstatonsuncottaffineen77C{n):X(C4-HC5)-hCg-l-C7n.SelonlanotationdeLandau,nousavons:C{n)=0(/7).Cetteégalitéexprime(noussommesenprésencedefonctionspositives):3Ke[R",3/'ioeN, V/7 ™ rio,C{n) ™~ Kx
/7.Lecottd’exécutiondenotrefonctionestmajoréparunefonctionaffinede/7,elle-mémemajoréeparunefonctionlinéaire.Leprogrammeur,parl’étudemathématiqueduprobléeme,etl’existenced’uneformuleéléganteyrépondant,gagneraénormémenta
remplacerlecalculdelasomme/parceluiden{n+DI=----—--- ?~1=1".carleprogrammecorrespondantestluiensoitlavaleurdeO(1),c’est-a-direentempsconstant,quellequen TJOcrjli«JDOTrs](S)ai'l™ >+ CLO U 1.4 Complexité des algorithmes de tri D ans ce paragraphe, on étudie la
com plexité des algorithm es de tri présentés dans la sec tion 13 en fin du prem ier chapitre. a) Com plexité du tri par sélection : La relative sim plicité de cet algorithm e fait q u ’on lui attribue le qualificatif d '« algo rithm e naif». Cela signifie que m ém e si l’algorithm e est correct, il est trop naif p o u r étre réellem ent efficace. A la prem iére
itération, sont effectuées (/7-1) com paraisons. A la p-iém e itération, so n t effectuées { n - p ) com paraisons. Soit u n e com plexité en 0(/7~) donton peutob tenir u n e représen tation en d o n n a n t u n cofit unitaire aux opérations atom iques : n-11 ~in-p) =- { m - n). p=i ™ www.biblio-scientifique.net Récursivité 225 b) Com plexité d u tri
par insertion : Soit u n tableau de n élém ents. Pour m ettre en oe uvre le tri p ar insertion, il faut insérerunkunin - 1) élém ents dans u n tableau p réalab lem en t trié. D ans le pire des cas, c’esta-dire q u and la liste a trier de m aniere croissante est classée de m aniére décroissante, p o u r insérer le p® élém ent, il faut décaler les [p - 1) élém
ents qui le précédent. Soit u n cott total, dans le pire des cas, d o n n ée p ar la form ule suivante : n Y Y,ip-1) = p = 2 -n). ©~ C ependant, en m oyenne, seule la m oitié des élém ents est décalée. Soit u n décalage de {p - 1)/2 élém ents et donc une com plexité en m oyenne qui se calcule ainsi : p = 2 © ~ Il s’agit d ‘'une com plexité en 0{n"-) analogue a
la com plexité du tri par sélection. C epen dant, le tri p ar insertion présen te u n avantage certain : il p e u t étre facilem ent m is en ce uvre p o u r insérer de nouvelles d o n n ées dans u n tableau déja trié ou p o u r trier des va leurs au fur et a m esure de leur ap p aritio n (cas des algorithm es en tem ps réel ou il faut parfois exploiter u n e série de
valeurs triées qui vient s’enrichir, au fil d u tem ps, de n o u velles valeurs). C’est I'u n des seuls algorithm es de tri d o n t la com plexité est m eilleure q u an d le tableau initial posséde u n « certain ordre ». ¢) Com plexité du tri rapide : La com plexité du tri rapide p o u r trier u n e liste de n élém ents est égale a la com plexité pourletridepetd
e qélém entsoh p + q +1=n. Soit C{n) = C{p) + C{q) + constante.D ans le m eilleur des cas, p = q = nl2, soit C{n) = 2C{q). On p eu t alors m o n trer que la com plexité en m oyenne est en 0(/7 *In(«)). 2 SpiraledepentagonesTJ]OcD U «JD 't HO C M La spirale réguliére ci-dessous est constituée de 50 pentagones (la longueur du
plus grand co6té étan t 370 pixels), em boités de sorte g u ‘entre deux pentagones consécutifs inscrits 1'u n dans 1’autre, le c6té du plus p etit est u n e réduction de 10 % du co6té du plus grand. P rogram m er le dessin de cette spirale. Exercice59.

ai >+ CL O U www.biblio-scientifique.net 226 Programmation en Python pour les mathématiques Solution.pentagones,pyfrommathimport*fromturtleimport*defpentagone(cote):forninrange(5):forward(cote)left(72)defspirale(nombre triangles,cote):coeff=0.1la=coted=coeff*a
foriinrange(nombre triangles):pentagone(a)d=coeff*aforward(d)a.prime=sqrt((a-d)**2+d**2-2*(a-d)*d*(l-sqrt(5))/4)angle=(180/pi)left(angle)a=a prime*acos((a_prime**2+a**2-2*%a*d)/(2*a _prime*(a-d)))up()goto(-190,-210)down()spir
ale(50,370)up()3CourbedudragonmBMalacourbedudragonestuneautreapplicationdelarécursivité.=3Qdragonl.pyoctHofNJ(S)x:0i>°Q.0Oufrommathimportsqgrtfromturtleimport*defdragon gauche(taille,niveau):color("red")ifniveau==0:forward(taille)
else:left(45)dragon _gauche(taille/sqrt(2),niveau-1)right(90)dragon _droite(taille/sqrt(2),niveau-1)left(45)www.biblio-scientifique.net Récursivittdefdragon droite(taille,colori"blue")ifniveau==0:forward(taille)else:niveau):right(45)dragon _gauch
e(taille/sqrt(2),left(90)dragon droite(taille/sqrt(2),right(45)dragon droite(400,niveau-1)niveau-1)12)Lacourbedudragonpaveleplan,commelemontrelafiguresuivantedragon2.pyfrommathimportsqgrtfromturtleimport*TJOcrja«JDOtH CM (y)XIOJ >Q

OUdefdragon gauche(taille,ifniveau==0:niveau):forward(taille)else:left(45)dragon _gauche(taille/sqrt(2),niveau-1)right(90)dragon _droite(taille/sqrt(2),left(45)defdragon _droite(taille,ifniveau==0:niveau-1)niveau):forward(taille)else
:right(45)dragon _gauche(taille/sqrt(2),niveau-1)left(90)dragon droite(taille/sqrt(2),niveau-1)www.biblio-scientifique.net 227 228 Programmation en Python pour les mathématiquesright(4 5)deffigure():colori"red")dragon gauche{200,10)up()goto(0,0)right(90)do
wni)colori"blue")dragon _gauchei200,10)upi)gotoid,0)righti90)downi)colori"green")dragon _gauchei200,10)upi)gotoid,0)righti90)downi)colori'gray")dragon _gauchei200,10)upi)figurei)dTrianglede4.1S ierpiiis ky Construction récursive Lesdeuxdessins
ci-dessoussontobtenusrespectivementparlesprogrammessierpinskyl.pyT3etsierpinsky?2.

py:0c3UUDtHors]XICTI >Q.Ousierpinskylpylfromturtleim p ort* www.biblio-scientifique.net Récursivitt defdrapeau(longueur,ifniveau==0:niveau):forward(longueur)else;drapeau(longueur/2,left(120)drapeau(longueur/2,left(l120)drapeau(longueur/2,niv
eau-1)niveau-1l)niveau-1)left(120)forward(longueur)deftriangle(longueur,niveau):foriinrange(3):drapeau(longueur,niveau)left(120)triangle(600,5 Avecunpeudecouleur:sierpinsky2.pyfromturtleimport*defdrapeau(longueur,ifniveau
==0:down()niveau):cap=headingi)ifcap==0orcap==180:colorrred")ifcap==600orcap==240:color("green")ifTJOcrji«]DOtHCM (y)XIO]>Q.0OUcap==1200rcap==300:colori"blue")forward(longueur)up()else:drapeau(longueur/2,niveau-1)left(120)dra
peau(longueur/2,left(l120)drapeau(longueur/2,left(120)forward(longueur)niveau-1l)niveau-1)deftriangle(longueur,niveau):foriinrange(3):drapeau(longueur,left(120)triangle(600,niveau)6)www.biblio-scientifique.net 229 230 Programmation en Python pour
les mathématiques 4.2 Construction aléatoire Onpeutobteniraléatoirementletrianglede SiERPir"SKiparunalgorithmetréessimple:ABCestuntriangle,Mestunpointquelconque.a)ChoisirauvhasardTundestroispointsA,BetC.
b)ConstruirelepointMimilieudusegmentliantlepointprécé dentaupointM.c)RecommenceralapremiereétapeenfaisantjoueraupointM]leréledupointM.MOOcnQkDOBienévidemment,ilfautpoursuivrel’algorithmeassezlongtempssurlepapierpourob
server(NCetalgorithmedonnelafiguresuivante,réaliséeavecleprogrammesierpinsky3.py.Ce(yyprogrammefaitappelaunnouveautypeobjetdéfiniparleprogrammeurpourreprésenterai>Q.Ounobjet«pointduplan» repéréparsescoordonnéescar
tésiennesetdotéd’'unecouleur.Uquelquechose,sanscompterlessegments[M/M/+ilJuniquementutilesalaconstructionmaisquiencombrentledessin.

sierpinskyS.pyfrommathimportsqrtimportrandomfromturtleimport*delta=-300loupe=600classpoint(object):www.biblio-scientifique.net Récursivité ...... Pointduplan.... def init (self,x=0,y=0,couleur="black")self x=Xself.y=yself.couleur=couleurdefmilieu/(
self,p,couleur="black"):self x=(self x+p.x)/2self.y=(self.y+p.y)/2self.couleur=couleurdefrouge(self):self.couleur="red"defvert(self):self. A
couleur="green'defbleu(self):self.couleur="blue"defcroix(self):down()foriinrange(4):forward(3)backward(3)left(90)upOdefimprime(self):goto(self.x*loupe+delta,color(self.couleur)self.croix()TJocnUUDtHodeffigure(points):a=point(0.0,0.0
,b=point(1.0,0.0,c=point(0.5,self.y*loupe+delta)"red")"green")sqrt(3)/2,"blue")CM(B)XI0i>Q.0OU#premierpointm,i.e.m(0)choisiicicommeisobarycentrem=point(0.5,sqrt(3)/6)ifpointsforiinrange(points):#obtentionaléatoiredupointsuivant
:#m(i+l)=milieu[m(i),aoubouclalea=random.randrange (3)ifalea==0:www.biblio-scientifique.net 231 232 Programmation en Python pour les mathématiques if if m . milieu(a)alea==1: m.milieu(b)alea==2:m.
milieu(c)#obtentionaléatoiredelacouleurdupointalea=random.randrange(3)ifalea==0:m.rouge()ifalea==1:m.vert()ifalea==2:m.bleu()m.imprime()upOspeed("fastest")figure(2000)Leprogrammedonneunefigurecommelasuivante:AAT30c=3Q5
Sommesdetermes-Ad'unesuitegéomeétriqueOnlaisseenexercicel’écritured’'unprogrammepourl’obtentiondessommespartiellesdela+CX3tHOrsjsériel(|).i=1LatortueLOGOdumodulestandard«turtle»permetdedonneraisémentuneinterpreéta 03
>« Q.0Utiongéométriquedelaréponse:www.biblio-scientifique.net Récursivité fromturtleimport*233end fillilcolori"black")foriinrangeiB):forwardic)leftil20)deftriangle vert(c):colori'green")begin fill()foriinrange(3)forward(c)left(120)defcompletIin,c):ifn
>0:end_fill()colori"black")foriinrangeiB)forwardic)leftilzO)triangle_vertic)triangle_blancic/Z)forwardiC/Z)triangle_marronic/2)backwardic/Z)leftiSO)forwardic/Z)rightiGO)completin-l,c/2)deftriangle_blancic)colori"white")begin_fﬂli)foriin
rangeiS)upi)fomardic)leftﬂ20)gotoi-300,-240)end-fﬂli)colorl’"black")downi)completiG,512)foriinrangeiB)forwardic)leftﬂZ0)nomFichier="somme-geom"hti)ts=getscreeni)deftrianglefmarronic;colori"maroon")beginffilli)ts.getcanvasi).postscriptif
ile="{0}.eps".formatinomFichier))importosforiinrangeiB)forwardic)leftil20)os.systemi"epstopdf{0}.eps".formatinomFichier))mainloopi)laoc=3Q1—16Exercicesd’entrainementoLescorrigéssont disponibles sur le site dunod.com a partir de la page d’accueil de
I'ouvrage. xgi: Pourcetteséried’exercices,l’'objectifestdeconcevoirdesprogrammesrécursifsfaisantap rli's pelalanotiondeboucled’itération,sanspourautantutiliserlesconstructionsforetwhileCLdéfiniesdanslelangagePython.>uExercice60.
a)Ecrireunprogrammeproduisantunetabledemultiplicationpourunentierdonné.L’utilisateurchoisiraenentréel’entieretlenombredemultiples.b)Proposeruneversionduprogrammeprécédentdonnantlamémetableenordreinverseidécroissant).
www.biblio-scientifique.net 234 Programmation en Python pour les mathématiquesc) Ecrireunprogrammedecalculdel’arrangement=nin-1){n-2)...
{n-k+1),ounetksontdeuxentiersnaturelsvérifiant:k”~"n.Pourcela,construirerécursivementuneboucleitérantunentiernaturel
Exercice61.Concevoirdeuxfonctionsmutuellementrécursivespair()etimpairOquiindigquentsileurparametreenappelestunnombrepairouimpair.Exercice62.EnemployantlemoduleturtledePython,écrireunprogrammeréalisantlafigurecicontre
,danslaquellelecarréintérieurpos sédeuncodtéde50pixels,etlesgnomonssontrectanglesisocéles,d’'une«épaisseur»delOpixels:Exercice63.Xdésigneunnombreréel. Ecrire,dansuneformerécursiveetsansrecourirauxroutinesstandarddulangage,
unefonc tionquicalculeuneapproximationdeco5(x),xétantexpriméenradians.Onutiliseraledé veloppementlimitéal’'ordre6delafonctioncosinusauvoisinagedeO.Onpourraobserveratitredecomparaisonlasortieaveccelledelafonctionmathématique
cosdePython,disponibledanslemodulestandardmath.Exercice64.0nutiliserauniquementletypeentier(«int»)dePythonpourcetexercice.lls’agitd’écrireunefonctionquirendlapartieentieredelaracinecarréed’'unnombreentiernaturel. Exercice65
.(Fractionscontinues-F®partie)Pourlenombrerationnel"OOconpeutdonnerundéveloppementsousformedefractioncontinue(touslesnumérateurssontégauxal):=3QKOMNI11116"1=2-b1+ 3+ 03>.
CLO1124+4quel’‘onécrirasouslaformecondensée:[2,1,3,2,4].UEcrireunprogrammequidonnelareprésentationenfractioncontinued’unnombreration nel,enformecondensée.Onenvisageralecasdesnombresnégatifs.Oncom pléte ra cette étude avecle c a
Ic u 1 des réduites, dans u n exercice d u ch a p itre 6. www.biblio-scientifique.net Récursivité 235 Exercice66.0Onseproposed’écrirequelquesoutilspourmanipulerletypeliststandarddePython:-unefonction«tete()»:elleretournelepremierélémentdelalisteenargument;-unef
onction«suite{)»:elleretourneunenouvelleliste,obtenueparsuppressiondelatétedelalisteenargument.Lalistepasséeenargumentdoitresterintegreapresappeldelafonction;-unefonction«coupe()»:elleretournelalistequirésultedelasuppression
desnpre mierséléments,lorsquelasuppressionestpossible;-unefonction«debut()»:elleretournelalistedesnpremierséléments.Onutiliseralesentétessuivants,leparameéetrelistedésignantunelistenativedePython:deftete(liste):pass#codeaécrireici
defsuite(liste):passdefcoupe(n,liste):passdefdebut(n,liste):passQuelquesexemplesd'emploidecesprimitivesenmodeinteractif:>»»>importrandomfromoutilsimport*»>hasard =[ random.randrange(50) fo r > » hasard [48, 9, 16, , 38, 46, 27, 45, 11, 44, » > re ch e rc he( te te (ha sar
d) , hasard) T rue » > t e t e (hasard) 48 » > suite(hasard) [9, 16, , 38, 46, 27, 45, 11, 44, 47, » > debut(, hasard) [48, 9] » > coupe(, hasard) [16, , 38, 46, 27, 45, 11, 44,47, 3,8 TD O c 13 Q yo O fM (5) XI DI >Q.

OU8tinrange(20)]147,3,47,10,12,10, 32,18, 13, 41] 3,47, 10, 12, 10, 32, 18, 13,41]2 2847, 10, 12, 10, 32, 18, 13, 41] »> www.biblio-scientifique.net Cla s s € S SOMMAITe GrapPhesS.........oeiiiiiiiiiiiiiii e e et e e e e s e e st e e eatn e e eaeeeaenaaees
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emanipulerdesinformations,dontl’intérétrésidedansleregroupementsousformed’unecollection;lenombred’élémentsd’unetellecollec tionpeutnepasétreconnuavantl’utilisationduprogramme,oudumoinspeutétreamenéavarieraucoursdel’exécu
tionduprogramme.Lesobjetsd’unetellecollectionpeuventétredenaturehétérogéneounon,commeilspeuventétreorganisésounon,selondescritérespertinentsdéfinisparleprogrammeurpourlesbesoinsduproblemearésoudre.Noustraiteronsdansc
echapitrededonnéesorganiséessousformeséquentielledelistes,oudedonnéesorganiséessousformed’arbresbinaires.Enpremiéreapproche,nousdistingue ronsdeuxusagesdifférentsquiconstituerontuncriteredechoixpourl’'uneoul’autrestruc
ture:lorsquequel’insertionoulasuppressiond’'unéléments’effectuenttoujoursenmémepositiondanslaliste,unestructuredeliste(pileoufile)estsouventappropriée;enrevanche,siunbesoindeconservationdel’ordredesélémentsestessentiel,apresin
sertionousuppres sion,unestructured’arbrebinairedevraétrepréférée.Nousrappelons,commenousavonsdéjapulerencontrerlorsdechapitresprécédents,quelangagePythonfournitnativementlesoutilsetstructuresdedonnéesnécessairesal’ut
ilisa tiondeslistes.Toutefois,laprésentationdeslistesconstitueunepartimportantedel’algo rithmique,etilestbondeconnaitrelefonctionnementinternedecetypeclassiquedestruc turededonnées.Enfin,l’étudedeslistespermettrademieuxappréh
enderensuitelanotiond’arbrebinairequi,elle,nefaitpaspartiedunoyaudulangage.Cechapitreprendplacedansunexposéplusvastesurlanotiondeclasse,inhérentealaprogrammationorientéeobjet.Eneffet,]l’'implémentationdelistesousformedeclasse
sd’objetstrouvesanécessitédanslesoucidefournirauprogrammeurunestructurededonnéesdontl’abstractionluipermetdeconcentrersoneffortsurleproblemearésoudre,toutluienoffrantuneséparationdesconceptsetunbonconfortd’utilisation
etdemaintenance.Lorsdelaconceptiondenosclasses,nousauronsl’occasiond’examineretdemettreencuvrelesnotionsdecompositionetd’héritage.Nousprendronscommefildirecteurdecetteprésentationlaréalisationd’unpetitsystemedecalculpo
urlesnombresrationnelsd’'unepart,lamiseencuvred’'unanneaudepolynémesa*aOc=3Q'[D*fHOcoefficientsdansZd’autrepart.Notreétudedéboucherasurlaconceptiond’'unsystémedecalculmanipulantuncorpsdefractionsrationnelles.(NAvantd'’e
ntrerdanslevifdusujet, nousmentionnonstoutefoisquelguesavertissements: B*>]JOai>Q.0O-Touslesprogrammesdecechapitreontétéécritsettestésavecunedistributiondelabranche2.6dePython.Ilssontcompatiblesaveclesversionssuivantes3.xma
isilsnetirentnullementavantagedesnouvellesfonctionnalitésdulangage.Enparticulier,leUlecteurnoteralaconservationdel’instruction«print»enlieuetplacedelanouvellesyntaxe«print()».
Ilyaiciunesubtilitépourl’interpréteurPythonquienversionsantérieures,considérelesparenthesesselonlecascommelesignedelaprésenced’untuple.-Enfin,dansunbutd’étude, nousn’avonspascherchéautilisertouteslespotentialitésdulangagequi
enfontsonoriginalité.Cechoixestmotivéparlavolontédenepaswww.biblio-scientifique.net 238 Programmation en Python pour les mathématiques F igure 6.1 -Deuxreprésentationsdumémegrapheplanaire(nonconnexe)masquerdesalgorithmesoudétails—parFutilisationdenp
rimitivespuissantesmaisdefait«opaques» —aulecteurquisouhaiteraittransférerlesconceptsprésentésversunautrelangagedeprogrammation.lGraphesAvantdenouspencherdanslessectionssuivantessurlesnotionsd’arbreetdelisteetquelquesu
nesdeleursapplications, nouscommenconscechapitreenabordantlanotiondegraphe,quipermetnotammentunegénéralisationdesdeuxnotionsprécédentes,ausensouunarbreestungrapheconnexesanscycle.Silathéoriedesgraphesconstitueun
domainerécentauregarddel ’histoiredesmathéma tiques,iln‘endemeurepasmoinsvasteetsourcedenombreuxtravauxcontemporains.Nouslimiteronsdéslorsnotreproposal’étudedequestionsrelativesauxgraphessimples,c’esta-diresansarétemu
Itipleniboucle.Nouschoisissonsaussideresteindrenotreétudeauxgraphesnonorientésauxarétesnonpondérées.1.1TJOcrjh«JDOtH PrésentationDeuxtypesdereprésentationsontcourammentutiliséspourungraphe:unematriced’ad jacence(figure6 .2)et
unelisted’adjacence.Unematriced’adjacenceestunematricecarréesymétrique(pourungraphenonorienté),dontleséléments(dansnotrecaséquivalentsadesbooléens)indiquentl’existenceounond’unearéteentredeuxsommets.CMLeprogramme ci-
apresillustreunereprésentationparlisted’adjacencedugraphe6.1l:ai>¢CL O lettres, py from graphe im port* U g = graphe! {A'B°'CD‘E*[B',[A',[B',[A',[B',ED, HC, ED- HF], HB  HE' ], ED EBF]E' 'F'], www.biblio-scientifique.net Classes ' F' [l B-, *G' B H'['G']239)print("Chaines(s)é

lémentaire(s)entreAetF:")forcing.recherche chaines("A","F"):print(c)print()print("Chaines(s)élémentaire(s)entreAetG:")forcing.recherche chaines("A","G"):print(c)Lemodulegraphe.pyquifournitletype«graphe»n’estpasreproduiti
cidanssonintégralité,maisnouspouvonsobserversoprésultatél'exécutionpourlegraphedonnéen6.1: [$./lettresepyChaines(s)élém['A,'B', HC',[HA,'B', HD',['A,'B', HE',[HA,'B', BRF']1['A,['A,['A,
(mA,[RA,['A,'D','D','D','D','D','D',Chaines(s)aOcDUKDONB ,HB' , BB ,HE RE',NE', Terminal ] entaire(s) @aFImE,'FIAF ]/ amEENEC- ,E-,F]B,B,'F]'FI]'C,'FIRF'IBF lélémentaire(s)$Nousprogrammonsnotre

structuredegraphecommeunobjet(ausensdelaprogramma tHtion)dontl’'uniquedonnéeinterneestunelisted’adjacence:unetellelisteestconstituéedeCMl’ensembledessommetsdugraphe,etpourchaquesommetadjacent,lalistedessommets(y)quilu
isontconnectés.Nousécartonslareprésentationparunematriced’adjacencepourxzuneraisond’économiedemoyens(pourlesgraphesnoncomplets,lescoefficientsdelama CTI>Q.0OUtriced’adjacencesontsouventenmajoriténuis);lepassaged’unmo
deleal’autreconstituecependantunexcellentexercicedeprogrammationconfiéaulecteur. 1.2 Quelques questions usuellesNousnousproposonsparexempled’aborder—dupointdevuedelaprogrammation—lesquestionssuivantes:-Ungrapheest-ilconnexe?
www.biblio-scientifique.net 240 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesAi~0101000.0B110111100Ci01000100Di11001000Ei01010100F101101000Gi0O0000001Hi0O”~0000010]J]—A —B-c—D-E—F-G—HFigure6.2-Matrice d’adjacence du graphe - Quelles sont les
composantes connexes d'un graphe ? - Comment établir les chaines élémentaires entre deux sommets d’un graphe ?

- Quelles sont les chaines les plus courtes entre deux sommets d’'un graphe ? Nous avons ainsi constitué, dans le but de disposer d’outils capables de manipuler plusieurs graphes indépendamment les uns des autres au sein d'un méme programme, une boite a outils organisée sous la forme d’une classe d’objet. Nous allons en détailler les principales
méthodes : @a O ¢ D U O I'M XI CTI >Q. O U composante-connexe ( ) Cette méthode permet de déterminer la composante connexe d’un sommet du graphe. Elle est notamment utilisée pour 1’obtention de la liste des compo santes du graphe, ainsi que pour tester I’existence d’une chaine entre deux sommets. recherche chaines ( ) Cette méthode
établit la liste de toutes les chaines entre deux som mets donnés. recherche cycles( ) Cette méthode s’appuye sur la méthode précédente, dans la mesure ol un cycle est une chaine dont les deux extrémités sont le méme sommet. nombre _aretes ( ) Cette méthode, basée sur le lemme des poignées de mains, peut sembler superflue. Elle conserve son
intéreét si I’on se souvient que le constructeur d’un objet g ra p h e ne mentionne que la liste d’adjacence, dont la méthode « déduit» le nombre d’arétes. Nous n’en dirons pas plus en ce qui concerne quelques méthodes secondaires, néanmoins fort utiles, ayant trait par exemple a la détermination du nombre de sommets et d’arétes d’'un graphe... dont
le lecteur pourra prendre connaissance a la lecture des fichiers disponibles en téléchargement. Les méthodes évoquées ci-dessus peuvent étre a leur tour aisément invoquées pour construire des méthodes fournissant les réponses aux questions posées plus haut. 1.3 Parcours eulériens Rappelons qu'une chaine ou un cycle eulériens désignent
respectivement une chaine ou un cycle qui empruntent exactement une fois chacun toutes les arétes d’'un graphe connexe. www.biblio-scientifique.net 241 C la sse s L’existence éventuelle de telles chaines ou cycles est assurée par le théoréme d’EuLER - H ie r HOLZER. Un procédé de construction de parcours eulériens est celui connu sous le nom
d’« al gorithme de F leu ry » sur lequel nous avons basé notre méthode qui génere un parcours eulérien, chaine ou cycle suivant le cas. Nous disposons dans notre objet g ra p h e de deux méthodes « existence chaine Euler()»et«existence cycle Euler{)»pour étudier la question de l’existence.

Dans l’affirmative, on utilise alors la méthode « recherche Euler() » pourla génération d’une solution au pro bleme.graphe,py # ...ledébutdelaclassen'estpasreproduitici..defgraphe réduit(self,a,b):"""construitun graphe en supprimant [ab]h=diet()forsinselfsommets!):I=[]fortinself.ad
jacents(s)if(s!=aort!=Db)and(s!=bort!=a):l.append()iflen(l)!=0:h[s]=1return graphe(h) La méthode « g raphe réduit () » construit a partir de I’objet graphe lui-méme un nouvel objet graphe, obtenu par suppression de l'aréte (réputée existante) entre les sommets a et b. La méthode «est un_ pont () » fournit
quant a elle un diagnostic pour la question suivante : Etant donnés a et b deux sommets adjacents d’un graphe connexe, la suppression d’une aréte d’extrémités a et b produit-elle ou non un nouveau graphe possédant plusieurs composantes connexes, si I’on fait exception d’un éventuel sommet isolé par suite de la suppression?
graphe,pylBaOcDUkDOrsldefest un _pont(self,a,b):"""[ablest-elleunpont?"""ifnot(binself.adjacents(a)):returnFalser=selfgraphe reduit(a,b)return(len(r.composantes())!=1)sz>Q.0 U La traduction en programme Python de 1'algorithme de Fleurysuit:graphe.pydefrecherch
e Euler(self): """ algorithmedeFleury ...

.g=selffin=(g.

nom bre aretes() == 1) i ffin : retu rn g.sommets!) www.biblio-scientifique.net 242 ProgrammationenPythonpourlesmathématigquesP =[] choix =[]forsing.sommets():ifg.degre sommet(s) % 2 == 1: choix.append(s) i fle n ( choix) == 0: choix = g. sommets 0 a = c h 0ix [ random.randrange(0,len (choix))]w hile not
fin:U=g.adjacents(a) V=[lforsinu:ifnotg.est un pont(a, s): v.append(s) b = v[ random.randrange(0,len (v) ) I p.append(a)g=g.graphe.réduit(a,b)a=bfin = (g.nombre aretes() == 1) p.append(a)p.append(g.adjacents(a)[0]) return P Le principe de 'algorithm e est le suivant, m o y en n an t la vérification
préalable de I'existence d 'u n e solution : *a O a) Choisir au hasard u n som m et. &t b) Choisir une aréte parm i toutes les arétes adjacentes (au som m et de départ) qui ne sont pas un pont, et la conserver dans le parcours en construction. ¢ =3 «tJHD O CM (y) xz CTI >Q. O U ¢) R ecom m encer a la seconde étape, en p a rta n t du nouveau graphe
réduit o b ten u par la suppression de l’aréte ci-dessus (et des précédentes), avec po ur som m et de d ép art 'extrém ité de cette aréte, et ainsi ju sq u 'a épuisem ent des arétes. La m éthode «recherche Euler () »im plém ente l'algorithm ede Fleury, avec u n e m odifica tion dans l'initialisation : on choisit d ‘'em blée u n som m et du
graphe de degré impair, lorsqu’il en existe, afin de construire dans ce cas un chem in eulérien. A défaut, u n som m et est choisi aléatoirem ent afin de construire u n cycle eulérien. R em arquons q u ‘a la seconde étape, lorsque le seul choix possible est celui d ‘u n pont, cela signifie que le som m et de dép art est alors de degré 1, auquel cas le graphe
réduit qui en résulte doit étre am p u té de ce som m et isolé, afin de préserver la connexité. www.biblio-scientifique.net C la sse s 243 F ig u re 6.3 - Graphe non planaire en illustration de te st 11 { Terminal $ ./test graphes.py-test7........ mD', 'C,['"F--test8......... m3','4',["11 " -test9....... 2'7["1 --testl1O0......... ma''e',["
c/"-—-testll..... ["4''5' 1" 3'If..P.'O'tH1l',M3']rWf .£2-a0clt«tJHDOTsI(S)XICTI>CLOU NB', HA' , BHG]ffHg', Ma’', *b','cH2', H6', M1, 2','5Représentationdesnombres Nous allons construire quelques classes n u m ériq u es destinées a représenter les nom bres p o u r notre projet de systém e de calcul
(quatre opérations et exponentiation) calculant convenable m en t sur les nom bres rationnels. M entionnons im m éd iatem en t I’existence (depuis la version 2.6 du langage) des m odulesn a tifs«fraction.

py » et « d é cim a 1. py », p résentés plus avant, qui am éliorent la gestion des calculs avec ce type de nom bres. Les classes p résentées ici so n t bien siir plus m odestes, m ais décrites dans u n b u t d ‘étude. Nous utiliserons par ailleurs des instances de classes que nous com poserons soigneusem ent p o u r inclure une gestion des erreurs qui p eu
v en t intervenir des que nous effectuons u n e série de calculs en cascade. En nous lim itant aux décim aux, nous suivrons la d ém arche axiom atique de co n stru ctio n des nom bres traditionnellem ent adoptée en M athém atiques, puis n ous adopterons les idées su i vantes : - u n nom bre entier est u n rationnel de d én o m in ateu r 1 ; www.biblio-
scientifique.net 244 ProgrammationenPythonpourlesmath é matigues-unnombre décimal est un rationnel dont dénominateur peut s’exprimer sous la forme 2~ X5, ou P et désignent des entiers naturels. Ce choix peut paraitre déroutant, mais il est motivé par les raisons suivantes : la conception d’un langage et d’'un
environnement de programmation se heurte toujours aux limites de temps a 1’exécution, et surtout de mémoire de travail. Il en résulte des choix inévitables dont celui qui casse notre conception mathématique moderne des nombres : nous ne pouvons re présenter qu’'un nombre fini de nombres, en nature comme en quantité, dans une mémoire de
calculateur. Pire, le calculateur manipule des nombres fondamentalement codés en sys teme binaire : les « nombres machine » ne représentent qu'une infime partie des nombres mathématiques, dont certains n’ont aucune représentation correcte possible sur un nombre fini d’octets, en dehors d’approximations. Le langage Python en souffre comme
tout autre langage, méme s’il possede un avantage dé cisif dans sa capacité a manipuler correctement les tres grands entiers, la ou le langage C et tant d’autres se perdent dés qu’il s’agit d’ajouter 1 et (27°)” - 1 = 4294967295 (selon la norme ANSI C99, pour un entier non signé codé sur quatre octets) ; les librairies (modules logiciels additionnels
apportant des extensions au langage de base) spécialisées en calcul scientifique ou les systemes de calcul formel prennent alors le relais dans une certaine mesure... Nous examinerons en détail une classe pour la représentation des nombres entiers, ainsi qu'une classe pour les nombres rationnels. Nous prévoyons pour de tels nombres les quatre
opérations et I’exponentiation, ainsi que la possibilité pour le systeme d’évaluer les expressions ou s’enchainent les différentes opéra tions. Nous devrons envisager les situations pour lesquelles le systéme sera placé devant 1’éva luation d’'un nombre mathématiquement indéfini, et décider d’un comportement du systeme dans un tel cas.

2.1 MO0 0O cn0'JD O (N xz DI >Q. O U Quelques rappels et outils On profite de ’occasion a venir d’implémenter un type rationnel pour revenir sur des détails qui distinguent nos définitions mathématiques de celles presque similaires disponibles dans les langages de programmation, afin d’éviter des confusions fréquentes et autres subtiles er reurs
qui peuvent en découler, et dont la recherche de la cause fait inévitablement perdre un temps précieux. Nous rappellerons brievement les termes « troncature a I'unité », « partie entiere », « partie fractionnaire » et « partie décimale » pour en donner une version en Python : - les notations E(jc) = [x\ sont définies par: Vx £ IR, L-"] =max {ne Zetn
~ x} ; - la notation \x] est définie par : Vx e IR, \x] = min {n £ Z et /7 ©~ x} ; - la notation ™ {x} que nous appellerons «partie fractionnaire » du réel x, définie par : Vx £ IR, {x} =X -[]J rj. 1.

« Mathématiques concretes » - Graham, Knuth, Pataschnik. www.biblio-scientifique.net C la sse s 245 Avec ces définitions, notons la correspondance suivante entre in t {x ) et la fonction : Lx] pourtout JcelR”, sinon \x] La distinction est importante entre la fonction mathématique « partie entiére » et le résultat obtenu par transtypage d’un nombre
négatif. En effet, pour x positif, nous avons coincidence entre E (x) et in t ( X), mais lorsque x est négatif, on perd cette égalité. Nous utiliserons la propriété ci-dessous par la suite, dés lors que nous aurons a passer d’une représentation a une autre pour un méme nombre décimal : Vx £ [R, x = troncature unite(x) -t-partie_decimale (x). deftronc u
nite (x): """ fonction troncature al'unitéreturnint (x) """ def E (x) : .... fonction p a rtie e n tiére (au sens mathématique) """ ifX < 0: X =X-1lreturntronc-unite (x)defpartie frac(x):""" fonction p a rtie fractionnairereturn (x-E (x))defpartie dec (x): """ fonction p a rtie décimalereturn (x-tronc_unite (x))
Et prenons quelques exemples pour fixer les idées X] O c 1j Q «tJHD O (N sz CTI >. CLOi— U [ Terminal™ » >print(tronc unite(-9.1))-9»>print(E(-9.1))-10»>print(partie frac(-9.1))0.9»>print(partie dec(-9.1))-0.1 »> Faisons quelques remarques : a) Pournosentieretrationn el nous avons
écarté de notre modele la gestion de débor dement de capacité des entiers machine. Pour intégrer une vérification de telles erreurs. www.biblio-scientifique.net 246 ProgrammationenPythonpourles math é m a tiq u e s il suffit de compléter la gestion d’erreur du modele en fixant, au choix du concepteur de la classe, un intervalle
d’entiers machine dans lesquels les entiers machine sont consi dérés comme valides. Ainsi, chaque opération arithmétique doit controler elle-méme si son résultat mathématique appartient effectivement ou non a l'intervalle de validité défini. b) Le langage Python offre un module additionnel decimal pour la gestion fine des nombres décimaux, avec
une précision de calcul bien supérieure a celle offerte par le type flo a t standard.

2.2 Une premiére tentative et un échec Nous allons nous baser sur la décomposition d’un décimal x, sous la forme usuelle construite a partir de la division euclidienne des entiers : x = e\a + b 10' avec {a, b, n) e N*, et dans laquelle e sera égal a 1 ou -1 selon que notre décimal est respecti vement positif ou négatif. defforme frac(valeur = 0):
""" retou rne le décimal sous forme p/q ...... ifvaleur==0:returnOepsilon = 1V=va1eurifV<0:epsilon=-1V=-V"DOcDUtHOFMai>Q.OUa=E(V)V=partie7dec(v)b=0c:= lwhileVbc#cf.plushaut#idemV>0:*=10;t=E(v);V-=t=b*10+t*=10returnstr(epsilon*(a*c+b))+"/"+str(c)
print (form e-fra c {-23)) p rin t(fo rm e _fra c (-2 .3 )) Observons notre magnifique programme a la manceuvre [ Terminal ] www.biblio-scientifique.net C la sse s 247 -23/1 -229999999999999982236431605997495353221893310546875/10000000000\ 0000000000000000000000000000000000000000 L’échec est cuisant : I’algorithme est correct,
mais inutilisable! Sans entrer ici dans le détail, disons simplement que I’erreur provient de la représentation interne des nombres en P y th o n (ce défaut existe dans la majorité des langages, pour des raisons de conception des unités logiques de calcul). Nous reviendrons sur ces questions dans un autre chapitre. 2.3 Une seconde tentative Nous



sommes donc contraints de contourner une difficulté des langages de programmation inhérente a la représentation des nombres flottants. On va partir de la forme textuelle du nombre décimal (la forme lisible par les humains) et construire notre nombre décimal a I’aide des outils offerts par P y th o n pour le traitement des chaines de caracteres et
des listes. On fait I’hypothese raisonnable (et c’est effectivement le cas et un point fort de P y th o n ) que le langage interpréte correctement notre notation usuelle des nombres décimaux, puis on le décompose en une liste d’'une ou deux séries de chiffres, séparés le cas échéant par la « virgule » (en fait, le point décimal dans les langages congus
outre-mer pour la plupart) : defforme frac (valeur = 0): """ retou rne |l e décimal sous forme p/q(version?2)..... ifvaleur==0:returnOnégatif=(valeur<0)V=valeurifnégatif:V=-VeaOc13Q1—10niai>.CLO's Uchiffres=str{v).split(.l)# merciPython!la=int(chiffres[0])b=0n=0iflen
chiffres)==2:b=int(chiffres[l1])n=1len(chiffres[1])gq=10**nP=a*qgq+bifnégatifiP=-Preturnstr(p) +"/" + str(q) www.biblio-scientifique.net 248 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesprint(forme frac(-23))print(forme frac(-2.3))Leprogram m e ci-dessus d o
nne cette fois le résultat escom pté. 2.4 Une classe pour les entiers N ous com m engerons p ar u n e classe sim ple qui im plém ente les nom bres entiers, et leurs o p é rations. Pour définir le m odéle de notre type e n tier, nous choisissons deux variables d ‘instance : -unchamp «self valeur»contenantlavaleurnum ériqgu e de notre
nom bre en tier; - un cham p « s el f nom bre. v a lid e », valeur booléenne in d iq u an t I’état de validité de notre Nous définissons ci-dessous le con stru cteu r de notre classe de représen tatio n d 'u n nom bre entier : il s’agit en fait d 'une classe enveloppe, qui em barque u n nom bre entier (natif du la n gage P y th o n ) agrégé avec un descripteur
d ‘état, in d iq u an t la validité de ce nom bre. On n otera le fait que, m ém e en cas d 'erreur, on veille a ne pas rom pre le flot d ’exécution du program m e : une fonction est censée toujours rendre u n résu ltat; il ap p artien t au pro g ram m eur de toujours contréler la qualité (validité) du résultat retourné p ar I’appel de la fonction. D ‘un p o in t de
vue conceptuel, on pourrait aller bien plus loin g u 'u n sim ple in d icateu r de validité, en élaborant une structure m athém atique. Cette structure do n n erait p o u rnos p ro gram m es une classe « super-nom bre » p ar I’adjonction, a nos nom bres m athém atiques, d 'un élém ent « pas-un -n o m b re », et en définissant de nouvelles opérations :
super-nom bre = n om bre oup as-un -nomb re nom bre 0 nom bre = nom bre nombre O pas-un-nombre=passun-nombreT]OcrjGHOtHOTMXI O] >Q. O U Voicilecode:classentier;def init (self,valeur=0,valide=True)self valide=valideifself valide:self valeur=valeurelse:self
__valeur=0def str (self):ifself valide:returnstr(self valeur)else:return"(entierinvalide )" www.biblio-scientifique.net C la sse s 249 Il nous faut discuter un choix surprenant : la décision de construire a chaque fois un nou veau nombre e n tie r invalide pour forcer une erreur. Une méthode plus satisfaisante
met en ceuvre des concepts moins simples, mais nous entrainerait bien plus loin que le cadre de ce livre. Nous pourrions ainsi définir ce qu’on appelle — selon la terminologie consacrée des « motifs de conception » — un singleton, c’est-a-dire un objet qui ne sera instancié qu’une fois seulement pour I’ensemble du programme. Un singleton fait office
de variable globale pour le programme : le recours aux variables globales demeure une question non tranchée. En 1’espece, nous pourrions créer un singleton e n tie r construit sur les valeurs ( 0, False ), sur lequel nous retournerions une référence a chaque fois que nous avons besoin d’utiliser un « e n tie r non défini », par exemple issu d’un calcul
erroné. Poursuivons I’étude de notre classe e n tier par quelques méthodes : defest valide(self):returnself validedefvaleur(self):returnint(self.valeur)Pource quiconcerne la gestion des erreurs, nous avons simplement pris le parti d’utiliser une variable booléenne. Pour obtenir un diagnostic plus fin des erreurs (par
exemple, apres ten tative de créer un rationnel a partir d’'un nombre nul au cours d’'une succession de calculs...), un gestionnaire d’erreur devrait étre implémenté. Nous présentons ensuite les méthodes pour les opérations mathématiques:def add (self,autre):ifself valideandautre valide:returnentier(self va
leur+autre_ valeur)else:returnentier(0,False)defneg(self):ifself valide:returnentier(-self valeur)else:returnentierO,False)defsub(self,autre): returnself add (autre neg ())MEMOOcnl«tJHD O CM (y) xz CTI >Q. O U On remarquera que la seconde ligne de la méthode
« add _ () » ne fait curieusement pas appel a la méthode (publique) est valid e () définie au sein de la classe, mais elle utilise directement la variable d’instance self v alid e . Cette méthode n’est pourtant pas inutile. C’est ici qu’il convient de distinguer deux utilisations de la valeur de validité : - I'instance de classe inspecte elle-méme son
état de validité. L’instance a acces a toutes ses variables internes, sans déroger au principe d’encapsulation des données. De sur croit, passer une méthode alourdirait et ralentirait inutilement le programme ; www.biblio-scientifique.net 250 ProgrammationenPythonpourlesmath é matigu e s - par ailleurs, un objet extérieur utilisant la
classe peut avoir besoin de contréler la va lidité de '’e n t i e r qu’il manipule. La protection des données le prive de l’acces aux membres internes de la classe e ntie r. C’est le role de la fonction e st_v alid e { ) que de permettre de connaitre 1'état de validité d’une instance, tout en respectant le carac tére privé de l'information. Ce type de fonction
destiné a apporter, si besoin et selon le choix du programmeur, une visibilité a I'information est appelé « accesseur » en termi nologie objet. Lors de la conception d’une classe d’objets, il est particulierement important d’étre vigilant quant a 1'utilisation de 1'information, car plusieurs utilisateurs (un programmeur qui utilise un module, qu’il en
connaisse ou non les détails ; une méthode invoquée depuis une classe ou depuis 1’extérieur...) peuvent avoir ou non acces aux données, avec des privileges différents. C’est le concepteur de la classe qui doit veiller a toutes les utilisations possibles (l1égitimes) de son code. Pour I’ensemble de nos programmes, nous réduirons souvent notre travail en
considérant la soustraction comme addition de 'opposé. def mul (self,autre):ifself valideandautre valide:returnentier(self valeur*autre valeur)else:returnentier(0,False)def truediv (self,autre)ifnot(self valideandautre valide):returnentier(0,False
)ifautre valeur==0:returnentier(0,False)if(self valeur%autre valeur)!=0:returnentier(0,False)returnentier(self valeur/autre valeur)"OONousdonnonspourfinirl'op érateur d 'exponentiationpourlaclasseentier:c=3QO(NSIDI"v. >CLOUdef pow (self,
autre)ifnot(self valideandautre valide):returnentier(0.False)a=self valeurn=autre valeurifa==0:ifn0:ifn % 2 == 1: www.biblio-scientifique.net C la sses251 P*=an//=2a*=areturnentier(p)On peut observer pour I’exponentiation, un algorithme efficace basé sur la décomposition de
I’exposant en base 2. On devrait en principe préférer I’exponentiation native fournie par le langage. La présentation de cet algorithme donne un exemple que 1’on pourra réutiliser cette fois pour de nouveaux types définis par l'utilisateur (le type polynome en est un exemple présenté plus loin).

Nous pouvons effectuer quelques tests : [MaOcrjUyrH£>0fMJZDI ‘s >.

CL O U Terminal ] »>fromentierimport*» >a=entier!-232)»>print(a)-232»>print(a.valeur!))-232»>print!a.est valide!))True»>b=entier(4)»>X=a-b»>print(x)-236»>X=a/b»>print(x)-58»>X=a/(b-b)»>prin
t(x)(entierinvalide)>»a=entier(23)»>b=entier(9)»>X=a+*b>»print(x) 1801152661463 » >b=entier!-4)»>X=a**b>»print(x)(entierinvalide ) »> On observera ici le fonctionnement du mécanisme de la surcharge d’opérateur : en raison de la syntaxe particuliere employée pour nommer nos opérateurs
arithmétiques, P y th o n incor pore en quelque sorte a son propre langage ces nouvelles définitions. Ce mécanisme permet donc d’écrire de fagon équivalente mais bien plus commode : Term inai] > » X =a ___add__ (b) » > X = a H- b www.biblio-scientifique.net 252 ProgrammationenPythonpourlesmath é ma tig u e s Enfin nous
complétons le fichier en tier .p y par deux fonctions, externes a la classe elleméme, que nous utiliserons pour notre classe rationnel : defpgcd naturels(a,b):ifb==0:returnaelse:returnpgcd naturels(b,a%b)defpgcd entiers(a,b):ifa.est valide()andb.est valide():returnentier(pgcd naturels(abs(a
wvaleur!)),abs(b.valeur!))))else:returnentier! 0, False) 2.5 Une classe pour les rationnels Nous pouvons maintenant construire notre classerationnel a partirdelaclasseentier.

Nous soulignons ici un choix de conception : la structure de I’objet représentant un nombre rationnel contient trois informations (variables d’instance), alors que deux entiers suffisent mathématiquement a décrire un nombre rationnel. Chaque instance de notre objetrati o nn el comportera deux champs de type e n ti e r pour le numérateur et le
dénominateur, ainsi qu'un champ pour la validité. Au passage, le champ de validité aurait pu étre considéré comme un type entier au lieu du type booléen, pour contenir par exemple un entier représentant un code d’erreur a l'intention de 1'utilisateur.

TJ O crj G «tJHD O CM (y) x: D] >Q. O U L’extrait de code ci-dessous commence par une fonction utilitaire verif entier!), utili sée ensuite dans le constructeur de notre classe r a tio n n e 1. Cette fonction détermine si un nombre entier peut s’exprimer sous la forme 2° x 57, ol p et q désignent des entiers natu rels.

Cette fonction appliquée au dénominateur nous indique si le nombre rationnel est un nombre décimal, ce qui autorise alors une représentation sous la forme ordinaire plutot que fractionnaire. rationnel.py from e n t ie r import *defverif entier!n):ifn==1:returnTrueelse:ifn% 2 ==0:returnverif entier!n/2)ifn%5 ==
returnverif entier!n/5)returnF alse www.biblio-scientifique.net Classes 253 classrationnel:def init (self, num =0, denom =1, valid e = True): valid e = valid e and (type(num) ==intorisinstance (num,entier))valid e = valid e and (type(denoin) == in t or isinstan ce(d enom ,entier))ifvalide:if
type(num) ==int: num = entier(num ) i f type(denom) == in t: denom = entier(denom )valide =valideandnum.est valide()anddenom.est valide()self valide=valideand(denom.valeur()!=0)ifself valide:ifdenom.valeur()<O0:num, denom = -num, -denom d = pgcd_entiers(num , denom) self num, s

elf denom =num/d,denom/delse:self num,self denom=entier(0),entier(1l)Lam éthode suivante perm et d ‘o bten ir u n e rep résen tatio n de I’objet ra tio n n e 1 sous la form e d 'u n e chaine alphanum érique : *aOc=3Qyl—£>IO(N03>Q.0 ‘s Udef str (self): re p ré s e n ta tio n sous forme de
chaine ...... ifself wvalide:ifself denom.valeur()==1:returnstr(self num)ifverif entier(self denom.valeur()):returnstr(self float ())else:returnstr(self num)-i-"/"-i-str(self denom)return"(rationnelinvalide)"def float (self):""représentation sousforme
de nombre r é e l machine """ifself valide:a,b=self num.valeur(),self denom.valeur()return(float(a)/float(b))else:returnfloat(0)Onrem arquera l'utilisation de valeurs p ar défaut dans le co n stru cteu r (=0 et =1). Cette faci lité nous p erm et sans effort supplém entaire de construire p ar la suite des
nom bres ratio n nels particuliers com m e les nom bres entiers (sans besoin cette fois de préciser le d én o m i nateur) ; I’appel du con stru cteu r sans p aram étre construira donc u n e instance rep résen tan t notre nom bre 0 ordinaire. www.biblio-scientifique.net 254 ProgrammationenPythonpourlesmath é ma tiqu e s On observera
aussi que le constructeur possede une taille cette fois bien plus imposante : nous devons d’abord vérifier les états de validité, puis réduire les numérateur et dénomi nateur, normaliser le nombre rationnel en imposant un dénominateur positif. Plus impor tant, notre constructeur — la méthode init () — est en mesure de construire un nombre
rationnel depuis le type entier natif de P y th o n, comme depuis notre propre type en tier. Nous mettons a disposition de l'utilisateur de la classe une méthode permettant la consul tation, sous forme textuelle, de la fraction considérée, ainsi qu'une méthode float {) qui délivre une valeur numérique du rationnel, au besoin sous la forme d’une
approximation réalisée par P y th o n lui-méme. En procédant ainsi, nous avons éliminé la possibilité de construire un nombre rationnel valide & partir d’'un nombre en t i e r invalide comme numérateur ou dénominateur. Nous pouvons procéder a I’écriture de nos opérateurs mathématiques pour 1’addition et la soustraction : la O ¢ D U VD O rs] (S) ai
> CLOUdefadd (self,autre):...... somme dedeuxrationnels""ifself valideandautre valide:a,b=self num,self denomP,g=autre num,autre denomreturnrationnel(a*q+ b*p,b*q)else:returnrationnel(0,1, False)defneg(self):ifself valide:a,b=self num,sel
f denomreturnrationnel(-a,b)else:returnrationnel(0,1, False)defsub(self,autre). returnself add (autre neg ())Nousdonnonspourlaformeleproduitetlequotientde deuxobjetsdetyperationneldefmul(self,autre):ifself. valideandautre. valide:a,b=self num,
self denomp g=autre. num,autre. denomreturnrationnel(a*p,b*q)else:returnrationnel(0,1, False)def truediv (self,autre):ifself valideandautre valide:a,b=self. num,self. denomp,gq=autre num,autre_ denomreturnrationnel(a*q,b*p)else:
www.biblio-scientifique.net C la sse s 255 returnrationnel(0, 1, F als e ) Il reste possible de choisir la définition du quotient comme produit par l'inverse ; il convient de s’interroger sur la consommation de ressources, par exemple en étudiant par une série de tests quelle est I'implémentation la plus efficace. def pow (self,autre):ifse
I1f valideandautre valide:a,b=self num,self denomP,gq=autre_ num,autre denomif(a.valeur0O==0)and(p.valeur()Lelecteur pourra compléter la liste des opérateurs par les méthodes qui construisent la com paraison de deux rationnels ainsi que que d’une nouvelle instance donnant le nombre in-
verse ; cette derniére méthode rend possible la division comme multiplication par l'inverse. XJ] O ¢ D U VD O Les quelques fonctions qui suivent n’ont pas d’intérét mathématique. Leur présence est seule ment motivée par le respect du trés important principe d’encapsulation des données. Apres tout, le conducteur n’a aucun besoin de connaitre le
fonctionnement intime et dans le détail du moteur de son véhicule, et il s’en accommode parfaitement dans son utilisation normale. De la méme fagon, un utilisateur de la classe r a ti o n n e 1 se satisfait de savoir que la somme de deux rationnels est un rationnel, avec la possibilité de contréler que la somme calculée est correcte. Cela peut paraitre
banal, mais cela le devient un peu moins lorsqu’on considere que l'utilisateur de la classe n’est plus un humain (en principe apte au contréle du bon dé roulement des calculs), mais un calculateur, qui effectuera avec docilité tout ce qui lui est demandé, nonobstant 1’absurdité des résultats intermédiaires. rs] (S) ai >+ CL O U Un utilisateur de la classe
doit a tout prix éviter de manipuler les données internes de la classe, sous peine d’en casser l'intégrité : le concepteur de la classe en a pris la responsabilité lors de la conception de la classe. En dernier lieu, le concepteur de la classe peut, a son initiative seulement, mettre a disposition de 1'utilisateur de la classe des accesseurs (il peut s’avérer
pratique de consulter la valeur du dénominateur) ou méme des mutateurs, bien que ces derniers portent en eux les dangers mentionnés précédemment. defest valide(self):returnself v alid e www.biblio-scientifique.net 256 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesdefnum (self):returnself num def
denom (self) :returnself denom Les quelques tests ci-dessous montrent en fait la partie « visible » depuis ’extérieur de la classe, par Lutilisateur de la classerationnel:if name ==" main a=ration ne I''23)print(a)b=rationnel(entier(-23))print(b)c=rationnel(4,0) print(c)d=rationnell-400,
-3760)print!d)print!float!d))d=rationnellentier!-400),entier!-3760))print!d)print!float!d))X=a-I-dprint!x)X=c+dprint!lx)X=d*rationnel!5)print!x)XJOcDUKD1—10rs](S)ai>CLOU[ Terminal]-23-23!rationnelinvalide) 5/47 0.106382978723 5/47 0.106382978723
-1076/47 !'rationnelinvalid e ) 73390.40224 On notera le dernier paragraphe du fichierrationn el. py commencant par la ligne de I'ins truction i f : notre programme ci-dessus est complet au sens ou il peut en effet étre considéré www.biblio-scientifique.net C la sse s 257 comme une unité autonome pour implémenter le type rationnel
(moyennant l'inclusion du fichier définissant le type entier). Ce paragraphe permet d’utiliser le fichier source comme un programme autonome (par exemple pour des tests) ou comme module au service d’'un programme plus conséquent.

Exercice 67. Etendre la classe e n tier afin que le type effectue lui-méme le contrdle du dé bordement de capacité, étant fixées par le programmeur les valeurs d’un « plus petit » et d’un « plus grand » entier. Entre ces deux entiers, ’arithmétique des quatre opérations, et I’expo nentiation seront garanties par le type. Exercice 68. Pour I’écriture des
nombres décimaux sous la forme usuelle, nous nous sommes reposés sur le fait que P y th o n effectue convenablement cette tache. Ecrire un programme P y th o n qui délivre cette forme, a partir de la donnée de deux nombres entiers. 3 L is te s Nous traiterons principalement deux types particuliers de listes : - les files (ou queues, encore appelées
FIFO pour first in, first out) : cette structure est une liste séquentielle appropriée au traitement de ses éléments selon le protocole « premier entré, premier sorti » ; - les piles (ou stacks ou LIFO) : comme le nom l'indique, ce type de liste est la métaphore de la pile d’assiettes « dernier entré, premier sorti ». Afin d’éviter toute confusion, le terme
anglo-saxon file désignant le plus souvent en langage informatique un fichier de données, nous parlerons de queue en lieu et place de file dans la suite du chapitre. Remarque. 3.1 Trois versions du tri récursif d'une liste O O cn i '~D O r\i SI DI >Q. O (J Avant d’étudier la création des deux types évoqués ci-dessus, prenons le temps d’observer
quelque peu le type liste et les facilités proposées par P y th o n , notamment d’un point de vue « programmation orientée objet ». On propose ici trois versions successives, en termes d’organisation du code source, de pro gramme de tri récursif et d’obtention du maximum d’une liste de nombres. Commencons par notre algorithme basique,
volontairement maladroit: maxiRecListel.pyfromrandom import *definitialiser(l):......

rem plissage delaliste avec desnombresaléatoires....... foriinrange(len(l)):1[i]=randrange(l, 100)defmaxi rec/(l):www.biblio-scientifique.net 258 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques rechercherécursivedumaximum ...... iflen(l)>1:maxi=maxi rec(l[:-1])ifmaxi>1
[-1]:returnmaxielse:returnl[-1]else:returnl[0]if name ==" main ":# programmeprincipal# unelistededixnombresOliste=[0foriinrange (I0)]initialiser(liste)print(liste)print(maxi rec(liste))C om m e on le constate, Tutilisateur posséde tous les détails d 'im plém entation sous les
yeux. En particulier, le d im en sio n n em en t correct de la liste et son initialisation d é p en d e n t de lui. On p eu t toutefois déléguer certains traitem en ts fastidieux au program m e, et perm ettre a I'u ti lisateur de concentrer son atten tio n sur le problem e q u ’il cherche a résoudre, n o n sur des détails externes. On observe de plus que les
données sont séparées de leur traitem ent. D ans une seconde version, le program m e est am élioré par la gestion des listes en P y th o n . La liste est initialem ent vide, puis rem plie a h a u te u r de la longueur désirée. Le program m e com porte n éanm oins toujours le défaut de devoir d em an d er explicitem ent l'initialisation de la liste d "entiers.
maxiRecListe2.pyfromrandom import * @aOcDUkD Ors](S)ai > CLOUdefinitialiserd,n):......

rem plissage (récursif)delalisteavecdesnombresaléatoires""ifn>0:1.appendlrandrange(],100))initialiser(l,n-1)defmaxi rec(l): rechercheré cursive dumaximum iflen(l)>1:maxi=maxi rec(l[:-1])ifmaxi>1[-1]:returnmaxielse:returnl[-1]else:returnl[ 0] www.biblio-
scientifique.net Classes259if mname =="  main liste=[]#lalisteestinitialementvideinitialiser(liste,10)print(liste)print(maxi rec(liste)) Nous donnons enfin une version « orientée objet » de ce programme : son intérét réside cette fois dans ’encapsulation des données. Cette notion réalise le
regroupement logique des don nées et leur traitement.

Du point de vue de Tutilisateur de la classe, celui-ci n’a aucune connais sance des détails d'implémentation de la liste, et peut l'utiliser telle quelle. On a ainsi ajouté une couche d’abstraction - une protection - puisque 'utilisateur n’intervient pas dans le fonc tionnement interne de 1'objet. Lors de la création de la liste, 1'utilisateur se contente de spéci-
fier la taille de la liste des nombres aléatoires. maxiRecListes, pyfrom random import *defmaxi rec(l):...... rechercherécursive dumaximum ....... iflen(l)>1l:maxi=maxi rec([:-1])ifmaxi>1[-1]:returnmaxielse:returnl[-1]else:returnl[0]classtable(object): MaOcDUkKDOdefinit(self,tai
lle):self liste=[randrange(l,100)forninrange(taille)]defstr(self):returnstr(self liste)rs]defmaximum (self):returnmaxi rec(self liste)ai>CLOUif name =="  main ":liste=table(10)print(liste) print(iste.m axim um ()) Dans cette forme du programme, la liste est
automatiquement et completement construite des sa création (placée dans un état conforme a celui attendu, c’est-a-dire une liste de dix en tiers quelconques) ; 'information est parfaitement protégée de toute mauvaise manipulation par 1'utilisateur. www.biblio-scientifique.net 260 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques
3.2 Une classe pour encapsuler I'information Nous envisageons de constituer des listes dont les éléments sont de natures variées, et a priori non déterminées lors de la conception de la classe. Pour ces listes, notre unité d’information est le nceud, qui est une enveloppe destinée a recevoir l'information qui nous intéresse (un nombre, un monéme...) et
surtout un lien (un pointeur) sur un autre membre de la liste, que I'on nommeraself suivant. Par pointeur, nous entendons une variable dont le role consiste a désigner (pointer) une autre variable. Lorsque nous parlons de pointeur, nous désignons une variable qui indique 1’adresse d’une autre variable. Le langage P y th o n n’encourage pas la
manipulation directe d’un type particulier « pointeur » comme par exemple le langage C. Les langages qui offrent au program meur le concept de pointeur permettent de manipuler arithmétiquement les variables et leurs adresses physiques en mémoire. Note. noeud, py classnoeud(object):def init (self, donnée =None,suivant
=None):self donnée =donnéeself suivant=suivantdef Str (self):returnstr(self donnée) Donnons quelques commentaires sur la structure de la classe. Comme pour les listes natives de P y th o n, nous pourrons stocker dans un noeud tout type d’information, quelle qu’en soit sa nature. Cette liberté est précieuse et
souvent absente des autres langages. [TJOcrjQOTIMx: D] >Q. O U » > from noeud import * » > a = noeud(7) » >print(a) 7» > fromrationnelimport*» >b =noeud(rationnell -50,» >print (b) 5/48 » >c =noeud("chouette")»>print (c) chouette »> Term inal]
W480), a) En plus du constructeur habituel pour la création du nceud, nous avons respecté ’habitude fort pratique de créer une méthode str () qui retournera une description textuelle de I'information contenue dans le nceud. Comme on peut le constater sur cet exemple, notre liste est a méme d’accueillir des données
hétérogenes. D’autre part, le nceud b pointe sur le nceud a lors de sa création, au contraire des deux autres nceuds a e t ¢ qui ne pointent rien (la valeur None). Les deux types de listes que nous allons considérer posséderont les fonctionnalités suivantes : www.biblio-scientifique.net C la sse s 261 F igure 6.4 - Une structure de queue F igure 6.5 - Une
structure de pile (le sommet apparait a gauche) - nous voulons pouvoir compléter la liste par adjonction d’un nouvel élément, a droite ou en fin de liste pour une queue, et pour une pile le placer au sommet (empiler) ; - pour une queue, nous souhaitons pouvoir retirer le premier élément introduit dans la queue (le plus a gauche), ou pour une structure
de pile, retirer 1’élément au sommet de la pile (dépiler). - enfin, nous souhaitons pouvoir consulter, sans modifier les éléments d’une queue ou d'une pile, le premier élément a gauche ou 1’élément au sommet de la pile.

Dans les deux listes représentées en figures 6.4 et 6.5, nous avons inséré dans le méme ordre séquentiel les entiers 1, 2, 3, 4 et 5. Néanmoins, le premier élément lu (retiré) de la file sera 1 (premier élément historiquement inscrit) ; le premier élément lu dans la pile sera le dernier élément inscrit. Nous ne manipulerons nos objets de type queue ou
pile que par les « poignées » que consti tuent les pointeurspre mier,dernieret sommet: BaOcDUy—AOCMxzDI‘s >.CLO U -Prem ie r nous permet de lire (et retirer) le premier élément de la queue ; - dernier nous permet d’inscrire immédiatement (sans recherche) aprés le dernier élé ment un nouveau dernier élément ; - sommet
permet indifféremment d’empiler ou de dépiler 1’élément en sommet de pile. On notera qu’en théorie un seul pointeur suffit a gérer une queue, mais au risque de dégrader les performances dans l'utilisation de la queue.

Le role du pointeur de r n ie r est d’éviter pour chaque insertion de parcourir la file en intégralité pour retrouver son dernier élément. Signalons enfin que nous nous interdisons I'insertion et la suppression en milieu de pile ou de queue ; bien que cela soit possible, ces fonctionnalités présentent peu d’intérét en pratique pour une liste séquentielle.
Pour ce type de manoceuvre, l'utilisation d’un arbre binaire est plus www.biblio-scientifique.net 262 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques © 3) (4 F igure 6.6 - Retrait dans un e queue © 3) (2) (1 F igure 6.7 - Retrait dans u n e pile TJ] O c rj {i «tJHD O F igure 6.8 - Insertion dans u n e queue CM (y) XI O] >Q. O U F igure
6.9 - Insertion dans u n e pile www.biblio-scientifique.net C la sse s 263 judicieuse. Nous reviendrons sur cette question dans la section réservée aux arbres binaires de recherche. Munis d’un objet de type noeud, nous allons maintenant constituer les modeles d’objet pour les listes FIFO et LIFO. Ces objets peuvent en fait ne comporter qu’une seule
variable d’ins tance, pointant un nceud et suffisante pour la manipulation de la queue ou de la pile. Par exemple, nous choisissons un pointeur désignant 1’élément le plus a gauche pour la queue, ou le sommet pour une pile. Cependant, nous donnerons deux variantes d’implémentation : - pour une queue : un pointeur sur le premier élément de la
queue, ainsi qu’un pointeur sur le second élément de la queue. Ce choix s’explique par le fait qu’on agit aux deux extrémités de la queue (lecture au début, écriture a la fin) ; - pour une pile : uniquement un pointeur sur le sommet de la pile. En effet, dans une pile, les écritures et lectures s’effectuent toujours sur le sommet. 3.3 Une classe pour la

structure de queue Avant de présenter la classe queue, complétons la classe noeud par quelques méthodes accesseurs et mutateurs : noeud, py cla ssnoeud(object): """ noeud (1liste simplement chainée) """ def init (self,donnée =None, suivant =None): ...... constructeur""self donnée =donnéeself suivant=su
ivantdef str (self):returnstr(self donnée)defgetdonnee(self):..... accesseur...... returnself donnée"'OOc=3aViOdefset donnee(self, d): ... mutateur """ self donnée =drs](S)ai >Q.Odefget.suivant(self):returnself suivantUdefset suivant(self,s):self suivan
t = s Le code source de la classe queue suit : queue, p y I from noeud import * www.biblio-scientifique.net 264 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesclassqueue(object):..... queue ...... def init (self):selfpremier=Noneselfdernier=Nonedef str (self):s=[IJn=self premierwh

ilenot (nis None): s.append (nget donnee()) n=n.get suivant()returnstr(s)defest vide(self):return(self premierisNone)defecrire dernier(self,d): n=noeud(d)ifself premierisNone:self premier=nelse:self dernier.set suivant(n)self dernier=ndeflire premier
(self):ifself premierisNone:return Nonen=self premierd=n.get donnee()self premier=n.get suivant()n=NonereturndMaOcDQIOT™i(y)CT>CLO ‘s UOnpeutajouter les lignes suivantes au fichierqueue.py, pourlestestsif name ==" main _ ":g=queue()q.ecrire _dernier("lap
in")g.ecrire _dernier("chasseur")qg.ecrire dernier(2)q.ecrire _dernier("le")q.ecrire dernier("retour")print(gq)whilenotg.est vide():print(q.lire premier()) www.biblio-scientifique.net C la sse s 3.4 265 Une classe pour la structure de pile pile.py from noeud import *classpile (o b

ect):...pile....definit(self):self sommet = Nonedefstr(self):s=[]n=self sommetwhilenot(nisNone):s.append(n.get donnee())n=n.get_suivant(returnstr(s)defest vide(self):return(self sommetisNone)defempiler(self,d):.n=noeud(d)n.set suivant(self..self sommet
=nT]Ocrjl«tJHDOCM (y) XI O] >Q. O sommet) defdepiler(self):ifself sommetis None:return Nonen=self sommetd=n.get donnee()self sommet=n.
get suivant()n=Nonereturndif name ==" main ":P=pileOp.empiler("GNU")p.empiler("is")p.empiler("not")yp.empiler("Unix")Uprint(p)whilenotp.est vide():print(p.depiler()) Comme on le constate, I’'acronyme récursif du GNU est restitué a I’envers

[ Terminal ] www.biblio-scientifique.net 266 ProgrammationenPythonpourlesmathématiques$./queue.py['Unix', 'not', 'is', 'GNU'] Unixnotis GNU $ 4 Maocn UKD o Arbre sb in a ire s Nous nous intéressons ici a un type particulier d’arbre binaire

appelé arbre binaire de re cherche (voir figure 6.10), dont la structure peut évoluer lors des adjonctions ou suppressions de nouveaux éléments, tout en restant stable selon un ordre défini sur les nceuds. CM (5) Ol >Q. O v_u 4.1 Une classe pour la structure de nceud double La propriété principale pour un arbre binaire de recherche est la garantie
que, pour tout nceud n de I’arbre, tout membre du sous-arbre gauche de n est inférieur a n’importe quel nceud membre de n’importe quel sous-arbre du sous-arbre droit de n. Une autre garantie non moins importante réside dans 1'unicité de chaque valeur dans un arbre binaire de recherche. De telles garanties conférent une structure dichotomique a
I’arbre. Ce type de structure est particulierement bien adapté a la recherche, a l'insertion et a la suppression de nosuds.

En www.biblio-scientifique.net C la sse s 267 effet, la construction d ‘u n arbre binaire s’opére en resp ectan t im m éd iatem en t p o u r chaque nouvelle donnée la conservation de ’ordre sur 1’arbre.

Il en va de m ém e po u r la suppression.

noeud, py cla ssnoeud(object): """ noeud double (deux fils) ....... def init (self,num, gauche =None, d ro ite =None): ...... constructeur""self num =nums elfgauche = gaucheselfdroite =droitedefmontrer(self, decal horiz=0):..... imprimer le noeud avecsesfils""ifself droite:self droite
montrer(decal horiz+3)print(""*decal horiz,self num)ifself gauche:self gauche.montrer(decal horiz+ 3)defchercher(self,num):"""chercherunevaleur..... ifnum==self num:returnTrue@OOcnQ«JHDOCM([{y)JZ>.Q.0Uifnum<self num:ifself gauche:returnse
1f gauche.chercher(num)else:returnFalseelse:ifself droite:returnself droite.chercher(num)else:returnFalsedefinserer(self, num):...... insérerunevaleur..... ifnum!=self num:ifnum<self num:ifself gauche:self gauche. inserer(num)else:self gauche = noeud(num) e

Ise:ifself droite:selfdroite.insérer(mum)else:self droite = noeud(num) www.biblio-scientifique.netProgrammationenPythonpourlesmathématiques268else:print"(pasde doublon dans un arb re b in a ire de recherche)"defplus grand(self):ifself droite:returnself droite.plu
s grand(else:returnself num # ... méthodeplub ~petit().

..defgetnum(self):returnself numdefset num(self num):self num=numdeffils gauche(self):..... accesseurfilsgauche
lifself gauche:n=n-Hself gauche.

noeuds ()ifself droite:n=n+self droite.noeuds()returnn maO cD UkD O rs]La recherche et I'insertion d 'u n élém ent dans un arbre binaire de recherche ne p o sen t pas de difficulté particuliére. En revanche, la suppression est m oins im m édiate. C’est ici que les garanties évoquées en d éb u t de section jouent to u t leur
role. Lorsque nous devons su p p rim er un n ce u d (dont on aura préalablem ent vérifié 1’existence), on ad o p tera la stratégie suivante : - si le n ce u d est une feuille, il est sup p rim é sans autre form e de proces ; - sile n ce u d est u n fils unique, on le su p p rim e en lui su b stitu an t son fils ; ai >+ Q. O U - I'affaire est plus délicate lorsque le n ce u
d com porte deux fils. D ans ce cas, n ous savons que toute donnée contenue dans le sous-arbre gauche de notre n ce u d est rép u tée plus petite que la valeur de notre n ce u d . Nous pouvons alors échanger la valeur de notre n ce u d soit avec la plus grande valeur co n ten u e dans le sous-arbre gauche, soit avec la plus petite valeur co n ten u e dans
le sous-arbre droit. Puis nous supprim ons la feuille qui contenait cette valeur ainsi dupliquée.

Cet échange conserve les garanties sur I’ordre des n ce u d s de I’arbre. On relévera que cette suppression offre u n choix au program m eur. On p eu t laisser ce choix aléatoire ou, au prix d ’efforts supplém entaires de conception, faire en sorte de www.biblio-scientifique.net C la sse s 269 conserver un équilibre sur les h au teu rs respectives des
deux sous-arbres de chaque n ce u d (on agrém ente alors chaque nceudd’uncom pteurp o ur com penser la différence des h au teu rs des deux sous-arbres). Une telle solution sera privilégiée si on souhaite préserver u n arbre binaire d 'u n e dégénérescence en liste, p o u r des raisons de perfor m ance. noeud, pydefchercher parent(s
elf, num)ifnum ==self num:returnNoneT]Ocrji«tJHDOCM (y)XIOJ]>Q.OUifnum<self num:ifself gauche num==num:returnselfelse:returnself. gauche.chercherparent(num)else:ifself droite num==num:returnselfelse:returnself droite.chercher.parent(num)
defsupprimer noeud (self, num, parent):ifnum<self num:self gauche.supprim er.noeud(num, parent) else:ifnum >self num:self droite.supprim er noeud(num , parent) www.biblio-scientifique.net 270 ProgrammationenPythonpourlesmathématiquesTJ]Ocrj i «tJHD O CM (y) XI O] >Q. 0 U
www.biblio-scientifique.net Classe s 271 else:ifself gaucheisNoneandself droiteisNone: #aucunfilsifparent gaucheisself:parent gauche=Noneelse:parent droite=Noneelse:ifself gaucheisNoneorself droiteisNone:#filsuniqueifself gauche:t=self gaucheelse:t=s
elf droiteTJocnUUDtHoCM (5)XICTI>Q.OUifparent gaucheisself:s=parent gaucheparent gauche=telse:s=parent droiteparent droite=tsgauche=Nonesdroite=Noneelse:# deuxfilsifself gauche.noeuds()>self droite.noeuds():X=self gauche.plusgrand()els
e:X=self droite.plus petit()self.supprimer(x)self num = X www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 272 def supp ri mer (s el f, num): """ supprimer une valeur (réputée e xistante) """ parent = s elf. chercher parent(num) s e 1f. supprimer-noeud(num, parent) Les méthodes
suivantes permettent de présenter les noeuds sous une forme ordonnée n o e u d , py def montrer ordre croissant(self):ifself gauche:self gauche.montrer ordre croissant()print(self num)ifself droite:self droite.montrer ordre croissant() # ... méthode montrer”~ordre.~decroissant() ...def liste ordre croissa
nt(self,liste):ifself gauche: self gauche liste ordre croissant(liste)liste.append(self num)ifself dro ite: self droite liste ordre croissant(liste) defliste croissante(self):liste=[]self liste ordre croissant(liste)returnliste #.

.. méth ode liste..-ordre.”decroissant() . .

returnself gauche # . méthodefils ~droite O...Lam éthode récursive suivante p erm et le com ptage des n ce u d s des deux sous-arbres : noeud,py defnoeuds(self):n =

.# ... méthodeliste ~decroissanteOXJ]OctiODOTs](S)QOJ ‘s >CLOUA4.2 ... Une classe pour la structure d'arbre binaire de recherche arbre, p y from st ri ng import * import random from noeud import *classarbre (object): """ arbrebinairederecherche """ def init (self):""constructeur..... self racine =
None def montrer ( s el f) : www.biblio-scientifique.net Classes """ imprimerl'arbre..... ifself racine: self racine.montrer()else:print (" (arbrevide)')defchercher(self, num): """ rechercherunevaleurifself racine:returnself racine.chercher(num)else:return Falsedefinserer(self, num): """ insérerune
nouvelle valeur ..... ifself racine:self racine.insérer(num)else:self racine = noeud(num)T]Ocrjl «JD OtH CM (y) XI O] >Q. O U def su pp ri me r( sel f, num): """ supprimer une val eur .... .

ifself.chercher(hum):ifself racine.get num() ==num:ifself racine.fils gauche():fils=self racine.fils gauche()else:fils=self racine.fils droite()iffilsisNone:self racine=Noneelse:ifself racine.fils gauche():X=fils.plus grand()else:X =fils.plus.
petit()self racine.supprimer(x)selffracine.set num(x)else:self racine.supprimer(num)else:print(" (valeurinexistante)") defmontrer ordre croissant(self): """ montrerlalisteenordrecroissant""ifself racine: self racine.montrer ordre croissant()else:print("(listevide)') # ... méthodemontr
er-ordre-decroissant()...www.biblio-scientifique.net 273 Programmation en Python pour les mathématiques 274 defliste croissante(self): ...

listeenordrecroissant..... ifself racine:returnselfracine.liste croissanté()else:return[]#..

.méthodeliste ~decroissante()...defnoeuds(self): """ nombre de noeudsdel'arbre.... ifself racine:returnself racine.noeuds() else:return O Le programme principal suivant permettra de tester I’adjonction et la suppression d’éléments dans un arbre binaire de recherche : arbre, pyif name ==" main ":a =
arbre() for nin range(10):a.inserer (random.rand range(1 0 0)) a.montrer!) print(" (" +str(a.noeuds!)) + "noeud!s) dans 1’ arbre)") fi n = False while fin == False: "OOc=3Q«DOfNtHai>CLOUprint!"!a)jouteroulc)roissantou!d)écroissant")print!"ou !s)upprimerou!qg)uitter?')ch=str!inp
ut)ifch=="a'orch=="s :n=1Iint!input!)) Print " . e

"ifch=="'a':a.

inserer!n)ifch =="'s':a.supprimer!n) a.montrer!)ifch=='c':print!a.liste croissanté!))ifch=='d':print!a.liste decroissante!))ifch=="'q"': fin=Trueifnot!chin "acdsq"): www.biblio-scientifique.net Classes 275 print ( "touches a, c, d, s, g seulement !")I5Calculateurb5.1 Des choix de conception :

composition, héritage, polymorphisme Ces notions sont capitales car elles déterminent les structures des données du programme. Ces données dépendent généralement les unes des autres dans la résolution d’un probléme. Cela introduit un couplage de l'inform ation, avec une conséquence im portante : tout chan gement dans la définition d'un type
ou d’'une structure de donnée peut entrainer par effet de bord des dysfonctionnem ents im portants pouvant compromettre les structures qui en dé pendent. La conception de classes pour la traduction d’algorithme nécessite donc une définition soi gneuse de hiérarchies d’objets. On rappelle briévement les notions de composition, héritage et
polymorphism e : - la composition (ou I’agrégation) d’objets est une relation entre objets du type « possede un» ; - I’héritage entre objets est une relation du type « est un ». L’héritage permet le polymor phism e, a savoir la m anipulation d'un objet sous diverses identités. Il est souvent délicat de déterm iner quelle est la plus judicieuse des deux
possibilités pour définir un nouveau type d’objet. Il est im portant d’avoir a 1’esprit que I’héritage m aintient des dépendances fortes au sein d’'une hiérarchie : un changement a un niveau posséde des conséquences sur toute la chaine des objets, alors que la composition m aintient une certaine séparation des roles et donc favorise 1'indépendance des
types. Cet aspect doit étre pris en compte dans la réalisation de programmes im portants. Pour fixer les idées, nous prendrons 1 ’exemple d’une hiérarchie de quadrilatéres, avec les classes suivantes : BaOcD UkDOrslai > CLOUclassquadrilatere(object):....quadrilateére quelconque ..... def init (self,a=,b=,c
self.a =aselfb=Dbself.c=cselfd=dself.

type = "quadrilatere" 00 =0,d=):0def str (self):returnself.typedefperimetre(self):return(self.a+self.b+self.

c+self.d)if name ==" main ":gq=quadrilatere (5, 7, 10, 3.4) www.biblio-scientifique.net 276 Programmation en Python pour les mathématiques print(q) print (q. perimetre()) La classe quad r ila t e re est notre classe meére, a partir de laquelle nous construisons les classes filles losange et re cta n g le . Nous parlons d'héritage
simple : chacune des deux classes filles posséde une classe mere unique. from qu ad ril at er e import*classlosange(quadrilatere): H....

losange """ def init (self,a=):quadrilatere init (self,a a a a)self.type="losange" 0 def perimetre(self): returnself.a+ 4if name ==" main ":1=1losange(5) print()print (1. perimetre()) Le constructeur de la classe losange fait appel au constructeur de la classe mére. Nous pou vons noter la réécriture de
la méthode pe rim et re () : cette derniere est spécialisée, elle se substitue a la définition de la méthode de méme définie dans la classe mere. from quad ril at er e import*classrectangle(quadrilatere): """ rectangle.....

def init (self,a=,b=)quadrilatére init (selfself.type="rectangle"0"OO0c-JQMDO # # (y)4-1XICTI\>Q.O0OUif name ==" main ":r =rectangle(4,3)print(r)print(r.perimetre())CMOdefperimetre(self):return(self.a+self.b)*2 Lelecteur aura remarqué les lignes commentées
pour la méthode de calcul du périmeétre : le périmetre est calculé en invoquant, soit une méthode spécialisée, soit une méthode présente plus haut dans la hiérarchie de classe. Nous construisons m aintenant une classe héritant a la fois de la classe losange et de la classe re cta n g le, la classe ¢ a rre : www.biblio-scientifique.net Classes 277 from
losange import * from rectangle import * # cla s s c arre (los ang e, rectangle) classcarre(rectangle, losange): IIITITf- ~“r-r-ACcjl/fcr"""def init (self,a=)quadrilatere_ init (self,a,a, a, a)# fonctionne aussilosange init (self,a)0#if name ==" main c = carre(lO) print(c) print (c. perimetre())
On remarquera ici les deux possibilités d’écriture du constructeur : en faisant appel a une méthode de la classe quad rila t e re ou de la classe losange. D ‘autre part, nous avons ici typiquement un cas d’héritage « en diamant », du fait de la dé claration de la classe qui mentionne les deux classes losange et re c ta n g le : quelle est la va riable
d’instance retournée lorsque nous invoquons la méthode carre _ str () ? Pour s’en convaincre, il suffit de commenter/décommenter les deux lignes commencgant par le mot-clé c la s s . L'intérét pour un objet d’hériter d’un autre objet est de bénéficier de ses inform ations et mé thodes, en ayant la possibilité notamment de les compléter ou de les
altérer. Un objet peut hériter des inform ations ou des méthodes de plusieurs objets, on parle alors d’héritage m ultiple ou polymorphisme. la o ¢ 13 U kD o rs] Ol >+ CL o u Le constructeur pour instancier la classe fille se contente d’invoquer le constructeur de la classe mére. Il n’est pas nécessaire d’in itialiser explicitem ent les champs de 1’objet,
qui sont automatiquement appelés lors de 1 ‘appel du constructeur. On peut bien évidemment ad joindre de nouveaux champs pour l’objet fille, ou méme, sous certaines précautions, altérer les champs hérités de la classe mere. Rem arque. En programmation orientée objet, on accorde un soin particulier au caractere pu blic ou privé de l'inform ation.
A insi les deux champs s e 1 f donnée et s e 1 f. donnée ne sont pas du tout interprétés de la méme fagon par Python. Dans le prem ier cas, le champ est privé (c’est-a-dire inaccessible directement depuis 1’ex térieur de la classe), dans le second cas le champ est public, visible depuis 1’extérieur de la classe, en consultation comme en m odification. Il
revient au programmeur de décider de ce qui doit étre public, en privilégiant le caractere privé par défaut, afin d’éviter d’altérer I’objet depuis de nombreux points du programme. 5.2 Le projet calculateur Nous ferons ici la synthese des themes étudiés depuis le début de cette partie, sous la forme d’un petit projet de calculateur sur les nombres
rationnels. www.biblio-scientifique.net 278 Programmation en Python pour les mathématiques Pour sim plifier, nous nous baserons sur une version légere de notre calculateur dans laquelle les nombres et les opérations s’écrivent tous sous la forme d’un unique caractére A SC II. Nous faisons cette réduction avec I'intention de faciliter le découpage
en unités lexicales (unités insécables mathématiquement pertinentes) de 1’expression mathématique a évaluer. L’hypo thése de considérer des lexemes constitués de plusieurs caractéres reléve de I’analyse lexicale, domaine non étudié ici. Nous allons considérer une expression A : A = 8 ©~ 2 - 3 x (5-hl) que nous allons transform er en un arbre pour
son évaluation : L’arbre binaire est parfaitem ent adapté a la représentation de la structure opératoire de 1’ex pression ; en particulier, il est conforme aux régles usuelles de priorité entre opérations. Si I’on souhaite évaluer mécaniquement I’expression A, deux questions se posent : T] O c¢ rj {i FO O tH - Comment crée-t-on 1’arbre binaire a partir de la
forme traditionnelle de I’expression A ? - Comment évalue-t-on mécaniquement 1 ‘expression A a I’aide de 1’arbre binaire ? Nous utiliserons les classes et structures de données rencontrées précédemment : I'a] (S) - les classes numériques (entiers, rationnels) ; ai >+ Q. O - une structure de queue pour un parcours horizontal de 1’expression ; U - une
structure de pile pour les opérateurs, puis une structure de pile pour I’évaluation de 1’expression ; - une structure d’arbre binaire. Nous mettrons en ceuvre deux stratégies pour 1’évaluation : une approche parles piles d’opé rateurs, puis une approche basée sur la récursivité des grammaires, utilisée dans la construc tion des logiciels interpretes
(Python en est un bon exemple) ou compilateurs (le langage C est un langage en général com pilé, mais on peut en trouver quelques interpretes). www.biblio-scientifique.net Classes 5.3 279 Notations infixée, préfixée et postfixée On peut donner trois représentations de 1’expression A : - la forme préfixée [-;;8;2;x;3; +;5; 1 1. Elle correspond
littéralement a « sous traire du quotient de 8 par 2 le produit de 3 par la somme de 5 et 1 ». On indique au calculateur quelle opération il doit effectuer avec quelles opérandes ; - la forme infixée A =8 ~ 2 - 3 x (5 - t - 1), ’écriture mathématique usuelle ; - la forme postfixée [ 8;2; ~;3;5; 1; -i-; x; - Cette forme est la forme privilégiée par la plupart
des systémes de calcul, qui évaluent une expression en faisant appel a une pile d’évaluation. Une célebre gamme de calculatrices en notation polonaise inverse (RPN ou R everse P olish N otatio n ) en est I’exemple bien connu. On observera que, le nombre d’opérandes étant parfaitem ent déterminé pour un opérateur donné, les parentheses
deviennent totalement inutiles en notations préfixées et postfixées. La présence de parentheses est le signe du caractere récursif de notre maniere d’écrire les expressions algébriques. Le diagramme suivant illustre 1’évolution de 1’état de la pile de calcul au fur et a mesure de la lecture de 1’expression postfixe : unité lex.
8pile8228343451-HX-5341534634184-14 Chacun des nombres en caracteres gras est obtenu par 1’application de 1'opérateur arithm é tique lu sur les deux opérandes dépilées (pour I’opérateur, I’ordre des opérandes est ’ordre inverse du dépilement) ; le résultat est alors em pilé. la O c Lorsque 1'évaluation s’est déroulée
correctement, la pile contient a terme un seul nombre, qui est la valeur de 1’expression. G 'tH 5.3.1 Une premiere version du calculateur O (N (y) XI CTI >Q. O U Le programme calcl.

py est constitué de sept fichiers présentés ci-apres (a I’exception des fichiersentier, py etrationn el py présentés précédemment et non reproduits ici). Cette version du calculateur est construite sur le mode d’évaluation décrit plus haut, dans laquelle ’expression est transformée en arbre binaire. Nous avons en fait sim plifié notre pro bleme
en considérant que toutes nos opérations sont des opérateurs binaires.

Ce choix en traine une difficulté pour la notation de nombre négatif ou de nombre opposé. Ce probleme est contourné par une transform ation d’écriture lors de la phase d’analyse lexi cale de I’expression. Pour cela, nous utilisons la propriété : « -a = {-1) x a » . A insi, I’expression « -(x-i- 5) -I- 7 » sera transformée en la liste d’unités lexicales « [(-1 );
x;(;x;-i-;5;);-i-;7;1 » dans laquelle tous les opérateurs sont binaires. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 280 analex. py from os import * from re import * from str in g import *defanalyse lexicale(s)s=s.

replace('[s=s.replace('ls=s.replace('{s=s.replace('}s=s.

replace('/t=ssplit)s="".join(t)s=W{ +s+ MW} s=s.replace(-'s=s.
replace('{+s=s.replace('(+-1*){’) (W) séparateurs = compile(r' ([+\-*:"() {}]1)')jetons=séparateurs.split(s)whilejetons.count(ll')>0:jetons.remove('')I=[]Ocrjhifortinjetons:iflen(t)>=1:T.append(t)else:ift.
isdigit():I.append(t)else:n=len(t)foriinrange(n):ifl[-1]inascii letters.append('*"')lappend(t[i]) «]DOr=[]TJtHCM (y)XI O] >Q. O U 1 r.append(l[ ] ) moins = Falsefortinl[l:]:ift == W -’ : moins = True continue i f t == and moins == True: moins = False t = "- " r.append(t) 0 1 www.biblio-scientifique.net Classes

281 delr[]delr[-1]10returnrLaprocédureanalyse lexicale{)effectue le découpage de rexpression en une suite de lexemes, en vue de la constitution de 1’arbre binaire de 1 'expression. Au passage certains ca racteres sont remplacés de facon équivalente par d’autres. Comme annoncé, notre modéle de nceud pour un arbre binaire contient,
en plus de l'infor mation utile, deux pointeurs vers deux sous-arbres (fils gauche et fils droit).

noeud 2 .py from str in g import ¢ from rationnel import * c 1 a s s noeud2(object): .....

noeud double (pour un arbrebinaire) """ def init (self,self donnéeself gaucheself droite donnée =None, gauche =None, d ro it e =None): = donnée = gauche = dr oit e yE> defen c haine prefixe(self):ifself donnee[-llindigits:returnstr(self donnée)ifisinstance(self gauche, rationnel): operande gauche
=str(self gauche)else:operande gauche =self gauche.en chaine prefixe() i f isinstance(self d r o it e , rationnel): operande droite =str(self droite) els e : operande droite =self droite.en chaine prefixe()op =self donnée return str(op) + 'I'+ str(operande gauche) + ' | "' + str(operande droite) O r\i # . .. méthode e
n~chaine.infixeO°*aOcl1l3Q1l—Iai‘s >.CLOU...#...méthode en"~chaine”postfixeO ... defd onne e(self): returnself donnée On pourra apprécier la puissance d’expressivité de la récursivité dans I’écriture des procé duresen chaine infixe {)eten chaine postfixe {).La différence fondamentale entre les deux
méthodes de parcours se situe dans | ‘inspection récursive du nceud : en parcours infixe, on inspectera le fils gauche, puis la donnée, puis le fils droit. En parcours postfixe, on inspectera le fils gauche, puis le fils droit, puis la donnée. www.biblio-scientifique.net Programmation en Python pour les mathématiques 282 arbre, py from st ri ng import *
from from from from analex import * noeud import * noeud import * rationnel import *1 2 defsimplifier parentheses(s):ifs.startswith('(')ands.endswith(')'):s=s[l:-]Jreturnslclassarbre(object):"""arbrebinairedel'expression..... def init (self,expression _infixe):self
__operateurs =[]self. pile =[] e = analyse le xi cal e( ex pre ssion_infix e) for jetonine:ifjeton[-1]indigits:self pile.append(noeud (jeton))continueifjeton=="'(": self ope rateurs . append(j eto n) continueifjeton =="')"':whilelen(self operateurs)>\andself operateurs[-]!=self.nouvelle operation()s
elf operateurs. pop(-) continueifjetoninifjeton!=:whilelen(self operateurs)>0\operateurs[-])>=andself.priorite(selfself.priorite(jeton): self.nouvelle operation() self ope rat eur s.append(jeton) continue whilelen (self operateurs) >:self.nouvelle operation()iflen(self pile)==:self racine
=self pile.pop(-1)2011TJOcrji«]DOtHCM (y)XIOJ>Q.0U101defnouvelle operation(self): sommet=selfoperateurs.pop(-)droite=selfpile.pop(-l) 1 www.biblio-scientifique.net Classes 283 gauche =self pile.pop(-1)noeud = noeud (sommet, gauche, droite) self pile.append(noeud)2defprio
rite(self, op); precedence =ifop == '+' or op precedence =i f op == or op precedence =ifop =="': precedence = 3 return precedence 0 1 orop =="'/2defprefixe(self). returnself racine.en chaine prefixe()definfixe(self): returnsimplifier-parentheses(selfracine.en chaine infixe())defpostfixe(self
):returnself racine.en chaine postfixe()defevaluer(self):. expr=self racine.en chaine infixe() val=[]p =self racine.en chaine postfixe() g =p.split(MIl)forninqg:ifn[-1llindigits:val.append(rationnel(int(n)))continueifn=="'+":b=val.pop(-)a=valpop(-l)r=a+bval.append(r)continueif
n==mM-M:b=val.pop(-)a=valpop(-lr=a-bval.append(r)continueifn=="'*':b=val.pop(-)a=valpop(-]) T = a*b val.append(r) continue 1 TJocn UUD t H o CM (5) XI oi >Q. O U 1 1 www.biblio-scientifique.net 284 Programmation en Python pour les mathématiquesifn=="':'orn == Vb = val.pop(-l) a = val.pop(-D r=a/bVv
al.append(r) continueifn==m"":b=val.pop(-)a=valpop(-l) r=a**bval.append(r) continue returnval.pop (-1) 1 Pour la classe a rbre, le constructeur est responsable de la construction de Tarbre binaire de 1’expression; la méthodearbre. e valuer{) est en charge de I’évaluation de I’arbre a 1’aide d'une pile. ca lcu 1, py from
rationnel import * class c alc ul(o b je c t): """ évaluation expression postfixée """ def init (self):self pile=[ldefempiler(self,arg):self pile.append(arg)defdepiler(self):iflen{self pile)>:returnself pile.pop(-1)else:return rationnel(0, 1, False) 0 faoc3 QtHorsJOi‘s >+ CLoudefaddi
tionner(self): b =self.depiler() a = self.depiler() r = a + b self.empiler!r) # ... méthodesoustraireO...

# .. méthodemultiplierO..# .. méthodediviserO # .. méthode...elever "puissance()...www.biblio-scientifique.net Classes 285 defrésultat(self):. returnself.depiler()defreponse(self):returnself.résultat () Dans le code des opérations arithm étiques présenté ci-dessus, on relevera 1’absence de tout
code spécifique a la nature des opérandes.

Ce controle, grace a la définition de nos objets, est effectué au sein de chaque opérande. Nous avons ici encore un exemple typique d’abs traction, notre code fonctionne également sans m odification sur n’importe quel type natif supportant ces opérateurs arithm étiques. calcl.p y from arbre import * def c a lcu le r(e xpression): e =
arbre(expression) printC-formeinitiale....print ("-expressionpréfixeprintC-expressioninfixe.print (" expressionpostfixeprintC-valeurobtenue....print {) expression)e.prefixe())e.infixe())e.postfixe())e.evaluer())deftests automatiques(): # donne34+511+ +7-=168
print("Exemple de calcul:") calculer("(3 +)*+1)-7"45(1 #donne2322 ™'~ " =2417851639229258349412352 print("Exempledecalcul:")calculer!"2"3"22")TJOcrjG«]DOtHCMxzai>*CLOU#donne91+725++ +print("Exempledecalcul:")calculer!"!9+1)*!7+2*5)")#donne37:27:514::
print! "Exempledecalcul:")calculer!"3/7-2/7:15:14)")deflecture expr():print! " — ") print! "Calcul suivant (laisservideetvaliderpourquitter):")returninput!)defboucle!): expr =lecture e xpr() while len(expr) > : cal cu le r(e xpr ) 0 www.biblio-scientifique.net 286 Programmation en Python pour les
mathématiques expr =lecture expr()if name ==" main_ tests automatiques() bo u c le () 5.4 Grammaire et notation BNF Nous utiliserons cette fois une grammaire, sous la forme BNF (notation Backus- N aur F or m ) étendue, pour représenter nos expressions num ériques : expr :=exprl'"+"exprl|exprlexprl|exprlexprl
::= expr2 expr2 | expr2 "/" expr2 | expr2 expr2 ::= "-" expr3 | expr3 expr3 : := expr4 exprd expr2 exprd ::= < naturel> | " ("expr" )" naturel:=(0"|"'1"|"'2"|"'3"|'4'"|'5'|'6'|"'7'1'8"|'9")* Le term inal nat u r e 1 est construit sur la répétition éventuelle d’un chiffre décimal. "O O ¢ =3 Q 'JD O (N Cette grammaire fonctionne en quelque sorte
comme un véritable pilote pour la lecture de 1’expression a évaluer. Cette grammaire est volontairem ent non récursive a gauche : son intérét est une traduction immédiate en termes de procédures dans un langage de programmation. Nous aurions pu choisir une grammaire récursive a g a u ch e décrivant le méme langage, avec : xz DI >Q. O U expr
::= expr "+" terme 1 expr terme \ terme terme ::= terme u n aire | terme "/" u n aire | u n aire ( ...) www.biblio-scientifique.net Classes 287 M alheureusement, la traduction d'une telle grammaire en programme impose d’écrire une procédure expr qui commence par s’invoquer elle-méme. On entre alors dans une boucle infinie : le programme ne peut
pas fonctionner. 5.4.1 Une seconde version du calculateur Les fichiersentier, py et ration n el. py sont ceux présentés précédemment et ne sont pas reproduits ici. Le programme se décompose cette en seulement deux fichiers (seule 1 'évalua tion est effectuée, sans aucune présentation de 1’arbre de 1’expression).

Dans cette version, nous avons choisi de créer un objet exp cession qui évalue une expression selon la grammaire présentée plus haut. Chaque non-term inal de la grammaire donne donc lieu a une méthode pour son évaluation. exp ressio n, py from rationnel import * class expression(object): """ expression a éval uer ..... defin it (self,s):self
_source =sself n=len(s)self i=self err=self val=000defstrs(self): ~forchinself source:ifnotstr.isspace(ch):s+= chreturnslaOcDU<<JDOdeferreur(se1f,e):ifselfierr==:selfierr=eOtHCM(y)deferreurfexiste(self):ifselfierr==:returnFalseelse:returnTrueO
ai >+ CL O U def aucune _erreur(self): returnnotself.erreur existe()defvaleur(self): self.evaluer() returnself val www.biblio-scientifique.net 288 Programmation en Python pour les mathématiques defevaluer(self):self ch=self.suivant(ifself ch=='{':self ch=self.suivant()self val=s
elf.exprOself ch=self.suivant()ifself. ch!=:self.

erreur()# manqueune" } “else:self.erreur(l) # manque une "{"2defsuivant(self): whileself i<self n:t=self sourcel[self ilself i+=ifstr.isspace(t):continueelse:returntreturn'\0‘l1defprochain lu(self): whileself i<self n:t=self sourcel[selfifstr.isspace(
t):self i+=else:returntreturn'\0 ‘-i] 1TjocanUDtHoCM (5)XI0i>Q.0Udefsuivant est(self,t):ifself.prochain_ lu()==t:return True els e : return False # expr ;;= exprl '+' exprl \ exprl exprl\ exprldefexpr(self):ifself.erreur existe(): return 0t = self.exprl() whileself.suivant est(
'+Yorself.suivant est('self ch=self.

suivant()ifself ch=="'+"self ch=self.suivant()t+=self.exprlOelse:ifself ch==’'-':self ch=self.suivant/() www.biblio-scientifique.net Classest-=self.exprlOreturnt # exprl:: = expr2 exprZ\ expr2 ' /' expr2 \expr2 defexprl(self):ifself.erreur existe(): returnOt=self.



expr()whileself.

suivant est('*')orself.suivant.est('/')orselfisuivant est(':'):self ch=self.suivant()ifself ch=='*':self ch=self.suivantOt*=self.expr()else:ifself ch==Vorself ch==self ch=self.suivant()t/=self.expr()ifnott.est valide():self.erreur(7)#ten
tativedediviserparOreturnt2 2 2 # expr2 :: = expr3 \expr3 defexpr(self):ifself.erreur existe(): return O negate = False whileself ch=="'-"':negate = notnegateself ch=self.

suivant()t=self.expr3()ifnegate:return-telse:returntZT]ocnU'UDtHoCM(5)XIoi>Q.OU#eXprS::=expr4expr2\expr4defexpr3(self):ifself.erreur_existe():return0t=self.expr4()ifself.suivant_est(':selfch=self.suivante)selfch=self.suivante)k=self.expre)ifnotk.est_valid
ée):self.erreures) #exposantinvalidet=t**kreturnt 2 www.biblio-scientifique.net 289 290 Programmation en Python pour les mathématiques # expr4 ;;=\'('expr') 'defexpr4 (self).ifself.erreur existe():returnOifstr.isdigit(self ch):t=self.naturel) returnrationnel(int(t))ifself ch=="
(':self ch=self.suivant()t=selfexprOself ch=self.suivantOifself ch=="')':returntelse:self.erreur(1G) # manqueune")else:self.erreur(9) # manque une "(" return O # naturel: : = ('O'|'!"'|'2'|'3'|'4d'defnaturel(self):n=int(self ch)X=self.prochain lu() whilestr.isdigit

(x):n=n*+int(x)self ch=self.suivant()X=self.prochain lu() returnn'5''6"'7'1'8' 1'9')* 1 0 Le program m e c a Ic 2 . py Ce programme est pratiquement identique au programme c al c 1. py, avec une différence no table dans la maniere d’invoquer I’évaluation de 1’expression. Il suffit ici de créer une créer une instance d’'un
objet e xp re ssio n, ce qui entraine dés la construction son évaluation. Baocu Q 1— H o (N (5) x: gi >O U Q. calc 2 .p y from expression import * def tests_automatiques(): e = expression! "{ + ) *5(1 +1)-7 }")print("Exempledecalcule)print(e.valeur!),'')# donnel19(34e=expression!"!'2"322}") print! "Exemple de c
alcul:",e)print(e.valeur!),"'"') # donne 2417851639229258349412352 e =expression! "' (9+1)*!7 +2*5) 1} ")print! "Exempledecalcul:",e)print(e.valeur!),'"') # donne 170 www.biblio-scientifique.net Classes 291 e =expression("{3/7-2/7:(5;14)}")print("Exempledecalcule)print(e.valeur
(),'") # donne -13/35deflecture expr(): printC--")print("Calcul suivant(laisservideetvaliderpourquitter):")returninputOdefboucle():expr=lecture expr()whilelen(expr)>:e=expression("{"+expr+"}")print(e.

valeur())print(expr=lecture expr()0if name ==" main ": tests automatiques{ ) boucle ()6 6.1 Polyndmesetfractionsrationn elles Présentation du projet calcS On aborde les polynémes et les fractions rationnelles sous 1 angle du calcul form el : notre but est de construire un petit calculateur form el, devant étre en
mesure d’évaluer par exemple des 1 /' 1 1 1 Q Q expressions telles que - —I-——-1—ou (x +y)-(jc-y) .2 34jD U VD O r\i Nous avons choisi d’écarter d’emblée les nombres décim aux (plus exactement les nombres réels représentables en m achine, a savoir du type flo a t). Dans la reconnaissance d’une forme a évaluer, notre calculateur n’admet
comme nombres que les nombres entiers relatifs en écri ture usuelle (horm is d’éventuels chiffres 0 a gauche). En revanche, le calculateur utilisera la forme « a virgule » pour exprim er un nombre décim al — comme le veut la typographie fran caise— le cas échéant. ai ‘s_ >. CL O D ’autre part, toutes les opérations doivent étre explicitem ent écrites
(a la différence de la syn taxe usuelle de Python, nous avons retenu le symbole d’accent circonflexe seul A pour 1’élé vation en puissance). lla O ¢ U Développons par exemple la fraction : 3 Wy 7 1 24~ www.biblio-scientifique.net 292 Programmation en Python pour les mathématiques Le programme « c a Ic 3 » donne comme réponse (au form at prées
de la sortie ™~ — : 98344960000x'™ + 84295680000x”™ + 27095040000jc™+ 3870720000X + 207360000 2517630976y4 - 1573519360y3 +368793600/ -38416000y+ 1500625

A titre de comparaison, voici la réponse proposée par le logiciel « maxima » ™ : 207360000 + 2517630976y4 - 1573519360y3 +368793600y2 -38416000y+
1500625 552960000X + 359661568y4 - 224788480y3 + 52684800y2 - 5488000y + 214375 552960000x”~ 51380224y4 -3 2 1 12640y3 + 7526400y2 -784000y + 30625 + 245760000x~" + 7340032y4 - 4587520y3 + 1075200y2 - 112000y + 4375 40960000x”~ 1048576y4 - 655360y3 + 153600y2 - 16000y + 625 6.2 6.2.1 Exemples d’utilisation de calc3
Utilisation directe comme programme depuis la console Nous avons ci-dessous reproduit en partie un exemple d’utilisation du programme c a Ic 3 . py depuis une console : [ Term inal] $./calc3 . pycalc3:1>1/3*(l/2+ 1/3 + 1/4)
13/36 calc3: 2> (x+yl' " B-(x-y)"3TJ]OcrjQKkD Ors] 6*x'"~2*y + 2 *y~3 calc3: 3> $ (S) ai >« CL O U 6.2.2 Utilisation sous forme de module depuis un programme Comme la souplesse du langage Python nous le permet, nous pouvons utiliser directement (a 1'im portation prés) notre module e x pression.

py présent dans le programme « ¢ a lc 3 » pour effectuer divers calculs. Considérons par exemple 1’énoncé suivant : 2. la sortie est celle délivrée par le programmecalcB dans sa version en Python 2.7. 3. maxima est un logiciel libre, disponible a I’adresse : , sourceforge.net. www.biblio-scientifique.net Classes Exercice 69. Soient {Un)neN et tuellement
récurrentes : 293 deux suites réelles données par les définitions muuo=2etvg=-3Un+l=-Un~Vn,4\/n”~05i"n+i=-Un + -i” n, On pose de plus : Vw e N, -h, oll A: désigne un réel. a) Montrer que, pour certaines valeurs particulieres de k que I'om précisera, la suite cor respondante est une suite géométrique. b) En déduire une
expression indépendante de chacun des termes Un et Vn. On laisse en exercice au lecteur le fait de démontrer que la suite 1 3 les deux valeurs k\ = - et ko 2 est géométrique pour 2 Afin d’illustrer ru tilisatio n du module « e x p re s s io n . py », nous allons voir comment nous pouvons observer le comportement des trois suites. On peut par exemple
calculer les dix pre m iers termes de chacune des trois suites, et afficher les premiers quotients Solution. exemplel.py from modules calc3 import* # # suite U (d é finie par récurrence) # def u suivant(u, v) : return ((U-v)-OOcI3 QI 'i—HOTMXICT > Q.OU # #suiteV (définie parrécurrence) # a =
ex_t.expression("4/3").lire valeur() b = GX t.expression("5/3").lire valGur() def v_suivant(u, v):globalaglobalbreturn (a*u +b*v) # #suitet (combinaisonlinéairedeuetv)#deft(u,V, k) :return (u + k * v) www.biblio-scientifique.net : 294 Programmation en Python pour les mathématiques # # premiers termes # u = ex t.e xp re
ssion("").lire valeur()v=ex t.expression("-3").lire valeur() 02 O0##calculetimpression des dix premiers termes de chaquesuite #defcalculs(k):U,V=u 0,v 0forninrange(): print("u "+str(n), w) print('v."+str(n),v)10d=t(u, V, k)print("k "+str{n),d)ifn>:print("quotient
=", d/m)m=dprint() 0U, V=u suivant(u, v), v_suivant(u, v) # # calculs # print (" ......... ") k = ex_t.expressionC'k").lire valeur() c a lc ul s( k) print (" ......... "Yk=ex t.expression("/").lire valeur()calculs(k)1TJOc=3QyE>IOTr\l(y)2print(".........

") k = ex_t.expression("3/2").lire valeur() calculs (k) XIDJ >Q .

O U On pourra au passage observer la forme générale inattendue prise par la raison de la suite Les connaissances d’algebre linéaire permettent d’exam iner la situation du point de vue m a triciel. Le traitem ent du probleme fait intervenir la m atrice A : 4 -1 5 ~3 3 ( -1 www.biblio-scientifique.net Classes 295 On montre ci-dessous comment établir
avec la librairie c a Ic 3 le polynéme « det (A - AI) » utile a la diagonalisation de la m atrice A. Pour sim plifier le code et tenir compte du fait que ¢ a 1c3 m anipule uniquem ent des entités dont le nom est lim ité a une lettre unique, nous adopterons la convention x = X dans ce qui suit. from expression import * # # la fonction msomOci-dessouse
stcellevueauchapitre 3 # def msom(A,B): i flignes(A) != lignes(B) or cols(A) != cols(B): return " Taill e s non compatibles" else :return [[ A[i][j]1+ B[i][j]lforjin cols(A)] fo riin lignes(A) # # impression de la matrice M "a la maxima" # def montrer matrice(M): forkin M:s="\t["foraink:s+="t"+str(a)print(s+"]") #
#constructiondelamatrice A# ail = ex t.expression("-1").lire valeur() al = ex_t.expression("-1").lire valeur() a2l =ex t.expression!"4/3").lire valeur()a22=ex_t.expression("5/3").lire valeur()A=[[ail,al2],[a21,a22]]2T]OcrjQtH O (N x: O] >0 CL U montrer matrice(A) # #construction
de la matrice B=-x*[ # =Dbllblbb22B=X221ex t.

expression!"x").lire valeur!)=-X=ex t.expression!"© ").lire valeur!)=ex t.expression!"©").

lire valeur!)=-X[[bll,bl121],[b21, b22]] # # matrice S = (A-x*1d) # S = msom!A, B) www.biblio-scientifique.net 296 Programmation en Python pour les mathématiques montrer matrice(S) # # déterminant de la matrice 5 # det = S[O][0]*S[1 1[1]1-S[01[11*S[1 1[0l print(det) On observera notamment le fonctionnement et Tutilité
d’une bonne abstraction des types de donnée : le respect de cette regle de conception est la garantie que nous avions de pou voir réutiliser san sa uc un e m o d ific a tio n la procédure msom( ) définie auparavant et de fagon totalement indépendante au chapitre 3. Le programme nous donne une vue de la m atrice «A - A1 » et son déterminant (la
sortie du programme est sans fioritures) : Terminal [(-1 ) [4/3 [(-1 ) (-1)1 5/3]1 X + (-1) (-1)1 [4/3 (-1) * X + 5/3] '2 + (-2/3) * X + (-1/3) Nous n’irons pas plus loin sur cet exemple car notre propos était de fournir une preuve de fonctionnement du projet « ¢ a Ic 3 ». La boite a outils du projet ne demande qu’a étre complé tée par son utilisateur en fonction
de ses propres besoins. Signalons enfin ’existence — pour le calcul numérique et le calcul formel avec Python — de nombreux projets, dont les programmes NumPy et SymPy, concus pour Python, sans oublier le vaste projet SAGE. @a O ¢ D U KD tH O CM (y) JZ ai >+ CL O U 6.3 Les types et leurs opérations Dans la définition de notre projet de
calculateur, nous faisons I’hypothése raisonnable que Python m anipule convenablement les nombres entiers relatifs, y com pris les entiers de trés grandes valeurs (ce qui n’est hélas pas le cas d’'une m ajorité de langages), sans autres lim ites que celles imposées par 1’environnement d’exécution de Python (consulter la documenta tion de Python
concernant les types natifs). Nous donnons dans le tableau suivant les opérations internes selon le type des opérandes : type entier rel. nombre rat.

polynéme fractionrat. -hvvvvvvvvAXvvvvvvexposant dans N exposant dans Z exposant dans N exposant dans Z www.biblio-scientifique.net Classes 297 Précisons que, pour notre étude, non écartons les exposants non explicites. Nous traduisons directement ces choix en données structurées sous forme de hiérarchies d’objets. Pour
implémenter ces types, nous utiliserons les structures de données suivantes : - entier : un objet du type e n tie r est basé sur le type natif long. Comme les autres types, il comporte un indicateur de validité. - nombre rationnel : comme on s’en doute, un ra tio n n e 1 est une paire de deux e n tie r . Lors de sa création, un objet ra tionn e 1 est
systématiquement norm alisé, c’est-a-dire réduit, avec le dénom inateur rendu positif. Les autres modules du programme tiennent pour acquis qu’un ra tio n n e 1 est norm alisé. - monome : un mondéme peut étre vu comme un noeud dans un arbre binaire de re cherche. Plus précisém ent, un nceud d’arbre binaire représentant un polynome com porte
un membre de type monome. Un monome est alors 1’agrégation d’un coefficient (de type ra tio n n e 1) et d'une chaine de caracteres, développant en extension toutes les in déterminées du monome. - polynéme : pour représenter un tel objet, nous avons retenu la structure d’arbre binaire de recherche, et non celle de liste, comme on pourrait y songer
a premiere vue. En ef fet, nous définissons un « ordre » sur les monémes, d’ou I'intérét d’un arbre binaire de recherche. Ce type de structure facilite en effet considérablem ent la conservation de ’ordre lors de I'insertion ou de la suppression d’un élément de 1’arbre. On peut évi demment obtenir une conservation de 1’ordre des monémes sur une liste,
mais au prix d’algorithmes plus complexes ou moins efficaces. On notera au passage que nous u ti lisons, pour la m ultiplication des polyndémes, un parcours de ’arbre en largeur, pour appliquer ensuite la regle usuelle de distributivité. - fraction rationnelle : un tel objet est constitué de deux polyndémes. - pour la lecture de I’expression, nous utiliserons
une structure de queue LIFO présentée précédemment. Nous avons privilégié les listes natives de Python. la O ¢ D U - pour ’évaluation de 1’expression, nous avons repris I’im plém entation du programme calc2, en la m odifiant 1égérement afin de calculer d’emblée sur des entiers ou des litté raux, avec cette fois le type f ra c tio n comme type de
base pour les calculs. 1-4 O (N soiz >+ O Pour ce dernier point, nous avons effectué un nouveau choix d’im plém entation. Présentons une premiere possibilité (les types ci-dessous sont factices, dans le seul but d’illustration) : Q. U [ T erm inal] »>a=
polynomeC'x + ") » > b = fraction (" /x" ) »> c =a + b »> 1 1 Du point de vue de I'utilisateur des classes, nous avons décidé de définir nos objets pour l'utilisation suivante : www.biblio-scientifique.net 298 Programmation en Python pour les mathématiques [ Terminal > » a = expression("x + ") » >b =expression("/x")»>c=a+b»>11
Nous avons choisi d’écarter la premiére im plém entation, afin de conserver des variables a et b déclarées de nature homogeéne. Au contraire, dans le prem ier cas, nous aurions eu a gérer les nombreuses situations de conversion de types. Par exemple, pour la seule addition, nous aurions eu a exam iner nous-mémes les situations d’hétérogénéité des
arguments (c’est-a-dire en concevoir les méthodes) : - une méthode d’addition « entier relatif -i- rationnel » ; - une méthode « rationnel -i- entier relatif » (notre addition doit étre commutative) ; - une méthode « entier relatif -i- polynéme » ; - une méthode « polyndéme -i- entier relatif » ; - une méthode « entier relatif + fraction rationnelle » ; - sans
oublier les opérations internes qui sont codées au sein de chaque type. Les deux premieres lignes ci-dessus illustrent la nécessité de décrire la comm utativité de 1’ad dition dans 1’écriture des méthodes d’addition des types définis par le concepteur du pro gramme. Par exemple, les appels:addition(entier(2),rationnel(l,3))addition
Irationnel(l,3),entier(2))TJOcDQkD O rs] D] >Q . O U doivent produire la méme valeur en retour, alors que les types respectifs des deux arguments sont distincts. Cette approche entraine un contréle de type nécessaire pour chaque argument, ainsi qu’une conversion si besoin. L’approche retenue consiste quant a elle a considérer par
exemple « 23 » et « x » im médiatement comme deux fractions rationnelles particulieres. Pour term iner la description de nos types de données, signalons que nos types numériques, polynémes et fractions sont en outre m unis d’un indicateur d’état de validité, destiné a : a) vérifier la validité mathématique des opérations (une tentative de division par
zéro ; un polyndéme est considéré valide si et seulement si chaque monoéme est valid e...) ; b) sim plifier le flot d’exécution du programme en cas d’erreur dans un calcul (une opéra tion non définie par exemple). Dans la situation ou une instance mathématiquement invalide d’un objet doit étre utilisée, nous donnons des valeurs par défaut pour cette
instance (par exemple, on choisira l'in stancerationnel(entier(G),entier(l), False) pour représenter un nombre rationnel www.biblio-scientifique.net Classes 299 non défini) : de la sorte, un objet représentant une valeur numérique possede toujours une valeur, que cette derniere soit valide ou non. Cette disposition consistant a
accorder la méme im portance au traitement de 1’erreur et aux traitem ents mathématiques est a rapprocher de 1'utilisation du mécanisme d’exception vu dans les chapitres précédents. Nous faisons ic i un autre choix, qui accorde une attention égale au traitem ent des erreurs et des calculs, soit considérer 1’erreur mathématique comme une situation
banale et pas exceptionnelle en terme de probabilité d’apparition.

Par ailleurs, nous avons parfois choisi d'utiliser nos propres types de données, la ou Python délivre des types de nature assez proche. Les types natifs doivent étre préférés des qu’ils conviennent parfaitem ent au probleme étudié. S’il est contraire, notre choix est pourtant mo tivé par la possibilité de transfert vers d’autres langages de programmation
dans lesquels cer tains types ne seraient pas définis au sein du langage (contrairem ent a beaucoup d’autres. Python propose par exemple un type pour la notion de liste). Signalons enfin qu’une notice accompagne le programme « ¢ a IcB », en présentant les choix retenus pour le développement : elle se trouve dans 1’archive des programmes du livre,
dispo nible en ligne sur le site de 1’éditeur. 6.4 Pour aller plus loin Dans le projet c a lc 3 , nous en sommes restés, en ce qui concerne les exposants, aux nombres entiers relatifs explicites ; ce qui exclut de toute évaluation des constructions telles que (4 9 ~ ou f1" X f1”™ . En guise de prolongement, on peut faire évoluer 1 'im plém entation de c a 1c3
de maniére a supprim er ces lim itations. Il « suffit » pour cela, de considérer que le type de base pour les calculs n’est plus cette fois notre type f ra c tio n mais un arbre binaire. @la O ¢ D U kD O rs] ai >+ Q. O L’évaluation de cet arbre peut donner selon le cas un nombre ou une fraction rationnelle au sens large, ou bien en cas d’im possibilité
d’expression du résultat par de tels types, 1’expres sion initiale non évaluée. Le projet c a 1 c 1 peut constituer un bon point de départ pour cette im plém entation d’un type d’objet a vocation calculatoire sous la forme d’arbre binaire. Si l’on y regarde de plus prés, on comprend que nous avons déja effectué une telle démarche dans 1’adaptation du
projet c alc2 en c a lc 3, par quelques simples m odifications dans la tra duction de notre grammaire, au niveau du module e x p re s s io n . py. On sent alors toute la puissance d’abstraction fournie par les concepts de la programmation orientée objet. Ainsi un bon découpage des objets, et de leurs interactions m utuelles, peut garantir qu’un change-
ment dans 1 'im plém entation d’un objet n’a que peu d’effets de bord sur les autres objets mis en jeu dans le programme. U On pourra également s’intéresser a la dérivation form elle ou au calcul intégral, ainsi qu’au calcul propositionnel, en considérant un type booléen et ses opérations. Enfin, un autre type de prolongation de ce que nous avons
étudié est la réalisation d’un petit langage de programmation. La encore, on pourra considérer qu’'une grammaire étant fixée pour un langage (de programmation), on peut traduire a 1’aide des constructions reconnues par ce langage, un programme en un arbre utilisable par un interprete ou un compilateur. www.biblio-scientifique.net 300
Programmation en Python pour les mathématiques Pour conclure, signalons que le code source complet du projet calc3 est disponible en ligne sur le site de 1’éditeur consacré au livre. 7Exercicesd’entrainem e nt Les corrigés so n t disponibles sur le site du n od.com a p a rtir d e la page d'accueil d e 1'ouvrage. Exercice 70. On utilise pour
cet exercice le type 1i s t standard de Python. On demande de créer un nouveau type objet m a lis te qui étend les méthodes du type natif 1 i s t avec les fonctions suivantes : - la méthode in s c r i re {) place par défaut un nouvel élément en fin de liste ; - la méthode e xt r a i re () extrait par défaut le prem ier élément de la liste ; - la méthode lire ()
permet de consulter, sans l’extraire, le prem ier élément de la liste. Par défaut le comportement de la classe m a lis te est celui d’une structure de file. On demande ensuite de créer deux classes filles mafil e et m apile qui héritent de la classe m a lis te , pour la spécialiser respectivement en deux structures de file et de pile. Exercice 71.

On s’intéresse ici a ’évaluation d’une expression mathématique telle que : 4 x (2 + 3 ) - 5, préalablement traduite en notation postfixe, c’est-a-dire : « 4 ; 2 ; 3 ; -i-; x; 5; - ». On se lim itera pour sim plifier aux nombres écrits avec un chiffre décimal unique, et aux quatre opérations, et on supposera que 1’expression a évaluer est mathématiquement
cor recte et bien formée. En s’appuyant sur les classes mafil e et m apile réalisées dans I’exercice précédent, on de mande d’écrire un programme qui évalue ’expression postfixe. lla O ¢ D U tH O CM La traduction de 1’expression mathématique de la forme usuelle vers la notation postfixe constitue un autre sujet d’étude : pour cela, on pourra par
exemple se reporter a l’algorithme « Shunting Yard » (aiguillage ferroviaire) décrit par Edsger D ijkstra . Exercice 72. (Fractions continues - 2®partie) On rappelle la convention adoptée pour repré senter les fractions continues sous forme de listes : (y) 111 4-1 XICTI >Q. 01 =2+ 1+ 3+ U 11 2+ 4 c’est-a-dire: 111 = [2;1;3;2;4] On demande
d’écrire un programme qui donne la fraction réduite d’un nombre rationnel désigné par sa représentation sous forme de liste d’entiers. www.biblio-scientifique.net Classes 301 F ig u re 6.15 - Un arbre équilibré en profondeur : une rotation a gauche puis une rotation a droite rééquilibrent Farbre en hauteur. Exercice 73. On s’intéresse dans cet
exercice a la représentation d’un irrationnel quadratique du type \ZE , k entier naturel non carré parfait, sous la forme d’une fraction continue : on sait dans ce cas que le développement est périodique. L’algorithme suivant permet de mener a bien le calcul de la période, a partir de trois suites récurrentes {an)n£N=> i “n) neN a valeurs dans N,
définiespar:ao=[k\,do=1, mo=0puis: f"n+i—"ndn " n>dfi+i—k-m "n+lidny “n+l — ~0 + ~72+1 d n+l Les calculs successifs des triplets (m ,, dn, cin) aboutissent a un triplet déja obtenu, auquel cas la période est atteinte : \/lc ~CIQfClifCI2}’ -’ }Clp”™ Par exemple, ona: Vu =[3,1,2,1,6] (source: «http:/en.wikipedia.

o rg/w iki/M ethods_of com puting square roots ») TJ O c 134 y£> 1—1 O rs] (S) ai >* Q. O (J On demande de réaliser un programme donnant le développement sous fraction de fraction continue pour un irrationnel quadratique du type y/ k, k e N . Exercice 74. On connait 1'existence d’arbres binaires dégénérés, qui perdent leur performance quand
il s’agit d’effectuer un parcours.

Pour éviter cet inconvénient, on peut utiliser la notion d’arbre équilibré en profondeur, aussi appelé « arbre AVL » (du nom de ses inventeurs Georgii A d el s o n -V elskii et Evguenii Lan d is ). Pour chaque noeud, on calcule la différence de hauteur entre les sous-arbres gauche et droit. Pour insérer un nouveau nceud dans l’arbre, on impose de m
aintenir une différence des hau teurs valant -1, 0 ou 1, éventuellement au moyen de «rotations» des sous-arbres, comme montré sur la figure 6.15. On demande de réaliser un programme construisant un arbre AVL. www.biblio-scientifique.net Bibliographie [ALSU07] Alfred Axo, M on ica La m , Ravi S ethi et Jeffrey U llman C o m p ila te u rs : prin
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64 www.biblio-scientifique.net Z zeros, 84 Accueil >> Mathématiques >> Maths Colléege >> Exercices 6éme CLASSE DE 6éme Exercices de Math a imprimer avec corrigé - 6eme - Format Pdf 1ereS 2nd Brevet 3éme 4éme 5eme 6eme Autres Classes : CALCUL MENTAL - OPERATIONS Calcul mental. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche
d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Poser des opérations (sauf division). Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche
d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Multiples de 2, 3, 5, 9, 10. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche
d'exercices N°4, Multiples Cours en vidéo Produit, quotient par 10, 100, 1000. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Produit/quotient - vidéo Fiches de révision -
1 exercice de chaque. Exercices calul-opération 1 - correction calul-opération 1, Exercices calul-opération 2 - correction calul-opération 2, Exercices calul-opération 3 - correction calul-opération 3, Exercices calul-opération 4 - correction calul-opération 4, NOMBRES DECIMAUX Placer une virgule. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices
N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Numération - vidéo Décomposition des nombres décimaux. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2,
Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Classer les nombres décimaux. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction
fiche d'exercices N°4, Ordonner les décimaux Ecrire un nombre décimal. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Arrondir les nombres décimaux. Fiche d'exercices
N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Arrondis - troncatures Fiches de révision - 1 exercice de chaque. Exercices nombres décimaux 1 - correction nombres décimaux 1, Exercices
nombres décimaux 2 - correction nombres décimaux 2, Exercices nombres décimaux 3 - correction nombres décimaux 3, Exercices nombres décimaux 4 - correction nombres décimaux 4, Ordre de grandeur FRACTIONS Fractions et abscisses. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices
N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Ecritures fractionnaires Ecriture fractionnaire et décimale. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3,
Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Fraction décimales Fraction, partage. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Fiches de révision - 1
exercice de chaque. Exercices fractions 1 - correction fractions 1, Exercices fractions 2 - correction fractions 2, Exercices fractions 3 - correction fractions 3, Exercices fractions 4 - correction fractions 4, UNITES Conversion d'unités d'aire.

Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Aires élémentaires Conversion d'unités de volume. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche
d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Volume, Chgt d'unités Conversion d'unités. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 -
correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Longueur, masse, durée Fiches de révision - 1 exercice de chaque. Exercices conversion unités 1 - correction unités 1, Exercices conversion unités 2 - correction unités 2, Exercices conversion unités 3 - correction unités 3, Exercices conversion unités 4 -
correction unités 4, GEOMETRIE droites, demi-droites, segments. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Propriétés sur les droites. Fiche d'exercices N°1 -
correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Droites perpendiculaires et paralleles. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices
N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Parallele-Perpendiculaire Symétrie et quadrillage. Fiche d'exercices N°1 - Correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - Correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - Correction fiche d'exercices N°3, Fiche
d'exercices N°4 - Correction fiche d'exercices N°4, Construction symétriques Représentation dans 1'espace.

Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Pavés droits Aire et quadrillage. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 -
correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Mesure des angles. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche
d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, Nature des angles Construire des angles. Fiche d'exercices N°1 - correction fiche d'exercices N°1, Fiche d'exercices N°2 - correction fiche d'exercices N°2, Fiche d'exercices N°3 - correction fiche d'exercices N°3, Fiche d'exercices N°4 - correction fiche d'exercices N°4, tracer un angle Fiches de
révision - 1 exercice de chaque. Exercices de géométrie 1 - correction de géométrie 1, Exercices de géométrie 2 - correction de géométrie 2, Exercices de géométrie 3 - correction de géométrie 3, Exercices de géométrie 4 - correction de géométrie 4, La classe de 6eme marque la fin du cycle 3 qui regroupe les classes de CM1, CM2 et 6éme. La
progression en Mathématiques lors de cette année particuliere peut se diviser en 3 périodes. La premiere période sert généralement a consolider les acquis du CM2 concernant les grands nombres (million et milliard) en les utilisant dans des situations diverses et variées. Les fractions sont révisées et en particulier la somme de fraction avec
dénominateur commun. Dans le prolongement de ce qui est fait en CM2, 1'éleve travaille également sur les nombres décimaux avec 2 a 3 chiffres aprés la virgule ainsi que sur les nombres fractionnaires. La multiplication et la division par 10, 100 et 1000 sont également revues durant cette premiere période. Au second trimestre, une quatrieme
décimale est introduite pour les nombres décimaux, les éleves apprennent également a multiplier les nombres entiers et décimaux par 0,1 et 0,5. Le travail sur les fractions est poursuivi et la notion de pourcentage est alors introduite. L'application des pourcentages dans diverses situations sera faite lors du troisiéme trimestre. C'est également durant
cette seconde période que les éleves voient la multiplication des nombres décimaux entre-eux.

L'étude des priorités opératoires et l'utilisation des algorithmes opératoires font 1'objet d'un travail continu sur 'ensemble de 1'année. Les exercices de cette page couvrent 'ensemble du programme de mathématiques de la 6éme. Les exercices sont au format Pdf avec corrigé. Ils sont répartis en 5 chapitres. Le premier chapitre regroupe les exercices
de calcul mental et les exercices sur les différentes opérations. Le second chapitre est dédié au nombres décimaux. L'éleve y trouvera en particulier des exercices pour apprendre a placer une virgule, des exercices de décomposition, classement et écriture des nombres décimaux ainsi que des exercices pour apprendre a arrondir les nombres
décimaux. Dans le troisieme chapitre, sont regroupés les exercices sur les fractions. Dans ce chapitre, la notion d'abscisse en relation avec les fractions y est abordée, et il y a également des exercices sur l'écriture fractionnaire et décimale ainsi que sur le partage. Le chapitre suivant aborde les probléemes de conversion d'unités en 6eme (unités d'aire
et de volume). Enfin, le dernier chapitre est relatif a la géométrie qui est une grosse partie du programme de mathématiques de la 6eme. Pour les éleves de ciquieme, le lien suivant les conduira vers la page d'exercices de math pour la 5éme tandis que celui ci méne aux exercices de 4éme et cet autre, aux exercices de mathématiques pour la 3eme.
Nouveautés Avril 2020 : Pour la grande majorité des exercices de cette page, nous avons inséré avec l'aimable autorisation du site Les Bons Profs quelques vidéos de cours de maniere a appréhender plus facilement les notions essentielles nécessaires a leur résolution. Cours et exercices corrigés supplémentaires Calcul - Opérations Nombres
décimaux Fractions Unités Géométrie




