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1 Giris
Su ana kadar hep reel sayilar {izerinde tanimlanan vektérlerle galigtik. C")rnegin

1

<(1)) , | 2 | vektorlerinin girdileri hep reel sayilardi. Kuantum diinyamizda
-1

1 i_z gayet de gecerli bir vektor olabiliyor'. Bu

notu paylagtiktan sonra sizi biraz atom alti parcaciklarin diinyasina g¢ekmek
istiyorum. Atom alt1 parcaciklarin donii (spin) adli bir 6zelligi bulunur. Bu
ozelligi gimdilik parcacigin dénme yonii olarak diigiinebiliriz, adeta parcaciga
atanilan bir yon. Orne{gin 3 boyutlu uzayda herhangi bir vektor bu parcacigin
dénme yonii olabilir (Orn: agagidaki cizimde v vektorii)

durum boyle olmayabiliyor. (1

z

Yalniz bu gosterimdeki sikint1 doniiyii tanimlarken kullanilan su sézde goriilebilir:

1
IUnutmaym ki kompleks sayilari bilegenlerine ayirirsak bu vektorii i olarak da
—1

gosterebiliriz.



Doniiyi anlamak istiyorsaniz bir kiire distuntin ve bu kiire bir yonde donsiin.
Sadece, ne bu sey bir kiire ne de doniyor.

Yine de, fiziksel gercekliklere girmezsek, bu gosterim bize yeterli olacaktir.
Doéniig vektoriiniin bityiikligiiniin |v| sabit kalacagini varsayarsak, herhangi bir
v
doniiyii gostermek icin | vy | vektorii ile v + v3 4+ v3 = 1 kosulu (bu noktadan
U3
sonra birim kiireler ile ugragacagiz) yeterli olacaktir. O zaman bu noktada su
sorular1 sormamiz gerekir: Bu kogulu bilgisayar diinyasina nasil uyarlayacagiz?
Klasik bilgisayarlarda 1 ve 0’larla ugrasirken simdi 3 boyuta ge¢gmek zor olabilir.
Bir sekilde ikiligi korumak miimkiin olabilir mi? Ornegin 2 boyutlu bir vektor
kullamlabilir mi? Bu sorunun cevabr SU(2)’dan SO(3)’ye doniisiimde yatar.
Teknik terimlerden uzaklasirsak, 3 boyutlu reel uzaydan 2 boyutlu kompleks
vektorlere gegis demektir bu.

2 3 Boyuttan 2 Boyuta Yolculuk

Bu konunun ashinin ¢ok teknik olduguna dair sizi uyarmam gerek. O ylizden
elden geldigince az teknik anlatacagim. Ama bu da belli yerlerde sGyleyecegim
seyler konusunda bana sadece giivenmeniz gerektigi anlamina geliyor. Baglayalim:

Ik 1 ve 01 tammlayalim.
1 0
0= (o)1= ()

Bu size gayet mantikli gelecektir. Mantikl gelmeyebilecek sey ise bu iki vektoriin
bir kiirenin iki kutbu olarak gosterilebilecegidir.

Merak etmeyin, buna daha sonra gelecegiz. Simdi kiiredeki herhangi bir vektori
nasil gosterebilecegimizi diigiinelim. Kiiredeki vektorlerin 3 boyutlu tarifinde
3 bagimsiz degiskenimiz, vy,vq,v3, ve bir kogulumuz, v¥ + v3 + v = 1, var.



Bizim istedigimiz gey ise iki boyutlu bir vektorle bunu tanimlamak. Ik akla
gelebilecek sey iki boyutlu vektorlerden birinin girdisini kompleks yapip digerini
reel birakmak ve yine bir kogul eklemek:

v1 + 1 2 2 2
v:< v ,U] +v5 +v3 =1
3

Bu ilk bakigta giizel gelse de vektoriin bir girdisini diger girdisinden iistiin
tutmug oldugumuzu gorebiliriz. Bu da matrislerle iglem yaparken girdiler bir-
birleriyle etkilegime gireceginden bize sorunlar ¢ikarabilir. Bu noktada dogal ce-
vap, 7O zaman ikisini de karmagik yapalim!” cevabidir. Bu noktada ¢oziilmesi
gereken tek bir ey kalir: 4 bilinmeyen ve bir kogulumuz var; bu, 3 boyutlu
tariften bir fazla bagimsizlik derecesine, bilinmeyene, sahip bir durumla kars
kargiya birakiyor bizi. Bunun ¢ozlimiine dair i¢giidiisel bir anlayis kazanmak i¢in
biraz bu tarifi inceleyelim. Yalniz burada, karmasik sayilarin polar bigimlerini
kullanmamiz gerek. Polar bigim, karmasik sayilar: biiyiikliik ve ag1 ile tanimlamak
ile esdegerdir. Ifadesi ise soyledir:

z = ae'® = acos(¢) + iasin(¢)

Incelemeye artik baglayabiliriz.

(vt (a4 a
- (vg +iv4> - (beid’) =€ (bei(¢w)) (1)

Buradan her kompleks girdili iki boyutlu vektorii biiyiikliigii 1 olan (|e?¥|? =
ee~ ™ = ¥ = 1) bir carpan ile 3 bilinmeyenli (¢ = ¢ — ) olarak tanimlayalim:
a, b, ) bir vektor ile ifade edilebilir. O zaman bu vektorleri kiireye yerlegtirirken
sOyle bir prensip alabiliriz:

vo = e'%u, vy = e'¥u

seklinde iki vektor, ayni yone dogrultacak sekilde yerlestirilir. Ozetle, vektorlerin
bagindaki kompleks garpanlar1 yok sayabiliriz. Bu prensip sayesinde hem 3 bilin-
meyen ve bir kosula ulagtik (a,b,¢; a?+b* = 1) hem de vektériin bir girdisini
Obiiriine iistiin tutmadik.

Simdi, bu vektérlerin nereye yerlestirilebilecegine bir bakalim. Oncelikle (1)
numarali denklemdeki vektorii ele alip bagtaki carpani yok sayarsak v vektoriiniin
su sekilde yazilabilecegini goriiriiz:

v = a0 + be'?1 (2)

a’? + b? = 1 kosulundan ise a = cos(a),b = sin(a) olarak gosterilebilecegini
gorirtiz. O zaman _
v = cos(@)0 + e'? sin(a)1 (3)

seklinde yazilabilir. Bu noktada su soruyu sormak dogaldir: « ve ¢ acgilarim
kiiredeki acilarla nasil iligkilendirebiliriz? Bunun ic¢in 1 vektoriiniin tanimina
bakalim:

1 = cos(@)0 + ¥ sin(a)1 4)



Bu durumda, cos(a) = 0 ve sin(«) = 1 sonucuna variriz. O zaman a = 90° =
7 oldugunu anlariz. 0 vektorii i¢in bu agmm o = 0 oldugunu gostermeyi
size birakiyorum. Ancak sunu da biliyoruz ki kiiremizde 0 ve 1 vektorlerinin
arasindaki ag1 6 = 180° = 7 degerindedir. Bu durumda, 6 v vektorii ile z ekseni
arasindaki ac1 olmak iizere a = g olacak sekilde tanimlayabiliriz. Son olarak
o agisini ise vektoriin zy diizlemine olan izdiiglimiiniin x ekseniyle yaptigi agi
olarak alabiliriz. Bu durumda gosterim icin gereken her tanim tamamlanmig

olur. Kalan son sey, size bunun literatiirdeki gésterimini tanitmam olur:
0=10),1=1),v=[¢) =|0) + §[1) (5)

Burada «, 8 € C ve |a|? +|3|> = 1 kosullar1 bulunur. Bu kare toplami koguluna
normalizasyon sarti denir. Bu gosterime Dirac g6sterimi, spesifik olarak
|} isaretine ket ve kiireye ise Bloch Kiiresi denir. Bloch kiiresi biraz karigik
olabilir, bu yiizden genel gosterimini agagiya ¢iziyorum:

z=|0)

|1} vektoriine bundan sonra kuantum durumlar olarak hitap edecegiz.

3 Kuantum Durumlar

En bagta kuantum bilgisayarlarin 6nemli 6zelliklerinden birinin stiperpozisyon
oldugunu soylemigtik. Bu, bir kuantum bitin, kiibit (qubit), 0 ve 1 durumlarinin
arasinda, bir nevi ayni anda hem 0 hem 1 olabilecek bir durumda olmasi geklinde
diigtintilebilir. Olgﬁldﬁgﬁnde ise bu kiibit belli olasiliklarda ya 0 ya 1 olarak
kargimiza gikacaktir. Bu size bir geyi ammsatt1 mu? |¢) = o [0) + 8]1) durumu
0 ve 1 durumlarini belirli agirliklarla igerir. Ayrica |a|?+ |32 = 1 kosulu ise bize
olasiliklarin toplaminin 1 oldugu gercegini hatirlatir. Buradan suna varabiliriz



ki |¢) durumundaki bir kiibitin élciildiigiinde |0) durumunu verme olasiligi |r|?,
[1) durumunu verme olasiligi ise |3]? olacaktr.

3.1 Dirac Gosteriminde iggarplm

Kompleks vektorlere gegtigimize gore i¢garpim tanimini bir daha gozden gegirmekte
yarar vardir. Sirasiyla [1)) ve |¢) olmak iizere iki durumun i¢ garpimini (@)
olarak gosterecegiz (sira 6nemlidir). I¢carpimin iki vektdriin birbiriyle yaptiklar:
ac1 ve biiyiikliikleriyle ilgili oldugunu hatirlayalim. Kuantum durumlarda vektorlerin
biiytikliiklerinin 1’e egit oldugunu da hesaba katarsak, kuantum durumlarda
igcarpimin yalmiz vektorlerin arasindaki acilar hakkinda degerli bilgi verecegini
¢ikarabiliriz. Bu bilgiyi ise iki vektoriin birbirine ne kadar yakin, benzer oldugu
bilgisi olarak yorumlayabiliriz. Ne de olsa, bu ac1 0’a esit ise iki vektor birbirine
denktir.

Bu durumda igcarpimimizin en temel 6zelligi bir durumun kendisiyle iggarpiminin
1 olmas olacaktir. Bu kogulu inceleyelim. Bu inceleme sirasinda genel bir du-
rum |¢)’1in vektoriinii nasil bir vektorle ¢arparsak 1 elde ederiz sorusunun cevabi
olan vektorii |¢) cinsinden ifade edecegiz. Bu sayede:

«

L= () = (an fr) (5> =+ i (6)

esitligini goriiriiz. Buradan a; = o ve 81 = 8* degerlerinin esitligi herhangi «
a* e
B*> vektoriiniin
de normalizasyon gartini sagladigini goriiriiz. Bu durumda (¢| = (a* ﬂ*)
sonucuna variriz. Buradaki (| igaretine ise bra denir. Buradan gorebilecegimiz
ilging ve yararli 6zellikler sunlardir:

ve 3 icin sagladigini goriiriiz. Ayrica |2*|? = |2|? oldugundan (

(110) = (0[1) = O (7)

lo) = 0 [0) + 1 [1),[1) = 1o [0) + 1 [1);
(pl) = wotbo + w11 = (wotbg + p197)" = ((¥]p))*

(®]0) = a = | (¥[0) |* = |a/? (9)
(W1 == [{W[1) | = | (10)

Bu boliimii bitirmeden 6nce bir 6rnege bakalim. Diyelim ki bir kuantum bilgisa-
yarda 0 veya 1 durumunu bulmamizin esit olasilikli oldugu bir durum elde etmek
istiyoruz. Bir durumu bulma olasiigini énceden |¢) durumundaki katsayilar
cinsinden tanmimlamigtik ama yukarida gordiigiimiiz 6zelliklerden 0’1 bulma olasiligini
(kalan durumlar benzer sekilde tanimlanir) | (|0) |? olarak tamimlayabiliriz. O
zamarn:

(8)

| (@10) P = | ([1) [* = |a* = |8 (11)

o> + 18 =1=2lal* =1 |o| = || =

1
V2



O zaman bu sart:1 saglayan genel bir durum:

1 1
VG L

olarak gosterilebilir. Burada ¢ = 27 iken durum

1
— |0y +
=10)

7%

0) + —=€™ 1) (12)

+) = ) (13)

2
V2
p = 7 iken durum ) .

= =710-7Ib (14)
ile gosterilir®. |+) ve |—) durumlarima Bloch kiiresi iizerinde bakarsak sunu
goriiriiz:

3= |0) z=0)

<>
<>

2 =) 2 =)

Bunun dogrulugunu kendiniz kontrol ediniz, ancak ipucu olarak sin(w/2) =
1,cos(m/2) = 0,e"™/?2 = —1 esitliklerini verebilirim.
Artik kuantum durumlar iizerinde operasyonlara gecebiliriz.

3.2 Kuantum Durumlar Uzerinde Operasyonlara Giris

Artik operasyonlar derken matrisleri kastettigimi anlamigsimzdir.  Oncelkile
sunu belirteyim, bir kiire tizerinde oldugumuz i¢in matrisleri her zaman déndiirme
operasyonu olarak gorecegiz. Her zaman yaptigimiz gibi |0) , |1) vektorleri arasinda
gecigi saglayacak matrisi bulalim. Bu, bildigimiz iki boyutlu uzaydaki z,y
0
1
bilgisayar biliminde 0’dan 1’e gegis (ve tersi) operasyonu olan NOT operasy-
onundan esinlenerek X ile gosterecegiz. Gorebileceginiz lizere;

vektorleri arasinda gegis matrisi olan X = < O) matrisidir. Bu matrisi de

«
X1 =x (§) = Xtalo) + 1) = aX 0) + 5 1) = 510} + al1) = (7)
(15)
2|4) ve |—) gosterimleri literatiirde vardir ve alanda Gnem tagirlar. |=) gosterimi benim

uydurmamdir.



Bir de |0) ve |1) durumlarindan nasil |+) ve |—) durumlarina gegilebilecegine
bakalim. Bu soruyu cevaplayabilmek igin problemi matris dilinde inceleyelim:

- O0)- S0 w

Buradan a = ¢ = % gikar.b ve d’ye dair bir fikir elde edebilmek i¢in H ma-
trisinin bagka durumlar lizerindeki etkisine/eylemine (aslinda, bir bagka durum)
ihtiyacimiz var. Bunu déndiirme fikriyle bulabiliriz. |0)1 |+)’ya getiren op-
erasyon vektorii y ekseni etrafinda 7/2 radyan donilg yaptirmigtir (Gosterimde
kolaylik i¢in y ve z eksenlerinin yeri degisecek sekilde kiireyi dondiirmiig olacagiz):

Buna uyumlu olacak sekilde H matrisi |1) durumunu da y ekseni etrafinda 7 /2
radyan dondiirerek |—) durumuna getirmelidir.

7= 0)

Bu durumda agagidaki esitlige ulagiriz:

- Y0-5()-0 o

1 1
. _ _ 1 1 e e .
Buradan ise b = —d = 7 bulunur. O zaman H = 7 (1 1) igimizi

gorecek matristir. ﬂgili bir okuyucu bu matrisin herhangi bir durumu y ekseni

IS}



etrafinda dondirdigini kamtlayabilir. Bu matrisin H ile gosterilmesinin sebebi
ise Hadamard adli matematikciye atfedilmesidir, matris ise Hadamard matrisi
ismini tagir. Bu yazida y ekseni etrafinda 90 derece ve x ekseni etrafinda 180
derece déndiiren matrisleri gordiik (H, X). Ileriki yazilarda daha genel operasy-
onlara artan derinlikle dalacagiz.

3.3 Alistirmalar

Abhsgtirma 1. § yoninde dogrulan vektor icin «, 8 degerlerini bulunuz.
Abgtirma 2. |+) ile |—) durumlarimin i¢garpimini bulunuz.

Aligtirma 3. (Orta-Zor) |+) durumunu |—) durumuna gotiiren (ve tabi ki tersi)
matrisini bulunuz. Bunun igin bu matrisin hangi dénmeyi temsil ettigini bulup
bu dénmenin |0) ve |1) durumlar: iizerindeki etkisine bakabilirsiniz.

Aligtirma 4. (Zor) X matrisinin x ekseni etrafinda 180 derece déndiirme op-
erasyonu oldugunu gosteriniz.



