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NOTROSOFIiK ESNEK KUMELERDE BAZI
TANIM VE UYGULAMALAR

Hatice TASBOZAN!

1. GIRIS

Belirsizlik iceren problemleri ¢ozmek igin 0nce Zadeh
tarafindan tanimlanan fuzzy kiime teorisi verildi (Zadeh, 1979).
Bulanik mantigin klasik mantiga gore daha popiiler olmasinin
nedeni, arada yer alan degerlerin de kullanilmasidir. Bununla
birlikte, gri degerler olarak da adlandirilan bulanik degerlerin
hesaplanmada kullaniliyor olmasi da bulanik mantigin 6nemini
gostermekle birlikte yapay zeka mantigr ile insan aklinin
mantigma yakin sonuglar vermektedir. 1979 yilinda Zadeh,
bulanik kiime kavraminda dogru ve yanlis arasinda degerler alan
elemanlar1 tanimlamistir (Zadeh, 1979). Bulanik kiimede bulanik
kiimenin sonsuz degerli mantiginin uygulandigi ve kesin kiimede
ise kesin kiimenin iki degerli mantiginin kullanildig: farkli kiime
teorileri oldugu goriilmektedir. Daha sonra klasik yontemlerdeki
sorunlarla bas etmede yetersiz kalindigindan Molodtsov
tarafindan soft(esnek) kiime teorisi verildi (Molodtsov, 1999).
Soft kiime kavraminda belirsizligi ¢6zmek igin nesneler ve
onlarin 6zelliklerinden faydalanilmistir. Ozellikler yardimiyla
nesneler siniflandirilmistir. Boylece, bu kavram bir¢ok alanda
basariyla uyguland1 (Maji & ark., 2003; Aktas & Cagman, 2007,
Ali & ark., 2009; Cagman & ark., 2011). 2003 yilinda Maji ve
arkadaslar tarafindan yapilan ¢alismada, esnek kiimenin bazi
Ozellikleri tamimlanip 6rneklerle ifade edildi. Ayrica soft ikili

1 Dog. Dr., Hatay Mustafa Kemal Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik
Bolumi, Hatay/Turkiye, htasbozan@mku.edu.tr, ORCID: 0000-0002-6850-8658.
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islemler ve birlesim, kesisim islemleri tanimlanip, De Morgan
formulleri ile birlikte esnek kiime teorisi icin 6Gnemli sonuglar elde
edildi (Maji & ark., 2003). 2007 yilinda Aktas ve Cagman
yaptiklar1 ¢alismada esnek kiimelerin temel 6zelliklerini verdi.
Ayrica esnek kiimelerin 6zelliklerini bulanik kiimeler ve kaba
kiimelerdeki ilgili kavramlar ile karsilastirdilar. Daha sonra esnek
gruplarin tanimin1 da verip, temel Ozelliklerini olusturdular
(Aktas & Cagman, 2007). Esnek kiime ile ilgili 2009 yilinda
yapilan bir diger ¢alismada ise iki esnek kiimenin sinirli kesigimi,
siirlt birlesimi, sinirh fark: gibi bazi yeni kavramlar ile birlikte
bir esnek kiimenin tiimleyeni kavrami verildi (Ali & ark., 2009).
Esnek bir kiime lizerinde esnek topolojinin tanimi ile birlikte
esnek topolojinin 6zellikleri, 2011 yilinda Cagman ve arkadaslari
tarafindan verildi. Bunun yaninda, esnek topolojik uzaylar
teorisinin temellerinden bahsedildi (Cagman & ark., 2011).
Sonraki yillarda ise esnek kiimeler teorisinde topolojik yapilar ve
ayirma aksiyomlar1 gibi kavramlar c¢alisildi. Cebirsel olarak ise
bu kavram 2013 yilinda Wardowski tarafindan incelendi
(Wardowski, 2013). 2017 yilinda Tasbozan ve arkadaslar
tarafindan, esnek kiimeyi yakin yaklagim uzaylarinda alt ve iist
yaklagimlarla ifade eden yeni bir kiime olan yakin esnek kiime ve
bu kiimenin topolojisi verildi. Bu ¢alismada esnek kiime yakin
kiime kavramu ile birlikte ozellikleriyle birlestirilerek yeni bir
kavram olan yakin esnek kiime kavrami tanimlandi (Tasbozan &
ark., 2017).

1982 yilinda Pawlak bilgi sistemlerinde eksik bilgilerin
modellenmesi ve islenmesi igin kaba kiime kavramini tanitti
(Pawlak, 1982). Nesnelerin, birbirlerine yakinliginin incelendigi
yakin(near) kiime kavrami ise 6zellikleri bakimindan birbirine
yakin, yani aym ayirt edilebilir niteliklere sahip nesneleri
bulmaya dayanan bir kavramdir. Kiimelerin yakinlastirilmasina
dayanan yakin bir kiimenin alt yaklagimi ve iist yaklasimi ile
tanimlidir. Bu operatorler denklik iligkisine dayanmaktadir.
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Yakin kiime teorisi, nitelik se¢imine gore incelenerek farkli
oOlgiilebilir bilgi igerigine sahip olur ve topluluklarda nesnelerin
Ozelliklerine gore ayirt edilerek kolay smiflandirilmasini saglar.
Ayrica yakin nesnelere gore yakin 6zellikler, yakin kiimeler ve
yakinlik yaklagim uzaylarinin bigimsel bir aciklamasi verildi ve
niteliksel olarak birbirine yakin olan algisal nesnelerin kesfi i¢in
bir temel olusturdu (Peters, 2007). Ayrica, near ve soft kiime
tanimlariin birlikte kullanilmasiyla meydana gelen near soft
kiime kavrami tanimlandi. Bu kiimelerin kavramlar1 {izerine
bir¢ok arastirmaci tarafindan gesitli calismalar yapildi ve hala
daha yapilmaktadir. 2013 yilinda Maji n6trosofik esnek kiimeler
kavramini tanimladi (Maji, 2013). Daha sonra Deli ve Broumi bu
kavrami degistirdiler (Deli ve Broumi, 2015). Ayrica, bu kavram
farkl1 birgok yazar tarafindan ¢aligildi (Broumi, 2013; Broumi &
ark., 2014; Oztiirk & ark., 2019a; Oztiirk & ark., 2019b; Ac¢ikgdz
& ark., 2020).

Belirsizlikleri gidermek i¢in tanimlanan bagka bir kiime
olan notrosofik kiime kavramini Smarandache tanitip, bu
kavramin farkli 6zelliklerini  verdi (Smarandache, 1999;
Smarandache, 2005). Smarandache, bir durumu Gyelik
fonksiyonlar1 denilen dogrulugu, yanlislig1 ve belirsizligi ile ele
alinmaktadir. Notrosofik kiime kavrami bulanik mantikta verilen
0zel bir kavramdir. Notrosofik soft kiimeler ise 6zellikleri ile
verilen nesnelerin {iglii liyelik fonksiyonlari ile ifade edilmektedir
(Smarandache, 1999). 2013 yilinda, Broumi tarafindan yapilan
calismada, genellestirilmis notrosofik esnek kiime adi verilen
yeni bir kavram tanimlandi. Ayrica bu kavramin bazi 6zelliklerini
de verildikten sonra genellestirilmis notrosofik esnek kiime
yardimi ile karar verme problemi uygulama olarak ele alindi
(Broumi, 2013). Ayrica bir ¢ok ¢alismada konunun karar verme
problemlere uygulamasi bulunmaktadir (Ye, 2014; Peng & ark.,
2015; Wu & ark., 2016; Chen & Ye; 2017; Lu & Ye, 2017). 2014
yilinda yapilan ¢alismada ise hem nétrosofik kiimeler teorisi hem
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de kaba kiimeler teorisi, belirsizligi ¢ozebilmek igin belirsiz,
dogru ve yanlis bilgileri yonetmek i¢in gii¢lii bir ara¢ olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Bunu yaninda kaba notrosofik kiimeler adi
verilen birlesik bir yap1 gelistirilip, 6zellikleri incelendi (Broumi
& ark., 2014). 2020 yilinda, A¢ikgdz ve arkadaglar tarafindan
yapilan calismada, notrosofik esnek on-acgik (6n-kapali) kiime
kavramin1 ve ndtrosofik esnek topolojik uzaylarda 6n ayirma
aksiyomlar1 tanimlandi. Yine bu calismada, nétrosofik esnek
topolojik alt uzay igin yeni bir tanim ile beraber nétrosofik esnek
On kararsiz esnek ve noétrosofik On kararsiz agik esnek
fonksiyonlar tanimlandi (Ac¢ikgdz & ark., 2020). 2019 yilinda
yapilan bir caligmada, noétrosofik esnek kiimelerin bazi temel
kavramlar1 yeniden tanimlandiktan sonra noétrosofik yumusak
nokta kavrami tanimlandi. Ayrica, ndtrosofik esnek ayirma
aksiyomlar1 ile birlikte aralarindaki iliskiler verildi (Oztiirk &
ark., 2019b). Notrosofik soft topolojik uzaylara ait tanimlar ile
birlikte baz1 6zellikler 6rneklendirilerek verildi (Oztirk & ark.,
2019a).

Bu ¢alismada, notrosofik soft kiimelerin 6zelliklerinin bir
alt kiimesi i¢in nesnelerden elde edilen denklik siniflari ile alt ve
ist yaklasim elde edildiginde yeni bir ¢alisma olan yakin
notrosofik soft kiimelerin elde edilmesi diisiiniilmektedir. Ayrica,
calismadaki amacimiz yakin yaklagim uzaylarinda notrosofik
esnek kiimeler kavraminin notrosofik esnek kiimelerle ilgili
uygulamaya yonelik ¢Oziimlerinde kullanilabilmesini
saglamaktir. Bu kiime yardimi ile notrosofik soft kiimelere yakin
kiime oOzellikleri aktarilarak alt ve st yaklasimlar ile
tanimlanmustir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, temel kavramlar olan soft kiime, yakin soft
kiime, notrosofik kiime, notrosofik soft kiimelerin tanimlari
verildi.

Tamim 1: P(U) kiimesi U kiimesinin kuvvet kiimesi, bostan farkli
bir B kiimesi T parametreler klimesinin bir alt kiimesi ve K: B —
P(U) bir déniisiim olsun. G = (K,B), U kumesi Uzerinde bir
esnek(soft) kiimedir (Tasbozan & ark., 2017).

Tamm 2: O nesnelerin kiimesi, T parametrelerin kiimesi, B € T
olmak Uzere NAS = (0,K, B, ~B,, Ny, vy_) uzay1, K: B - P(U)
bir doniisiim ve O’da bir esnek kime o = (K, B) olsun. NAS
uzayinda bulunan ¢ = (K,B) kiimesinin alt yaklasimi N, *
(o) = (K,, B) ve st yaklasimi1 Ny (6) = (K*, B) seklinde birer
soft kiimedir. Ayrica, her t € B olmak (izere

K(¢) = N, = (K(#)) = {g € 0:[gls, < K(¢)}

ve
K*(¢) = Ny (K(9)) = {g € 0:[gls, N K(¢) # @}

olup, N, * ve N; yakin yaklasimlari esnek kiimeler iizerinde alt
ve list yakin yaklagimlardir. Eger Bndy_(B) = (Nr*(a) — N, *
( 0)) > 0 sart1 saglaniyorsa, esnek kiimeye yakin esnek kiimedir
denir (Tasbozan & ark., 2017).

Tamm 3: O nesnelerin kiimesi, K parametrelerin kimesi, B € K
olmak tizere NAS = (0, K, B, ~B,, N, vy, ) uzayi, K: B — P(U)
bir donlisim ve O’da bir esnek kime ¢ = (K,B) olsun.
(K, B)€ kimesi (K, B) yakin esnek kiimesinin timleyeni olarak
adlandirilir ve K€ (t) = 0 — K(t),Vt € B seklinde ifade edilir
(Tasbozan & ark., 2017).

Tanim 4: ¢ = (K,B), (0, B) kiimesinde yakin esnek kiime ve
o’nin biitiin yakin esnek alt kiimelerinin ailesi 7 olsun. B
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Ozelliklerin kiimesini gostermek uzere (0, t)’ya o lizerinde yakin
esnek topolojisi agagidaki sartlar1 saglamaktadir.

i) (8,B),(0,B) et olmak Uzere Vt € B igin @(t) =@ ve
K(t) =K.

i) T’da bulunan biitiin yakin esnek kiimelerin kesisimi t’da
bulunur.

Iii) 7°da bulunan biitiin yakin esnek kiimelerin birlesimi 7’da
bulunur.

Bu durumda, (0,7, B)’ye yakin esnek topolojik uzayi
denir. Bu topolojik uzaymin tiim elemanlar1 yakin esnek agik
kiimelerden olugmaktadir (Tasbozan & ark., 2017).

Tamm 5: O evrensel kiimesi Uizerinde bir S notrosofik kiimesi
S = {< h,(Ds(h), Is(h), Ys(h)) >:h € 0}

seklindedir. Burada D,I,Y:0 —]—0,1+ [ doniisiimleri ile
tanumlidir. Burada —0 < Dg(h) + Is(h) + Ys(h) <3 +
seklindedir (Deli ve ark. 2015). Ayrica 1+4=1+¢ olup 1
standart kism1 ve ¢ standart olmayan kismidir. Benzer sekilde,
—0=0—¢, burada 0 standart kism1 ve & standart olmayan
kismudir. Felsefi agidan bakildiginda, nétrosofik kiime degerini
] — 0,1+ ['den alir. Dolayisiyla teknik uygulamalar igin | —
0,1 + [ yerine [0,1] araligim1 almamiz gerekir, ¢linkii | — 0,1 +
['nin  bilimsel ve muhendislik problemleri gibi gercek
uygulamalarda uygulanmasi zor olacaktir (Deli & ark., 2015).

Tamm 6: O evrensel kiime ve T, O nun parametrelerinin kiimesi
ve P(0), O nun tim noétrosofik kiimelerini gostermek lzere O
lizerinde bir (K,T) nétrosofik esnek kiimesi K:T — P(0)
dontisiimii ile tammmlidir. Diger bir deyisle nétrosofik esnek kiime
P(0)'nun bazi elemanlarinin parametrelenmis ailesi olup

(R.T) = {(t. < h, (Dgeey (W), Ioy (), Yy () >:h € 0),t € T}
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seklinde tammhdir.  Dgy), Iz, Yr(ry fonksiyonlari sirasiyla
K(e)’nin dogru iiyelik, belirsiz iiyelik ve yanhs iiyelik
fonksiyonlaridir. D + I + Y supremumlar1 1 oldugundan

0 < Dgy(M), Igy(h), Yg(ry(h) <3
olur (Yolcu & ark., 2023).

3. ARASTIRMA VE BULGULAR

Bu boéliimde, yakin yaklasim uzaylarinda nétrosofik soft
kiime denilen yakin ndtrosofik soft kiime tanimlandi. Ayrica, bu
yakin nétrosofik soft kiime kavrami i¢in temel matematikte
bliyiilk O6neme sahip olan tlimleyen, kesisim, birlesim, fark
kavramlar1 tanimlandi.

Tanmm 7: O nesnelerin bostan farkli kiimesi X € O, T, U’nun
parametrelerinin kiimesi ve B € T ve R, U Uzerinde bir denklik
bagintis1 olsun.

(K. B) = {(t,< b, (Dgeey(®), Iy (), Yoy (B)) >) = (&,
< a,Ygw(h) >):Vh € 0),Vt € T}

nétrosofik esnek kiimesi sirastyla K(t)’nin dogru iiyelik Dy ),
belirsiz Uyelik Igy) ve yanhs iiyelik Y g, fonksiyonlari ile

(Dk(t) (W), Tieeey (M), Yieey (h)) = Yiew ()

seklindedir. Uyelik fonksiyonlarmin alt ve iist yaklasimlar

(D*K(t) (M), I" gy (L), Y*k(t)(h)) =Y k(M
olmak tzere

D.zwy(h) ={NnDgpy(h):Vh e Xve[h], S X),VtET}
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Ly ={NnIgy(h):Yh € Xve [h], € X),VtET}
Y.ziy(h) = {nYge(h):Vh e Xve[h], € X) VteT}
ve
D*zy(R) = {UDgy():Vh € Xve [h], NX #@),VtET},
I'gy(R) ={UIgp(h):Yh € Xve[h], NX + @), VtE€T},
Ygy(h) = {UYgy(h):Vh € Xve [h], N X # @), Vt €T}
tanimlanir.

(0,K,B,~B,, Ny, vy ) yakin yaklasim uzayinda (K,B)
notrosofik esnek kiimesinin bostan farkli bir X € O klimesi i¢in
alt yaklagimi;

N+ ((R.B)) ()
={(t.<hvV.gey(R) >):VheXve [h], SX)VtET}
ve iist yaklagim
N; ((R,B)) ()
= { (t,< (RN (> >):Vh € Xicin[h], NX # @), vVt € B}
olup,
Bndy, ((K,B)) () = (N ((K.B)) ) = N, + (K. B)) X)) = 0

sart1 saglantyorsa, ndtrosofik esnek kiimeye yakin notrosofik
esnek kiimedir denir.

N ((K.8)) = (¥, = ((R.B)).N,"(K.B)))
ile gosterilir.

Ornek 1: O = {hy, hy, hs, hy, hs, hg} nesnelerin ve BS T =
{t,, t,} O0zelliklerin kiimelerini gostermek lizere B = {t,} olsun.
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(K,B) = {(t1, < (hy,(0.2,0.6,0.7) >,< hy, (0.2,0.6,0.7)
>, < hs,(0.4,0.6,0.2) >, < h,,(0.1,0.3,0.7) >)}

notrosofik esnek kiimesi verilsin. O iizerinde bir denklik bagintisi
R, O’nun T 6zelliklerine gore verilen Tablo 3 ile elde edilsin.

Tablo 1. 0’nun E Ozelliklerine Gére Verilen Denklik Bagintisi

R h, h, hs hy hs he
t, 1 2 2 1 3 2
t, 2 3 3 2 4 3

[hl]t1 = {hy, hy}, [hz]t1 = {hy, hs, he}, [hs]t1 = {hs}

denklek smiflar1 O’nun R denklik bagintisi ile elde edilen denklik
smiflaridir.  Simdi  bir X = {hy, h,, hs, hy} kimesi icin

N ( (K , B)) (X) yakin nétrosofik esnek kiimesini bulalim.

Yakin nétrosofik esnek kiimenin alt yaklagimi

N, + ((R.B)) )

={n(t,<hy.ky(h) >):Vh e Xve[h], SX) Vt€B}

seklinde oldugundan,

[hls, S X = {hy, hy, h3, hy}

sartin1 saglayan denklik smifi [hy]., = {hy, hs} € X seklindedir.
(Por (), Ly (B, Yooy (1)) = V.o () = (02,0.6,0.7)
(D) (had, Loy (ha), Yy (ha) ) = V.o () = (0.2,0.6,0.7)

dir. Dolayisiyla
N, + ((K.B)) )
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= {(t1,< (hy,(0.2,0.6,0.7) >, < hy, (0.2,0.6,0.7) >)}
olur. Yakin notrosofik esnek kiimenin {ist yaklagimi
N; ((R,B)) ()
= { (t,< h,y*m)(h) >):Vh €EXicin[h], NX # Q),Vt € B}

seklinde oldugundan, Vh € X ve [h], N X # @ sartim1 saglayan
denklik siniflar

[hl]t1 = {hy, hy}, [hz]t1 = {hy, hs, he}

seklindedir.

(D k(e (B T k) (), Y ey (1)) = ¥ gy (ha) = (02,0.6,0.7),

(D0 () iy (B, Yy (1)) = ¥ gy () = (0.2,0.6,0.7),
(D*K(t)(hz), I*K(t)(hz),Y*g(t)(hz)) =¥ o (h2) = (0.1,03,07),
(D k(e (B I 9y (a), Yy (h3) ) = ¥ gy (ha) = (0.1,0.3,0.7),
(D" k) (he), I key (), Y k(e () ) = ¥ ey (he) = (0.1,0.3,0.7)
olarak bulunur. Dolayisiyla

N ((K,B)) (X)

= {(t,,< h4,(0.2,0.6,0.7) >, < h4, (0.2,0.6,0.7) >,
< h,,(0.1,0.3,0.7) >, < hs,(0.1,0.3,0.7) >,
< hg,(0.1,0.3,0.7) >)}

seklindedir. Buradan
Bndy, ((K.B)) () = (N ((K.B)) () = N, + ((K.B)) %)) = 0
sart1 saglanir. O halde

N((R.B)) ()= (N, ((.B)) @), N, ((R.B)) (X))

kiimesi yakin nétrosofik esnek kiimedir.

10
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Tamm 8: O iizerinde bir yakin nétrosofik esnek kiime

N(K,B)(X) = (N, = ( (R, B)) ), N (R, B)) ()
olsun. X € O kiumesi ve B € T 0zelliklerin klimesi verilsin.
N(K, B)’nin tiimleyeni

N(K',B)* = (N, * (K, B)*(X), N, (K, B)* (X))
ile gosterilir.

N, = (K, B) = (t,<h, (YNT*K(t) (h), 1 = Iy,.ky (), D,k (h)) >:h
€ X),t € B,

N (K, BYE = (6< B, (Do ()1 = ooy (), Yy iy () >:
€ X),t € B}

seklinde tanimlidir.

Tamm 9: O iizerinde iki yakin nétrosofik esnek kiime N(K, B)
ve N(L,B) olsun.0 kimesi ve B T ozelliklerin kiimesi
verilsin.

DEger N, +((K,B)) SN, ((LB)) ise N(KB)ye
N(L,B)’nin yakin nétrosofik esnek alt kiimesi denir ve
N(K,B) € N(L, B) ile gosterilir.

ii)Eger N(K,B) € N(Z,B) ve N(L,B) € N(K, B) saglaniyorsa
N (I? , B), N(L, B) yakin nétrosofik esnek kiimeleri esittir denir.

Tamm 10: O iizerinde iki yakin notrosofik esnek kiime N (K, B)
ve N(L,B) olsun. X € 0 kiimesi ve B € T &zelliklerin kiimesi
verilsin.

N(R.B)CO = (N = ((R.B)) 00, ((R.B)) €0),
N(LB)(X) = <Nr «((LB)) 0, N," (L B)) (X)),

(DM(t) (W, Liacey (M), Y ey (h)) = Yircey(h)

11
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olmak Uzere, N(K,B) U N(Z,B) = N(M,B) yakin nétrosofik

esnek kiimelerinin birlesim kiimesi
N(i1,B) = (Nr «((R,B)) ), N, ((K.B)) (X))
U (Nr % ( (Z,B)) X),N,.* ((Z,B)) (X))
( (Nr «((R.B))uN, «( (L B))) , <Nr* ((k.B))
o, ((L B)))) X

={((t, < L Vusin (D) >), (t, <hY ™) >)): he€X)t
€ B}

seklindedir. Burada
N, = ((R.B)) uN, «( (L B)) =N, «( (1,B)),
Dy, ity (h) = max{Dy, iy (), Dy,.ry (W)},
Inyiiy(R) = max{Iy ey (W, In,up ) (W)},
Yy, wiicey(h) = min{Y y gy (R), Yy, up) (M)}
ve
N, ((.B))uN," ((LB)) = N, ((#,B)),
Dy, +iity(h) = max{Dy g(ry(h), Dy -1y (W)},
Iy 5y (R) = max{Iy gy (W), Iy 1 (W)},

YNr*M(t) (h) = min{YNr*l?(t)(h)' YNT*Z(t) (h)}
ile tanimlidir.

Tamm 11: O iizerinde iki yakin ndtrosofik esnek kiime N (K, B)
ve N(L,B) olsun. X € O kiimesi ve B € T 6zelliklerin kiimesi
verilsin.
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N(R.B)(O) = (N, « ((R.B)) 00N ((K.B)) (D),
N(LB)X) = (N« ((LB)) 0, ((L.B)) (),

(Dsicey (B, Loy (), Yoy (B)) = Yoy (R)

olmak Uzere, N(K,B) N N(Z,B) = N(M,B) yakin nétrosofik

esnek kiimelerinin kesisim kiimesi:
N(i1,B) = <Nr «((K,B)) ), N," (K. B)) (X))
n (Nr +((LB)) ), N, ((L.B)) (X))
=( (Nr «((R.B)) n N, = ( (Z,B))) , (Nr* ((K.B))
AN (L B))) )

={((t, < L Yusin (D) >), (t, <hY i) >)): h € X)t
€ B)

seklindedir. Burada
N+ ((K.B)) n N, « ((LB)) =N, «( (#,B)),
Dy,ii(ey(R) = min{Dy,.k(e) (W), D1y (W)}
Iy iicey(h) = min{ly ko) (W), In .1 (W)},
Y, ity (R) = max{Yy .kcy(N), Y . (W)}
ve
N, ((R.B))nN," ((L,B)) = N, ((#,B)),
Dy, #i(ey(R) = min{Dy, +z()(h), Dy, 1y (W)},

In i (h) = min{llvr*l?(t) (b, Iyt (h)},
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Y, wie () = max{Yy ke (h), Yn, 1 (W)}
ile tanimlidur.
Ornek 2: Ornek 1 “de
0 = {hy, hy, h3, hy, hs, he}

nesnelerin ve {t,;} = B € T = {t;, t,} 0zelliklerin kiimesi olsun
ve

(K,B) = {(t1, < (hy,(0.2,0.6,0.7) >,< hy, (0.2,0.6,0.7) >, <
hs, (0.4,0.6,0.2) >, < hy, (0.1,0.3,0.7) >)}

notrosofik esnek kiimesi verilsin.
X = {hy, hy h, s} kimesi icin N ((K,B))(X) yakmn
notrosofik esnek kuimesi;

N, * ((I?,B)) (X) = {(t1, < (hy, (0.2,0.6,0.7) >, < hy, (0.2,0.6,0.7) >)}
ve

N ((K,B)) (X) = {(ty, < hy, (0.2,0.6,0.7) >, < hy, (0.2,0.6,0.7) >,

< h,,(0.1,0.3,0.7) >, < h3,(0.1,0.3,0.7) >,
< hg,(0.1,0.3,0.7) >)}

olmak Uzere
N ( (I?,B)) X) = (Nr . ( (I?,B)) X),N,* ((K,B)) (X))
ile tanimlidir.
Benzer sekilde
(L, B) = {(t1, < (hy,(0.3,0.5,0.6) >, < hy, (0.6,0.5,0.3) >)}
notrosofik esnek kimesi verilsin.

X = {hq, hy, h3, h,} kimesi igin N ( (Z,B)) (X) yakin nétrosofik
esnek kiimesi;
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N, * ((Z,B)) (X) = {(t;, < (hy,(0.3,0.5,0.6) >, < hy, (0.6,0.5,0.3) >)}
ve
N ((L,B)) (0) = {(ts, < h1,(0.3,05,0.6) >,< hy, (0.6,0.5,0.3) >}
olmak tzere
N((LB)) ) = (N, ((LB)) ). N ((L.B)) ()
ile tanimlidhr.

N ((E , B)) (X)veN ((Z, B)) (X) kiimelerinin birlesimi:

N, (#,B) = N, + ((K,B))u N, + ( (L,B))

= {(t1, < (hy,(0.3,0.6,0.6) >, < hy, (0.6,0.6,0.3)
>)}

ve

N, ((M,B)) = N, ((K.B))uN,"((LB))
= {(t1, < hy,(03,0.6,0.6) >, < hy,(0.6,0.6,0.3)
>}

olup

N(i1,B) = (Nr « (M,B),N," ((M,B)))
seklindedir.
N ((K B)) (X)veN ((Z, B)) (X) kiimelerinin kesisimi ise

Ny« (#,8) = N, ((R,B)) n N, «( (L, B))
= {(t,, < (h4,(0.2,0.5,0.7) >, < h,,(0.2,0.5,0.7) >)}
ve

N, ((,8)) =N, ((K.B))n N, ((L,B))

= {(t,, < hy,(0.2,0.5,0.7) >,< hy,(0.2,0.5,0.7) >}
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olup
N(#,B) = (N, = (#,8),N," (¥, B)))
seklindedir.

Tamm 12: O iizerinde bir yakin notrosofik esnek kiime N (K, B)
olmak Uzere O lzerinde tum nétrosofik esnek kiimelerin ailesi
NSS(0,B) ve t < NSS(O,B). XSO kiumesi ve BST
Ozelliklerin  kumesini gostermek Uzere 7, O (zerinde bir
notrosofik esnek topoloji olup asagidaki sartlar1 saglamaktadir.

i) N(@,B),N(0,B) € t olmak lizere Vt € B icin @(t) =@ ve
K@) =K.

i) ’da bulunan biitiin yakin nétrosofik esnek kiimelerin kesisimi
7’da bulunur.

iii) 7°da bulunan biitiin yakin noétrosofik esnek kiimelerin
birlesimi 7’da bulunur.

Bu durumda, N(O, t, B) notrosofik esnek topolojik uzayi denir.
Bu topolojik uzayiin tiim elemanlar1 yakin nétrosofik esnek agik
kiimelerden olusmaktadir. Notrosofik esnek agik kiimelerin
tiimleyenine notrosofik esnek kapali kiimeler denir.

Ornek 3: 0 = {hy, hy, h3, hy} nesnelerin ve B € T = {t;,t,}
oOzelliklerin kiimelerini gostermek tizere B = {t,} olsun ve

(K,B) = {(t1, < (hy,(0.2,0.5,0.7) >, < h,,(0.2,0.5,0.7)
>, < hg,(0.4,0.6,0.6) >, < hy, (0.4,0.6,0.2) >)}

notrosofik esnek kiimesi verilsin. O tizerinde bir denklik bagintisi
R olsun. R’nin denklik siniflar1

[hl]t1 = {hy, hy}, [h3]t1 = {hs}, [h4]t1 = {h4}

seklindedir. Bir X = {hy, hz, h} kmesi icin N ( (K, B)) (X)

yakin nétrosofik esnek kiimesi;
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N, ((R,B)) () = {(t1, < (11, (0.2,0.6,0.7) >,< h3,(0.2,0.5,0.7)
>, < hs,(0.4,0.6,0.6) >}

ve

N ((1?, B)) (X) = {(ty, < (hy, (0.2,0.6,0.7) >, < hy, (0.2,0.5,0.7)
>, < hs,(0.4,0.6,0.6) >}

olmak tizere

N((R.B)) ()= (N, ((R.B)) @), N, ((K.B)) X))
seklindedir. Ayrica N ( (Z, B)) (X) yakin nétrosofik esnek
kumesi;

Ny + (L B)) (X) = {(t2, < h3,(0.4,0.6,0.6) >},

N? ((E, B)) (X) = {(t;, < hs, (0.4,0.6,0.6) >}
olmak tzere
N((LB)) ) = (N« ((L.B)) ). ((1.B)) ()
olarak elde edilir.
t={N(®,B),N(0,B),N(K,B),N(L, B)}

olmak Uzere t, O Uzerinde X kiimesinin bir nétrosofik esnek
topolojisidir. T daki kiimelerin sonlu kesisimleri ve keyfi
birlesimleri yine kiimeye ait oldugundan N (O, 7, B) notrosofik
esnek topolojik uzaydir.
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MATEMATIKTE iLERME

Figen CILINGIR!

1. GIRIS

Hangi bransta olursa olsun bilim insani ister farkinda
olsun ister olmasin arastirma yaparken mutlaka matematik
kullanilir. Matematik bilim midir, matematik ne ise yarar,
matematik¢i ne yapar? Benzer sorular hep sorulur ve sorulacaktir.
Dogru soru, matematik¢inin yaptigi matematik ne ise yarar?
Bunun cevabi genellikle, “matematik hem ¢ok ise yarar hem de
higbir ise yaramaz” bi¢imindedir. Iste burada matematigin ne
oldugu sorusu akla gelir. Matematik, soyutlama yontemi ile
evreni anlamamiza veya kesfetmemize yarayan bir dildir. Ancak,
kurallar1 kolay olmayan bu dili kullanarak yeni bir seyler elde
etmek zordur. Bunu basaran matematik¢i elde ettigi sonucun
nerede kullanildigini ¢ogu zaman diisiinmez ama bilir ki bir giin
birinin isine yarayacaktir. Bilim tarihi bunun Oornekleri ile
doludur. Ornegin Lie gruplar teorisi ortaya atildiginda higbir
anlama ifade etmezken buginlerde fizik biriminin merkezindedir.

2. NEDEN MATEMATIK YAPILIR

Temel olarak matematik dogru diisiinmeyi ogretir.
Matematik yapanlar dogru diisiinme yollarin1 6grenirken i¢ten bir
seving yasarlar. Kisi yeni matematik kesfederken, eski
matematigi daha iyi 6ziimseyip aciklamanin yeni bir yolunu
bulabilir ve bunun de sevincini hissedebilir. Bu igsel bir

L Prof. Dr, Igdir Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii,

cilingirfigen@gmail.com ORCID:0000-0001-5526-9937.
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motivasyon yaratir. Bu durumda, matematik yalnizca
matematik¢inin kendi seving ve tatmini i¢in yapiliyormus gibi
diistintilebilirse de bu dogru degildir. Burada sosyal ortam ve
matematik  toplulugu son  derece Onemlidir.  Bagka
matematikg¢ilerden ilham almak, baskalarinin takdirini aramak,
diger matematikgilerin problemlerini ¢ozmelerine katki vermek
ve sosyal etkilesimde bulunmak Onemli motivasyon
kaynaklaridir. Sosyal etkilesim yiliz ylize goriisme Ve
tartismalarla, yazigmalarla ve yazilan makalelerle gergeklesir.
Cogu matematikgi yalniz kalmaktan hoglanmaz ve kisisel olarak
ilerleme kaydetseler bile, heyecanlarini paylasan meslektaslari
olmadig1 siirece, bir konu hakkinda heyecanlarim1 korumakta
zorluk cekerler.

Jaffe ve Quinn, matematik yapma motivasyonunu
teoremlere olan itibar agisindan tanimliyor. Teorem ispati
yaptik¢a matematik yapma istek ve istahi artiyor. Ancak teorem
ispat1 tek bagina yapilan bir ¢abanin degil bir ekip caligmasinin
riinii olarak yapilir. Teoremlere olan itibar glgli toplumsal
vurgumuzun matematiksel ilerleme {izerinde olumsuz bir etkisi
oldugu kaginilmaz. Eger basardigimiz sey matematige dair insan
anlayisini ilerletmekse, o zaman ¢ok daha genis bir faaliyet
yelpazesini tanimak ve degerlendirmek c¢ok daha iyi olur.
Teoremleri ispatlamanin yolunu gdren insanlar bunu bir
matematik toplulugu baglaminda yapiyorlar; kendi baslarina gok
nadir ¢aligiyorlar. Diger matematikgilerden edindikleri matematik
anlayisina, onlarin fikirlerine giliveniyorlar. Bir teorem
ispatlandiktan sonra matematik toplulugu fikirleri onlar1 daha
fazla kullanabilecek insanlara yaymak igin dergileri ve sosyal
aglar kullanir.

Matematikte ilerleme genellikle bir grup matematik¢inin
diisiincelerinin birikimi ile olur. Bu ilerleme yolunda, bir kisi
tarafindan ispatlanacak teoremler de olabilir. Ancak genellikle
teoremler bir takimin kolektif cabalar1 sayesinde ispatlanma
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durumdadirlar.  Takimin, teoremleri ispatladiktan  sonra
Oziimseyip kullanma gibi baska bir islevi daha vardir. Bu islev
ilerlemenin kaginilmaz gerekliligidir.

Takimda teorem ispatin1 yapabilme olasilig1 yiiksek olan
birka¢ matematik¢i vardir. Topluluktaki statiileri, hiyerarsileri,
hemen ve Onemli 6l¢iide yiikselir. Bu oldugunda, genellikle
fikirlerin merkezi ve teoremlerin kaynagi olarak ¢cok daha tiretken
hale gelirler. Neden? Oncelikle, 6z saygida biiyiik bir artis ve
buna eslik eden iiretkenlikte bir artis olur. ikinci olarak, statiileri
arttiginda, insanlar fikir aginin daha merkezinde olurlar. Digerleri
onlar1 daha ciddiye alir. Son olarak ve belki de en Snemlisi,
matematiksel bir atilim genellikle yeni bir diisiinme big¢imini
temsil eder ve etkili diistinme bi¢imleri genellikle birden fazla
durumda uygulanabilir. Jaffe ve Quinn, spekiilasyon ve ispatlama
olarak ayrilmig taninmig roller sistemi Oneriyor. Bu sekilde
matematikte ilerleme siirdiiriilmektedir.

Matematikte, kesin ispatlar baska teoremlerin ispatlar
icin kullanilir. karakterize edilir. Bu uygulama, matematige baska
hicbir bilimin ulasamadig1 bir netlik ve giivenilirlik getirmistir.
Matematik tartismasiz insan entelektiiel faaliyetlerinin en
disiplinli olamidir. Kesin ispatlara ulagsmak i¢in matematikgi
sezgilerini kullanir. Sezgisel yaklasim matematik¢i i¢in olmazsa
olmazdir; elbette bu bir bilgi birikimi ve c¢ok diisiinmeyi
gerektirir. Sezgisel yaklasim ile bir dereceye kadar ilerleme olur
yine de nihai sonuca erismek ve sonucu kabul edilir hala getirmek
icin ortaya atilan teoriyi ispatlamak gerekir. Matematik¢i hisseder
ancak onu ifade etmekte zorlanir; basarisiz birgok denemeden
sonra ispat1 yapabildiginde iste simdi dogru ifade etme zamani
gelmistir diyerek ihtiyaci olan alsin kullansin diye kaleme almaya
basglar.

Matematik ilerledik¢ce onu diisiincemize dahil ederiz.
Diisiincemiz daha karmagik hale geldikce, yeni matematiksel
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kavramlar ve yeni matematiksel yapilar iiretiriz. Matematigin
konusu diisiinme seklimizi yansitacak sekilde degisir. Eger
yaptigimiz sey daha iyi diisiinme yollar1 insa etmekse, o zaman
psikolojik ve sosyal boyutlar matematiksel ilerleme agisindan iyi
bir model i¢in olmazsa olmazdir. Matematikg¢iler birka¢ temel
matematiksel yapidan ve bu yapilar hakkinda verilen bir dizi
aksiyomdan yola ¢ikarlar, bu yapilar hakkinda cevaplanmasi
gereken ¢esitli onemli sorular vardir ki bunlar resmi matematiksel
onermeler olarak ifade edilebilir. Matematik¢inin gorevi
aksiyomlardan Onermelere veya bunlarin inkarlarina giden
timdengelimli bir yol aramaktir. Buna matematigin tanim-
teorem-ispat(TTI) modeli diyebiliriz. TTI modelinin zor tarafi
varsayimlarda bulunmak, sorular ortaya atmak, akilli tahminlerde
bulunmak ve muhtemelen neyin dogru olduguyla ilgili sezgisel
argiimanlar tiretebilmektir.

Kisacast matematiksel yapilara iliskin bilgi iki agsamada
elde edilir. Once, sezgisel icgdriiler gelistirilir, varsayimlar yapilir
ve gerekgelendirmelerin spekiilatif ana hatlart onerilir. Sonra
varsayimlar ve spekiilasyonlar diizeltilir; bunlar ispatlanarak
giivenilir hale getirilir. Spekiilatif ve sezgisel calisma igin
matematik¢iler  teorik  matematik  terimini  kullanirlar.
Matematikgiler ispat odakli evreyi titiz matematik olarak
isimlendir. Matematiksel kesfin ilk asamalar1 yani, bilimlerdeki
teorik ¢alisma gibi sezgisel ve varsayimsal ¢alisma, gergekligin
dogas1 hakkinda yerlesik bilginin 6tesinde spekiilasyonlar igerir.
Matematikte teorik kelimesinin daha eski bir kullanimi vardir;
uygulamali matematikten ziyade plr(katkisiz) matematigi
tanimlamak i¢in bu terim kullanilir. Bu artik yaygin olmayan ve
benimsemedigimiz ge¢misten kalma bir kullanimdir. Teorik
calisma, deney veya ispat yoluyla diizeltme, iyilestirme ve
dogrulama gerektirir. Bu nedenle, matematikte kesin ispatin
roliinlin, doga bilimlerindeki deneyin roliine islevsel olarak
benzedigini iddia ediyoruz. Bu tez, alisilmadik olabilir ancak
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izerinde diisiiniildiikten sonra en azindan matematikgiler igin
acgik olmalidir.

Ispatlarin iki ana sonucu vardir. Birincisi, ispatlar tipki
laboratuvar dogrulamasinin diger bilimlerde bir kontrol
saglamas1  gibi, matematiksel iddialarin  giivenilirligini
saglamanin  bir yolunu garantiler. lkincisi, bir ispati
gerceklestirme eylemi, tipki laboratuvardaki ¢aligma gibi,
genellikle bir yan iiriin olarak, yeni i¢gdriiler ve beklenmedik yeni
veriler {iiretir. Matematikgiler, laboratuvar bilimlerinin fiziksel
gerceklige sahip oldugundan daha iyi deneysel matematiksel
gergeklige erisebilirler. Modellemenin amaci budur. Fiziksel bir
fenomen, matematiksel bir modelle yaklasik olarak belirlenir;
sonra model, daha erisilebilir oldugu i¢in tam olarak incelenir. Bu
erisilebilirligin, matematik i¢in sosyal diizeyde de sonuglari
olmustur. Matematik, fizikten ¢cok daha ince alt disiplinlere
ayrilmistir ¢linkii yontemler konuya daha derin odaklanmay1
saglamigtir. Matematikte ispatin kullanimi iglevsel olarak deneyle
paralel olsa da, ispatlarin deneysel matematik olarak
adlandirilmasi gerektigi soylenemez. Bu terimin matematiksel
kavramlarin testleri olarak sayisal hesaplamalara ve bilgisayar
simiilasyonlarina atifta bulunmak i¢in halihazirda yerlesik ve
uygun bir kullanimi vardir. Aslinda, bilgisayar deneylerinin
sonuglari, test vakalari, karsilastirmalar, genel sonuclar seklinde
olmak Uzere teorik diyecegimiz bir sekilde sunulur. Sonuglar
tamamen giivenilir degildir ve gercek ispat saglama ¢abasi
kaginilmaz olarak istisnalarla ve sinirlamalarla ortaya ¢ikar.

3. iISPAT NEDiR?

Matematik lisans Ogrencileri matematik okumaya
basladiklarinda, yeni ve ilging bir matematik teoremini nasil
ispatlayabileceklerini hayal etmekte zorluk cekerler. Ispatin ne
oldugunu tam olarak idrak edemezler. Derslere katilarak hevesli

25



Matematik

olanlar seminerlere de katilarak, makaleler okuyarak ve diger
lisans(Ustll) Ogrencileriyle konusarak, yavas yavas anlamaya
baslarlar. Herhangi bir alanda, genel olarak bilinen ve genel
olarak kabul edilen belirli teoremler ve belirli teknikler vardir. Bir
makale yazildiginda, bunlara ispat olmadan atifta bulunulur.
Alandaki diger makalelere bakarsiniz ve ispat olmadan hangi
gercekleri alintiladiklarini ve bibliyografyalarinda nelere atifta
bulunduklarin1 goriirsiiniiz. Bu konu {izerinde arastirma yapan
diger aragtirmacilardan ispatlar hakkinda bir fikir edinilir. Genel
olarak bilinen seylerin ¢ogu, bilinen yazili kaynagi olmayabilecek
seylerdir. Alandaki aragtirmacilar fikrin igse yaradigindan emin
olduklar1 siirece, resmi bir yazili kaynaga ihtiyag duymaz.
Matematiksel bilgi ve anlayis, belirli bir konu hakkinda diistinen
arastirmacilarin zihinlerine ve toplumsal yapisina yerlesmistir. Bu
bilgi, yazili belgelerle desteklenir ancak yazili belgeler gercekten
birincil degildir. Bu durum alandan alana olduk¢a degisim
gosterir. Matematigin geometrik alanlariyla ilgilenenlerin bildigi
gibi bu alanda arastirmacilarin gergekte diisiinme bigimini iyi
yansitan bir makaleye rastlamak zordur. Cebirsel veya sembolik
alanlarda bu bilgilere rastlamak daha olasidir. Bilimsel olarak
herhangi bir alanda, giliclii bir sosyal gecerlilik ve dogruluk
standardi vardir. Cebir alaninda Andrew Wiles'in, Fermat'in son
teoreminin ispati, bunun iyi bir 6rnegidir. Uzmanlar ayrintilarin
kontrol edilebilmesinden ¢ok 6nce bu ispatin dogru olduguna
hizla inanmaya bagladilar. Bu ispat, cogu matematiksel ispata
kiyasla ¢cok daha fazla inceleme, kontrol ve dogrulama siireci
gecirmistir. Bu siire¢, matematigin organik, psikolojik ve sosyal
sirecler vasitasi ile nasil gelisip doniistiigiinii gostermeye 6rnek
teskil eder. Arastirmacilar matematik yaparken fikir akisi ve
gegerliligin sosyal standardi herhangi bir formal belgeden cok
daha giivenilirdir. Matematikgiler genellikle ispatlarin formal
dogrulugunu kontrol etmede ¢ok 1iyi degillerdir, ancak
ispatlardaki olas1 zayifliklari veya kusurlari tespit etmede oldukc¢a
iyidirler. Ispat siireci genel olarak iyi islemektedir. Clnkd,
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birincisi matematikg¢ilerin  ispatlarina daha fazla 6zen
gostermeleri, onlar1 gercekten agik ve miimkiin oldugunca basit
hale getirmeleri sonucunda herhangi bir zayiflik varsa bunlari
tespit etmeleri daha kolay olmaktadir. ikincisi, formal ispatlarin
matematiksel calismas1 elestirilemez, ayrica matematiksel
argiimanlar1 daha acik ve daha formal hale getirmek igin enerji
harcayan arastirmacilar da elestirilemez. Her ikisi de matematige
yeni bakis agilar1 kazandiran faydali aktivitelerdir.

Bilgisayarla matematik sorularini kesfetmeye epeyce ¢aba
harcanmaktadir buna ragmen hala matematigin son derece yavas
ve zor oldugu ve tartismasiz tiim arastirma faaliyetlerinin en
disiplinlisi oldugu tartisilmaz. Bir bilgisayar programinin
calismast i¢in gereken dogruluk ve eksiksizlik standardi,
matematik camiasinin gegerli ispatlar standardindan birkac kat
daha yiiksektir. Yine de biiyiik bilgisayar programlari, ¢ok
dikkatli bir sekilde yazilmis ve test edilmis olsalar bile, her zaman
hatalara sahip gibi goriiniir.

Matematik yapmak, entelektiiel insan faaliyetleri i¢inde
en ¢ok tatmin edici olanlarindan biridir. Matematik bu entelekttel
tatmin boyutunda ¢ok hizli hareket eder. Tiim matematiksel
manzaralar tek bir kariyer boyunca sasirtici sekillerde degisir ve
tekrar degisir.

Matematik, bilim insaninin uyguladigi sekliyle diger
bilimlerden ¢ok daha bigimsel olarak eksiksiz ve kesindir fakat
icerigi bilgisayar programlarindan ¢ok daha az big¢imsel olarak
eksiksiz ve kesindir. Aradaki fark sadece ¢aba miktariyla ilgili
degildir; cabann niteligi ile de ilgilidir. Ornegin, biiyiik bilgisayar
programlarinda, tiim tanimlarin tutarli oldugundan emin olmak
veya islevler i¢in dogru genellige karar vermek hantal olmayan
genellige sahip iyi veri yapilari gelistirmek ¢ok sayida uyumluluk
sorunu gosterebilir bunu bertaraf etmek i¢cin muazzam miktarda
caba harcanmalidir. Biiyiik bir programin muhasebe boliimiinden
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farkli olarak ¢alisan kismina harcanan enerji orani sasirtici
derecede kiigiiktiir. Genellik ve islevsellik eklendik¢e dogru
tanimlar degistigi i¢in neredeyse kacinilmaz olarak kontrolden
ctkan uyumluluk sorunlar1 nedeniyle, bilgisayar programlarinin
cogunlukla sifirdan yeniden yazilmasi gerekir. Matematigi
bicimsel olarak dogru ve eksiksiz hale getirmek i¢in buna ¢ok
benzer bir ¢aba sarf edilmesi gerekir. Matematikgiler bosluklari
doldurabilir, hatalar1 diizeltebilir ve daha fazla ayrinti ve daha
dikkatli bir akademik ¢aligma saglayabilirler. Sistem saglam bir
sekilde desteklenebilecek giivenilir teoremler iiretmede oldukca
iyidir. Sadece giivenilirlik, dncelikle matematikgilerin bi¢imsel
argiimanlar1  bicimsel olarak kontrol etmesinden degil,
matematik¢ilerin matematiksel fikirler hakkinda dikkatli ve
elestirel bir sekilde diistinmesinden gelir.

En temel diizeyde, matematigin temelleri aragtirmacinin
derin ve zor arastirma probleminden ¢ok daha alt diizeyde kalir.
Cogu matematikg¢i, nazik kurgular oldugu bilinen temel ilkelere
bagli kalir. Ornegin, gercek sayillarin iyi bir sekilde
siralanmasinin aslinda higbir zaman insa edilemeyecegi veya
tanimlanamayacagr  teoremidir. Bu  nazik  kurgularla
yakalanmadan kurtulabilecegimize dair 6nemli ispatlar vardir,
ancak bu onlar1 dogru yapmaz. Kiime teorisyenleri, biri tutarliysa
digerlerinin de tutarli oldugu bir¢ok alternatif ve birbiriyle ¢elisen
matematiksel evren insa ederler. Bu durum, birinin veya digerinin
dogru se¢im veya dogal se¢im olduguna dair ¢ok az giiven birakir.
Godel'in  eksiklik teoremi, tutarli ancak yaptigimiz tim
matematigin temeli olarak hizmet edebilecek kadar giiglii bir
formal sistemin olamayacagmni ima eder. Insanlarin aksine,
bilgisayarlar formal siirecleri ger¢eklestirmede ¢ok daha etkilidir.
Matematik pargalarii bilgisayarla, gercekten bicimsel olarak
dogru, bicimsel c¢ikarimlarla bi¢imsellestirme projesi iizerinde
siki bir sekilde caligan arastirmacilar var. Bu siregte matematigi
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basitlestirmeye ve acikliga kavusturmaya yardimci olacak
gelismeler her gecen giin artmaktadir.

Cok wuzun yillar iginde, insanlarin bigimsel olarak
tamamlanmis ve dogru matematigin 6nemli parcalarin1 en
azindan acik varsayimlara dayanarak derlemelerine yardimci
olabilecek etkilesimli bilgisayar programlarina sahip olacagimizi
ve bunlarin standart matematik¢inin ¢aligma ortaminin bir parcast
olacag1 beklenmektedir. Yapilan ispatlar anlagilabilir ve uzmanlar
tarafindan kontrol edilebilir ispatlarin en Onemli faaliyet
oldugunu ve bunlarin bicimsel ispatlardan oldukca farkli
oldugunun kabul edilmesi gerekir.

4. IS BOLUMU YAPMAK

Deneysel branglarda ornegin, fizikte teorisyenler ve
deneyciler arasinda bir is bolimi kabul edilmektedir. Aslinda bu
ayrim ancak yakin zamanda bu kadar belirgin hale geldi. Yirminci
ylizyilin bagina kadar temelde tek bir fizik¢i toplulugu vardi. Aynmi
insanlarin hem teori hakkinda spekiilasyon yapmasi hem de
spekiilasyonlarini laboratuvar deneyimiyle dogrulamasi idealdi
ve genel olarak da uygulamaydi.

Avrupa'da 1900'e gelindiginde bir ¢catallanmanin meydana
geldigi agikliga kavusmustu. Calismalarinin yalnmizea teorik
tarafina odaklanan yeterince ¢ok fizik¢i vardi ve iki ayr1 topluluk
tanimlanabiliyordu[H].  Bu  egilim  Amerika  Birlesik
Devletleri'nde biraz daha yavas ilerledi. Harvard Universitesi’nde
kuantum teorisi alaninda ¢alisan E. C. Kemble, 1917 tezinde
deneysel bir ek olmasina ragmen, tamamen teorik fizikte doktora
yapan ilk Amerikal1 olarak kabul edilir. Teorik ve deneysel fizik
topluluklarinin farkliligi, bagimsizliklariyla karistirllmamalidir.
Teori, deneycilerin kritik testleri belirlemesi ve verileri
yorumlamasi i¢in hayati 6neme sahip oldugu gibi deney de,
teorisyenlerin spekiilasyonlarini diizeltmesi ve yonlendirmesi
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icin hayati 6nem tagimaktadir. Teorik ve deneysel gruplar, yakin
etkilesimli ¢iftler halinde olusmadiklar1 siirece istikrarsiz ve
etkisizdir. Fizikteki bu isbOliimiinii, matematikteki mevcut
durumla karsilastirtyoruz. Ayni insanlarin hem matematiksel
yapilar hakkinda spekiilasyon yapmasi hem de spekiilasyonlarini
kesin ispatlarla dogrulamasi hala ideal ve genel uygulamadir.
Bagka bir deyisle, matematik toplulugu teorik ve kesin dallara
ayrilmamistir. Bireysel diizeyde bile teorik matematigi uygun bir
ana faaliyet olarak nadiren taniriz. Matematiksel cabalarda bu
sekilde bolme girisimleri olmustur, ancak bu girisimler
cogunlukla basarisiz olarak sonuglanmistir. Neden? Matematigin
kendisinde, fizikle analojiyi gegersiz kilan ve bdyle bir ayrigmay1
engelleyen bir sey mi var? Teorik matematik sonunda bir
oksimoron mudur? Yoksa ge¢misteki girisimlerde onlar
mahveden ama bugiin 6nlenebilecek kusurlar m1 vardi?

5. FiZiK ILE ILISKiLER

Fizikle yeni bir baglanti, matematikte spekiilasyona dogru
itici giiclin biiylik bir kismin1 sagliyor. Son zamanlarda fizikte,
sicim teorisi, konformal alan teorisi, topolojik kuantum alan
teorisi ve kuantum yercekimi gibi basliklar altinda matematiksel
tirde bir faaliyet patlamasi yasandi. Biiyiik 6l¢iide bu, teorik
yiiksek enerjili fizikgiler olarak egitilmis kisiler tarafindan
baslatildi. Bunlarin en iinliisii ve etkili olan1 Edward Witten'dur.
Fiziksel bir bakis a¢isindan, bu ¢alismanin ¢ogu heniiz doga
hakkinda gézlemlenebilir tahminlerin yapildig1 asamaya gelmedi.
Dahasi, calisma genellikle gergek olaylarin yalnizca analoglarini
gostermek i¢in tasarlanmis oyuncak modeller ile ilgilidir. Ve
gercek diinyaya uygulanabilecek bazi kisimlar deneysel olarak
erisilemez olaylarla ilgilidir. Bunlar inanilmaz enerjili
parcaciklar, evrenin Olceginde hareket veya yeni evrenlerin
yaratilmasi tiirlinden olaylardir. Tahmin eksikliginin bir sonucu
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olarak, bu fizik¢iler varsayimsal deneysel topluluklarindan
kopmuslardir. Teorilestirmelerini kisitlayacak ve ilham verecek
ilgili fiziksel gergeklere dair bir kaynaklar1 yoktur. ilerleme teori
ve deney arasindaki etkilesimden kaynaklandig1 i¢in, teorik bir
grup uzun siire izole bir sekilde var olamaz. Aslinda ana akim
fizik toplulugunun ¢ogu, sézde gergek diinyadan izole olmalari
nedeniyle bu gelismelere siipheyle yaklagmaktadir. Aslinda
fizikgiler izole degillerdir. Yeni bir deneysel topluluk
bulmuslardir. Bu topluluk matematikgilerden olusmaktadir. Artik
matematikgiler, inceledikleri yapilar hakkinda giivenilir yeni
bilgiler saglamaktadir. Genellikle, yeni deneysel caligmalari
tesvik etmek i¢in spekiilasyonlarini matematikgilere iletirler;
bliyiik basarilar, fizige degil, matematige dair yeni bakis acilari
ile olusur. Ortaya ¢ikan sey yeni bir parcacik degil, Kac-Moody
cebirlerinde tepe noktast operatorlerini kullanarak canavar
sporadik grubunun temsillerinin bir agiklamasidir. Uretilen sey
yeni bir fiziksel alan teorisi degil, Feynman yol integralleri veya
kuantum gruplarinin temsilleri kullanilarak ¢ok katlilardaki
diigiimlerin ve baglantilarin polinom degismezlerine dair yeni bir
bakis acgisidir. Bu fizikg¢iler hala teorik fizigin spekiilatif ve
sezgisel modunda caligmaktadirlar. Bir¢ogunun titizlik i¢in ne
egitimi ne de ilgisi vardir. Onlar teorik matematik yapmaktadirlar.
Bazi matematik arastirmacilart daha spekiilatif bir moda dogru
ilerlemektedir. Teorik fizik¢iler ve geleneksel matematikgilerin
titiz  dogrulayicilarin  ortak  toplulugu halinde olmalari
kaginilmazdir. Ancak bu, yeni yapiy1 istikrarli hale getirmek igin
gereken topluluk normlarinin ve davranis standartlarinin evrimi
olmadan ger¢eklesmistir. Bu tiir aile degerlerinin hizla
gelistirilmesi ve benimsenmesi olmadan, matematik ve fizik
arasindaki yeni iliski ¢okebilir.

Matematik ve fizik arasindaki zengin etkilesim, bunlarin
ayr1 konular olarak taninmasindan bile Oncesine dayanir. Bir
anlamda ikisinin arasindaki sinirlar1 asan matematiksel ¢alisma,
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genellikle matematiksel fizik olarak adlandirilir, ancak kesin bir
tanim1 muhtemelen imkansizdir. Ozellikle son doksan yil veya
daha uzun bir siiredir, D. Hilbert, F. Klein, H. Poincar’e, M. Born
ve daha sonra H. Weyl, J. von Neumann, E. P. Wigner, M. Kac,
A. S. Wightman, R. Jost ve R. Haag gibi kisilerin etrafinda bir
matematiksel fizikgiler toplulugu olustu. Bu kisiler hem fizik hem
de matematik alaninda egitim almiglardi. Bu kisiler genellikle
fizikten kaynaklanan sorular {izerinde calistilar, ancak
matematigin geleneklerini ve degerlerini korudular. Bu
toplulugun arastirmalarindan elde edilen sonuglar ¢esitli
zamanlarda hem matematik hem de fizik i¢in 6nemli olmustur.
Gelisimler uzun vadeli ilgi c¢eken sonuglarin birikmesiyle
ilerlemistir. Yakin tarihli 6rnek arasinda kuantum alan teorisinin
varligr ve gorelilikle uyumlulugu {izerine caligmalar, Lieb ve
Baxter''m kafes modelleri ve ilgili transfer matrisleri iizerine
calismalari, Schoen ve Yau'nun gorelilikteki pozitif enerji teoremi
ve minimal ylizeylerin geometrisiyle iliskisi iizerine ¢alismalari,
Ruelle ve digerlerinin dinamik sistemler ve tilirbiilans iizerine
calismalari, yerel kuantum teorisine operator cebiri yaklagimi ve
Connes'in fizige olan erken ilgisi, faktorler lizerine matematiksel
caligmalarinin ve daha sonra degismeli olmayan geometrinin
temellerinin ortaya ¢ikmasi yer alir. Bu toplulugun ¢alismalari,
akademik standartlar ve matematigin en iyi gelenekleriyle tutarli
literatiir bilgisi ile karakterize edilir. Tamimlar, iddialarin
formulasyonu veya teoremlerin ispatlart konusunda higbir
belirsizlik yoktur. Bu geleneksel titiz matematiktir. Fizige bu
kadar yakin mesafede bile matematigin geleneksel degerleri
korunmustur. Matematiksel fizikgiler, teorik fizik¢ilerin engin ve
zengin bir spekiilasyon govdesine erigebilirler. Ancak bu
spekulasyonlar geleneksel olarak matematikgilere degil,
fizik¢ilere yonelik olmustur.

Teorik fizik ve matematiksel fizik oldukc¢a farkli
kiiltiirlere sahiptir ve aralarinda siklikla bir gerginlik vardir.
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Fizikteki teorik calisma, gerceklikle temas deneylere
birakilabileceginden, dogrulama veya ispat icermek zorunda
degildir. Bu nedenle fizik sosyolojisi, ispati teorik siirecin
gereksiz bir pargasi olarak kiigiimseme egilimindedir. Richard
Feynman, matematik¢ileri ise yarayan ancak kesin olarak
gerekcelendirilemeyen  yontemleri kullanma  konusundaki
isteksizlikleri konusunda kizdirmaktan zevk alirdi [F, G2].
Matematiksel ifadeleri birkag iyi se¢ilmis vakay1 dogrulayarak
test etmenin olduk¢a tatmin edici oldugunu diisiintiyordu.
Gelisimin igsel olarak uygun bir hizda ilerlemesi ve fizik¢ilerin
vizyonunun kapsami tarafindan ezilmemesi gerektigi konusunda
bir anlayis vardi. McShane ve matematiksel fizik toplulugunun
cogu, serbest, teorik yaklasimi reddetti. ilgili bir gézlem, gogu
teorik fizik¢inin deneysel meslektaslarina oldukca saygil
olmasidir. Fizik¢iler matematikgileri kiiciimseyerek gereksiz yere
zorlayic1 teorisyenler olarak diisiinmek yerine entelektiiel
deneyciler olarak kabul etselerdi, fizik ve matematik arasindaki
iligkiler Onemli Olgiide daha kolay olurdu. Fizikgilerin
matematige karsi tipik tutumu, P. W. Anderson'in bir kitabindan
bir pasajla Orneklendirilebilir; "Burada teorik fizikten
bahsediyoruz ve bu nedenle elbette matematiksel titizlik alakasiz

ve imkansizdir."?

Bununla birlikte, fizik 6grencileri genellikle
matematik karsiti kavramlarla asilanirlar ve eger matematiksel
sorulara dahil olurlarsa, sadece teorik olma egiliminde olmazlar,
ayn1 zamanda ¢aligmalarinin eksik oldugunu da siklikla inkar
ederler. Matematiksel fizigin tamami yukarida agiklanan kadar
acik bir sekilde matematiksel olmamustir. Ornegin, Alman
matematiksel fizik¢i K. Symanzik'in c¢aligmalar1 ¢ogunlukla

teorikti fakat matematiksel kesinlik konusunda haksiz iddialarda

Bu, Anderson tarafindan Landau'ya atfedilir [A, s. 132]. Anderson devam eder, "Bu
tam olarak dyle degil, ama buna ¢ok yakin." Ancak, pasaji yanlis hatirladigr agiktir;
[LL] sOyle okunur, "Teorik fizikte bu zaten yaniltici oldugundan, tedavide
matematiksel kesinlige dair higbir girisimde bulunulmamustir, . . . ."
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bulunmamaya ¢ok dikkat ediyordu. Aslinda, 1968'de matematikgi
S. R. S. Varadhan ile igbirligi yaparak teorik programinin énemli
bir boliimiinii titiz bir seviyede kurmak i¢in ciddi bir girisimde
bulundu. Birkag¢ yil sonra, bu E. Nelson, Osterwalder, Schrader
ve digerleri tarafindan basarildi ve kuantum teorisi, olasilik ve
istatistiksel mekanikle ilgili genis kapsamli sonuglari oldu.
Ayrica, bir siliredir neredeyse tamamen teorik bir bakis acistyla
biiylik Ol¢iide matematiksel sorular1 ele alan Benoit B.
Mandelbrot ve M. Feigenbaum dan da bahsediyoruz. Popiiler bir
aciklama i¢in[G] ve bu etkinlikle ilgili matematiksel rahatsizligin
bir ifadesi i¢in de [Kr]kaynaklarina bakiniz. Cogunlukla
matematiksel fizigin ana akimi, salt teorik calismay1 gecerli bir
matematiksel stil olarak reddetmistir. Ancak, fizikle yeni iligkiler
icinde olan matematik¢ilerin  geleneksel — matematiksel
fizik¢ilerden farkli oldugunu agiktir.

6. BASARI

Varsayimlarin ortaya atilmasi, ispat igermeyen en belirgin
matematiksel aktivitedir. Varsayimlar parlak olandan sikiciya,
imkansiz olandan bariz olana kadar degisir. Editorler ve hakemler
tarafindan degil, ilham verdikleri ilgiye gore filtrelenirler. Daha
iyl olanlar, biitiin alanlarin gelisimine ilham vermistir. En {inlii
orneklerden bazilar1 Riemann Hipotezi, Fermat'in son teoremi ve
Poincaré varsayimidir. Sasirtict genislik ve derinlige sahip Hilbert
problem listesi, bu ylizyilda matematigin gelisiminde ¢ok etkili
olmustur. Diger 6rnekler arasinda topolojideki Adams varsayimi,
Serre'nin birkag Sorusu, Novikov varsayimi ve kuantum alan
teorisi i¢in Wightman aksiyomlar: sayilabilir.

Bazi varsayimlara teknik detaylar veya bir ispat Onerisi
eslik eder. Ornegin, Weil varsayimlart Riemann hipotezinin p-
adik bir analoguna bir yaklasimi Ozetler. Bu programin
Grothendieck ve Deligne tarafindan uygulanmasi, modern
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cebirsel geometri igin biiylik bir bagar1 ornegidir. Benzer bir
basar1 6rnegi de Fermat teoremine yaklagsmak icin bir programin
parcasi olan Falting'in Mordell varsayiminin ispatidir. Otomorfik
formlar1 anlamak i¢in Langlands programi bu alan igin biiyiik bir
tesvik olmustur ve ayrica cebirsel li¢ katliliklarin arastirilmasi
icin Mori'nin programi da bu alanin canlanmasina katki sagladig
cok aciktir. Sonlu basit gruplarin siniflandirilmasi, Gorenstein
tarafindan gelistirilen bir programin uygulanmasi i¢in verdigi
katk1 ¢cok onemlidir. Bu Ornekler, formile edildiklerinde agikca
spekiilatif olmalar1 veya en azindan Fermat'ta oldugu gibi hizla
spekiilatif olarak taninma 6zelligini paylasirlar. Basariin birincil
kredisi, ispat1 bulan kisiye acikca atanacak olmasidir. Baska bir
matematiksel ¢alisma tiirli geleneksel ve teorik arasinda bir orta
yoldur. "A dogruysa, X, Y ve Z gelir" veya "A ise, R, S ve T'yi
varsaymak mantiklidir" seklinde ilerler. Bu durumda "A", 6rnegin
Riemann hipotezi gibi 6nemli bir matematiksel varsayim olabilir.
Bu tarzdaki ¢aligmalarin c¢arpici bir son Ornegi Orintiler
teorisinde goriilir ve son zamanlarda Séminaire Bourbaki,
Deligne ve Beilinson'un varsayimlarima dayali olarak sayilar
teorisi ve cebirsel geometri alanindaki ¢alismalarin evrimine
adanmistir[Fo]. Bir zamanlar en muhafazakar geleneksel
matematigin kalesi olan Bourbaki'nin simdi varsayim piramitleri
ile ilgilenmesi ilgingtir. Biiyiik 6lgekli, hedef formiile eden
calismalarin zorunlu olarak teorik 6nemi artirilmaktadir. Buyuk
bilim ¢agindayiz ve matematik de bir istisna degil. Ornegin, sonlu
basit gruplarin siniflandirilmasinin 15.000 dergi sayfasi kapladig:
tahmin edilmektedir.

Ulkelerdeki hiikiimet kuruluslar1 matematigi isbirlik¢i ve
disiplinler aras1 calismaya dogru yonlendirme c¢abasindadir.
Ancak matematikteki biiylik projelerin bir hibe, bir teknik veya
bir makine etrafinda merkezlenmedigini kabul etmek gerekir.
Bunlar, vizyon sahibi bir teorik program tarafindan
cekirdeklestirilen gayri resmi topluluklar tarafindan tstlenilir.
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Teorik matematikle ilgili deneyimlerin ¢ogu yukarida
anlatilanlardan daha az olumlu olmustur. Bu, 6zellikle yanlis veya
spekiilatif materyal bilinen ve giivenilir olarak sunuldugunda ve
failin itibar1 talep edildiginde dogrudur. Bazen bu diiriist bir
hatadir, bazen de ispati olusturan seyin standart dig1 kavramlarinin
sonucudur. Diiz hatalar daha az =zararhdir. Ornegin, iic
manifolddaki iki disk {izerindeki temel Dehn lemmasi 1910'da
sunulmustur. Bir hata bulunmustur ve ispati yapildiginda 1957'de
Papakyriakopolos tarafindan 6nemli bir varsayim olarak kabul
edilmistir.

Zayif ispat standartlar1 daha fazla zorluga neden olur. On
sekizinci ylizyilda, rastgele akil yliriitme, serilerin yakinsakligi ve
fonksiyonlarin diizgiin yakinsaklig1 gibi konularla ilgili analizde
bir dizi soruna yol agmistir. Kesinlik panzehir olarak tanitilmistir.
Blyilik hasardan kag¢inmak i¢in zamanla bazi teorisyenlerin
itirazlarina ragmen benimsenmistir. Daha yakin zamanda bu
yiizy1lda cebirsel geometrinin Italyan okulu biiyiik hasarlardan
kaginamadi Ve sonra bir nesil siiren parlak spekiilasyondan sonra
COKtU[EH, K]. 1946'da konu hala o kadar siipheyle karsilaniyordu
ki Weil bu konudaki ilgisini savunmak zorunda hissetti|W].
Cebirsel ve diferansiyel topoloji, asir1 teorik c¢aligmalarin
yapildigi birkag¢ boliim gegirdi. Dieudonné, tarihgesinde bu alanin
baslangicint  Poincaré’nin 1895 tarithli Analysis Situs’una
dayandirir[D]. Bu biiyiileyici ve sinir bozucu makale son derece
sezgiseldi. Agikca Onemli olmasina ragmen gercek gelisimin
baslamasi on bes yildan fazla siirdii. Dieudonné bu yavas
baslangicta saskinligimi dile getiriyor[D, s. 36]. Poincaré ¢ok fazla
sey iddia etti, cok az sey ispatladi ve onun yontemleri taklit
edilemedi. Bu alan ilerleme katledilmeden Once c¢oziilmesi
gereken Olii bir alandi. Dieudonné, rastgele akil yiiriitmenin
matematiksel alanlarda ¢ocukluk hastaligi oldugunu 6ne siiriiyor
ve soyle diyor ". . 1910'dan sonra. . . dogru bir ispat1 olusturan
seyin tekdiize standartlar1 topolojide evrensel olarak kabul edildi.
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.. bu standart o zamandan beri degismeden kaldi." René Thom'un
Fields madalyasini aldig: tiirevlenebilir manifoldlar {izerine erken
donem c¢alismalar1 parlak ve genel olarak saglamdi. Tekillikler
tizerine daha sonraki ¢alismalar o kadar saglam degildi. Topolojik
olarak kararl1 haritalarin C* yogunlugu iddiasi, daha sonra John
Mather tarafindan diizeltilen ayrintili ancak eksik bir taslakla
desteklendi. Thom, fiziksel fenomenlerin bigimlerini agiklamak
icin tekilliklere dayanan felaket teorisinin kullanimini1 6nermeye
devam etti. Uygulama matematiksel olarak teorikti ve 6zellikle E.
C. Zeeman tarafindan popilerlestirilmesi fiziksel olarak
tartismali1 oldu.

Dennis Sullivan'in erken donem c¢alismalar1 baska bir
ornek sunar. Saglam bir baglangigtan sonra, 1970'lerde
manifoldlarin topolojisinin parlak ve ¢ok begenilen ancak teorik
bir kesfine giristi. Ayrintilar zayift1 ve bunlar1 doldurmak i¢in
yapilan ciddi c¢abalar tikandi. Sullivan'n kendisi alanlari
degistirdi ve daha titiz bir yaklasima geri dondii. Bu alan hala
bulanik ispatlardan daha fazlasina sahip gibi goriiniiyor. William
Thurston''n  iic  manifoldu iizerindeki yapilarla ilgili
geometrizasyon teoremi siklikla atifta bulunulan bir bagka
ornektir. Giizel ancak yetersiz ipuclariyla sunulan biiyiik bir
icgodrii, ispat asla tam olarak yayinlanmadi. Bir¢ok arastirmaci
icin bu kurtarilmamis iddia bir ilham kaynagi olmaktan ¢ok bir
engel haline geldi. Bu orneklerde, Poincaré'de oldugu gibi,
Onerilen icgoriiler hedefe ulagmis gibi goriiniiyor. Teorik
icgoriilerin de kusurlu oldugu durumlar kesinlikle var. Mesele su
ki, en iyi durumlarda bile 6nlenebilecek hos olmayan yan etkiler
vardi. Ayrica, Jones polinomunun[Wi] bir uzantisinin sezgisel bir
tanimin1 veren Witten'in, topoloji i¢inde bile uzun ve sorunlu bir
gelenegi siirdiirdiigiinii gériiyoruz. Rus matematik okulunun bazi
alanlarinda, genellikle erken arastirma duyurular araciligiyla
yiiriitiilen kapsamli teorik calisma gelenekleri vardir. Cok sayida
olas1 6rnekten sadece ikisinden bahsediyoruz. Birincisi, faz uzay1
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degismez toruslarla foliye edilmis entegre edilebilir Hamilton
sistemlerinin bozulma teorisiyle ilgilidir. 1954'te Kolmogorov,
rezonanssiz frekanslara sahip toruslarin  bir bozulmaya
dayanabilecegini duyurdu ve bir arglimanin taslagimi verdi.
Geriye doniip bakildiginda, bu taslagin gerekli olan temel
fikirlere degindigi goriilebilir, ancak genellikle bir ispatin yeniden
yapilandirilmasina izin vermek i¢in yetersiz kabul edildi. Analitik
durum i¢in Arnold tarafindan 1959'da ve piirlizsiiz durum igin
Moser tarafindan 1962'de tam ispatlar elde edildi. ikinci drnek,
faz gecislerinin (relativistik) kuantum alan teorisinde meydana
geldigine dair yaygin olarak tahmin edilen bir sonucu
olusturmaya calisirken, aramizdan birinin kisisel olarak dahil
oldugu bir 6rnektir. 1973'te saygin matematikg¢iler Dobrushin ve
Minlos bu sonucun duyurusunu yaymladilar. iki yil sonra
Ruslardan bir ispata dair hi¢bir belirti gelmeyince, Glimm, Jaffe
ve Spencer sorun lizerindeki caligmalarina devam ettiler ve
sonunda iki farkli ispat sundular. Bundan birkag yil sonra
Dobrushin ve Minlos orijinal duyurularinin geri g¢ekilmesini
yayinladilar.

7. ISPAT ASAMASINDA KARSILASILAN
PROBLEMLER

Bu asamada karsilasilan bazi problemlerde calismanin
seyrinde kendiliginden olusan engelleri kabaca asagidaki
basliklar altinda toplayabiliriz.

(1) Cok ileri gotiiriilen teorik ¢alisma, titiz ispatlarin
sagladig1 geri bildirim ve diizeltmelerden yoksun oldugu igin
yoldan ¢ikar.

(2) Hangi parcalarin gilivenilir oldugu konusundaki
belirsizlik nedeniyle daha fazla calisma engellenir ve kafalar
karisir.
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(3) Enerjik teorisyenler tarafindan tam itibar talep
edildiginde genellikle 6l bir alan yaratilir, daha fazla ilerlemeyi
engelleyen enkazi temizlemek i¢in ¢ok az tesvik vardir.

(4) Ogrenciler ve geng arastirmacilar yaniltilir.

IIk problem, 6zellikle galismalarinin belirsiz ve eksik
oldugunu kabul etmek istemedikleri zaman, s6zde matematiksel
teorisyenleri siklikla ele gegirir. Bu olasiligin farkinda olunan
teorik fizikte bile, ne zaman duracagini bilmek incelikli ve zor bir
beceridir. Yanlis teori olusturma, teorisyenin giivenilirligini
zedeler ve ayrica ikinci problemde tanimlanan mekanizma
yoluyla alana zarar verebilir.

Ikinci problem, literatiiriin belirsizligiyle ilgilidir. Diger
bilimlerle karsilastirildiginda, birincil matematik literatiirii
olaganiistii derecede giivenilirdir. Hakemli temel matematik
dergilerindeki makaleler neredeyse her zaman saglamdir ve bu
istikrarli ve verimli bir ilerlemeye izin verir. Sadece ciddi
hatalarin  kiigiik bir kirliligi, matematik¢ileri su anda
yaptiklarindan daha fazla zaman ve enerjiyi yaymlanmig
materyali kontrol etme yolunda harcamaya zorlar. Giivenilir bir
literatiirtin avantajlar1 o kadar derindir ki bunun matematigi
titizlige dogru iten birincil gii¢ oldugundan siiphelenilir. Bir
literatiiriin giivenilirligi belirsiz oldugunda, sorun ele alinmalidir.
Genellikle kurallar kullamlir. Ornegin, matematikgiler fizik
dergilerindeki makalelerin teorik oldugunu varsayarlar. Bu
makalelerin genellikle giivenilir oldugu istisnalar olsa da
matematiksel fizik dergilerine yonelik bir slipheye kadar uzanir.
Yaygin olarak uygulanan bir diger 6lgiit, fonksiyonel integraller
kullanan her seyin spekiilatif olmasi1 gerektigidir. Bu tiir kurallar,
her makalenin kendi kendine degerlendirilmesine izin verme
yaklagimi gibi tatmin edici degildir. Bu son goriisiin savunuculari,
Witten'in makalelerini bagarili 6rnekler olarak gosterirler. Ancak
birkac¢ drnek ele alinabilir; felaket olan biiyiik sayilardir. Ayrica,
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Witten'in herhangi bir makalesini teorik olarak kabul etmek artik
yaygin bir kuraldir. Bu, Witten'in ¢alismalarini kiiglimser ancak
ana akim matematigin sorular ortaya ¢iktiginda benimsedigi daha
giivenli, daha iizgiin olmaktan iyidir yaklasimini gosterir. Bu
giivenilmezlik, birincil literatiiriin siklikla o kadar alakasiz hale
geldigi ve toptan terk edildigi teorik fizikte kesinlikle bir
sorundur. I. M. Singer fizik literatliriinii periyodik olarak
silinmesi gereken bir tahtaya benzetmistir. Fizikg¢iler geleneksel
olarak bir problemin tarihsel geg¢misinden ¢ok daha az
faydalanirlar ve literatiirii arastirmaya daha az egilimlidirler.
Fizik makalelerinin atif yar1 6mrii matematiktekinden ¢ok daha
kisadir.

Olu alan sorunu kredi ve &diillerle ilgilidir. Matematik
arastirmacilart geleneksel olarak ayni sonuglar i¢in iki kez kredi
vermezler. Ancak bu, bir teorisyen kredi talep ettiginde, titiz
calisanlarin bunu giivenilir kilmak i¢in gereken emek yatirimini
hakli ¢ikarmasinin zor oldugu anlamina gelir. Bir teoremin
ayrintilarini X ile doldurmak ile X'in bir varsayimini dogrulamak
arasinda biiyiik bir fark vardir. Titiz matematik¢iler biiyiik bir
iddianin golgesinden kagma egilimindedir. Son olarak, son
noktada c¢ogu basarili teorisyenin en azindan matematikte
sezilerinin ve zevklerinin kaynagi olan disiplinli calismada
saglam bir ge¢misi vardir. Boyle bir gecmise sahip olmadan
dogrudan teorinin bag dondiiriicii diinyasina dalmaya c¢alisan gogu
ogrenci basarisizdir. 1ki tiir aktivite arasinda ayrim yapamamak,
ogrencilerin daha gosterigli ve daha az disiplinli yonleri taklit
etmeye calismasina ve jargonu manipiile etmekten daha fazlasin
yapamamasina yol acabilir. Matematikgiler entelektiiel icerige
odaklanma ve sosyal konularin ve toplulugun 6nemini ihmal etme
egilimindedir. Ancak biz matematik¢iler bir topluluguz ve
genellikle teknik konularda bile dogrudan edebiyattan ziyade
sosyal etkilesimlerle fikir olustururuz. Toplumsal olarak kabul
gormiis kurallar, okuduklarimizi anlamamizda hayati 6nem tagir.
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Davranis Onemlidir ve matematik¢iler toplulugu uygunsuz
davraniglardan kaynaklanan hasara kars1 savunmasizdir.

8. KURAL KOYMA

Matematik toplulugu, spekiilasyonu engelleyen kati ispat
ve norm standartlar1 gelistirdi. Bunlar, spekiilasyonun daha yikict
sonuglarina karsi koruma saglayan koruyucu mekanizmalardir;
dezavantajlarin  avantajlardan daha agir bastigi kolektif
matematiksel deneyimi temsil ederler. Ote yandan spekiilasyon,
uygun sekilde yapilirsa son derece yararli olabilecegi
deneyimlenmistir. Belki de faydalar1 elde etmemizi ancak
tehlikelerden ka¢inmamizi saglayacak daha bilingli ve kontrollii
bir yaklagim ile miimkiindiir. Teorik fizikten gelen yeni etkilere
yapici bir cevap bulma ihtiyaci bize hem 6nemli bir test vakasi
hem de bir firsat sunar. Matematikgiler glivenlik 6nlemleri ve kati
bir diiriistliikle teorik materyale daha agik olmalidir. Onerilen
giivenlik Onlemleri yeni degildir, esasen varsayimlarla iliskili
geleneksel uygulamalardir. Ancak, islevlerinin ve Onemlerinin
daha iyi anlagilmasi gerekir ve daha genis ve daha tekdiize bir
sekilde uygulanmalidir. Toplu olarak, oneriler reklamlarda
gercegi garanti altina almak i¢in onlemler olarak goriilebilir.

Teorik calisma acikca teorik ve eksik olarak kabul
edilmelidir; 6zellikle, nihai Sonucun ortaya ¢ikmasinda pay sahibi
olanlarin biiyliik bir kismi, onu dogrulayan titiz caligmalara
ayrimalidir.  Teorisyenler, uzun vadede ¢aligmalarinin
basarisinin, siki bir toplulugun ¢alismasina bagl oldugunu kabul
etmelidir; mimkiin oldugunda onu onurlandirmali  ve
beslemelidirler. Bir makalede varsayimda bulunmak her zaman
kabul edilebilir olmustur ve ara sira tamamen teorik olan
makaleler yaymlanmistir. Temel konu, teorik materyali agikca
tanimlamaktir. Bir makalede, standart isimlendirme gecerli
olmalidir. Teorik materyalde, "varsayim" gibi bir kelime
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"teorem"in yerini almalidir, "tahmin" gibi bir kelime "gdster"
veya '"olustur"un yerini almalhidir ve "motivasyon" veya
"destekleyici argiiman" gibi ifadeler "ispat"in yerini almalidir.
Ideal olarak, bashik ve &zet "teorik", "spekiilatif" veya
"varsayimsal" gibi bir kelime igermelidir. Amag, okuyuculara
calismanin dogasini secilen dogru kelimelerle daha dogru sekilde
anlasilir hale getirmektir. Teorik ¢alisma, 6nemini hakli ¢ikarmak
veya diger teorik gelismelerdeki arglimanlar1 desteklemek i¢in
yapilir. S6zde titiz bir ispatin yapisal bir bileseni i¢in teorik bir
makaleye atifta bulunmak dikkatli bir sekilde ele alinmalidir.

Arastirma duyurulari belirli sorunlar ortaya ¢ikarir. Bazi
duyurular yazarin tamamlayip yazdigi ¢alismalarin 6zetleridir. Bu
tdr duyurularda, teorem ve ispat dili uygundur. Digerleri ayrintili
olarak iglenmemis argiimanlarin sonuglarini agiklar ve bazen
koprii kurmak icin yillarca caba gerektiren inang sigramalari
igerir. Bu durumlarda geleneksel dil ¢calismay1 yanlis temsil eder
ve uygun degildir; bu tir duyurular gercekten teorik olarak
tanimlanmalidir. Yukaridaki analiz, bu nedenle duyurularin
yaymlanmasinin sagliksiz hatta matematigin dokusuna zarar
verici olabilecegini ima eder. Duyurularin bir 6ncelik iddiasi
olusturmak ve baskalarmi yeni sonuglar ve yararli teknikler
konusunda uyarmak gibi gegerli islevleri vardir. Bu nedenle,
genel olarak teorik calismalarda oldugu gibi, faydali kullanimlara
izin verecek ancak olasi hasar1 sinirlayacak yonergeler ariyoruz.
Ana konu, literatiire dahil edilme gibi goriinse de aslinda ¢éziim
arastirma duyurulart yayinlanmak iizere kabul edilen tam
stirimlerin 6zetleri diginda yaymlanmamalidir. Yayinlanmamis
calismalarin atiflar1, duyurular ile tam 6n baskilar arasinda net bir
ayrim yapmalidir. Bu kopyalama makineleri ve elektronik ilan
panolar1 ¢aginda, bilgileri resmi olarak yayinlamadan yaygin
olarak dagitmak miimkiindiir. Genis ilgi géren kiiltiirler arasi 6n
sonuclar, Mathematical Intelligencer veya Amerikan Matematik
Dernegi Duyurular1 gibi yayinlarda haber kosesi formatinda gayri
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resmi olarak tanimlanabilir. Bu nedenle, resmi yayin eksikligi en
fazla kii¢iik bir dezavantaj olmalidir. Bu tartismanin ayrica resmi
(hakemli) yaym ile ilan panosuna gonderme arasindaki ayrimi
stirdiirmenin 6nemini de vurguladigini gézlemliyoruz. Bu ayrimi
siirdiirmek, ciddi elektronik dergilerin gelistirilmesinin karsi
karsiya oldugu en biiyiik zorluklardan biri olabilir. Bu giivenlik
Onlemlerine dikkatlice wuyulursa, herhangi bir matematik
dergisinin teorik makaleleri yaymlamay: diisiinmesi makul
olacaktir. Eksik ispatlar1 olan tesvik edici makaleler (uygun
kelime degisikliklerinden sonra) teorik makaleler olarak
yayinlanabilir. Teorik matematik dergileri uygun olabilir. Ancak
dikkatli olunmasi gerekir. Yazarlar, editérler ve hakemler
tarafindan diiriistliik ve dikkat gdsterilmezse bu, yillar boyunca
aci verici ve tekrar tekrar temizlenen sorunlarin yeniden giindeme
getirilmesine yol agarlar.

9. SONUC

Bazen  spekiilasyonlar = matematikteki  gelismeyi
canlandirmistir, diger zamanlarda ise engellemistir. Bunun
nedeni, teori ve ispatin tarafsiz bir sekilde sadece farkli
olmamasidir. Ozellikle, ikisi arasinda dikkatli bir sekilde ayrim
yapmamak hem matematik topluluguna hem de matematik
literatiiriine zarar verebilir. Kisi, rastgele akil yiiriitme ile ispat
arasindaki ayrimlart siirdiirmemenin matematiksel olarak etik
olmadigin1 sdyleyebilir. Ancak, dikkatli bir sekilde uygulanirsa
matematikteki spekiilasyon i¢in olumlu bir baglam saglamasi
gereken uygulamalara degindik.
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ON FUZZY PARAMETERIZED FUZZY
HYPERSOFT TOPOLOGICAL SPACES

Adem YOLCU!?
Taha Yasin OZTURK?2

1. INTRODUCTION

In fields such as sociology, economics, climate science,
and engineering, classical mathematical methods cannot be used
to solve various problems due to their inherent complexities.
Fuzzy Set Theory, first introduced by Zadeh in 1965
(Zadeh,1965), has emerged as a highly useful technique for
addressing these issues and offers an effective framework for
representing ambiguous concepts through partial membership.
Both mathematicians and computer scientists have explored
Fuzzy Set Theory, leading to the development of fuzzy control
systems, fuzzy logic, fuzzy topology, and more over the years.
Numerous implementations of fuzzy set theory have been
established. Additionally, alongside this theory, there exists
Probability Theory and Rough Set Theory, proposed by Pawlak
(Pawlak,1982), which also aim to address these challenges.
Molodtsov introduced Soft Set Theory (Molodtsov,1999),
presenting a completely new approach to modeling uncertainty,
with each of these theories having its own complexities. The
fundamental results of Soft Set Theory were established by
Molodtsov, who successfully applied it in various fields,
including function smoothness, operations analysis, Riemann
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integration, and game theory. Maji et al. identified and examined
several key concepts of Soft Set Theory (Maji et.al,2003). Their
work was further developed by Pei and Miao (Pei and
Miao,2005), Feng et al. (Feng et.al.,2008), Chen et al. (Chen
et.al.,2005) and Ozturk and Bayramov (Ozturk and
Bayramov,2014). Research that involved both fuzzy sets and soft
sets was initiated by Maji et al (Maji et.al.,2001). The fuzzy soft
set structure, which combines soft set structure and fuzzy set
structure, has been actively utilized by researchers, resulting in
numerous contributions to the literature (Ahmad and
Kharal,2009;Roy and Maji,2007;Yang et.al.,2009). Pei and Miao
(Pei and Mia0,2005) pointed out that several scientists from
various fields have studied information systems and highlighted
the compact connections between soft sets and information
systems. Furthermore, Pei demonstrated that soft sets represent a
class of special information systems, termed fuzzy information
systems, and that research on soft sets and information systems
could be unified. This unification could also lead to the prediction
of new outcomes and approaches. Kharal and Ahmad (Kharal and
Ahmad,2008) defined the concept of mapping fuzzy soft sets to
enhance fuzzy soft theory, examining the properties of fuzzy soft
images and fuzzy soft inverse images of fuzzy soft sets.
Additionally, Cagman et al. (Cagman et.al.,2010) studied Fuzzy
Parameterized Fuzzy Soft Set Theory and its applications. Tanay
and Kandemir (Tanay and Kandemir,2011) described fuzzy soft
topology over a given initial universe, defining certain notions of
fuzzy soft topological spaces and investigating various properties.
Roy and Samanta (Roy and Samanta,2012) defined a fuzzy soft
topology over the initial universe, introducing bases and subbases
for this space and providing some characterizations.
Smarandache (Smarandache, 2018) implemented new
uncertainty management methods by extending the soft set to a
hypersoft set through a transformation into a multi-decision
method. The hypersoft set structure serves as a more general form
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of the soft set structure, consisting of elements selected from
different attributes. Due to the utility of this new structure, a
considerable amount of research (Gayen et.al,2020;Martin and
Smarandache,2020;Rana et.al.,2019;Saeed et.al.,2020;Saglain
et.al.,2020a;Saqlain et.al.,2020b;Yolcu et.al.,2021;Yolcu
et.al.,2022) has been conducted in a short time. Also, Yolcu and
Ozturk (Yolcu and Ozturk,2021) defined the fuzzy hypersoft set
structure by integrating fuzzy and hypersoft set structures. Also
Yolcu and Ozturk investigated differen hybrid set structure by
using hypersoft sets (Yolcu and Ozturk,2022;0zturk and
Yolcu,2021).

In this chapter, we are trying to extend fuzzy hypersoft
topological spaces to fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
topological spaces. Then we define a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topology, fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
open(closed) sets, fuzzy parameterized fuzzy hypersoft interior,
fuzzy  parameterized fuzzy hypersoft closure, fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft base and fuzzy parameterized
fuzzy hypersoft subspace topology and also here we established
some important theorems related to this spaces.

2. PRELIMINARIES

Definition 2.1 (Zadeh,1965) Let £ be a initial universe. A fuzzy
set Ain L, A={(,upa(D)):1€ L}, where p,: L — [0,1] is the
membership function of the fuzzy set A; pu (1) € [0,1] is the
membership 1 € £ in A. The set of all fuzzy sets ove will be
denoted by FP(L).

Definition 2.2 (Molodtsov,1999) Let £ be an initial universe and
E be a set of parameters. A pair (F,E) is called a soft set over,
where F is a mapping F: E = P (L). In other words, the soft set is
a parameterized family of subsets of the set L.
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Definition 2.3 (Maji et.al.,2001) Let £ be a initial universe, E be
a set of parameters and FP(£) be the set of all fuzzy sets in. Then
a pair (f, E) is called a fuzzy soft set over , where f: E — FP(£) is
a mapping.

Definition 2.4 (Smarandache,2018) Let be the universal set and
P(£) be the power set of £ . Consider e,, e,,€5,...,e, forn > 1,
be n well-defined attributes, whose corresponding attribute
values are resspectively the sets Eq, E,, ..., E, with E; N E; = 0,
for i #j and i,j € {1,2,...,n}, then the pair (H,E; X E, X...X
E,) is said to be Hypersoft set over L where H: E; X E, X...X
E, = P(L).

Definition 2.5 (Rahman et.al.,2022) Let £ be the universal set and
FP(L) be a family of all fuzzy set over and E;,E,,..., E, the
pairwise disjoint sets of parameters. Let A; be the nonempty
subset of E; for eachi = 1,2,...,n. A fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft set defined as the pair (H,A; X A, X...X A,) where;
H:A; X A, X...x A, = FP(£) and
H(A; X Ay X...X Ap)

< x : >:1€e L

=1 @ Hl®O'™
Q€A XA, X..xA, SE; XE, x..XE,

For sake of simplicity, we write the symbols & for E; X E, X...X
E, JforA; x A, X...x A, and « for an element of the set 3. The
set of all fuzzy hypersoft sets over £ will be denoted by
FHS(Z, X). Here after, FHS will be used for short instead of fuzzy
hypersoft sets.

Definition 2.6 (Rahman et.al.,2022)

1) A fuzzy hypersoft set (H, X) over the universe £ is said to be
null fuzzy hypersoft set and denoted by O?ZFH,N) if for all 1 € and
a€ R, ,u(a) =0,H()() = 0.
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i) A fuzzy hypersoft set (H, X) over the universe L is said to be
absolute fuzzy hypersoft set and denoted by 1?L’FH'N) if foralll €
anda € X, ,u(a) = 1, H()(1) = 1.

Definition 2.7 [17] Let £ be an initial universe set
(Hy,31), (H,, 3,) be two fuzzy hypersoft sets over the universe
L. We say that (H;,J,) is a fuzzy hypersoft subset of (H,,J,)
and denote (Hy,3;) € (H,, 3,) if
)3, €3,
i) Forany a € 34, ,14 (@) € py(a), Hi () € Hy ().
Definition 2.8 (Rahman et.al.,2022) The complement of fuzzy
hypersoft set (H, 3) over the universe L is denoted by (H, 3)¢ and
defined as (H, 3)¢ = (H¢, ), where H¢(n) is complement of the
set H(n), forn € 3.
H(A; X Ay X...X Ap)€

(0

< ) )
=4 1-w 1-H@®
a€A XA, X..XA, €CE; XE, X..XE,

>:1€e L,

Definition 2.9 (Rahman et.al.,2022) Let £ be an initial universe
set and (Hq, ), (H,, J,) be two fuzzy hypersoft sets over the
universe L. The union of (H;,J;) and (H,, ;) is denoted by
(Hy,3;1) U (H,, 3,) = (Hs, I33) where each n € 33, H;(n)(1) =
max{H; (n) (1), H,(m)(D}, u3(n) = max{y, (n), pp(n)}

Definition 2.10 (Rahman et.al.,2022) Let £ be an initial universe
set and (Hq,3;),(H,,J,) be fuzzy hypersoft sets over the
universe L. The intersection of (H;,J;) and (H,, J,) is denoted
by (Hy,31) N (Hy, 33) = (Hz, I3) where 33 =3; 03, and
each  n € J3,Hz(n)(1) = min{ H;(m)(1), H(m)(D}, u3(n) =
min{y, (n), pz(n)}.
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3. FUZZY PARAMETERIZED FUZZY
HYPERSOFT TOPOLOGICAL SPACES

Definition 3.1 Let FPFHS(L,X) be the set of all fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft subsets of (£, X) over the universe
and T be a subfamily of FPFHS(L, X). Then 7 is called a fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft topology on if the following
condition are satisfied.

fp
1. O(LFH,N

2. The union of any number of fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft sets in T belongs to %,

fp ~
yand 1., belongstof,

3. The intersection of any two fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft sets in T belongs to .

The triple (£,%,X) is called a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over £. Every member of T is called
a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft open set in L.

Definition 3.2 Let FPFHS(L,X) be the set of all fuzzy
hypersoftsets over the universe . Then,

~ f f ~
Lo T={07, x Limu) then T is called to be fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft indiscrete topology and (£, T, X) is
called to be fuzzy parameterized fuzzy hypersoft indiscrete

topological space over the universe L.

2. If ¥ = FPFHS(Z, X), then % is called to be fuzzy parameterized
fuzzy hypersoft discrete topology and (£,%,X) is called to be
fuzzy parameterized fuzzy hypersoft discrete topological space
over the universe L.

Example 3.1 Let = {l;,1,,15} be the set of alternatives and also
consider the set of attributes E,, E,, E;, E, are given as;

E; = {0y, oz}
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E; = {B1, B2, B3}
Es = {y1,v2}
E, = {64,6,,83}

Suppose that

A ={ay}, Ay = {B1, B2}, As = {v2},As =
{64, 63}

B; = {a;}, B, = {B2, B3}, B3 = {y1},Bs =
{61,8,}
Let

~ f f
T= {O(IZFH X)’ (EF xy (H1,31), (Hz, 32), (Hz, 33)}

be a subfamily of FPFHS(L, X) where
(Hy,31), (H,, 35), (Hg,J33) for v € R, fuzzy parameterized
fuzzy hypersoft sets over £ and defined as follows;

(Hy,31)
o1, B1, Y261, L1 1p o1,B1, Y205, 11 1p
<( 0.5 ), {0,3'0,6} < 0.4 ), {0 4’ 0 2’0, 1}
o1, B2, Y2, 61 I 13 1, B2, Y2, 63

<Coa )’{0,_3’0,_5}>’( 0.6 ){0504

(HZ"SZ)
Ay, B2, Y1, 6 , 1, 1 as, B2, Y1, 6 I, 1, 1
<( 2 211 1 1 2 3 < 2 211 2 1 2 3} l

) > - N~ ) ) F_
0.3 0,4°0,5’ 03} ( 0.3 ) 06 04°0,2
oz, B3, Y1, 61 I, L 0z, B3, V1,02 1

0.2 )’{0,2'0,5} >< 2 &6, 7

<(

)
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(H3,53)
'B Y ;8 ,B Y ,8 | | |
(< (—1 2, {ﬁ ﬁ} < (RtpYzs Ve 3>,{ﬁ£,0—3’1} >,
oy, Bz'Yz: 8, q, Bz'Yz: 83
_<<( ){0305 < ){0504}
B z, BZ'Y1181 b 1 I3 a3, BZ»Y1'82 I3
<( 0.3 )'{04'05'03}>'<( ){06 04 0,2
Az, B3'Y1:51 Az, B3'Y1:52 I, I3
(< ( ), {02 05 >< oz G0 7”

Then % is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft topology on £
and hence (£,%,X) is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
topological space.

Remark 3.1 It is clear that each fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topology is also fuzzy soft topology. We consider that
Example-3.1. If we select the parameters from a single attribute
set such as E, while creating fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
topology, then the resulting topology becomes fuzzy soft
topology. Therefore fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
topology is also fuzzy soft topology. But the reverse is not true
since there are no different attributes in the fuzzy soft set
structure, such as the fuzzy parameterized fuzzy hypersoft set
structure. From here, it is seen that the fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft structure is a more general structure than the fuzzy soft
structure.

Proposition 3.1 Let (£,%,8) and (£,%,,X) be two fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft topological space over . Then
(£,T, 0T, R) is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
topological space over the universe .

fp

fp
1 (LruN) €1y,

. fp
Proof. 1. Since 0¢z . vy L zpx)
fp
I(LF X € T NT,.

€T and 0P 1

(LFaX)’

fp
then 0¢,... xy
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2. Suppose that {(H; J;):i€l} be a family of fuzzy

parameterized fuzzy hypersoft sets in ¥, N %,. Then (H;, ;) € T,

and (H;,3;)ex, for all iel, so Y (H;,3;) €T, and
1

'UI (Hl’ Sl) E :Ez. ThUS 'UI (Hl' Sl) E %1 ﬁ :Ez.
1€ 1€

3. Suppose that {(H;,3;):i=1,n} be a family of the finite
number of fuzzy parameterized fuzzy hypersoft sets in ¥; N %,.

Then (H;3;) €T, and (H;,J3;) €x, for all i=1,n, so

=]

n n

n (H;,3;) €T, and n (H;,3;) € T,. Thus n Hy, J3)) €
1= 1= 1=

N7,

Remark 3.2 The union of two fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topologies over may not be a fuzzy soft topology on .

This condition showed the following example.
Example 3.2 We consider the Example 3.1. Let
Tl ==

f
{O(LFH X)’ (IZF X)? (Hy, 31), (Hz, 32), (Hz, 33)}

{O(LFH N)' (LFH N)’ (HZ’ ‘52) (H4’ ‘54)}

where
(Hy, 34)
Az, BZ'Y1181 l3 oz, B2, Y1, 82 I, I, I3
_ <( ){05 07 03 < ( 0.5 )'{07'05'0,4
B Az, B3'Y1: 8, 02 B3, Y1,62, 1z
<( ){04 06}> ( 0.5 ){08 08}

It is clear that T, N T, is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
topology. But (H;, ;) U (H,, 34) € T, UT, and hence ¥, U T, is
not fuzzy parameterized fuzzy hypersoft topology.

Proposition 3.2 Let (£,%,RX) be a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over L. Then the collection T =
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{(H,3): (H,3J) € 1} defines a fuzzy soft topology and (£, T, X) is
a fuzzy soft topological space over .

Proof. Suppose that (£,%,R) be a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over L. Let us shoe that the collection
T ={(H,3): (H,3J) € t} provides the conditions of fuzzy soft
topological spaces.

fp fp ~
L. O(LFH'N)' 1(LFH'N) €T
2. Suppose that {(H; J;):i€1} be a family of fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft sets in T.Since T=
{(H,3): (H,3J) € 1}, {(H;,T;):1 € 1} is also a family of fuzzy soft
sets in 7. Then Y (H;, ;) € T and hence Y (H;, 3p) €t

1 1

3. Suppose that {(H;,3;):i=1,n} be a family of the finite
number of fuzzy parameterized fuzzy hypersoft sets in %. Then
{(Hy,3p):i=1,n}is a family of fuzzy soft sets in % Then
N (H,3) €tso n (H,3) €%

Definition 3.3 Let (£,%,X) be a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over £ and (H,3) be a fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft set over £. Then (H, ) is said to

be a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft closed set if its
complement (H, 3)¢ belongs to 7.

Example 3.3 We consider the Example 3.1. It is clear that

C C
(0 )+ (180) (LS, (H 32))°, (Hs, 35)° are
fuzzy parameterized fuzzy hypersoft closed sets.

(O?;H,N))C - 12%13‘)’ (1£§H,N))C - OZH'N)
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i < (0‘1' 3(1):;(2;51), {%,(;’_24} >, < ( Ay, B1:Y2; 3) {ﬁ (;_28 0139} >
< (0‘1' Bz'Y2:51) {0 -0 5 > < (0(1' 3(2)112:53)' {%’%} >
((Hz, 32))°
< G55 > < D G g >
((Hs,33))° 5 s L
01, P1,Y2, a1, P1, Y2,
(< (e, Ei i 81) o5 ﬁ} < (s Zg L 83), {0—16,0—28,@ >
< Q1,P2,¥2,01 > < 041, P2,Y2,03
= (0(2' Bz'Y1’51) {0117 0125 I3 | az, BZ'Y)L;(;S 06} l2 I3
qT“R’ﬁ’ﬁ} >< 7 {04 0,6°0,8
\< (0(2' 63'Y1’51) {08 05} >, < ( az, Bgtg’p‘sz)’ {%’01’_33} >

Proposition 3.3 Let (,%,X) be a fuzzy parameterized fuzzy

hypersoft topological space over

are provide.

fp fp
Lo0Guxy Len®

sets over .

. Then the following properties

are fuzzy parameterized fuzzy hypersoft closed

}>

=RES

2. The intersection of any number of fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft closed set is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft set
over .

3. The union of any two fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
closed set is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft closed set
over .

Proof. Straightforward.
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Definition 3.4 Let (£,T,X) be a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over £ and (H,3J) be a fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft set over L. The fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft closure of (H,J) denoted by
clgg(H, 3) is the intersection of all fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft closed super sets of (H, ).

It is clear that clgy(H,S) is the smallest fuzzy parameterized
fuzzy hypersoft closed set over £ which contain (H, ).

Theorem 3.1 Let (L£,%,X) be a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over £ and (H;,J3;),(H,, 3,) €
FPFHS(Z, X). Then,

fp _ fp fp _ qfp
L clpy (O(LFH,N)) - O(LFHJN) and clpy (1(LFH,N)) - 1(£FHJN)’
2. (Hy,31) c Clpa(Hy, 1),
3. (Hy,31) is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft closed set
if and only if (Hy,3;) = clpgg(Hy, 31),
4. clpy(clgg(Hy, 31)) = clpg(Hy, 39),
5. If (Hy, 3y) c (H3,33), then clgy (Hy, 31) c cleg(Hp, 32),
6. clpg[(Hy, 31) v; (Hy, 3,)] = clgg(Hy, 39) V] clpg(Hy, 32).
Proof. 1 and 2 are clear from the definition of closure.

3. Let (Hy,3,) be a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft closed
set. By (2), we have (Hy, ;) € clpg(Hy, 3y). Since clpg (Hy, 31)
is the smallest fuzzy parameterized fuzzy hypersoft closed set
over £ which contain (Hy,3;), then clgg(Hy,31) € (Hy, 3y).
Hence (H;,3;) = clgy(H;,3;1). Conversely, suppose that
(Hy,31) = clpg(Hy,S4).  Since  clgy(Hy,31) is a  fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft closed set, then (H;, J,) is closed.
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4. Let (Hz, 32) = CIFH(Hl’ 31) Then, (Hz, Sz) |S a fUZZy
parameterized fuzzy hypersoft closed set, (H,, ;)=
CIFH(HZF 32) SO, we have ClFH(ClFH(Hl' 31)) == ClFH(Hl’ 31)

5. If (H,S1) € (Hy, 3y), then (H,,3,) =
(H,31) U (Hp, ) = clpu(Hp, 3p) =

clen[(Hy, 31) U (Hp, 32)] = clpn(Hy, 31) U clpu(Hy, 33) =
clpn(Hy, 31) € clpy(Hy, o).

6. Since (Hy, 1) € (Hy,31) U (Hy, 3p) and
(Hy, 33) € (Hy, 31) U (Hy, 3y), from the (5),
clpa(Hy, 31) € clpy[(Hy, 31) U (Hy, 33)] and
(H,,32) € clpy[(Hy, 1) U (Hy, I5)1. Therefore
clpa(Hy, 31) U clpr(Hy, 32) € clpy[(Hy, I1) U (Hy, 3)]-

Conversely, since (Hy,39) € clpy(H, ) and
(H,,3,) € clgy(H,, I,) are fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
closed sets, from the proposition 3.3,

clegg(Hy, 1) U clpy(H,, I,) is a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft closed set over £ being the union of two fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft fuzzy soft closed sets. Then,
clpu[(Hy, 31) U (Hz, 32)] € clp(Hy, 31) U clpy (Hz, 32).
Hence clpy[(Hy, I1) U (Hp, 32)] = clpu(Hy, 31) U clen(Hz, 32)
IS obtained.

Definition 3.5 Let (£,T,X) be a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over £ and (H,3J) be a fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft set over L. The fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft interior of (H,J) denoted by
intgy(H,J) is the union of all fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft open subsets of (H, ).

It is clear that intgy(H,S) is the largest fuzzy parameterized
fuzzy hypersoft open set contained in (H, 3).
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Theorem 3.2 Let (£, T, X) be a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over £ and (Hy,J;), (H,, 3,) €
FPFHS(L, X). Then,

1. intpy (O(LFH,N)) - O(LFH,N) and intpy (1(LFH'N)) a 1(LFH’N)'
2. intFH(Hl; 31) § (Hlx Sl)r

3. (Hy,3,) is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft open set if
and only if intgy(Hy, 31) = (Hy, 31),

4. intpy(intpy(Hy, J1)) = intey (Hy, 39),
5. 1If (Hl' Sl) g (Hz, 32), then intFH(Hl, Sl) § intFH(Hz, Sz),

6. intpy[(Hy, I1) N (Hp, Ip)] =
intpy (Hy, J1) N intpy(Hy, 32).

Proof. 1 and 2 are clear from the definition of interior.

3. Let (H4, ;) be a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft open
set. Since intgy (Hy, J,) is the largest fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft open set contained in (Hy,3;), intgy(Hy, 3y) =
(H{,31). Conversely, suppose that intgpy(Hy, 31) = (Hy, 31).
Since intpy(H,;, ;) is a fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
open set, (H;,J;) is also fuzzy parameterized fuzzy hypersoft
open set.

4. Let intgy(Hy, J1) = (Hy, J,). Since (H,, 3,) is a fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft open set intgy(H,, 3;) =
(Hz, 32), SO intFH(intFH(Hl, 31)) = intFH(Hl, 31) is obtained.
5. Let (H;,S,) € (H,, 3,). intgy(Hy, 34) € (Hy, ;) and hence
intp(Hy, 31) € (H,, 3,) also intgy (H,, I,) is the largest fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft open set contained in (H,, 3,) and
intpy (Hy, 31) € intpy (Hy, 3p).

6. intpy(Hy, 3p) € (H, ;) and  intpg(Hy, I2) € (Hy, Ip).
Hence intFH(Hl, 31) ﬁ intFH(Hz, 32) g (Hli 31) ﬁ (Hz, 32)
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Since the largest fuzzy parameterized fuzzy hypersoft open set
contained in (Hy, ;) N (Hy, 3,) is intpg[(Hy, 31) 0 (Hy, I5)],
intpy (Hy, Sp) A intpy(Hy, I3) € intpy[(Hy, 39) O (Hy, 3)].
Conversely intgy (Hy, I;) N intpg(Hy, 33) € intpy(Hy, 3;) and
intpg(Hy, ;1) O intpy(Hy, I5) € intpy(Hy, I2). Hence
intpy[(Hy, 31) A (Hy, 33)] € intey (Hy, Ip) A intpy (Hy, 3p).
Example 3.4 We consider only the attributes in Example 3.1.
Let

(Hy,39)
(g, B1,Y2,61) 1_1 12} (g, B1, Y2 3) _1 1_2 1_3} >
_ 0.3 0,4’ 0, 0.5 04 04’03 '’
B o1,B2,72,61) 1y l3 (01, B2, Y2, 03) I3 ’
<( 0.4 '{0,7'0,3} ’ 0.2 '{0,4'0,6}
(Hz,32)
(a1,B1,v2,61) 13 I 3 (a,B1,v2,63) 13 1 I3
—I _I_’_ >l<—l _I_'_ >'
_ 0.4 0,5°0,7 0.4} 0.7 05 0,6 0,4}
(01,B2,¥2,01) 11 3 (01,B2,¥2,63) 1 I3
<—/—{ } —
0.5 "0,8°0,5° *’ 0.3 "*0,5°0,7

Obviously, T {O(L LX)’ (LFH xy (H1,31), (Hz, 32)} is a fuzzy
parameterized fuzzy hypersoft topology on L.

1. Suppose that any (Hs;,J3) € FPFHS(L,RX) be defined as
follow;

(H3,32)

{ (o1, B1,Y2,01) 1 1_3} (01, B1,Y2,03) Lt 1_2 15 >
_i 0.6 ’ 0 7°0.5 0.8 "0,6°0,7°0,6 '}
B (o1, B2,Y2,01) 3 (01,B2,¥2,63) 1 I3

<—’ ’_ >F<—I ) >

0.7 0,8 0.7 05 0,809 )
Then OEEFH,N), (Hy, 31), (Hy, 33) € (Hz, 33). Therefore

: o~ f 1 o~ ' o~ o~
intpy (Hs, 33) = O(EFH'N) U (Hy,31) U (Hz, 32) = (H, 32).
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2. Suppose that any (H,, 3,) € FPFHS(L,R) be defined as
follow;

(Hy, 34)
(g, B1,¥2,81) L1 1 13 (01, B1,Y2,03) L1 1 I3
<70z G30z08 70z %3030z
<(0‘1'32'Y2:51) (01,B2,¥2,63) 1 I3

I, 13 S < 1 S
0.3 '{0,2'0,2} ' 0.6 '{0, '0,2}

}>,

Now we find the complement of (H,, J;), (H,, 35),

(Hy, 3¢

(a1,B1,v2,01) 14 (a1,B1,Y2,03) 13 1 3
< 0.7 ’ {0,6 ’ 0.5 ’ {0,6 0,6’ 0,7} <
o1,B2,72,61) L1 I3 (01,B2,¥2,63) 12 I3 ’
0.6 ’ {0,3 ’ 0,7} > < 0.8 ’ {0,6 ’ 0,4} >

L > <
0,7} ’

<(

(Hz,32)°
{ (01,B1,¥2,81) 13 1 1_ (01, B1,Y2,03) Lt 1_2 1_3
_ i< 0.6 ’ {0,5 0,3’ 0.6} ’ 0.3 ’ {0,5 0,4’ 0,6} < }

o4, B5,V,, 0 l, 1 a4, By, Vo, 6 l, 1
<(132Y2 1)’{1 3}>’<(162Y2 3) 2 13

05 07 503 )

fp € _ . fp € _ ofp
(O(LFH.N)) o 1(£FHJN)’ (1(51-‘1-1,3)) - O(LFH,N)

- f € (4f ¢ ~ ~
Obviously, (O&’FH'N)) '(1(2FH;N)) ,(Hy, 316, (Hy, S5)€ are all
fuzzy parameterized fuzzy hypersoft closed sets over (L, %, X).

_ C
Then  (H,,34) € (00 ) » (Hy, S0), (Hz, 3,)°. Therefore

0,2°0,5

o~ f] €~ o~ ~N o~ o~
e (Hyy S4) = (00 ) 7 (Hy, ST (Hz, 32)° = (Hy, 3,)°

Theorem 3.3 Let (£, T, X) be a fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topological space over £ and (H,J) € FPFHS(Z, RX).
Then,

1. (clgg(H,3))¢ = intgy ((H, I)°),
2. (intpg(H,3))€ = cley((H, 3)°).
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Proof. 1.
clpy(H,S) =N {(H,3) € T (H,,3,) € (H,3)}
= (cdpg(H, )= (A {H,3I) €

©(H,,3,) € M)
=0{(H,3) €T (H,I)° E (Hy, I,)} =

intpg ((H, 3)°)

2.
intpy(H,3) =0 {(H,3) € & (H,3) € (Hy, 3,)}
= (intpg(H, 3))° = (U{(H,3) €

T (H,3) € M,,3)))°

=7 {(H,3) € % (Hp, 3)° € (H,3)} =
clpn ((H, 3)©).

4. CONCLUSION

Topology is an intriguing and significant area in
mathematics, with numerous connections to other fields of
science and mathematical models. Molodtsov’s [12] soft set
theory, which can be used to many social life uncertainties, has
lately been investigated and developed by several scholars. In this
research, we introduced the notion of fuzzy parameterized fuzzy
hypersoft topology and demonstrated its essential features using
certain key instances. This paper can also be the initial step for
studies on fuzzy parameterized fuzzy hypersoft (FPFH)
topological spaces ; for example, by using FPFH functions, one
can study on FPFH continuity, FPFH separation axioms, FPFH
compact spaces, FPFH connected spaces, and because there are
compact ties between hypersoft sets and information systems.
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THE COMPLEX-TYPE k-PADOVAN LENGTHS
OF THE DIHEDRAL GROUP D,

Omiir DEVECI!

1. INTRODUCTION

The k-Padovan sequence {P,f")} for any given k(k =

3,4, ...) is defined by a recurrence relation of order k:
PY =%, + PY) + -+ P, (1.1)
for n>3, where P =P =...=P® =0 and P¥ =P =1.
When k =3, the sequence {P(")}, is reduced to the ordinary

n

Padovan sequence {Pn} , see (Bravo & Herrera, 2022; lliopoulos,

2015) for more information.

Let G be a j-generator group and

X = (xl,xz, ...,xj) EGXGXXG |({x1,x2, ...,xj}) =G ;.

The notation (x;, x,, ..., x;) is called a generating j-tuple
for G. If G is a j-generator group and (xy,xy,..,x;) is &
generating j-tuple of G, then every element of G can be written as

(o)1 (xx)) %2 --- (xj)“f(xl)aj+1(x2)aj+z (xj)“zf

L prof. Dr., Kafkas University, Faculty of Science and Letters, Department of
Mathematics, odeveci36@hotmail.com, ORCID: 0000-0001-5870-5298.
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cov (o) 41 (00, ) B2 o (xj)“”fﬂ,
wherea; €EZ,1<i<nj+j.

The terms of a complex-type sequence which is defined
by means of group elements are determined by the following rules
(Deveci & Shannon, 2021):

For each elements x, y of the group G,

(i) Let e be the identity of G and consider z = a + ib, where a
and b are integers, then
x xZ = xa(mod|x|)+ib(mod|x|) — xa(modlxl)xib(modlxl) —

xib(modlxl)xa(modlxl) — xib(mod|x|)+a(mod|x|)'
ia _ (,i\% _ (aa)i
* x'¢ = (x) = (xY)?},

=e,

0+i0

* X = e.

(ll) Given Zl = al + lbl and Zz = az + ibz, Where al, bl’ az

and b, are integers, (x?1y?2)~1 = y~Z2x =71,

(iii) If xy # yx, then x‘yt # yixt.

(iv) (xy)! = yix! and (xiyi)i =x"1ly 1,

(v) xy' = y'x and so (xyi)i = x'y~! and (xiy)i = x" 1yt
The study of the linear recurrence sequences in groups

began with the earlier work of Wall (Wall, 1960) where the

ordinary Fibonacci sequences in cyclic groups were investigated.

Other work on the Fibonacci sequences in cyclic groups is

discussed in, for example, (Chang, 1986; Lu & Wang, 2006;

Renault, 2013; Shah, 1968; Vinson, 1963). In the mid-eighties,

Wilcox studied the Fibonacci sequences in abelian groups in

(Wilcox, 1986). In next process, some special linear recurrence
sequences defined by the aid of group elements have been studied
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by many authors; for example, (Akuzum & Deveci, 2020;
Campbell & Campbell, 2004; Campbell, Doostie, & Robertson,
1990; Deveci et al., 2018; Deveci et al., 2018; Deveci, Artun, &
Akuzum, 2017; Deveci & Karaduman, 2017; Doostie &
Campbell, 2006; Erdag & Deveci, 2018; Hashemi & Pirzadeh,
2018; Karaduman & Aydin, 2003; Knox, 1992; Mehraban et al.,
2023; Mehraban & Hashemi, 2023; Ozkan, 2014; Tas &
Karaduman, 2014). In (Akuzum, 2023; Deveci, Erdag, &
Gingoz, 2022; Deveci, Hulku, & Shannon, 2021; Deveci &
Shannon, 2021; Deveci & Shannon, 2018; Erdag & Deveci, 2022;
Erdag, Deveci, & Karaduman, 2022; Hulk, Erdag, & Deveci,
2023), the theory was expanded to the quaternions and the
complex numbers. In (Deveci, Shannon, Erdag, & Ceco,
submitted), Deveci et al. contributed to theory via the complex-
type k-Padovan orbit of a j-generator group. In their paper they
defined this sequence by considering procedure first described in
(Deveci & Shannon, 2018) and the recurrence relation (1.1):

Definition 1.1 (Deveci, Shannon, Erdag, & Ceco, submitted) Let
G be aj-generator group and let (xl, Xyyeves xj) be a generating j-

tuple of. For k> j we define the complex-type k-Padovan
sequence by means of the elements of G with respect to the
generating j-tuple (xi,xz,...,xj) as follows:

ik ik—1 i3 2
— i i i i
n+k = (an) (an+1) (an+k—3) (an+k—2)
for any given k(k = 4,5, ...) and n = 0, where
{ao =X1,Q1 = X3,y = X3, 00, Qg = Xj, Agq = Qg ifj+1=k;
Ao = X1,Q1 =" = Agojoq = €,A_j = Xy o) Az = Xj_q, Az = Xj, Qg = X1 ifj+1 < k.

The complex-type k-Padovan orbit is denoted by P(i"‘)2 ) (G).
e

X1,X2,
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Theorem 1.1 (Deveci, Shannon, Erdag, & Ceco, submitted) Let
G be a k-generator group. If is finite, then the complex-type k-
Padovan orbit of G is periodic.

The length of the period of the sequence P(i’k)2 x_)(G) is
X

X1,X2,

(LK)
denoted by L7 " 5(G).

(X1.%2,

The dihedral group D,,, of order 2m is defined by the presentation
D, = (x,y|x™ =y? =, yx = x"1y).

Note that in the group D,, generated x and y, (xy)? = xyxy =

xx'yy =y* = eand (yx)* = yxyx = yxx 'y = y? —e.

In this work, we obtain the periods of the complex type k-
Padovan sequences in the dihedral group D,, for k = 4,5 and
m = 3. We note here that we will obtain the terms of the sequence
defined by group elements considering the above rules.

2. MAIN RESULTS

A sequence is periodic if, after a certain point, it consists
only of repetitions of a fixed subsequence. The number of terms
in the shortest repeating subsequence is called the period of the
sequence. In addition, if the first k terms in the sequence form a
repeating subsequence then the sequence is simply periodic with
period k. For example, the sequence {a, b,c,d, b,c,d, b, c,d, ...}
is periodic after the initial term a and has period 3 and also the
sequence{a, b,c,d,a,b,c,d,a,b,c,d, ...} is simply periodic with
period 4.

We shall now address the complex type 4-Padovan
lengths and the complex type 5-Padovan lengths of the dihedral
group D,, form > 3.
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Theorem 2.1 Consider the dihedral group D,, for some m > 3

with generators x, y. Then the sequences P&‘;))(Dm) and
(14)

P(y (D) are simply periodic and

o o 7m ifm = Omod4,

L l .

Lixy (D) = Ly (D) =414m  ifm = Omod2,
28m otherwise.

(i,4) (i,4)
Proof. The sequences Py (D,,) and Py (D,,) are as follows,

respectively:
{v.e,x,y,xy, x"ly, x2y1*1, (x2y)},
e, x5,y ()L x 7y (x*y)'y,

l+1

x%y, e, x,x %'y, x3y, yxt, x?y
(x*y)% e, x35, x72y8, (xy)!, x5yh, (yx )y,

4 -3 8i —5i 6 i
x*y, e, x73, x84y, xy, x ty, (x°y)yt,
13i

,x8yt (yx 1)L x 72yl (x32y)ty,

“34y, x 1y, x21y, yi(x~10y),

(yx?)', e, x”
yx?,e,x13,x

24 i 55i i..—34 -31 i 89.,,1 120i.,,i+1
(x2*y)t e, x>, yix ™34, (x 73 y)t, x %yt x 140yt

—55 1441

24
x“*y, e, x Y, }

X

{X, e,y,x,xy, ylx—l’ x—l—l’x—l+2 21+2, y le 4’ X_Sl_4,

—-5i+8 11i —-i—-17

yhxty, x

4i+165,,i ,.241i+1

y,x y,x

17i—-1632

, x—24l+1’ x—41+36, nyZl—Z' le—77'

-112i-1 7i-354 ,.—518i—6 .,i,.—4i+760
x » X » X Yy X ’

1113i+14

X —2391i+4

i+3505 ,.—7+5136i

x 201—7528,

yx

-12i+16169

Y, x

, x9+23696l' lel —34729

X X

4—-11032i —-50897i—1

v x :

—56—234813i

yx X

—33i+74594 ,.22+109322( ,.—22i—160220,,i i.,.77i+344136
X X , X yhx ,ytx ,
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124504355 ,—i—739169 .33-1083304i . —88i+1587660 -, —22+2326828i
yx X X ,X , VX ,
54{—3410133 ,—33-4997792i., ~ i.56i+7324621 ,1+10734753
X , X Yy, yx » X ’
143i—15732546 —23057166i—90 i..—88i+33791920 2344495244651

Now we concentrate on finding the complex type 4-
Padovan lengths of D,,, with respect to the generating pair (x, y).

Clearly, the complex type 4-Padovan sequence P((yi"i)) (D,,) can be

said to form layers of length twenty eight. Using the above, the

sequence P((yi',i)) (D,,,) becomes:

ao =y,a1 =e,a2 =x,a3 =y,...,

— 4 — — -3 — ,8i
(g = X"y, 039 = €,a390 = X °,a31 = x°'Y, ...,

— 24 — — =55 — ,144i
Ase = X°%Y, 057 = €,A55 = X °°,Ag9 = X1y, ...,

—4idy+1

— 4iA _ _
Qgi = X "1y, 08i+1 = €,A2g8i+2 = X » A28i+3

— x44113 y’

ey

where gcd(44,4,,43) =1 and A;,4, and A5 are the positive
integers. Then we need the smallest i € N such that 4i = m. k for
k € N.

If m = Omod4, then the smallest positive value for i is % giving

the period of the sequence P((;,fc)) (D,y,) of 7m.

If m = 2mod4, then the smallest positive value for i is ? giving

the period of the sequence P((;,'jc)) (D,,) of 14m.

If m is odd, then the smallest positive value for i is m giving the

period of the sequence P((yi“i)) (D,,,) of 28m.

The proof for the sequence P&‘;)) (D,,,) is similar to the above and

S0 is omitted.
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(i,5)

Conjecture 2.2 Let p be a prime. If t is the smallest positive

(@.5)
Ly (D).
1 (1'5)
integer such that L;>) (Dpe+1) # L
@05) _ )
Ly (Dyevr) =p - L

(i,5)

(xy)

)

(D,¢), then

(Dpt).

Conjecture 2.3 Let m; and m, be positive integers with
my, m, > 2, then

(i55)
Ly

(chm[mbmz]) = lcm[l‘

@i,5)
(x,y)

(Dm1)' L((?c,y)

5)

(Owy)]

Table list some integers for which Conjectures 1.1, 1.2 and 1.3

are true.

Table: The periods of the complex-type 5-Padovan orbits of D,,

m | lengths results

3 | 620 | 1G5 (D3) = Lih (Ds)

A 124 | LG (Ds) = Ly (Ds)

5| TH | Loy (Ds) = L (Ds)

6 | 620 | 135 (De) = Ly (Do)

7| 148428] LES, (D)) = L7, (D7)

8 | 124 |16 (De) = Liy (Dg) Ly (Ds) = Lz (D)

9 | 1860 | LGS (Do) = L (Do) | L% (D) =3+ L) (Ds)

12 620 L((lxsj) (D12) = L((lxsj) (D12) =
Ly (D1) lem|LG%), (D), Ly, (D)

16 248 L) (D1) = Ly (D1e) = 2+ LG (Dg) = 2
Ly (1) Ly (D)

Example 2.1 The complex-type 5-Padovan orbit, P((;i/',i)) (D,) is

as follows:

— — — — — — 4yi4-3
{ao—y,al—e,az =e,d;3 —x,a4—y,a5—y1x ,

a3 o, _ a o o
ag = X'y, a7 = x%,ag = x°'y, a9 = y',a19 = X'y,
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— ia2 _ _ _ 230 — i

a1 =Y X%,012 =Y,013 = €,014 = X7, Q15 = Y X,

— 230 — 2 _ .30 _ ia3 — .30

A1 = X7, 017 = X7, A13 = X7Y, 019 =Y X7,039 = X7,
Ay = X305, = X3 Ay = €,094 = Y, Aye = X3
21 = X7,y = yAp3 = €,04 = Y, 035 = X7,

_ 20 ) _ .30 — Qa3 _
Qrg = X7y, 07 =Y X", A28 = X7, A9 =Y 'X",A30 = €,
Aoy =V Ay = X2 Aan = €, Aqs = XL, Aqe = yix?
31 =Y ,032 = yA3z3 = €,034 = X", 035 = Y X7,

— 20 — i _
=X",039 =Y X, Q40 = ),

aze = yx',az; = xy', asg
— 2 _ o 2i _
XYY gy = XY ays = X,

— i — ayne2i
Qg1 =Y X, Ay =YX, 043 =
Aue = X3, Ay = X, Qug = €, Aso = V'X, Acy = Yx 3!
46 = YV,Q47 = X,048 = €, Ayg = Y X,A59 =YX,
_ i — 23 — 20 — i
ds1 = X,d52 = X', dg3 = X7, 0A54 = X", A5 = Y,
— i — i _ — 23 — e
ds¢ = X',057 =Y ,058 = Y,059 = X7, Agg = VX,
_ _ _ _ — 23
Qo1 = €,062 =Y, Qg3 = €,0eq = €,065 = X7,
_ — i — i — 2 — i
Qe = Y, 067 =Y X,08 = X'Y,0g9 = X7, A7¢9 = XY,
— i — ayae3i A ) _ _

71 =Y Ay = YX7',A73 =Y X", 074 = Y,075 = €,
— i — 3.0 — i — 2 — e
a76_x'a77_xy'a78_x'a79_xlaSO_yx'
— i — i _ — i _
agy = XY ',Adg; = X',0g3 = X, dgqg = X', g5 = €,

Qoe =V, Agr = X, Qg = X2V, Qg = X2V, Aoy = x*
86 — Y, Og7 = X,dgg = Y,Qgg = X"y ', A9y = X,
— i _ — i _ 220 _

Qg1 = XY ', Q92 = €,093 =Y ,094 = X', dg5 = €,

_ 230 R — 230 — 3.0
Qgg = X7, dg7 = XY ", Qgg = X77Y,0g9g = X"y,

— 20 — 3.0 _ — 3.0 _ 220
Q100 = X7, Q101 = X7Y ', Q102 = Y, Q103 = XY, Q104 = XY,
— 240 _ .20 — 23
Q105 = X7Y ', Q106 = X7, Q107 = X7,

— i — 23 _ — 3.0
Q108 = X' Y,Q109 = X7, 4110 = 6,911 = XY,
i — 23 — .30 _
Q112 = X°Y,09113 = X7, Q114 = X7, A115 = X,
_ 20 i — .30
Q116 = X7, 0117 =Y, Q118 = X7,

i _ _ — 30
Q119 =Y, Q120 = Y, Q121 = X, Q122 =YX,
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Q123 = €, Q14 = Y, Q125 = €,A126 = €,Q127 = X, Q128 = Y, - }+
It follows that the sequence P((;fc))(DLL) simply periodic and

) _
L (Dy) = 124,
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