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ON A CLASS OF ARF NUMERICAL
SEMIGROUPS

Sedat iLHAN?

1. INTRODUCTION

Numerical semigroups emerged as a natural object of
study within number theory and algebra through the investigation
of additive structures on the nonnegative integers. Their modern
development is closely tied to commutative algebra and algebraic
geometry, especially through the study of monomial curves,
diophantine equations, and factorization theory. numerical
semigroups provide a useful framework for understanding non-
unique factorizations and invariants such as the frobenius
number, genus, and embedding dimension. Applications appear
in coding theory, optimization problems, and combinatorics, as
well as in algebraic geometry where they help describe value
semigroups of singular points on curves. more recently, they have
also been used in computational algebra systems and discrete
modeling contexts due to their algorithmic and structural
properties ( [10,11,12,13]).

Arf and numerical semigroups emerged from the
intersection of algebra, number theory, and algebraic geometry,
especially through the work of turkish mathematician cahit arf in
the mid-20th century ([14]). Arf introduced what are now called
arf rings and arf closures while studying singularities of algebraic
curves and the behavior of multiplicity sequences, which led to
important structural insights connected to numerical semigroups.

1 prof. Dr. Dicle Universitesi, Fen Fakiltesi, Matematik Bélimi, ORCID: 0000-
0002-6608-8848.



Matematik Alaninda Akademik Tartismalar

Numerical semigroups themselves are additive subsemigroups of
the nonnegative integers with finite complement, and they
became a useful tool for encoding invariants of curve singularities
and value semigroups of local rings. over time, both arf
semigroups and numerical semigroups found applications beyond
pure theory, including coding theory, combinatorics, factorization
problems, and algebraic geometry, where they help classify
singular points and analyze resolution processes. Today, they
remain active research topics due to their rich structure and wide
range of mathematical applications.

Let N and Z be the sets of non negative integers and
integers, respectively. If it is satisfied following conditions then
the subset V' of N is a numerical semigroup :

1oevV ,
(2) Yh,geV,h+g €V,
(3) Card(N\V) is finite (& gcd(V) = 1).
Here, gcd(V) is greatest common divisor the elements of V.

Let V' be a numerical semigroup, then we define following
numbers:

f(V) = max ( Z\V) is called Frobenius number of V,

h =h(V) = f(V) + 1is called conductor of V,

w(V) =min{v € V:h > 0} is called multiplicity of V,
and

a=a(lV)=_Card({0,1,2,..,f(V)NV) is  called
determine number of V. ([9])

If VV'is a numerical semigroup such that V =< hq, h,, ..., hy, >,
then we write
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V=< hl,hz, ...,hu >= {UO = 0, V41, Vyp, ...,va(y)_l, U(Z(V) = f(V) + 1,_) "'}
where v; < vy, and j = 1,2,...,a(V) . Here, the arrow means:

ify > f(V) + 1theny € V ([8]).

Ifu € Nbut u ¢V, thenu iscalled gap of V. We denote the set
of all gaps of V, byT(V), i.e, T(V) =N\V, and the y(V) =
Card(T(V)) is called genus of V. Also, it is known that y (V) +
a(V) = f(V) + 1 ( for details see [4,5,10] ).

Let v =<hy,hy o, hy >= (W9 = 0,01,V e, Va)—1, Vae) = FV) + 1,5 =}

be a numerical semigroup. Then for m > 0, we define the
following sets:

V,={veVivz=vy,}and V(im)={keN:k+l, € V} .

Itis clear that V(m) is a numerical semigroup, and we obtain the
following chain

V,cVy,ccV,cVy=V=V0)cV@)c--cV@—-1)cV(a) =N.

In this case, the number = B(V) = Card(V(1)\V) is called
type of V. Similarly, we put, form > 0,

B = Bm(V) = Card(V(m\V(m —1)). Clearly, B,(V) =
B(V), but, generally, B,,(V) # B(V(m)). Inanumerical
semigroup V, the sequence of positive integers

{B1, B2, -, Ba—1, Bo} Obtained in this way is called the type
sequence of V' ([8] ).

Let VV be a numerical semigroup, then V is Arf if v; +
v, —v3 €V, forall vy,v,,v3 €V suchthat v, > v, > v (¥)
.This is the original definition of an Arf numerical semigroup
given by Arf in [14]. We will refer to the condition (x) as the Arf
condition. Fifteen conditions equivalent to the Arf condition are
given in [11], where the definition of an Arf numerical semigroup
is based on those equivalent conditions. Inspired by the paper [14]
of Arf, Lipman introduced and studied Arf rings in his paper [2]
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where characterizations of those rings via their value semigroups
yield Arf numerical semigroups. (for details see [1,3,6,7] ).

In this study, we will give some results about determine
number, genus and type sequences in Arf numerical semigroups
with multiplicity five and conductor h, such that h>5, h#
S5u+1, and h,u € N.

2. THE DETERMINE NUMBER AND GENUS OF
ARF NUMERICAL SEMIGROUPS WITH
MULTIPLICITY FIVE.

In this section, we will give formulas about determine
number and genus of Arf numerical semigroups with multiplicity
five.

Theorem 2.1. ( [3] ) Let V' be a numerical semigroup with
multiplicity five and conductor h suchthat h > 5, h # 5u+1,
and h,u € N. Then, the Arf numerical semigroup V is one of
followings:

(1) If h =0(mod 5) then
@V=<5h—-2h+1,h+2,h+4> or
b)) V=<5h+1,h+2h+3,h+4>;
() If h=2(mod5)thenV =<5 hh+1,h+2,h+4>;
(3) If h=3(mod5)thenV =<5hh+1,h+3,h+4>;
(4) If h=4(mod5) then
@V=<5h—-2,hh+2,h+4> or
(b)V=<5hh+2,h+3h+4>.
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Proposition 2.2. LetV =<5h—2,h+1,h+2,h+4> be
an Arf numerical semigroup with multiplicity five and conductor
h > 5 such that h = 0(mod 5) and h € N. Then, we have

(8) a(V)=%+1

(b) y(V) == -1.

Proof. Let V=<5h—-2,h+1,h+2,h+4> be an Arf
numerical semigroup with multiplicity five and conductor h > 5
such that h = 0(mod 5) and h € N. Then, we write

V=<5h-2h+1,h+2,h+4>={0510,..,h—5h—
2,h,— ---}. Thus, we obtain

( a ) a=alV)=_Card({0,1,2,....,f(V)}INV) =
Card({0,1,2,..., h—1}nV)

=Card({0,5,10,15,...,h — 5,h — 2})
= Card({0,5,10,15, ...,h — 5}) + Card({h — 2}) = §+ 1.

(b) We find that y(V) = f(V)+1—a(V)=(h—1)+1—
Eri)=2-1

Proposition 2.3. LetV =< 5h+1,h+2,h+3,h+4 > bean
Arf numerical semigroup with multiplicity five and conductor
h > 5 such that h = 0(mod 5) and h € N. Then,

(8) a(v) =1
(b) y() =%

Proof. LetV =<5h+1,h+2,h+3,h+4> be an Arf
numerical semigroup with multiplicity five and conductor h > 5
such that h = 0(mod 5) and h € N. Then, we write
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V=<5h+1,h+2,h+3,h+4>={051015,...,h—
5,h,— ---}. Thus, we find

(a)a =aV) = Card({0,1,2,... f(V)} N V)
= Card({0,1,2,..., h—1}N V)
= Card({0,5,10,15, ..., h — 5}):§ .
(b) We obtainy(V) = f(V) + 1 — a(V)
=h-D+1-(3)=% =

5 5

Proposition 2.4. LetV =< 5,h,h+ 1,h + 2,h + 4 > be an Arf
numerical semigroup with multiplicity five and conductor h > 5
such that h = 2(mod 5) and h € N. Then, we have

(8) a(V) ="
(b) y(v) ===

Proof. LetV =< 5,h,h+ 1,h + 2,h + 4 > be an Arf numerical
semigroup with multiplicity five and conductor h > 5 such
that h = 2(mod 5) and h € N. Then, we write

V=<5hh+1,h+2,h+4>={0510,..h—7,h —
2,h,— ---} . Thus, we obtain
(a)a=alV)=Card({0,1,2,...,f(V)} nV)

= Card({0,1,2,..., h—1}nV)

=Card({0,5,10,15,...,h — 2}) = % .
(b) We find that y(V)=f(N)+1—a(V)=h-1)+1-

h+3 4h-3
— ) =— =
5 5
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Proposition 2.5. LetV =< 5,h,h + 1,h + 3,h + 4 > be an Arf
numerical semigroup with multiplicity five and conductor h > 5
such that h = 3(mod 5) and h € N. Then, we have

@ av) ="
(0) y() =257

Proof. Let V=<5hh+1,h+3,h+4> be an Arf
numerical semigroup with multiplicity five and conductor h > 5
such that h = 3(mod 5) and h € N. Then, we write

V=<5hh+1,h+3h+4>={0510,..,h—3,h >}
. Thus, we find
(a)a=alV)=Card({0,1,2,...,f(V)} nV)

= Card({0,1,2,..., h—1}nV)

= Card({0,5,10,15, ..,h — 3}) = ==
(b) We obtain y(V)=f(V)+1—aV)=((h-1)+1-

(h+2) _ 4h-2
5 /) s

Proposition 2.6. LetV =< 5,h—2,h,h + 2,h + 4 > be an Arf
numerical semigroup with multiplicity five and conductor h > 5
such that h = 4(mod 5) and h € N. Then,

(8) a(v) ="
(b) y(vV) ===

Proof. Let V=<5h—-2,hh+2,h+4> be an Arf
numerical semigroup with multiplicity five and conductor h > 5
such that h = 4(mod 5) and h € N. Then, we have
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V=<5h—-2hh+2h+4>={0510,..,h—2,h,—> -}
. Thus, we obtain

(a)a=alV)=Card({0,1,2,...,f(V)} NV)
= Card({0,1,2,..., h—1}NnV)
= Card({0,5,10, ...,h — 4, h — 3,h — 2})

= Card({0,5,10,...,h — 4}) + Card({h — 3,h—})
h h+6

-4
=T t2= 5

(b)) Wefid yW)=fWM+1-aV)=th-1)+1-

(h+6) 4h—6
— ) =— =
5 5

Proposition 2.7. LetV =<5h,h+2,h+3,h+4> be an
Arf numerical semigroup with multiplicity five and conductor
h > 5 such that h = 4(mod 5) and h € N. Then,

@ a@) ="
(b) y(V) == .

Proof. LetV =< 5,h,h + 2,h + 3,h + 4 > be an Arf numerical
semigroup with multiplicity five and conductor h > 5 such that
h = 4(mod 5) and h € N. Then, we write

V=<5hh+2,h+3,h+4> ={0510,..,h—4,h,—> -}
. Thus, we obtain

(a)a=alV)=Card({0,1,2,...,f(V)} nV)
= Card({0,1,2,..., h—1}nV)

=Card({0,510,15, .., h—4) === +1= =

(b) Wefind that y(V)=f(V)+1—aV)=(h-1)+1-

(h+1) _ 4h-1
5 ) 5
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3. THE TYPE SEQUENCES OF ARFNUMERICAL
SEMIGROUPS WITH MULTIPLICITY FIVE

In this section, we will give formulas about type sequence
of Arf numerical semigroups with multiplicity five.

Proposition 3.1. ([8]) Let V' be a numerical semigroup and V #
N. Then,

1<B;(V) <B(V),
foreach j =1,2,..,a(V).

Proposition 3.2 ([8]) Let IV be a numerical semigroup. Then,

y(v) = 278, .

Proposition 3.3 ([8] ) LetV be anumerical semigroup and a =
a(V). Then,

Ba = Ba(V) =V — vﬂl—l-l

Proposition 3.4. ([11] ) LetV be a Arf numerical semigroup and
a = a(V). Then,

Bi =B;(V)=v;—v;_-1,

foreveryj =1.2,..,a = a(V).

Proposition 3.5. Let {f4, B2, .-, Ba—1,Ba} D€ type sequence of
Arfnumerical semigroup V =<5h—-2,h+1,h+2,h+4>
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with multiplicity five and conductor h > 5 such that h =
0(mod 5) and h € N. Then, we have

Br=Br==Pa2=%4, a1 =2 andf, =1

Proof. Let {B4,B2, -,Ba-1,Ba} be type sequence of Arf
numerical semigroup

V =<5h—-2,h+1,h+ 2 h+4 > with multiplicity five and
conductor h > 5 such that

h = 0(mod 5) and h € N. Then, we write
V=<5h—-2h+1,h+2,h+4>

={170=0,v1=5,172=10,...,Ua_3=h—10,va_2=h—
5v4.1=h—-2,v,=h,—--}. In this case, we obtain
following, since V is Arf numerical semigroup:

Bl=U1—UO—1=5—O—1=4,
BZZUZ—U1—1=10—5—1=4,

Pa-2 =Vg—2—Vg3—1=(—-5)—(h—-10)—1=4,
ﬁa—l=va—1_va—2_1=(h_z)_(h—S)—1=2 and
Bu=Vy—Vg1—1=(Mh)—(h—2)—1=1 m

Proposition 3.6. Let {f4, B2, ---, Ba—1,Ba} be type sequence of
Arf numerical semigroup V =<5h+1,h+2,h+3,h+4>
with multiplicity five and conductor h > 5 such that h =
0(mod 5) and h € N. Then,

Be=4 for k=1.2,..,a =a(V).

Proof. Let {81, B2, .-, Ba-1, B}  be type sequence of Arf
numerical semigroup

10
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V=<5h+1,h+2,h+3,h+4>={vy,=0,v;, =5v, =
10,v3 =15, ..,v4_3=h—-15v,_,=h—-10,v,_1 = h—
5,v, = h,— ---} with multiplicity five and conductor h >5
such that h = 0(mod 5) and h € N. In this case, we obtain
following, since V is Arf numerical semigroup:

,312171—170—1:5—0—1:4,
ﬁ2=U2—01—1=10—5—1=4-,

Ba—2 =Vg—Vg3—1=(h—-10)—(h—-15)—-1=4,
Ba-1=Va-1—Vg2—1=(h—10)—(h—-5)—-1=4 and
Boa=Vyg—Vg1—1=()—(h—=5)—-1=4 =

Proposition 3.7. Let {1, B2, .-, Ba—1, B} D€ type sequence of
Arf numerical semigroup V=<5hh+1,h+2,h+4>
with  multiplicity five and conductor h >5 such that
h = 2(mod 5) and h € N. Then, we have

Bi=Pr=""=Pa2=Pa-1=4%4 and B, =1.
Proof. Let {£i, B2 -, Ba-1,Ba} b€ type sequence of Arf
numerical semigroup
V=V=< 5,h,h+1,h+2,h+4>:{v0 :O,Ul = 5,172 =
10,...,v4 3= h—12,v, , =h—-7,v4,_4 = h—2,v, = h,>
.-} with multiplicity five and conductor h > 5 such that h =
2(mod 5) and h € N. In this case, we obtain following, since VV
is Arf numerical semigroup:
,31:1]1—170—1:5—0—1:4,

BZZUZ_U1_1:10_5_1:41

11
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Pa—2=Vg2 —Vg3—1=(h—-7)—(h—12)-1=4,
.Ba—l=va—1_va—2_1=(h_z)_(h_7)_1=4 and
Ba=Vyg—Vg1—1=(()—(h—2)—-1=1 =

Proposition 3.8. Let {1, B2, ..., Ba—1, B} D€ type sequence of
Arf numerical semigroup V=<5hh+1,h+3,h+4>
with  multiplicity five and conductor h >5 such that
h = 3(mod 5) and h € N. Then,

Br=PBr==Paz=Pa-1=%4 and By =2.

Proof. Let {£i, B2, -, Pa-1,Ba} b€ type sequence of Arf
numerical semigroup

V=<5hh+1,h+3,h+4>={v,=0,v;, =5v, =
10,...,vy_3=h—-13,v,_,=h—-8,v,_, = h—3,v, = h -
---}with multiplicity five and conductor h >5 such that
h = 3(mod 5) and h € N. In this case, we obtain following,
since V' is Arf numerical semigroup:

,312171—170—1:5—0—1:4,
,3221]2—171—1:10—5—1:4,

Pa—2 =Vg2 —Vg3—1=(h—-8)—(h—13)-1=4,
Ba-1=Vg1—Vg—1=(—-3)—-(h—8)—1=4 and
:Ba=va_va_1_1=(h)—(h—B)—1=2 | |
Proposition 3.9. Let {1, B2, .-, Ba—1, B} D€ type sequence of

Arf numerical semigroup V =< 5,h —2,h,h + 2, h + 4 >with

12



Matematik Alaninda Akademik Tartismalar

multiplicity five and conductor h>5 such that
h = 4(mod 5) and h € N. Then, we have

Br=PBy==Pa2=4 and Bo_1=P,=1.

Proof. Let {£i, B2, -, Pa-1,Ba} b€ type sequence of Arf
numerical semigroup

V=<5h-2hh+2,h+4>={v,=0,v;, =5v, =
10,..., vy 3=h—-9v,_ ,=h—4,v,_1=h—-2,v, = h,—>
-} with multiplicity five and conductor h > 5 such that
h = 4(mod 5) and h € N. In this case, we obtain following,
since V is Arf numerical semigroup:

,3121]1—170—1:5—0—1:4,
,322172—171—1:10—5—1:4,

Pa—2=Vg2—Vg3—1=(h—-4)—(h—-9)—-1=4,
.Ba—l=va—1_va—2_1=(h_z)_(h_4‘)—1=1 and
.Ba=va_va—1_1=(h)—(h—Z)—1=1 ]

Proposition 3.10. Let {B4, B2, ---, Ba—1, Ba} D€ type sequence of
Arf numerical semigroup V=<5hh+2,h+3,h+4>
with multiplicity five and conductor h>5 such that
h = 4(mod 5) and h € N. Then,

Pr=B2=""=PBag—2=Pa-1=%4 and B, =3.
Proof. Let {B4,B2, -,Ba-1,Ba} be type sequence of Arf
numerical semigroup
V =< 5,h,h+ Z,h + 3,h+4’ > = {170 = 0,171 = 5,U2 =
10,...,v4_3=h-14,v4,_ , =h—-9,v,_1= h—4,v, = h,—
.-+ } with multiplicity five and conductor h > 5 such that h =

13
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4(mod 5) and h € N. In this case, we obtain following, since V
is Arf numerical semigroup:

ﬁ1=171—170—1=5—0—1=4-,
p,=v,—v;—1=10—-5-1=4,

ﬁa—z:Ua—z_va—3_1:(h_g)—(h—l‘l-)—l=4,
.Ba—l=va—1_va—2_1=(h_4)_(h_9)_1=4 and
Poa=Vy—Vg1—1=(h)—(h—4)—1=3 =

Example 3.11. Let’s take h =12 in V=<5,hh+1,h+

2,h+4> Arf numerical semigroup. Then, we write

V =< 5,12,13,14,16 >={0,5,10,12,— --- }. Here, f(V) =11,

uV)=5a=alV)=Card({0,1,2,..,11}nV) =

Card({0,5,10}) = 3 ,the setof all gapsof VV isT(V) = N\V =

{1,2,3,4,6,7,8,911}, and the genus of V is y(V) =
h+3

Card(T(V)) =9. In fact, we obtain a(V) ==—-=3 and

y(V) = 4’15—_3 =9 from Proposition 2.4.

We find the set of type sequence of Vis {8, = 4,5, = 4,55 = 1}
from Proposition 3.7.  In fact;

V,={veV:v>v, =5} ={510,12,> -} and

V) ={ueN:u+V | V}={0578—> 1.

Thus, we find

B, =B, (V) = Card(VQA)\V) = Card({7,8,9,11}) = 4.
V,={veV:v>wv, =10} ={10,12,- -} and
V2)={ueN:u+V, 1 V}=1{0,23,--}.

Thus, we find

14
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B, = B,(V) = Card(VQ\V(1)) = Card({2,3,4,6}) =4
andV; ={veV:v=v; =12} ={12,- -},

V3)={u eN w+Vy; | V}={0,1,2,- --}. Thus, we find
Bs = B3(V) = Card(V)\V(2)) = Card({1}) = 1.

15



Matematik Alaninda Akademik Tartismalar

REFERENCES

[1] Ilhan S. and Karakas H.I. (2017). Arf numerical semigroups,
Turkish Journal of Mathematics, 41, 1448-1457.

[2] Lipman J. (1971). Stable ideals and Arf rings. Am J ath.,93,
649-685.

[3] Karakas H.I., (2018) . Parametrizing numerical semigroups
with multiplicity up to 5, International Journal of Algebra
and Computation, 28 (1), 69-95.

[4] Froberg, R.,Gotlieb, C., &Haggkvist, R., (1987). On
numerical semigroups. Semigroup Forum, 35, 63-68.

[5] Rosales,J.C. (2005). Fundamental gaps of numerical
semigroups generated by two elements, Linear Algebra
and its Applications, 405, 200-208.

[6] Rosales, J.C., Garcia-Sanchez,P.A., Garcia-Garcia, J.l. and
Branco, M.B.(2004). Arf numerical semigroups, Journal
of Algebra, 276, 3-12.

[7] 1lhan, S. And Celik, A. (2017). L-Sequences Of Saturated
Numerical Semigroups With Multiphcity < 7, J.

Semigroup Theory Appl. 6, 1-6.

[8] D’anna,M.(1998).Type sequencess of numerical semigroups,
Semigroup Forum,56,1-31.

[9] Rosales, J.C. and Garcia Sanchez, P.A.(2009). Numerical
semigroups, Developments in Mathematics, Springer,
Newyork.

[10] Assi, A. , Danna, M. and Garcia Sanchez, P.A.,(2020).
Numerical semigroups and Aplications, Springer,
Newyork.

[11] Barucci,V., Dobbs,D. E. and Fontana,,M.(1997). Maximality
Properties in Numerical Semigroups and Applications to

16



Matematik Alaninda Akademik Tartismalar

One-Dimensional ~ Analytically  Irreducible  Local
Domains. Mem. Amer. Math. Soc., 125,1-77.

[12] Matsuoka, T., (1971). On the degree of singularity of one
dimensional analytically irreducible noetherian local
rings, J. Math. Kyoto Univ. 11(3), 485-494.

[13] Rim,D.S. and Vitulli, M.A. (1977). Weierstrass points and
monomial curves, J. of Algebra, 48, 454-476.

[14] Arf, C.(1949). Une interpretation algebrique de la suite de
multiplicit’'e d’une branche algebrique. Proc London
Math Soc ., 20, 256-287 (in French).

17



Matematik Alaninda Akademik Tartismalar

RITZ VE GALERKIN METODLARI
Ali DENiZ!

1. GIRIS

Mduhendislikte ve uygulamali bilimlerin bir¢ok alaninda
ortaya c¢ikan problemlerin matematiksel modellerinde lineer
olmayan diferansiyel denklemler karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
nedenle lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik veya
sayisal ¢oziimlerinin elde edilmesi son derece 6nemlidir. Bu tiir
denklemlerin biiylikk bir c¢ogunlugunun analitik ¢dzlimleri
bulunamaz. Bu yuzden lineer olmayan denklemlerin ¢oztimleri
sayisal yontemler ya da analitik yaklasim yontemleri kullanilarak
hesaplanabilmektedir.

Mekanikte ve muhendislikteki problemlerde genellikle
varyasyonel metotlar kullanilmaktadir. Bu metotlar ekstremum
prensibini icermekte olup gergege en yakin sonuglarin
bulunmasini saglayan metotlardir.

Varyasyonel yaklasim; bir fonksiyonelin (bagimsiz
degiskeni fonksiyon olan bir fonksiyonun) ekstremum
noktalarmin yani maksimum ve minimum degerlerinin elde
edilmesi demektir. Ornegin;

T 2

[y (9] = [Ty ()] ox

0

1 Dogent Doktor, Usak Universitesi, Miihendislik ve Doga Bilimleri Fakiiltesi,
Matematik Bolimi, ORCID: 0000-0002-6514-2320.
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bir fonksiyoneldir ve genellikle koseli parantezle gosterilir.
Varyasyonelin ¢aligma alanlarindan bir digeri de bir fonksiyoneli
maksimize ve minimize eden fonksiyonu belirlemektir.

1 dy
X)=—>
y'(x)=o
olmak (zere, varyasyonel analizde genellikle kullanilan
fonksiyonel;

[y = [ F(x ¥,y ()

bicimindedir. Amag bu fonksiyoneli

y(x)=a ., y(x)=b

simir kosullart altinda maksimize (ya da minimize) eden y
fonksiyonunu bulmaktir.

Fonksiyonelin birinci tiirevinin sifir oldugu noktada
fonksiyonun ekstremum degerleri bulunur. Ikinci tiirevinin
sifirdan biiyiik veya kiigiikk olmasma gore bu degerlerin
maksimum veya minimum oldugu tespit edilir. Muhendislik
problemlerinin smir kosullar1 verilen diferansiyel esitliklerin
¢oziimiinde kullanilir. Gergekte analitik problemlerin ¢ézimii
zorlayicidir. Bu durumda siklikla yaklasik ¢6ziime basvurulur.

Agirlikli Kalanlar Yaklagimi; bir fonksiyonun c¢esitli
degerler karsiliginda elde edilen yaklasik ¢oziimii ile gergek
¢oziimii arasidaki farklarin bir agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak
toplamlarini minimize etme islemine denir. Bu yaklasim
kullanilarak eleman 0&zelliklerinin elde edilmesinin avantaji,
fonksiyonellerin elde edilemedigi problemlerde uygulanabilir
olmasidir.
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Direkt metotlar; sonlu sayidaki degisken fonksiyonlarin
ekstremum problemleri igin varyasyonel problemlerin limit
durumlar olarak kabul edilir.

Bu metotlar Euler, Ritz, L.Kontorovich ve Galerkin
metotlaridir. Bu calismada Ritz Metodu Kkullanimi Possion
Denklemi, Euler-Lagrange Denklemleri icin Ritz ¢dzimu
incelenmistir.

Ritz icin iki uygulama gerceklestirilmis ve Galerkin
metodu incelenip yine iki uygulama gergeklestirilerek (2.3.3)
¢cozimiyle (2.3.1) ¢6ziimii karsilagtirilmis ve yaklasik metotlarin
karsilastirilmasi yapilmaistir.

2. RITZMETODU

Genellikle matematiksel fizik problemlerinin kesin ya da
yaklagik ¢oziimleri igin kullanilir. Bu metot varyasyonel
problemlerin yaklasik ¢6ziimiinii verir. Varyasyonel problemler;

1y(x)]= )'([2 F (%Y (%), Y (X), " (%) een Y™ (%) )i (2.1)

biciminde sinir kosullu integrali verilen, bu smirlar arasinda
tiirevlenebilen ve integrallenebilen fonksiyonlardir.

I[y(x)] Fonksiyonelinin ~ degerleri,  varyasyonel
problemin keyfi kabul edilebilir egrileri lizerinde diisiiniilemez,
fakat w, (X), W, (x),w,(x),...,w, (x)... fonksiyon dizilerinin ilk

n fonksiyonun sabit katsayilartyla olusturulmus
Yn :Zaiwi(x) (2.2)
i=1

bicimindeki lineer kombinasyonlar1 {iizerinde diisiiniilebilir.
(2.2)’deki problem dahilinde kabul edilebilir olmalidir. Boyle
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lineer kombinasyonlarda (2,1) fonksiyoneli ¢(al,a2,a3,...,an)
fonksiyonunun ekstremize olmasi i¢in ¢, &, @5, ..., ¢, katsayilar
secilir. Bu ytzden o, a,, @s,...,a, katsayilar

do _ i=123..n
de,

denklem sisteminin ¢ézumda ile bulunur.

n— oo igin limit bulundugu takdirde elimizdeki varyasyonel
problemin  kesin ¢6zimi olan (2.1) fonksiyoneli ve
W, (X), W, (X), Wy (X)), ..., W, (X)... dizilerini diizenleyen kesin
sartlari i¢in (2.2) fonksiyonunu elde ederiz. Eger sadece
(2.2) fonksiyonunun ilk n teriminden sonraki terimler ihmal
edilirse varyasyonel problemin yaklagik ¢6ziimii elde edilmis
olur.

(2.1) fonksiyonlarinin kabul edilebilir olmasi i¢in gerekli sart

sinir kosullarini saglanmasidir. Ornegin; Y, (x) =Y, (X) =0 smir

sartlar1 ya da B; ‘ler katsay1 olmak tizere

By (%) +Byy(x)=0 j=01
seklindeki Sinir sartlarin1 saglayan koordinat fonksiyonunu;
W, (X)=(X=%)(x=%)o(x)

olarak secilebilir. Buradaki ¢(x)’ler strekli fonksiyonlar olup
w, (X);

iz (X—X,)

W, (x) =sin %

k=123,..

biciminde de secilebilir.
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Eger smir sartlari homojen degil ise  y(X%,)=Y, . Y(X)=},

seklinde , y,, y; degerlerinden en az biri sifirdan farkli olmak
Uzere varyasyon problemin ¢ozimu ;

Yo =D oW (X)+ W, (X)
i=1
biciminde segilir. Buradaki w, (x) fonksiyonu

Wo(x):—ili){o (X=%)+ Yo
1 0

lineer olarak secilir.

Sonu¢ olarak koordinat fonksiyonlarin se¢imi metodun
basarisini biiyiik dlgtide etkiler.

2.1. Ritz icin Possion Denklemi

Ritz  metodunun  genellikle  matematiksel fizik
problemlerinin  yaklasik ¢oziimleri i¢in kullanilacagindan
bahsetmistik. D tanim kiimesinde

2 2
%+%:0 2.1.1)

denkleminin bir ¢ziimi z degerleri igin fonksiyonel olarak

TR -

seklinde elde edilir. Bu fonksiyonelin, z ekstremum fonksiyonu
direkt metotlarin herhangi biri ile bulunabilir. Matematiksel fizik
problemleri, dizenli sekilde bir ekstremum igin, bilinmeyen ve
onun tiirevlerinde kuadratik olan fonksiyonellerin arastirilmasina
indirgenir ve boylece Ritz metodunun kullanimi kolaylasir.
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Varyasyonel problemin ¢6zimiinde istenen sonuclara
yaklagimlar1 Ritz metoduyla elde edilen yakinsakligina bakilmasi
ayrica bu yaklagimlarin dogruluk derecesinin saptanmasi oldukca
zordur. Bu yizden fonksiyonel;

I[y(x)]:jF(x,y(x),y'(x))dx (2.3)

biciminde Ritz igin varyasyonel form tanimlanir. Bu
fonksiyonelin minimumu ile ilgilenelim. Koordinat
fonksiyonlarinin (2.2) (n yeterince biyuk) lineer kombinasyonu
tarafindan birinci derece yakinlikta kabul edilebilir olan

W, (X), W, (X), W, (X),...,W, (x)...  koordinat  fonksiyonlarmi

diistinelim. Minimumlastirma dizisi olarak adlandirilan 1y,
dizisinin,

Yo = gaiwi (X)

seklinde oldugu v,,V,,Ys,.... Y, fonksiyonlarini elde etmek i¢in

n

Ritz metodu kullanilabilir.

2.2. Ritz igin Euler-Lagrange Denklemi

dF d(dF
—_——— | —— :0 = y =
2.2.1)

siir kosullarini saglayan Euler-Lagrange denklemini g6z 6niine
alalim. Ritz metodu varyasyonel problemi, (2.3) fonksiyoneli ile
(1.2.1) esitliginin ¢6ziimii arayisindadir. Bu metod ile n
bilinmeyenli w;(x) fonksiyonlarinin lineer kombinasyonlar1 ile
y(x) fonksiyonunun yaklasik ¢6ziimiinii bulunacaktir. Yaklasik

y(x) fonksiyonu;
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9(X)=leaiwi (x) (2.2.2)

bicimindedir. (2.3) fonksiyonelindeki degerleri elde etmek igin
yaklasik fonksiyonun tiirevini alirsak;

9'(x):2aiw'i(x) (2.2.3)

elde edilir. Bulunan (2.2.2) ve (2.2.3) fonksiyonlarini (2.3) lineer
kombinasyonunda yerine koyarak ¢, katsayilarini bulunabilir.

Fonksiyonlari yerine yazarsak;

I[y(x)]::fF[x,gaiwi(x),gaiwi‘(x))dx (2.2.4)

elde edilir.
Zaivvi(xb):ya , Zaiwi(xb):yb (2.2.5)
i=1 i=1

seklindeki kisitlamalar verilsin.

(2.2.4) fonksiyonunun (2.2.5) kisitlamalariyla kesin degerine
erismek i¢in indirgenmis @; katsayilar1 bulunur. Yeni diizenlenen
(2.2.4) denkleminin «a; degerlerine gore tiirevleri sifira
esittir. w;(x) Fonksiyonlar1 ve «; katsayilari fonksiyona sekil
verir. Bu fonksiyonlar lineer bagimsiz olmalidir. Yani;

n

iaiwi(x):o ise o,=a,=a;=..=a,=0
i=1

olur.
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2.3. Ritz Metodu Uygulamalari
Ornek 2.3.1

F(x,y,y)=y?-4y*  Fonksiyonelinin y'(0)=0 , y(1)=0
sinir kosullart altinda A degerini bulalim.

Sinir kosullarini saglayan y fonksiyonunun;

y(x)=c(x-1) (2.3.1)

seklinde oldugunu varsayalim. Fonksiyonelde kullanmak igin 'y

’nin tiirevini alirsak;
y'(x)=c (2.3.2)

Varyasyonel ifadesi;

| = (yz—/lyz)dx (2.3.3)

O e

bi¢imindedir. Simdi bulunan (2.3.1) ve (2.3.2) ifadelerini (2.3.3)
integralinde yerine koyalim:

I [cz - Ac? (x—l)z}dx

I
O ey

[ (1-2(x* - 2x+1)) Jox
ol

- c2(1—z(%—1+1)) (2.3.4)

Il
O ey

elde edilir. Ritz metodundan;
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di

—=0
dc

olmalidir. Bulunan (2.3.4) ifadesinin ¢ ye gore tiirevini alalim:

a_ 20(1—1):0
dc 3

Buradan;
A1=3

elde edilir.

Ornek 2.3.2

2
%+u+x=0 , 0<x<1 esitligive u(0)=u(1)=0 smr
X

sartlar1 verilen sinir deger problemini ¢ozelim.

Ik olarak varyasyon ifadesini bulalim.

I(x,u,u'):j[[g—ujz—uz—ZXU}dx (2.3.5)

| Ldx
u(x) Fonksiyonunun ikinci dereceden oldugunu varsayalm.
u(x)=a,+ax+a,x’

sinir kosullarini fonksiyonda yerine koyarsak;

u(0)=a,

u(l)=a,+a,+a,=0

4 =-a,

Buradan

u(x)=ax+ax* =a(x(x-1))
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olur. (2.3.5) varyasyonunda u(x) fonksiyonunu yerine yazalim.

| = j.[af (1-2x)" —a2x* (1-x)’ —2xax (1~ x)}dx

0

Integralini alirsak;
4

XX ox* X X x*
N R IR L

2

a2
30 12

olur.

Varyasyon ifadesinin sabite gore tlirevi sifir olmalidir. Tiirevini
alip sifira esitlersek;

2
(@)="3¢

d_3 1

da, 10 6

_S
4 18
olur.

Buradan
u(x)= %x(l— X)

elde edilir.
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Ornek 2.3.3

F(x,y,y')=y"?-y?—2xy Diferansiyel denkleminin
y(0)=y(1) =0 smir deger kosullarinda Ritz metodu ile
¢Oziimiinii yapalim.
Sinir kosullarini saglayan fonksiyonun;
y(x)=c(x—x2) (2.3.6)

oldugunu varsayalim. Diferansiyel denklemde kullanmak icin
fonksiyonun tiirevini alirsak;

y'(x)=c(1-2x) (2.3.7)

olur. Ritz uygulayarak (2.3.6) ve (2.3.7) esitliklerini varyasyonel
ifadede yerine yazalim.

I :ch (1—2x)2 —cz(x—xz)2 —ZXC(X—XZ)}dx

elde edilir. Varyasyonelin sabite gore tlirevi alinip sifira esitlenir.

2
dfgc ¢} g
dcl 10 6

EC-E:O
10 6

0:3:0,27
18

Buradan y(x) fonksiyonu;
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y(x):%(x—xz)

elde edilir.

3. GALERKIN METODU

Rus matematik¢i Boris Grigoryevich Galerkin tarafindan
bulunan Galerkin metodu fonksiyonlar1 vektdér uzayina
dayanmaktadir. Dogrusal sinir deger problemlerin ¢ozimi igin
kismen uygun olmasiyla birlikte bircok dogrusal olmayan
problemlere de uygulanabilir. Smir kosullar1 ve diferansiyel
esitlikleri verilen tahmini u fonksiyonunu bulunacaktir. Metot
fonksiyonlar1 vektor uzayima dayandigi i¢in;

b
(f.9)=]f(x)g(x)dx (3.1)
I¢c carpimini saglar. f ve g ortogonal oldugundan <f,g> =0,
eger keyfi w(x) icin (w, f)=0ise f(x)=0
V : fonksiyon uzay1

V "nin lineer bagimsiz fonksiyonlar1 S = {goi (X)}w

dir.
i=1

f(X)eV Fonksiyonu lineer kombinasyonlar olarak yazilirsa
ifade;

f(x)=>c,p;(x) olur. Agirlikl kalici metot igin sonlu olan
i=0

S= {goi (X)}in:l fonksiyonu kullanilir.

L diferansiyel operatér, f verilen fonksiyon olmak uzere;
D(u)=0, B(u)=[a,b] simir sartlart igin diferansiyel esitlik
problemi
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D(u)=L(u(x))+ f(x)=0

bicimindedir. U deneme ¢6zim;
U =U (x) =0 (X)+ 2., (X) (32)
j=1

seklinde olur.

Kalan fonksiyonu;
R(x)=D[u,x]=L[u(x)]+ f(

seklinde tammbdir. Keyfi secilenw(x) agirlik fonksiyonu ve

R(x) kalan fonksiyonu (3.1)de yazarsak;

(w,R(x))=(w, D(u)>:jjw(x){D[u(x)]}dx=0

elde edilir. (3.2)’yi yerine yazalim.

(wR)=["g, {D{%(xyg% (X)}}dx=0

n tane lineer esitlik elde edilir. Cozimde butin c; katsayilarini
elde edebiliriz ¢, (x)’ler lineer bagimsiz olmakla birlikte

W (%) =W,

(Xl):O sinir  sartlarim1  saglayacak  sekilde

secilmelidir. Bu koordinat fonksiyonlar i¢cin genellikle

(=) (X =%, (X =% ) (X =), (X% ) (X=X ) (X% ) (X

polinomlar1 seklinde ya da

i nz(X—X,)
X=X
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trigonometrik fonksiyonlar1 seklinde g6z oniine alinir. Bu metot
siral1 n’lerden olusan tiim denklemlere, denklem sistemlerine ve
kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilir.

3.1. Galerkin Metodu Uygulamalari
Ornek 3.1.1

-—2+8=0 0<x<1l , y(0)=1 y(})=2 smr

kosullarini saglayan denklemin ¢oziimiinii yapalim.

Varsayalim y fonksiyonu

Yy =Cy +CX+C, X"+ x° (3.1.1)
olsun.

Sinir kosullarini yerine koyarsak;
y(0)=1 c, =1
y(1)=2 1+C +Cy+C, =2
¢, =1-c,—c,
elde edilir. ¢, katsayismi (3.1.1)’de yerine yazarsak;
y=1+(1-C, —Cy) X+ C,X* +C;X°
=1+ X—C,X —CX+C,X° +C,X°
y =1+ x+¢, (x* = x)+¢; (X - x) (3.1.2)

elde edilir. Sorudaki diferansiyel denklemin ¢6zimu icin (3.1.2)
fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevlerini alalim:
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% =1+, (2x—1)+¢; (3% -1)
X (3.1.3)

d’y
v 2¢, +6¢,X

elde edilir. (3.1.2) ve (3.1.3) esitliklerini sorudaki diferansiyel
denklemde yerine yazarsak;

2
39Y_W g 3

R (2¢, +6¢;X) — (1+2c,x — ¢, +3c,X* — ¢, ) + 8

=6C, +18¢,Xx —1—2C,X+C, —3C,X* +C, +8
=, (7-2x)+¢, (18x-3x* +1)+7
elde edilir. Kalan fonksiyonu;
R=c2(7—2x)+c3(18x—3x2+1)+7

seklini almis olur. Katsayilar1 bulabilmek i¢in Galerkin
metodunu uygularsak;

1
I¢iRdX:O Q=X =X P, =X =X
0
i=1 igin;
1

0= =x = [ (0 =x)(, (7-2) 0, (18x-30 +1)7) =0

, X' 7x? 21x* 17x° 3x° X% 71X T,
=¢,| 3x Brar A — = f ==

2 4 3 5 2 3 2
91 7
=-C,——C,——=0
60 6
= ¢, +1,516¢, =-1,167 (3.1.4)
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iI=2 igin;
®, = x* —x

:>i(xS—x)(c2(7—2x)+03(18x—3x2 +1)+7)dx=0

(7X4 2x° 2x° 7x2j [18x5 X, XZJ Xt TX
=, - - +C, X +

+ 0
4 5 3 2 5 2 2 4 2
89 12 7
=-—C,——C,——=0
60 5 4
=1,483c, +2,4c, =-1,75 (3.1.5)

elde edilir. (3.1.4) ve (3.1.5) denklemleri ortak ¢oziim yapilirsa;
c, =—0,945 c, =—0,146

denklemin yaklagik katsayr degerleri bulunmus olur. Bulunan
katsayilari (3.1.2) ifadesinde yazarsak,

y =1+x—0,945(x* - x)—-0,146(x° - x)

sonucuna ulagilir.

Ornek 3.1.2

F(Xy.y)=y?-y*—2xy diferansiyel ~ denkleminin
y(O) =y (1) =0 smir deger kosullarinda Galerkin metodu ile

¢cOziimiinli yapalim.

Varsayalim smir kosullarini saglayan y fonksiyonu
y(x):c(x—xz) (3.1.6)

olsun. Sorudaki denklemin ¢6zimi igin y fonksiyonunun

tirevini alalim.
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y'(x)=c(1-2x) (3.1.7)
Kalan fonksiyonu;
R=c’(1-2x)°~¢’ (x—xz)2 —2xc(x— xz)

=¢? (1—4x+3x2 +2x3—x“)—2c(x2 —x3)
1

seklinde olur. Katsayilar1 bulabilmek i¢in I@iRdX =0

0
hesaplanir.

i=1 icin;

1
¢ =x(1-x) j¢1Rdx =0
0

1

:>J'(x—x2)(c2 (1—4x+3x2+2x3—x“)—20(x2 —x3))dx

y(x):%(x—xz)

Ornek 2.3.3 ile Ornek 3.1.2 karsilastirildiginda ayn1 drnegin Ritz
ve Galerkin Metotlari ile ¢ozlimiinde aralarinda ¢ok az bir fark

oldugu goriilebilmektedir.
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4, SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismanin konusu olan Ritz ve Galerkin Metotlari ile

ilgili literatirde yer alan calismalar incelenmis ve asagidaki
sonuclar dikkate deger sekilde karsimiza ¢ikmustir.

Metodlarin fiziksel davranislar1 degistirecek herhangi bir
kisitlayic1 varsayim ya da donilisim uygulamadigi tespit
edilmistir.

Lineer olmama ozelligi kuvvetli olan problemlerin
yaklagik c¢oziimleri i¢in daha fazla sayida iterasyon
gerektigi belirlenmistir.

Bu metotlar lineer olmayan problemlerin
basitlestirilmesiyle  sadece  homojen  diferansiyel
denklemler ve buna ait varyasyon problemlerinin ¢ozim
halini aldirir.

Smir sartlarma uygun fonksiyoneller tanimlanarak
sabitlerin yaklasik degerlerine ulasilmasi saglanmstir.

Aslinda sonsuz tane c¢oziime sahip bu denklemler
sinirlandirilarak n ¢6ziim i¢in incelenmis ve gercek
sonuglara en yakin cevaplari getiren metotlar olmuslardir.

Ne kadar ¢ok ¢ozlim almirsa gercek degere yaklasim o
kadar fazla olmaktadir.

Ritz metodu sadece varyasyonel problemlerinin yaklasik

¢coziimiine dayandigi i¢in varyasyon sirasinda kabul edilebilir.
Daha c¢ok miihendislik alaninda kullanilan bu metotlarda suni
siir sartlar1 elastik egrinin geometrik sekli i¢in, tabiiler ise
kuvvet durumu ic¢in kosullardir. Sonugta dis kuvvetlerin
potansiyelliginde bahsedildigi i¢in bu metot ortogonallik sartini
da saglar.

Galerkin metodunu da sinir sartlar1 degisken seklinde olan

problemlerin yaklagim metodu olarak diistinebiliriz. Ritz metodu
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kullandigimizda elde ettigimiz deneme fonksiyonlarmin dogal
sinir sartlarin1 saglamak zorunda olmamasi bir sorun olarak
karsimiza ¢ikmakla birlikte Galerkin metodu uyguladigimizda bu
sorun ortadan kalkarak biitlin smir sartlarini  sagladigi
gorulmektedir.
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ON COX-SNELL BIAS-CORRECTED
ESTIMATORS FOR THE UNIT-MUTH
DISTRIBUTION

Hasan Huseyin GUL!
Ahmet KOCATURK?

1. INTRODUCTION

First proposed by Teissier (1934), the Muth distribution
(MD) was developed to describe mortality trends in domestic
animal species resulting solely from aging. Subsequently, a
location-adjusted version of this distribution was examined by
Laurent (1975). Subsequently, Muth (1977) demonstrated that
this distribution has a heavier tail than many classical lifespan
models. The model’s practical applicability was demonstrated by
Rinne (1981) through the analysis of used car lifespan data. After
being overlooked for years, the distribution began to attract
renewed interest when Leemis and McQueston (2008) revisited it
and adopted the name “Muth distribution.” More recently, Pedro
etal. (2015) examined the statistical properties of this distribution
in detail, and various extensions, including the power Muth (Jodra
et al., 2017) and the unit Muth (UM) (Maya et al., 2024)
distributions, have since been proposed.

The UM distribution is obtained by exponential
transformation, t =exp (—Z), of the MD distribution. The

Dog. Dr., Giresun Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Veri Bilimi ve Analitigi
Bolimi, ORCID: 0000-0001-9905-8605.

Dr. Ogr. Uyesi, Erzurum Teknik Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii,
ORCID: 0000-0003-2542-3264.
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cumulative distribution function (cdf) and the probability density
function (pdf) of UM distribution are given by

F(T)=el/“r‘“/3exp(—§r_“/3), 0< <1,

_ 11/l —a/f _ o) (51
f(r)=3e (7 a)t
T<1.

exp (—é T‘“/ﬁ), 0<

The selection of an appropriate estimation method is one
of the fundamental issues in statistical inference. Among existing
estimation techniques, the maximum likelihood estimator (MLE)
is the most commonly used method due to its desirable asymptotic
properties, such as consistency, asymptotic normality, and
asymptotic unbiasedness. However, these asymptotic properties
are generally achieved under large-sample conditions. When the
sample size is small or moderate, these properties may not be
sufficiently met. In such cases, ML estimators may have
significant deviations, which can consequently negatively affect
the accuracy of statistical inferences. To overcome this limitation,
researchers have focused on obtaining nearly unbiased estimators
for the parameters of various probability distributions. Bias-
reduction methodologies have been investigated for a wide range
of models, including the half-logistic distribution (Giles, 2012),
the Nakagami distribution (Schwartz et al., 2013), the two-
parameter Lomax distribution (Giles et al., 2013), the unit-
Gamma distribution (Mazucheli et al., 2018), the inverse Weibull
distribution (Mazucheli et al., 2019), the Johnson S distribution
(Menezes et al., 2020), the unit-Weibull distribution (Mazucheli
etal., 2021), the inverse Lindley distribution (Gedik Balay, 2021),
the unit-Burr 1l distribution (Sanku and Liang, 2022), the
generalized normal distribution (Gul and Dogru, 2024), the two-
parameter Lindley distribution (Gul, 2025) and the extended
Rama distribution (Sungboonchoo, 2025).
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This study examines two different methods for reducing
bias. The first is the analytical bias correction methodology
proposed by Cox and Snell (1968). This method produces
estimators corrected for second-order bias by eliminating the
first-order bias estimated from the original MLEs. The second
approach is the parametric bootstrap method introduced by Efron
(1982). Here, the bias is estimated numerically through repeated
resampling from the fitted model, without requiring an analytical
expression for the bias function.

The primary objective of this article is to obtain nearly
unbiased estimators for the unknown parameters of the UM
distribution. To evaluate the effectiveness of the proposed
methods, a comprehensive Monte Carlo simulation study was
conducted under various parameter combinations and sample
sizes. The resulting estimators were compared based on the bias
and MSE criteria.

2. MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION

Let T = (Ty,T,,...,T,) be a random sample of size n
drawn from the UM distribution with parameters « € (0,1] and
B > 0. The probability density function of the UM distribution
is given by
ft; a,B) = %t‘l‘“/ﬁ(at‘“/ﬁ —a+1)exp (i (1- t‘“/ﬁ)>,
0<t<1 1)

The corresponding log-likelihood function based on the
observed sample t = (t;, t5, ..., t,) IS obtained as

l(a,,[?) = 11'1=1 lng(t; arﬁ)
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IR

= —nlog(B) — (1 + %) o log(t) + X, log (ati_ﬁ —a+

1>+ +2 lefg- @)

Differentiating [(a, 8) wit respect to a, the first
component of the score vector is given by

a

tL_F(l—%log(ti))—l n

Tl = — ZT og(t) + Xy — 5+
at; "—a+1
a
R
ML Jil l‘*log(tl) 3)

Similarly, differentiating [(a, f) wit respect to B, we
obtain

B
@p) _ _n nolog(t) + X1, Tog_
52( —a+1>

6ﬂ_ﬁ/>’2

Lym hO n log(ty). 4)

a i=1% B2
The ML estimators & and f3, respectively, are obtained by
simultaneously solving the nonlinear likelihood equations,

al(ap) ol(a,p) _
0 = 0, 0B 0.

Since the score equations are highly nonlinear and cannot
be solved in closed form, numerical optimization techniques are
required to obtain the maximum likelihood estimates.
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3. BIAS-CORRECTED MLE
3.1. A Corrective Approach

Although ML estimators are consistent and asymptotically
unbiased, it is well established that they may exhibit non-
negligible bias in finite samples. This bias is typically of order
O(n~1) and can be substantial for complex distributions or
moderate sample sizes. In order to reduce this finite-sample bias
for the UM distribution, the Cox—Snell bias correction method is
employed in this subsection.

Let 8 = (a, )T denote the two-dimensional parameter
vector of the UM distribution. The Cox-—Snell approach provides
an explicit approximation to the bias of the ML estimator 8 up to
order O0(n~1), based on higher-order derivatives of the log-
likelihood function.

Let [(a,B) denote the log-likelihood function defined in
Section 2. The score vector is given by

©®) al(a,B)

— Ua — Jda

ue) = (u,g(m) = <M>
ap

The Fisher information matrix is defined as,

L on
daZz  9dadp
1(9) - 921 6_21
apda B2

In the Cox-Snell framework, the bias approximation is
formulated in terms of the expected Fisher information matrix,
while in practice it is evaluated at the maximum likelihood
estimates. The Cox-Snell bias approximation involves third-
order cumulants of the log-likelihood function. For i,j, k €
{a, B}, these quantities are defined as

_ 231() _ [a%ue) aie)
Kijk = E [aeiaejaek : Kij = E [aeiaej 26y |’
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where all expectations are taken with respect to the UM
distribution evaluated at the true parameter value 6. These
cumulants capture the curvature and asymmetry of the log-
likelihood surface and play a central role in determining the finite-
sample bias of the maximum likelihood estimator.

Cox and Snell (1968) showed that the bias of the s-th
component of the MLE can be approximated by

. A i ik 1
Bias(8,) = X1, X7_, Th_ 15 (S ey + regi ) +
0(n~?), s=1,..,p,

where KY denotes the (i,j)-th element of the inverse of the
expected Fisher information matrix

_ _ 621(9)
K—(Kij), Kl'j —_E[aaiaej .

In the present case, p = 2 and 8 = (a, 8)T. Accordingly,
the bias vector of the MLE & = (&,3)" can be written explicitly
as

Bias(9) = (5@,

Bias(B)

with

1 ) P (1
Bias(0s) = i1 Xfoy Xiay 151K (E"ijk + Kij,k)' s =
1,2.

Define

k 1 . .

afj) :Kij,k_g}cijk’ l,]'k = 1,2’

and construct the matrices
k) = (g™ =
A® =(al), k=12 Let

A=[A04D]
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be the 2x4 bock matrix obtained by concatenating A™ and A®
and let vec(+) denote the vectorization operator. The 0(n~1) bias
of the MLE Bias(0) = K~*Avec(K™') + 0(n~2). Using this
approximation, the Cox—Snell bias-corrected MLE of @ is defined
as

§ = § — Bras(d).

This correction reduces the bias of the estimator from
order O(n™1) to order 0(n~2), thereby yielding estimators with
improved finite-sample performance. The explicit expressions of
the score functions and higher-order derivatives required for
constructing K and A for the UM distribution are provided in
Appendix A.

3.2. Parametric Bootstrap Bias Correction

As an alternative to the analytical bias correction
procedure, a parametric bootstrap approach can be employed to
obtain modified estimators with reduced finite-sample bias. This
resampling-based technique, originally introduced by Efron
(1982), provides a numerical approximation to the bias of the
maximum likelihood estimators without requiring explicit
derivation of the bias function. The method utilizes the fitted Unit
Muth distribution as a generating mechanism and repeatedly
produces bootstrap samples from the estimated model.

Let X = (X, X5, ..., X;;) denote a random sample of size n
from the Unit Muth distribution, and let

()

Using © as the true parameter value, B independent
bootstrap samples are generated from the Unit Muth distribution.
Let
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. (F
o=(.), j=12.,B,
J

denote the MLE obtained from the j-th bootstrap sample. The
bootstrap estimate of the bias of © is defined as

Fias(6) = 237.,(6; - ©).

The parametric bootstrap bias-corrected estimator is then
obtained by subtracting the estimated bias from the original MLE.
Hence, the bootstrap bias-corrected estimator (PBE) is given by

Oppe = © — Buas(®), or equivalently,

~ —~ 1 ~,
G)PBE = 2@ - EZ?;I @1 .

4. SIMULATION STUDY

The comparative performance of the MLE, BCE, and PBE
was assessed through extensive Monte Carlo simulations
conducted under various parameter configurations and sample
sizes. The estimators examined included MLE, BCE and PBE.
Random samples are generated from the UM distribution under
several parameter configurations selected to represent different
distributional shapes. In particular, the values of parameter a =
0.1,0.5,0.9 whereas the values of [ are chosen as
0.5,1.0,1.5,2.0. Furthermore, four different sample sizes,
namely n = 20,40, 60, 80 are considered to assess the impact of
sample size on the performance of the estimators. For each
combination of parameter values and sample sizes, M = 10.000
independent Monte Carlo samples are generated from the UM
distribution. In the case of the parametric bootstrap estimator,
B = 1.000 bootstrap resamples are produced from the fitted
model at each replication. The accuracy of the estimators is
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evaluated using the bias and MSE criteria. These measures are
computed as

Bias(0) = - ¥M,(0; — ©), MSE(8) = - 1,(8; - 0)".

where ® = (a, 8)T denotes the parameter vector, and ©; is the
estimate obtained from the i-th Monte Carlo replication. The
simulation results are reported in Tables 1-3.

Table 1. Estimated bias (MSEs) for a and 8, (¢ = 0.1).

a B
B n_ MLE BCE PBE MLE BCE PBE
,o 00920 00503 00321 00883 00483 00308
(0.0217)  (0.0118) (0.0073)  (0.0200)  (0.0108)  (0.0067)
00690 00353 00235 00662 00339  0.0225
(0.0082)  (0.0044)  (0.0027)  (0.0076)  (0.0041)  (0.0025)

40

0.5 oo 00533 00279 00164 00512 00267 00158
(0.0044)  (0.0024) (0.0015) (0.0041) (0.0022)  (0.0014)

oo 00456 00258 00132 00438 00247 00127
(0.0030) (0.0016) (0.0010) (0.0028) (0.0015)  (0.0009)

,o 01014 0053 00353 01068 00564 00372
(0.0248) (0.0138) (0.0080) (0.0274) (0.0152)  (0.0089)

4o 00671 00343 00228 00707 00361 00240
o (0.0083) (0.0046) (0.0027) (0.0092) (0.0051)  (0.0030)
0, 00559 00302 00172 0058 00318 00181
(0.0049)  (0.0027) (0.0016) (0.0054) (0.0030)  (0.0017)

go 00509 00296 00148 00536 00311 00155
(0.0036)  (0.0020)  (0.0012) (0.0040) (0.0022)  (0.0013)

b0 00980 00505 00342  OILL7 00575 00389
(0.0255) (0.0143) (0.0079) (0.0328) (0.0184)  (0.0101)

4 00728 00377 00248 00830 00430 00282
Ls (0.0095) (0.0053) (0.0029) (0.0122) (0.0068)  (0.0038)
® 4, 00608 00340 00187 00692 00387 00213
(0.0056) (0.0032) (0.0017) (0.0072) (0.0041)  (0.0022)

go 00492 00290 00143 00561 00330 00163
(0.0036) (0.0020) (0.0011) (0.0046) (0.0026)  (0.0014)

,o 0109 00556 00380 01328 00677 00463
(0.0202) (00162) (0.0086) (0.0428) (0.0237)  (0.0126)

4o 00763 00407 00250 00929 0049 00316
- (0.0104)  (0.0058) (0.0031) (0.0152) (0.0084)  (0.0045)

co 00588 00339 00181 00717 00414 00221
(0.0056)  (0.0031) (0.0017) (0.0082)  (0.0045)  (0.0024)
go 00540 00318 00157 00658 00387 00191
(0.0042)  (0.0023) (0.0012)  (0.0061)  (0.0034)  (0.0018)
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Table 2. Estimated bias (MSEs) for a and 8, (¢ = 0.5).

a B

B n_ MLE BCE PBE MLE BCE PBE
,0 00752 00411 00263 00936 00512  0.0328
(0.0150)  (0.0083)  (0.0049)  (0.0230)  (0.0127)  (0.0075)

40 00564 00289 00186 00701 00359 00231
05 (0.0056)  (0.0031) (0.0018)  (0.0086)  (0.0048)  (0.0028)
o 00464 00243 00138 00578 00302  0.0172
(0.0033)  (0.0018) (0.0011)  (0.0050)  (0.0028)  (0.0016)

go 00377 00213 00110 00469 00265  0.0137
(0.0021)  (0.0012)  (0.0007)  (0.0032)  (0.0018)  (0.0010)

5o 00852 00450 00298 01142 00603  0.0400
(0.0178)  (0.0099)  (0.0055)  (0.0314)  (0.0176)  (0.0098)

40 00588 00300 00194 00789 00403 00260
10 (0.0063)  (0.0035) (0.0020) (0.0110)  (0.0061)  (0.0034)
go 00458 00247 00137 00614 00331 00183
(0.0034)  (0.0019) (0.0011)  (0.0060)  (0.0033)  (0.0019)

go 00422 00245 00123 00567 00329  0.0166
(0.0026)  (0.0014)  (0.0008) (0.0045)  (0.0025)  (0.0014)

,o 00856 00441 00300 01223 00630 00428
(0.0190)  (0.0106) (0.0057)  (0.0379)  (0.0211)  (0.0113)

4o 00594 00308 00196 00849 00440 00280
15 (0.0067)  (0.0037) (0.0020) (0.0132)  (0.0073)  (0.0039)
® o 00518 00290 00155 00741 00414 00221
(0.0042)  (0.0023) (0.0012)  (0.0082)  (0.0046)  (0.0024)

go 00433 00255 00127 00619 00365 00181
(0.0028)  (0.0015)  (0.0008)  (0.0054)  (0.0030)  (0.0016)

,o 00895 00456 00313 01350 00689 00472
(0.0209)  (0.0114) (0.0060)  (0.0463) (0.0252)  (0.0132)

4o 00667 0035 00220 01006 00537 00332
”0 (0.0079)  (0.0043) (0.0023)  (0.0174)  (0.0095)  (0.0050)
7 o 00514 00296 00153 00775 00447 00231
(0.0043)  (0.0023) (0.0012)  (0.0094)  (0.0051)  (0.0027)

go 00443 00260 00129 00668 00393 00195
(0.0030)  (0.0016)  (0.0008)  (0.0064)  (0.0035)  (0.0018)

47



Matematik Alaninda Akademik Tartismalar

Table 3. Estimated bias (MSEs) for a and 8, (¢ = 0.9).

a B

B n_ MLE BCE PBE MLE BCE PBE
,o 00618 00338 00214 01030 00563  0.0357
(0.0101)  (0.0056) (0.0032)  (0.0270)  (0.0151)  (0.0085)

4o 00435 00223 00138 00724 00371 00231
05 (0.0036)  (0.0020) (0.0011)  (0.0095)  (0.0053)  (0.0030)
P o 00378 00197 00110 00630 00329 00184
(0.0022)  (0.0013) (0.0007)  (0.0059)  (0.0033)  (0.0019)

go 00312 00176 00093 00521 00294  0.0156
(0.0015)  (0.0008)  (0.0005)  (0.0038)  (0.0021)  (0.0012)

5o 00667 00352 00231 01174 00620 00407
(0.0116)  (0.0065)  (0.0035)  (0.0346)  (0.0193)  (0.0104)

4o 00493 00252 00157 00867 00443 00276
10 (0.0044)  (0.0025) (0.0013)  (0.0129)  (0.0072)  (0.0039)
7 o 00377 00204 00110 00664 00358 00194
(0.0024)  (0.0013)  (0.0007)  (0.0069)  (0.0038)  (0.0021)

go 00330 00192 00099 00581 00337  0.0174
(0.0017)  (0.0009)  (0.0005)  (0.0048)  (0.0027)  (0.0014)

,o 00733 00377 00254 01350 00695 00468
(0.0135)  (0.0074) (0.0039)  (0.0439)  (0.0240)  (0.0126)

4o 00485 00251 00154 00893  0.0463 00284
15 (0.0046)  (0.0025)  (0.0013)  (0.0146)  (0.0080)  (0.0042)
® o 00412 00231 00120 00760 00425 00222
(0.0028)  (0.0015)  (0.0008)  (0.0088)  (0.0048)  (0.0025)

go 00369 00217 00110 00679  0.0400 00203
(0.0020)  (0.0011)  (0.0006)  (0.0064)  (0.0035)  (0.0018)

,o 00724 00369 00251 01387 00707 00481
(0.0145)  (0.0077) (0.0041)  (0.0503) (0.0266)  (0.0141)

4o 00544 00291 00173 01043 00557 00332
”0 (0.0055)  (0.0029) (0.0016)  (0.0189)  (0.0100)  (0.0053)
7 o 00444 00256 00130 00852 00491 00249
(0.0032)  (0.0017) (0.0009)  (0.0109)  (0.0058)  (0.0031)

go 00362 00213 00108 00693 00408 00207

(0.0021)  (0.0011)  (0.0006)  (0.0069)  (0.0037)  (0.0020)

The numerical results summarized in Tables 1-3 indicate
that both bias and mean squared error tend to decrease as the
sample size increases, reflecting the improved accuracy of the
estimation procedures. For each parameter configuration
considered in the study, both the bias and the MSE values
decrease as the sample size increases, demonstrating the
consistency of the estimators. A general review of the tables
reveals that the MLE typically has the largest bias and MSE
values. Additionally, the BCE is observed to vyield more
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reasonable bias and MSE values compared to the MLE. Among
all estimators, PBE consistently yields the smallest bias and MSE
values for nearly all parameter combinations and sample sizes.
This indicates that the bootstrap-based correction is more
successful than MLE in reducing finite-sample bias and
improving estimation accuracy, particularly in small sample sizes.

5. CONCLUSION

In this study, bias-corrected estimation methods are
examined with the aim of reducing the bias problem that arises
when estimating the parameters of the UM distribution. Despite
the asymptotic advantages of the MLE method, it is known that
estimates can be significantly biased, particularly in small and
medium-sized samples. Therefore, in addition to classical MLE,
the BCE and PBE methods were examined. The BCE approach
was implemented by obtaining the first, second, and third-order
derivatives of the log-likelihood function and constructing the
corresponding cumulative structures. Additionally, a parametric
bootstrap method was employed, which allows for the direct
numerical estimation of bias. Thus, the aim was to obtain more
accurate parameter estimates without the need to derive a closed-
form expression for the bias function.

To investigate the behavior of the competing estimators
under different sampling conditions, a series of Monte Carlo
experiments was conducted using various combinations of
parameter values and sample sizes. The simulation results showed
that the bias and HKO values of all estimators decreased as the
sample size increased. Furthermore, both bias-corrected
estimators generally performed better than the classical MLE in
terms of bias and HKO. However, the PBE estimator was found
to have the lowest bias and HKO values in most scenarios.
Overall, the numerical results indicate that the proposed bias
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correction methods significantly improve the estimation accuracy
of the parameters of the UM distribution. Therefore, the BCE and
PBE estimators can be recommended as good alternatives to the
standard MLE estimator, particularly when the sample size is
small or moderate.
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Appendix A

Let T =(T.,T,,..,T,) be a random sample from the UM
distribution with parameters « € (0,1] and f > 0 whose pdf is
given in Eqg. (1). For notational convenience, define for each
observation t; € (0,1]:

|
™R

p; = log(t,), v =t~ =exp (—%Pi)y D; =
avi—a+1=1+a(v; —1).
Note that p; < 0,v; > 1 and D; > 0.

The log-likelihood function is

p(a,f) = —nlog(B) — (1 +%) Tiky py + Tt log(Dp) + % -

1
n
— v
all

First-order derivatives

We first compute the derivatives of v; and D;. Since v; =
(_g ) we obtain
exp (—5pi),

v av; ap;
w_ _piy, i _ _ by,
oa B op B?

Moreover,as D; = 1 + a(v; — 1),

oD; 3}
a—( 1)+a

2
a“pi

gz Vi
Now differentiate p(a, ). The score components are:

vi 9D _ Vi _

— (1. 1) _ %Di — =
=, —-1) v;, 28 aaﬁ

Derivative with respect to a:

6Dl
_9p _
Ua(aiﬁ)_a _E ?1pl+21 1 5. D + Zl 1Vi —
1leon v
a&i=154"
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Derivative with respect to :

aD
op 1 ov;
Up(a, ) = 35 = =3+ il b+ By - — Lk 5
Second-order derivatives
We next compute the second derivativesUgq, Ugp, Ugp. First

compute second derivatives of v;:

0%v; 9%v; 2a p? 0%v;
L:—&U L:(——p'i‘ )Vi, L —
2a? B2 PYE g3 | pa 9adp

(-5

Second derivatives of D; follow from D; =1 + a(v; — 1):

9%D; avl 6 v 2p; ap;?
da? _2 6a2_ ﬁvl+ B2 Vi
8%p; 9%y ( 2ap; azpiz)
op> ~ “opr ~ T T )V
62Di_6vl+ zvt_aptv+a( pi_l_ﬁ)v_(zapi_l_
dadp 9B dadp B2 ! gz g3 )t p?
iz)iz) v.
[g3
Now, using the identity
? (D) _ p"p-(p")"
FEA YA pz '
we compute the Hessian elements.
() Uga:
5 9%D; (aD )

_9Ua _ yvn a2 " \9a Z_n_in

UOUZ T fa | “i=1 (D;)? +a3 a3 “i= 11] +

2 «n Ov; 0 (1 @n
a2 &i=154 T g \gp&i=1PiVi):

Insert aUi/aw = — (pl’/ﬁ) v; and compute the last derivative:
L
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avl

d 1 1
6a( llpl )_ @ ?zlpl'vl_i_ 211 la =

a

2
i=1PiVi — iL1pi“v;. Also

_@ a_ﬁz
2 ov; 2
= ?=18_0;: 225 . piv;. Therefore,
82p; (6Di)2 , ,
— Fa2 i da n
Usa = Xy ** (D)2 T T i i=1 Vi — zﬁ LDV —
1
ap? s
(i) Uqp: Differentiate U, with respect to j:
92D; aD;\(3D;

U o (_1 )+ 3 (aaaB)D ~(Ge)Gs)
ap — ap i=1Di (D)2

%(% ln=1vi)+ﬁ($ ln=1pivi)-

Compute each remaining derivate:

0 1 d (1 av;
%( g &i= 1pl) ﬁz i=1 Pi %(; =1V l)_ Z?la_ﬁl

1
a_ﬁz i=1 PiVi
0 1 1 6zl
aﬁ( l lpl )_ ? ?=1plv + Zl 1 laB =
ap
_a_[i’z L 1PiVi + Zl =1P l(ﬁzl i)
= _W i=1PiVi T 52 piy;
The F(1/aB?) X1, p;v; terms cancel, hence
3%p aD;\(9D;
1 (a BB)D (a )( )
U(ZB = F i=1 pi + Z‘{L . (D )Za += 33 ?=1pi2v

(iii) Ugp: Differentiate Ug with respect to j:
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2
a2Dp;  (dD;

2

_n  2a ap2 i_(ﬁ)
Uﬁﬁ - ﬁ - EZ{;I pi + Z?=1 (Di)z +
9
op

(— B_lz ) pivi). For the last derivate:

s L 5 1 v
25 (—prZiapw) = X - T pi Gy =

2 1 ov; (ap;

B3 ~i=1 pivi T2 =1 pia—ﬁl(ﬁ—zlvi)
2 a

= g i=1PiVi T ™, pi?v;. Thus,

aZDi . (aDi)z
_n 2a 9pZ " \ap 2
Upp =35 = gz Srea i + Tl P+ S S povi —

a
Iz ?=1 Pizvi-
Third-order derivatives

The Cox-Snell bias approximation requires the third-order
derivates
a3p

a@iaejaek’ 61 =@ 02 o B

Uiji =
To compute these quantities explicitly, we differentiate the
second-order expressions derived above. First, we list the third
derivates of v;

%v; _ p}
da3 B3

dvi _ 0 (pf ) _2f . piovi _ 2}
da20p  op (32 Vi g Vit = plitn
0%v; _i(azw) 9 (ﬁ_av?) _(_ﬁ_ﬁﬂ_
oaop?  op \aaap) ap\\gz g ) Vi) T\ T T pa

a?p}
gs )V

v; 0 2ap;  a’p? _ (6ap; 6a’p} | a®p}
6[)’; _ﬁ[(_ ﬁ3l+ ﬁ4l)vi:| - ( ﬁ4l_ ﬁsl + le)vi'
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Since D; = 1 + a(v; — 1), the third derivates of D; are obtained
by repeated differentiation; explicitly:

a3D; 9%v; 23v; p? pi
a3 3 922 + am = BEvii - aﬁvi,
23D; 92v; 93v; p; ap? 2p?
=2—+a—5; =2(—l— ‘)v- a(——‘z-
da2dp 60:6,8+ da2dp Bz B3 it B3 it
3
(Zpl-
i)
93D; _ 62vi+a 93v; _ (_ 2api+a2pz2)v. + a(_@_l_
dadp?  9B? dadp? B3 B4 t B3
3ap?  a?p}
pr  ps )b
93D; 93v; 6ap; 6a’p?  a3p?
15 — a L — pl _ pl + pl U'.
ap3 ap3 B* B> Be !

Now we differentiate the terms of the form D’/D and (D"'D —
(D")?)/D>2. The required identity is:

i(D”D—(DI)Z) _ p'""D?_3p"' ' D+2(D1)3
00 D2 D3

where D',D”’,D"" denote the first, second and third derivatives
of D with respect to the same parameter 6. For mixed derivatives,
the corresponding expression follows from applying the product

. Dg,6,D—-Dg,Dg ) .
and quotient rules to ——2 — £ Using these rules, we obtain
the third-order derivatives of the log-likelihood.

() Uqa:
83D 82D;\ (dD; D3
U _on 93 i°- (60{21)(6_0_’1)Di+ (aal) 6n , 6 n
aaa i=1 D3 _;-"F i=1Vi —
6 vn Vi, 3 on 92%v;

Slic15, T =155
a 1 2 3 n
+£(_ apz Li=1Pi Vi = g Li=1 P Vi)-

The remaining derivative is computed explicitly:
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d v
@(—Q% =1 PV )=a§;ﬁ ?=1pzvi—a% b=
% =1 PV +az_ﬁz ?=1Pi217i,
0 av;
a(_alﬁ i=1Pi? Vi) = a21B2 =it v aﬁz i=1Pi’ 61; =
azlﬁz ?zlpiz % +aLﬁ3 ?zlpi?) v;.
(i) Ugqp:
Uaaﬁ =
2
n a?ngﬁDlz_(?aaZ )(aa%)Dl Z(Zaaﬁ)(aD )D +2(az) (aaL:?)_l__
=1 Di3 aﬁ'
Uapp =
3p. 2p. . . .\ 2
o 2oz (o) (G5 Get)piv2(5) (500) L2
i=1 D; 3 6[3'
3p. 2
o ot () G5 |
Uppp = Xiza PE top

Hence the estimated information matrix is:
k\ _ (1211 ’e1z> _ (_Uaa(&: :é) - aﬁ(aué)>
The Elements of A

a(l) = x 1 (1) _ _1 L _ _
11 = K11 TS Kia1, Qyp = Kizg T T Kize Gpp T K1

Ko1 Ky

1 v _ 1
S K211 Gy = Kz — 5 K21

Using the observed cumulants:

C’iﬁ) - aa (G)U (G) aaa (O)
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817 = Uap(®)Ua(®) — 3 Vaga (),
8y = Upa(8)Ua(®) — 3 Upaa(®),

037 = Upp(8)Uc(®) — ; Uppa (®).

Therefore,
~(1) A1)
AW — <a11 P )
~(1) A~ )
ayy Qy;

The Elements of A

a(Z) = x 1 2 _ _1 @ _ _
11 = Ki12 7 7K1z, Qgp = Ky — T Kizze Gy = Ky

1 @) _ 1
> K212, Qpp = Kaz2 = S Kz22.

Using the observed cumulants:

&7 = Uaa(©)Up(8) —  Uaap (B),
ay3 = Uap(9)Up(0) —§ op5(0),
8y = Upa () Up (8) — 5 Upap (8),
a5y = Upg (0)Up(8) - % Uppp (©)-

Therefore,

~(2)  ~(2)

A0 = (M1 G2

6@ a@/)
21 Gz
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BAGINTILAR VE FONKSIiYONLAR:
KAVRAMSAL YAPI, OGRENME GUCLUKLERI
VE OGRENCI YANILGILARI

Hafize GUMUS!

1. GIRIS

Matematik, dogas1 geregi problem ¢ézme temelli yapisi
sayesinde, bireylerin akil yiiriitme, elestirel dilislinme ve
iligkilendirme becerilerini gelistirmede diger derslere kiyasla
daha belirgin bir role sahiptir (Baki, 2008). Bilim ve
teknolojideki gelismelerin temelinde matematiksel diisiinme yer
almakta; muhendislikten ekonomiye, fen bilimlerinden sosyal
bilimlere kadar pek c¢ok alanda matematiksel bilgi ve
becerilerden yararlanilmaktadir. Bu nedenle matematik egitimi,
bireylerin akademik basarilarinin yani sira giinlik yasamda
karsilastiklar1 durumlart analiz edebilen, ¢ozliim iiretebilen ve
olaylar = arasinda  iliski  kurabilen  bireyler  olarak
yetistirilmelerinde oldukga 6nemlidir.

Matematiksel 6grenmede, kavramlarin ezberlenmesinden
¢ok anlamlandirilmasi 6nem tasimaktadir. Ciinkii bir kavramin
yalnizea tanimini bilmek, onu farkli matematiksel durumlarda
kullanabilmek i¢in yeterli degildir. Matematiksel tanimlarin
dogru anlasilabilmesi, tanim igerisinde yer alan kavram ve
ifadelerin anlamlarinin da kavranmasina baglidir. Matematiksel
bilgilerin hiyerarsik ve iliskisel yapisi goz oniine alindiginda, bir
kavramin O6grenilmesi ¢ogu zaman onun dayandigi Onciil

L Profesor, Necmettin Erbakan Universitesi, Eregli Egitim Fakiiltesi, Matematik ve
Fen Bilimleri Egitimi B6liimii, ORCID: 0000-0001-8972-5961.
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kavramlarin anlagilmasini  zorunlu kilmaktadir (Kandemir,
2004).

Matematik  egitimi literatliriinde  bilgi  genellikle
kavramsal ve islemsel bilgi olmak iizere iki boyutta ele
alimmaktadir. Kavramsal bilgi, matematiksel fikirler arasindaki
iliskilerin ve bu iliskileri olusturan temel ilkelerin anlasilmasini
icerirken, islemsel bilgi belirli matematiksel gorevlerin yerine
getirilmesinde  kullanilan kurallar, algoritmalar ve islem
basamaklarindan olusmaktadir (Hiebert ve Lefevre, 1986°dan
Akt. Baroody, 2003).

Kavramsal bilginin olusmasi i¢in, birey var olan
bilgilerini kullanarak yeni bilgiyi zihninde yapilandirir, eski
bilgileriyle yeni bilgiyi biitiinlestirilerek igsellestirir (Ulgen,
2001).

Bu c¢ercevede kavramsal Ogrenme, Ogrencilerin
matematiksel kavramlari birbirleriyle iliskilendirerek
anlamlandirmalarini, matematiksel yapilarin altinda yatan
mantig1 kavramalarini ve formiillerin yalnizca kullanimini degil,
ortaya ¢ikis nedenlerini de agiklayabilmelerini ifade etmektedir.

Bu baglamda matematik egitiminde kavramlar arasindaki
iliskilerin anlasilmas1 ayr1 bir 6nem tasimaktadir. Ogrencilerin
matematiksel yapilar1 yalnizca islem diizeyinde degil, kavramsal
diizeyde de anlamlandirabilmeleri; kavramlar arasindaki
baglantilar1  kurabilmelerine  baghdir.  Ozellikle bagmti,
fonksiyon, denklik ve siralama gibi kavramlar, matematiksel
diistinmenin iligkisel yoniinii ortaya koymakta ve dgrencilerin
matematiksel yapilar1 biitlinclil olarak kavramalarina olanak
saglamaktadir.
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1.1. Soyut Matematikte Baginti ve Fonksiyon
Kavram

Matematikte kullanilan kavramlar genellikle soyut,
karmasik ve hiyerarsiktir (Nesbit, 1996). Sayilar, kiimeler,
bagintilar, fonksiyonlar ve cebirsel yapilar gibi bircok
matematiksel kavram, dogrudan gozlemlenebilen nesneler
olmaktan ziyade zihinsel olarak olusturulan soyut yapilardir. Bu
nedenle soyut matematik, matematiksel bilgilerin yalnizca
uygulanmasina degil, aynt zamanda altinda yatan mantigin,
iligkilerin ve yapilarin anlasilmasina odaklanmaktadir. Soyut
matematik sayesinde bireyler, matematiksel kavramlari
ezberlemek yerine bu kavramlarin neden ve nasil ortaya
ciktigini kavrayabilmekte, farkli matematiksel yapilar arasindaki
iligkileri gérebilmektedir.

Soyut matematigin temel amaglarindan birisinin,
matematiksel nesneler arasindaki iliskileri ortaya koymak ve bu
iligkileri  sistematik  bir  bigimde incelemek oldugu
diisiiniildiiglinde, matematiksel diisiinmenin merkezinde yer alan
kavramlardan birisi de bagintilardir. Bagmntilar, iki ya da daha
fazla matematiksel nesne arasindaki iliskiyi tanimlayan yapilar
olarak matematigin bir¢ok alaninda onemli bir yere sahiptir.
Ozellikle fonksiyon, denklik bagmtis1 ve siralama bagintis1 gibi
temel matematiksel kavramlarin anlagilabilmesi, baginti
kavraminin dogru ve kapsamli bir sekilde kavranmasina
baglidir. Bu nedenle baginti, yalnizca soyut matematigin temel
konularindan biri degil, ayn1 zamanda 6grencilerin ileri diizey
matematiksel yapilari anlamlandirmalarinda 6nemli bir arag
olarak degerlendirilmektedir.

Bir kiimenin elemanlar1 ile bagka bir kiimenin elemanlar1
arasinda kurulan tiim eslestirmeler bagint1 olarak tanimlanir. Bu
acidan bakildiginda baginti, oldukca genis ve esnek bir cerceve
sunar. Buna ragmen matematik egitimi literatiirii incelendiginde,
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bagintt kavraminin Ogretimine yonelik ¢alismalarin  sinirh
oldugu ve bu kavramin ¢ogunlukla dolayli olarak ele alindigi
gorulmektedir.

Matematik egitimi literatliriinde bagintt  kavrami,
cogunlukla dogrudan ele alinmaktan ziyade, esitlik, denklik ve
iligkisel diisiinme baglaminda incelenmektedir. Bu durum,
baginti kavrammin matematiksel yapilar icerisindeki temel
roliine ragmen, Ogretim siirecinde ¢ogu zaman arka planda
kalmasmma neden olmaktadir. Oysa bagintilar, matematikte
kiimeler arasindaki iligkileri tanimlayan en temel yapilardan biri
olup, fonksiyon, siralama ve denklik gibi kavramlarin
anlasilmasinda kritik bir dneme sahiptir.

Bagintilar, denklik bagintilar1 ve siralama bagintilar
olmak tizere iki baslik altinda incelenir. Denklik bagintilari, bir
kiimenin elemanlarm1  belirli ortak  &zelliklerine  gore
simiflandirmaya olanak saglayan matematiksel yapilar iken
siralama bagintilar1 bir kiimenin elemanlarinin karsilagtirilmasi
ve diizenlenmesinin yani sira maksimum, minimum, supremum,
infimum, maksimal ve minimal eleman gibi kavramlarin
tanimlanmasina da temel olusturmaktadir.

Bir bagitinin denklik bagintis1 olabilmesi i¢in yansima,
simetri ve geciskenlik 6zelliklerini saglamasi gerekmektedir. Bu
ozellikler sayesinde kiimenin elemanlar1 denklik siniflart adi
verilen ayrik alt kiimelere ayrilabilmekte ve karmasik
matematiksel ~ yapilar  daha  diizenli  bir  bi¢imde
incelenebilmektedir. Ozellikle modiler aritmetik, geometri ve
cebir gibi matematigin bircok alaninda denklik bagintilarindan
yararlanilmaktadir. Bunun yan1 sira giinlilk yasamda bireylerin
belirli  ozelliklerine  gore  gruplandirilmasi,  nesnelerin
benzerliklerine gore smiflandirilmasi ve ¢esitli kategorilerin
olusturulmas1 da denklik bagmtilarinin temel mantigiyla
iligkilendirilebilir. Bireylerin ayni dogum ayinda dogmus
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olmalari, ayn1 kan grubuna sahip olmalar1 veya ayni ayakkabi
numarasini  kullanmalart  birer denklik bagintis1  olarak
degerlendirilebilir. Bu tiir iligkiler, belirli ortak 6zelliklere sahip
bireylerin veya nesnelerin ayni grupta toplanmasina olanak
saglamaktadir. Dolayisiyla denklik bagintilari, matematiksel
nesnelerin sistematik bi¢imde simiflandirilmasinin yani sira
giinlik yasamda karsilagilan bir¢ok kategorilendirme isleminin
de matematiksel temelini olusturmaktadir.

Siralama  bagntilari, bir kiimenin elemanlarinin
karsilagtirilmast ve diizenlenmesinin yani sira maksimum,
minimum, supremum, infimum, maksimal ve minimal eleman
gibi kavramlarin tanimlanmasina da temel olusturmaktadir. Bu
nedenle matematikte ve gilinlilk yasamda gergeklestirilen birgcok
siralama islemi, acgik¢ca ifade edilmese bile bir siralama
bagintisina dayanmaktadir. Buna karsin ogrenciler, giinliik
yasamda kullandiklar1 siralama kavrami ile matematiksel
siralama  bagintilar1  arasindaki iliskiyi ¢ogunlukla fark
edememekte ve siralama bagintilarint  yalmizca  belirli
aksiyomlari saglayan teorik yapilar olarak
degerlendirmektedirler (Akdemir ve Akdemir, 2025).

Siralama bagintisina farkli bir 6rnek olarak giinliik
hayatta “basar1 siralamasi” verilebilir. Bir sinifta 6grencilerin
smnav puanlarina gore “daha yiikksek puan alma” iliskisi
kuruldugunda bir siralama bagmtis1 olusur. Ornegin Ahmet’in
puant Ayse’den yiiksekse Ahmet > Ayse seklinde bir iligki
tanimlanabilir. Bu iliski sayesinde 6grenciler arasinda bir diizen
kurulur ve kimlerin daha basarili oldugu karsilastirilabilir. Ayni
sekilde bir aligveris sitesinde iirlinlerin fiyatlarina gore
siralanmasi da siralama bagintisina 6rnektir. Burada {iriinler
“daha ucuz olma” veya “daha pahali olma” iligkisine gore
diizenlenir ve bdylece bir siralama elde edilir. Bu tiir iligkiler,
elemanlar arasinda karsilastirma yapmaya imkan verdigi igin
matematikte siralama bagintist olarak adlandirilir.
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Siralama  teorisi, siralama  hakkindaki  sezgisel
inanglarimizi  arastirmak i¢in ikili iligkiler kullanan bir
matematik dali olarak tanimlanabilir. Bu noktada, siralama
teorisi, "bu, sundan daha kiictiktiir" veya "bu, sundan 6nce gelir"
gibi ifadeler acisindan siralama kavramini tanimlamak ig¢in
bicimsel bir gerceve saglayabilir (Vishwanath, 2011).

Siralama bagmtilarina dayali siralama kavrami, gilinliik
hayatta alisitk olunan dogrusal siralama anlayisindan farkl
yapilar igerebilmektedir. Ozellikle elemanlarin birbirleriyle
karsilastirilabilir ya da karsilastirilamaz olmasi, kiimelerin sonlu
veya sonsuz Ozellik gostermesi, elemanlar arasindaki biiytikliik-
kiiciikliik iligkilerinin gesitliligi ve ilk bakista iliskisiz goriinen
nesnelerin belirli Olciitlere gore siralanabilmesi gibi durumlar,
soyut matematik 6greniminde Ogrenciler tarafindan kavranmasi
gic konular arasinda yer almaktadir. Ayrica maksimum,
minimum, maksimal eleman, minimal eleman, supremum ve
infimum gibi siralama teorisinin ileri diizey kavramlar1 da
ogrencilerin zihninde somut bir sekilde yapilandirilmasi zor olan
matematiksel kavramlar olarak One c¢ikmaktadir. (Akdemir,
2016)

Baginti ve fonksiyonlar her ne kadar ilkdgretim
miifredatinin ilk kademesinde kendi adlariyla yer almasalar da
matematik dersinin ic¢inde baska bashklar altinda siklikla
karsimiza c¢ikmaktadirlar. Ozellikle &riintii ve iliskiler konusu
pek ¢ok fonksiyon kavramini biinyesinde tasir (Polat ve
Sahiner, 2007)

Fonksiyonlar sadece bir matematik konusu gibi
goriinmesine ragmen gilinlilk hayatta bir ¢cok alanda farkinda
olmadan kullanilir. Vinner ‘e goére (1983), 6grenci fonksiyon
konusunu matematik dersinin disina ¢ikaramiyorsa, bu onun
konu iizerinde hakim olmadigini gosterir. Ogrencilerin diger
matematiksel konular1 anlamalar1 ve konular arasi iliskileri
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kurmalar1 i¢in fonksiyon olduk¢a 6nemlidir. Fonksiyon konusu,
tanim kiimesi, gorlintii kiimesi, bagmti gibi bir¢ok kavrami
tanimlama, doniisim yapma, modelleme gibi bir¢ok beceriyi
icerir. (Polat ve Sahiner, 2007)

Fonksiyonlarda temel sart, tanim kiimesindeki her
elemanin goriintii kiimesinde yalnizca bir tek elemana karsilik
gelmesidir. Buna karsilik bagintilarda boyle bir zorunluluk
yoktur. Bir eleman birden fazla elemana karsilik gelebilecegi
gibi, hicbir elemana da karsilik gelmeyebilir. Bu durum
bagintilara daha esnek bir yapi kazandirirken, fonksiyonlari
daha diizenli ve kesin hale getirir.

Davidenko (1999), ortadgretim ve yiiksekdgretim
diizeylerinde fonksiyon kavramimin Ogretimine genellikle
fonksiyon taniminin verilmesiyle baslandigini ve ardindan tanim
kiimesindeki her elemanin yalnizca bir goriintiiye sahip oldugu
ozelliginin vurgulandigini belirtmektedir. Ancak arastirmaci,
fonksiyon kavramimin &grenciler tarafindan daha anlamh
bicimde oOgrenilebilmesi igin Ogretim siirecinde giinlik
yasamdan  Orneklerin  kullanilmasinin  gerekli  oldugunu
savunmaktadir.

Fonksiyon kavramina yonelik arastirmalar uzun bir
gecmise sahip olmasina ragmen, bu kavram 6grenciler i¢in halen
onemli bir Ogrenme giicliigli alam1 olarak varligim
stirdirmektedir. Fonksiyonel iliskinin fonksiyon kavraminin
oncili niteliginde olmasi, fonksiyon diislincesinin gelisiminin
ortadgretimde baslayan bir siire¢ olarak degil, okul Oncesi
donemden itibaren desteklenmesi gereken uzun vadeli bir
O0grenme siireci olarak ele alinmasini gerekli kilmaktadir. Erken
basamaklarda Oriintii kavrami ile kazandirilan iliski bilgisi,
degisken kavraminin da kazanimindan sonra fonksiyon konusu
ile soyut kimlik bulur.
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Willoughby’ye (1999) gore, 0Ogrencilerin fonksiyon
kavramini anlamada zorlanmalarinin dnemli nedenlerinden biri,
kavramin ani bir sekilde ve yiiksek diizeyde soyut igerikle
Ogretilmesidir. Buna karsilik, kavramin somut temeller {izerine
insa edilerek zamanla soyutlastirilmasi, o6grencilerin erken
yaslardan  itibaren  fonksiyonel  diisiinme  becerilerini
gelistirmelerine katki saglayabilir.

1.2. Bagmti  ve Fonksiyonlara Dair Ogrenci
Yamlgilan

Ogrencilerin baginti kavramini anlamakta
zorlanmalarmin temel nedenleri arasinda, kavramin soyut yapisi,
onceki oOgrenmelerin etkisi ve 6gretim siirecinde kullanilan
yontemler yer almaktadir. Ozellikle islemsel 6grenmenin baskin
olmasi, O0grencilerin matematiksel iligkileri anlamlandirmasin
zorlagtirmaktadir. Ayrica bagmti  kavramiin  genellikle
sembolik diizeyde sunulmasi ve giinliik yasamla yeterince
iliskilendirilmemesi ~ de  Ogrenme  silirecini  olumsuz
etkilemektedir. Bagmtilar ile ilgili sik goriilen bazi 6grenci
yanilgilari su sekilde siralanabilir:

1.2.1. Esitlik Kavraminin Islemsel Algilanmasi

Ogrencilerin esitlik ifadesini cogunlukla bir islem sonucu
olarak algiladigi, iki matematiksel ifade arasindaki iligkiyi
temsil ettigini géz ardi ettigi belirlenmistir. Bu durum, baginti
kavramimin temelinde yer alan iligskisel yapinin anlagilmasini
giiclestirmektedir.

1.2.2. Denklik Bagintilarinin Yiizeysel Ogrenilmesi

Denklik bagmtilarinin 6zellikleri olan yansima, simetri
ve geciskenlik, 6grenciler tarafindan ¢ogunlukla ezberlenmekte;
ancak bu Ozelliklerin  farkli  matematiksel durumlara
uygulanmasinda giicliik yasanmaktadir. Bu durum, kavramsal
O0grenmenin yeterince ger¢eklesmedigini gostermektedir.
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1.2.3. Baginti ve Fonksiyon Kavramlarinin
Karnistirilmasi

Ogrencilerin 6nemli bir kismi, baginti ve fonksiyon
kavramlarin1 birbirinden ayirt etmekte zorlanmaktadir. Ozellikle
her fonksiyonun bir baginti oldugu bilgisine sahip olan
Ogrenciler, her bagintinin fonksiyon olmadigr gercegini
kavramakta gucluk cekmektedir. Ogrencilerin  fonksiyon
kavramini daha baskin ve tamidik bir yapi olarak gdérmesi,
bagint1 kavraminin daha genel olan yapisini géz ardi etmelerine
neden olmaktadir.

1.2.4. Temsiller Arasi Gecis Problemleri

Bagintilarin farkli temsilleri (tablo, grafik, sembolik
ifade) arasinda gecis yapma konusunda 6grencilerin zorlandigi
goriilmektedir. Bu durum, kavramin biitiinciil bir sekilde
Ogrenilmesini engellemektedir.

Matematik egitimi alanindaki aragtirmalar, dgrencilerin
cogunun fonksiyon kavramini islemsel diizeyde ele aldigim
gostermektedir. Dubinsky ve Harel'e (1992) gore Ogrenciler,
verilen bir fonksiyon igin gorinti bulma islemlerini
gerceklestirebilseler de fonksiyonu, her girdiyi belirli bir kurala
bagl olarak tek bir ¢iktiyla iligkilendiren matematiksel bir nesne
olarak anlamlandirmakta giicliik cekmektedirler.

Bagmnti ve fonksiyon kavramlarmin karistirilmas: da
literatiirde sik¢a vurgulanan bir diger onemli sorundur. Bu
karigiklik, Ogrencilerin matematiksel kavramlar arasindaki
hiyerarsik iliskileri yeterince kavrayamadigini gostermektedir.
Ozellikle fonksiyon kavraminin daha sik kullanilmasi, baginti
kavraminin geri planda kalmasina ve daha genel bir yap1 olarak
yeterince anlasilmamasia yol agmaktadir. Her fonksiyon bir
bagintidir; ancak her bagintt bir fonksiyon degildir.
Fonksiyonlar, bagintilarin belirli kurallara baglanmis ve
sinirlandirilmis halidir. Bu nedenle fonksiyon kavrami, baginti
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kavraminin bir alt kiimesi olarak ele alinir. Baginti ile fonksiyon
arasindaki en temel farklardan biri de bu tek degerli olma
sartidir. Bagintilar ¢coklu ve belirsiz eslesmelere izin verirken,
fonksiyonlar her girdiyi yalnizca bir ¢iktiya indirger. Ayrica
bagintilarda tanim kiimesindeki bazi elemanlar iliski disinda
kalabilirken, fonksiyonlarda her elemanin mutlaka bir karsilig
bulunmak zorundadir.

Fonksiyonlar bu diizenli yapilar1 sayesinde matematikte
giicli bir ara¢ olmasina ragmen, bazi durumlarda yetersiz
kalmaktadir. Ozellikle gercek hayatta karsilasilan ¢oklu
sonuclarin bulundugu iliskiler fonksiyonlarla tam olarak ifade
edilemez. Ornegin bir dgrencinin birden fazla ders alabilmesi,
bir kisinin bir¢ok kisiyi takip edebilmesi veya bir olayin birden
fazla sonucu dogurabilmesi gibi durumlar fonksiyon tanimina
uymaz.

Bunun yami sira belirsizlik igeren sistemlerde de
fonksiyonlar sinirli kalir. Hava olaylarinin bdlgeden bolgeye
degismesi, bir ilacin etkisinin kisiden kisiye farklilik gostermesi
veya bir problemin birden fazla ¢oziimiiniin bulunmasi gibi
durumlar tek degerli bir yapiyla aciklanamaz. Fonksiyonlar bu
cesitliligi tek bir degere indirgedigi i¢in gercek hayatin bazi
karmasik iliskilerini modellemede yetersiz kalir.

Sonu¢ olarak bagimntilar, matematikte en genel iliski
yapisini olustururken; fonksiyonlar bu yapinin diizenlenmis ve
sinirlandirilmig  6zel bir tiiriinii temsil eder. Fonksiyonlar
kesinlik ve diizen saglarken, bagintilar daha esnek ve ¢ok yonlii
iligkilerin modellenmesine olanak tanir.
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2. TARTISMA

Fonksiyon kavrami ve &grenci algilart ile ilgili fazlaca
calisma yapiliyor olmasina ragmen, bagmtilar ile ilgili
caligmalarin literatiirde olduk¢a az oldugu goriilmektedir.

Bagimti  ve  fonksiyon  konularindaki  6grenme
giicliiklerinin 6grencilerin matematige yonelik tutumlari, benlik
duygulari ve kullanilan 6gretim yontemleriyle iligkisini aragtiran
Dikici ve Isleyen (2003), 9. smf &grencileriyle
gerceklestirdikleri calismada bu degiskenler arasinda anlamli bir
iligki tespit etmislerdir. Calisma bulgulari, 6zellikle 6gretmenin
kullandigr  6gretim  yaklasimi ile iletisim becerilerinin,
Ogrencilerin yasadigi 6grenme giicliikklerini etkileyen oOnemli
faktorler arasinda yer aldigin1 gostermektedir.

Polat ve Sahiner (2007), bir {iniversitenin sinif
ogretmenligi boliimiindeki birinci smif 6grencileri ile yaptiklar
calismada, 6grencilerin baginti ve fonksiyon kavramlari ile ilgili
yaptiklar1 yaygin hatalar1 ortaya c¢ikarmaya calismislar, bu
hatalar  giderilebilir ~mi?”sorusuna cevap aramislardir. Bu
amagla, oncelikle baginti, 6zellikleri, baginti-fonksiyon iliskisi,
fonksiyon tamimi ve g¢esitleri ile ilgili hatalar tesbit edilmis;
sonraki asamada bu kavram yanilgilarn dikkate alinarak
hazirlanan dersin ve uygulanan metodun ne kadar etkili oldugu
arastirilmistir. {1k asamada &grencilerin ¢ogunlukla fonksiyonun
tanimimi  kullanmak yerine semayla gosterme egiliminde
olduklarini gdzlemlemislerdir. Ikinci calisma sonunda ise
ogrencilerin sahip olduklar1 kavram yanilgilarinin biiyiik dl¢tide
azaldig1 gorilmiistir.

Aydin ve Kogce (2008), matematik 6gretmen adaylarinin
denklem ve fonksiyon kavramlari arasinda nasil bir iligkinin
olduguna dair goriislerini belirlemek amaciyla son smif
Ogretmen adaylarina uyguladiklari formun analizinde, 6gretmen
adaylarinin fonksiyon ve denklem kavramlari arasinda iligki
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kuramadiklari,  iliskilendiremedikleri,  hatta  c¢ogunlujla
fonksiyonlart denklemlerin bir alt kiimesi olarak goriildiigiinii
tespit etmislerdir.

Kabael ve Tamigh (2010), literatlire dayanarak, cebirsel
diisiinme siirecinde Oriintii ve fonksiyon kavramlari arasindaki
iliski ve bunlarin Ogretim stratejileri arastirllmis ve bu
arastirmadan elde edilen sonuglar arastirmacilarin Onerileriyle
desteklenerek sunulmustur.

Bagintt  konusunun  Ggretiminde  farkli  Ogretim
yaklagimlarmin etkililigini inceleyen Yavuz ve Kepgeoglu
(2011), 9. simf diizeyindeki 80 Ogrenciyle gerceklestirdikleri
calismada baglam temelli 6gretim ile geleneksel Ogretim
yontemlerini  karsilagtirmiglardir. Deney grubunda baglam
temelli, kontrol grubunda ise geleneksel 6gretim uygulanmis;
sireg sonunda  Ogrencilere “Baginti  Ogrenme  Testi”
uygulanmigtir. Arastirma sonuglari, baglam temelli 6gretim
yaklagiminin  6grencilerin  bagintt konusundaki basarilarim
artirmada geleneksel Ogretime gore daha etkili oldugunu
gostermistir.

Kar, Ciltas ve Isik (2011), 6grencilerin matematikte
siklikla karsilastiklart “fonksiyon”, “bire-bir fonksiyon”, “drten
fonksiyon”, “bagint1”, “denklik sinifi”, “kartezyen carpim
kiimesi” ve “alt cisim” kavramlarma iliskin 6grenme
giicliiklerini ortaya koymay1 amaglamiglardir. Arastirmanin
orneklemini,  Egitim  Fakiiltesi  [lkogretim  Matematik
Ogretmenligi Programi’nin ikinci smifinda 6grenim géren 166
ogrenci olugturmustur. Elde edilen verilerin analizi sonucunda
ogrencilerin s6z konusu kavramlari tanimlama, bu kavramlara
iliskin ac¢iklamalarin1 matematiksel dil kullanarak ifade etme ve
kavramlar arasindaki farkliliklar1 ayirt etme konusunda ¢esitli
giicliikler yasadiklar1 belirlenmistir. Ayrica 6grencilerin islemsel
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bilgi diizeylerinin, kavramsal bilgi diizeylerine kiyasla daha
gelismis oldugu tespit edilmistir.

Akdemir (2016), ilkdgretim matematik Ogretmeni
adaylarinin siralama kavramina yonelik sezgisel (informal)
bilgilerinin formal matematiksel bilgiye doniisiim siirecinde
yasadiklar1 zorluklart arastirmistir. Calismada ayrica adaylarin
siralama  kavrammi siralama  bagintilariyla  iliskilendirme
diizeyleri ile siralama bagintilar1 kapsaminda yer alan ileri diizey
kavramlara yonelik 6grenme giigliikleri incelenmistir.

Matematik 6gretmeni adaylarmin fonksiyon, bagint1 ve
islem kavramlarina yonelik biligsel yapilarini arastiran Gokbas
(2016), bu kavramlar arasindaki karsilikli iliskilendirme
diizeylerinin diisiik oldugunu ortaya koymustur. Arastirmada en
yiiksek iligkilendirme frekans1 “baginti-fonksiyon”, en diisiik
iligkilendirme frekansi ise “islem-bagint1” kavramlar1 arasinda
belirlenmistir. Bulgular, fonksiyon ve islem kavramlarinin
bagint1 kavramiyla olan teorik baglantilarinin 6gretmen adaylari
tarafindan yeterince kurulamadigini gostermistir. Bunun yerine
adaylar, temel kavramlari birbirleriyle iliskilendirmekten cok,
her bir kavrami kendi alt kategorileri c¢ercevesinde
degerlendirmislerdir.

Akdemir ve Akdemir (2025)’in ¢alismasinda, matematik
Ogretmenligi 1. siniflarda grenim goren dgretmen adaylarmin
siralama  kavramimi  siralama  bagmtisiyla  iliskilendirme
duzeyleri Tall ve Vinner (1981) ‘in kavram imgesi ve kavram
tanim1 teorik perspektifi goéz Oniine alinarak yorumsal ve
aciklayici tarzda sunulmaya calisilmistir. Elde edilen veriler,
O0gretmen adaylarinin siralama kavramina matematiksel agidan
saglam ve ¢ok yonlii bir perspektif ile bakabilmeleri i¢in dikkat
edilmesi gereken hususlar1 ortaya ¢ikarmistir.
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3. SONUC VE ONERILER

Literatiirde elde edilen bulgular, baginti kavraminin
matematiksel diisiinmenin gelisiminde 6nemli bir rol oynadigini,
ancak  Ogretim  siirecinde  yeterince  vurgulanmadigini
gostermektedir. Ogrencilerin  kavrami  ¢ogunlukla islemsel
diizeyde ele almasi, iliskisel yapinin géz ardi edilmesine neden
olmaktadir.

Bagiti kavraminin 6grenciler tarafindan anlagilmasinin,
matematiksel diisiinmenin gelisimi agisindan kritik bir dneme
sahip oldugu goriilmektedir. Ancak mevcut bulgular,
Ogrencilerin  bu kavrami ¢ogunlukla ylizeysel diizeyde
ogrendigini ve kavramsal derinlige ulasmakta zorlandigini
ortaya koymaktadir. Ozellikle esitlik kavrammin islemsel bir
bakis acisiyla ele alinmasi, bagintt kavramimin iliskisel
dogasinin gdz ardi edilmesine neden olmaktadir.

Ayrica, bagint1 kavramina yonelik dogrudan ¢alismalarin
simnirlt olmasi, bu alanin matematik egitimi aragtirmalari
acisindan gelisime acik oldugunu gostermektedir. Mevcut
calismalarin biiyiik bir kismi, bagintt kavramini dolayli olarak
ele almakta ve daha cok esitlik ya da cebirsel diisiinme
baglaminda incelemektedir. Elde edilen bulgular 1s18inda,
ilkdgretim  ve  ortadgretim matematik  dersi  Ogretim
programlarinda yer alan Oriintii ve fonksiyon kazanimlarinin,
cagdas  Ogretim  yaklasimlar1  dogrultusunda  yeniden
yapilandirilmast gerekmektedir. Bunun yaninda, dgretmenlerin
bu yaklasimlar1 Ggretim siireclerine etkili bir sekilde
yansitabilmeleri i¢in hizmet i¢i mesleki gelisim c¢alismalarinin
desteklenmesi biiylik 6nem tagimaktadir.

Bu kapsamda su Oneriler sunulabilir: Baginti kavrami
Ogretim programlarinda daha agik bir sekilde ele alinmalidir.
Ogrencilerin  kavrami farkli baglamlarda kullanabilmelerine
olanak taninmalidir. Coklu temsil ve iligkisel diistinmeye dayali
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etkinlikler artirilmalidir. Kavram yanilgilarini ortaya ¢ikaran
Ogretim  yontemleri  kullanilmalidir.  Soyut  kavramlarin
Ogretiminde somut Ornekler ve giinlilkk yasam baglantilar
arttirilmalidir.

Gelecek caligmalarda, baginti kavramimin o6gretimine
yonelik uygulamali arastirmalara daha fazla yer verilmesi,
literatiirdeki  onemli bir boslugun doldurulmasina katki
saglayacaktir.
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