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INTEGRAL VE DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER: KURAMSAL TEMELLER VE
COZUM YAKLASIMLARI

Alaattin AKYAR!?
Oya MERT COSKUN2

1. GIRIS

Bilindigi tiizere birgok fiziksel problem ve gunlik
hayattaki problemler tiirev kullanilarak matematiksel olarak
modellenebilir. Bu anlamda diferansiyel denklemlerin ortaya
ctkmasi, kullanimi ve ¢oOziimii matematigin 6nemli bir alani
haline gelmistir. Matematiksel olarak kesin tanimi disinda, daha
sezgisel bir ifadeyle diferansiyel denklem; bir veya birden fazla
tirev araciligiyla tanimlanan fonksiyonlar arasindaki iliskileri
ifade eden bir denklemdir. Tipik olarak bilimsel bir teori, bazi
fiziksel siliregleri tanimlayan veya yoneten bir diferansiyel
denklem {iretir. Uygulamali bilimlerde, diferansiyel denklemde
kullanilan fonksiyonlar genellikle fiziksel nicelikleri, tiirev/ler ise
bu nicelikler arasindaki degisimi temsil ederken ve diferansiyel
denklem de bu ikisi arasindaki iliskiyi temsil eder. Benzer bir
durum integral denklemler icin de gecerlidir. Dolayisiyla gerek
diferansiyel denklemler olsun gerekse de integral denklemler
olsun ylizyillardir giinliik hayatta karsilagilan problemi anlama,

L Dr, Diizce Universitesi Diizce MYO, alaattinakyar@duzce.edu.tr, 0000-0003-
4759-8313.
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modelleme ve ¢6zme imkan1 vermeleri agisindan oldukga
onemlidirler.

J. Fourier (1768-1830) integral denklemler teorisinin
baslaticis1 olarak kabul edilmektedir. Italyan matematik¢i Abel,
1823 yilinda ilk olarak, fiziksel bir problem olan, Unli
Tautochrone problemi ile baglantili bir integral denklemi
Uretmistir. Tautochrone problemi, herhangi bir yere yerlestirilen
bir boncugun ayni siirede asagiya diisebilecegi egrisel bir yolun
bulunmas1 problemidir. Egri ilk kez Huygens tarafindan
Horologium Oscillatorium'da (1673) kesfedilen ve yayinlanan bir
sikloiddir. 1837 yilinda ise Liouville’nin, ikinci mertebeden bir
lineer diferansiyel denklemin &zel bir ¢6zumuni belirlemesi,
giintimiizde ikinci tiir integral denklem olarak adlandirilan, farkli
bir metot olarak bir integral denklemin c¢o6zllmesiyle
gerceklestirilebilecegini ortaya koydu. Daha sonraki donemlerde
Volterra, Fredholm ve Hilbert gibi bilim adamlarinin katkilartyla
Integral Denklem Teorisine olan ilgi artarak devam etmistir. Bu
alandaki, hizla ¢ogalan aragtirmalar ve yapilan sayisiz uygulama
Integral denklem teorisinin diger Matematiksel disiplinler
arasinda yer almasini saglamistir. Bu tlr denklemler uygulamali
matematigin ve bilimlerin bir¢ok uygulamasinda dogal olarak
ortaya cikmakta ve ilgili problemlerin ¢oziimlerinde etkili bir
matematiksel ara¢ olarak kullamlmaktadir. Integral denklemler
jeofizik, elektrik ve manyetizma, gazlarin kinetik teorisi,
rejenerasyon teorisi, kuantum fizigi, radyasyon yayilimi,
optimizasyon, cekme ve basma gerilmesi, matematiksel ekonomi,
optimal kontrol sistemleri vb. gibi alanlarda giderek daha fazla
kullanilmaktadir.

2. ONCU KAVRAMLAR VE TANIMLAR

Fonksiyonel = denklemler  konusu  uzun  yillar
matematikgilerin dikkatinde 6nemli bir yer tutmustur. Belirli bir
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donemden sonra ise, bu dikkat agirlikli olarak belirli bir tor
fonksiyonel denklemlere yonelmistir. Fonksiyonel kavrami
Aristotle D. Michal (1899-1953) tarafindan tanimlanmis olup;
sonlu sayida sayisal degiskenin bir fonksiyon kavramina
genellestirilmesidir. Fonksiyonel denklemler ise, bir veya daha
fazla fonksiyonun bilinmeyen olarak igerisinde bulundugu
denklemlerdir. Bu anlamda diferansiyel ve integral denklemler
fonksiyonel denklemlerdir.

Tanim 2.1 Bir integral denklem, bilinmeyen fonksiyonun
bir veya daha fazla integral isaretinin altinda bulundugu bir
fonksiyonel denklemdir (Formal olamayan bir tanim).

En sik kullanilan integral denklemler Fredholm ve
Volterra integral denklemler olmak iizere baslica iki ana sinifa
ayrilir. Ayrica bunlar da diferansiyel denklemlerde oldugu gibi,
homojen veya homojen olmayan ve ardindan da lineer ve lineer
olmayan olarak alt siniflara ayirmamiz gerekir. Ancak pratik
uygulamalarda, Singller (Tekil) ve Integro integral denklemler
olmak tlizere farkli tiirlerle de karsilasilmaktadir. Biitiin
verilenlere gore, integral denklemler o&zellikle tir olarak
Fredholm integral denklemler, Volterra integral denklemler,
Integro integral denklemler ve Singiiler integral denklemler
olmak (zere dort ana baslik altinda incelenebilir (Rahman, 2007;
Smithies, 1958).

Integralin sinirlar1 sabitse, integral denkleme Fredholm
integral denklemi denir. Bir sinir degigskense, bu denkeleme de
Volterra integral denklemi denir (Volterra, 1932). Bilinmeyen
fonksiyon sadece integral isaretinin altindaysa, denklemin
"birinci tiir" oldugu sdylenir. Fonksiyon hem igeride hem disarida
ise, denklem "ikinci tiir" olarak adlandirilir.

En genel anlamda bir integral denklem, g(x) ve h(x) ler
integral sinirlari, A sifir olmayan kompleks bir parametre, K (x, t)
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cekirdek olarak adlandirilan iki degiskenli bir fonksiyon olmak
uzere, bilinmeyen fonksiyonu u(x) e bagh integral denklem

u(x) = F) + A [ ) K (x, u(t)de (1)

seklindedir. Verilen tanimdan da anlasilacag tizere (1)
numarali denklemde integral sinirlarinin her ikisi de birer sabit
say1 ise, bu denklemlere Fredholm integral denklemler; integral
siirlarindan biri degiskense bu denklemlere de Volterra integral
denklemi denir. Sirasiyla bu denklemler genel anlamda

u(x) = f() + A [, K(x, Out)de ()

u(x) = f(x) + A [ K(x, Hu()dt (3)

seklindedir. Ayrica, bilinmeyen fonksiyonu u(x) sadece
integral isaretinin altinda bulunuyorsa bu tir integral
denklemlerine birinci (veya 1.) tip integral denklemleri denir.
Daha 0zel olarak, integral denklemin Fredholm veya Volterra
olmasi durumunda da I. tip Fredholm integral denklemi veya I.
tip Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. Eger
bilinmeyen fonksiyonu u(x) hem integral isaretinin altinda ve
hem de disinda bulunuyorsa bu tiir integral denklemlerine de
ikinci (veya IL.) tip integral denklemleri denir. Benzer sekilde
integral denklemin Fredholm veya Volterra olmast durumuna
gore de daha ozellikli olarak II. tip Fredholm integral denklemi
veya Il. tip Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. Ote
yandan ¢(x), f(x) ve K(x,t) fonksiyonlar: bilinmeyene bagh

fonksiyonlar olmak Uzere
h(x)

pu(x) = () + [, K, Du)dt (4)

seklindeki integral denklemlere ise III. tip integral
denklemler denir. 1. ve 1l. tip integral denklemlerin 111. tip integral
denklemlerin birer 6zel hali oldugu agiktir.
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(1) ile verilen genel bir integral denklemde, eger f(x) =
0 ise integral denkleme homojen integral denklem denir (Kanwal,
1971). Integral denklemler u(x) fonksiyonunun homojen olup
olmamasina gore de siniflandirilabilir. Béyle bir siniflandirma
ancak I1. tipindeki integral denklemler icin gegerlidir. Ote yandan
homojen olmayan integral denklemler icin u(x) = 0 olan ve
trivial (agik) ¢6ziim olarak adlandirilan bir ¢6ziimii vardir.

Eger bir integral denklemde, bilinmeyen u(x)
fonksiyonunun hem tlrevi ve hem de integrali mevcutsa bu
integral denkleme integro integral denklem denir (Makroglou,
1980). Integral denklemin Fredholm veya Volterra olmasi
durumuna gore de daha 0zellikli olarak Fredholm integro integral
denklem veya Volterra integro integral denklem olarak
isimlendirilir. Bu denklemler sirasiyla asagidaki gibi genel olarak
verilebilir:

uh(x) = () + 4 [, K(x, Hu(t)dt (5)
u™(x) = f(x) + 4[] K(x, Hu(t)d. (6)

(3) ile verilen Volterra integral denkleminde wu(x)
fonksiyonunun lineer olmasi durumunda integral denklem lineer
integral denklemdir. Bagka bir ifadeyle

u(x) = f(x) + 4[] K, our(t)dt ,n=12,.. (7)

integral denkleminde n = 1 ise integral denklem lineer
integral denklem, degil ise (yani n > 2ise) lineer olmayan
integral denklem olarak adlandirilir (Kanwal, 1971).

ftalyan matematik¢i ve fizik¢i Vito Volterra (1860-1940),
1887 tarihinde, integral denklem teorisinin gelismesine dnciiliik
eden bir dizi makale yaymlamistir. isvecli matematikci Erik Ivar
Fredholm (1866-1927) ise, 1903 yilinda yayinlanan bir
makalesinde kendi adiyla anilan Fredholm integral denklemini
tanitan ilk kisi olmustur.
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Eger I. tip veya Il. tip bir Volterra integral denkleminde
integral sinirlarindan birinin veya ikisinin birden sonsuz olmasi
durumunda integral denkleme Singuler integral denklem denir
(Lovitt, 1950). Baska bir ifadeyle, verilen integral denklem, eger
K(x,t) ¢ekirdegi, integrasyon araliginda bir veya daha fazla
bolgede sonsuz oluyorsa Singuler denklem olarak adlandirilir.
Ornegin,

f(x) :f%u(t)da 0<ax<l1
e

integral denklemi |. tip bir Volterra Singuler integral
denklemdir. Bu tiir integral denklemler, o6zellikle akiskanlar
mekanigi, biyomekanik ve elektromanyetik teori gibi alanlarda
yogun uygulamalari olan denklemlerdir (Gakhov, 1951; Gakhov,
1963; Junghanns & Silbermann, 1986; Pourgholi, Tahmasebi, &
Azimi, 2017; Zarnan, 2017).

Daha oOnce giris boliimiinde integral denklemlerle
diferansiyel denklemler arasinda yakin bir iligki oldugu ifade
edilmisti. Baslangi¢ kosullariyla verilen, degisken veya sabit
katsayili bir diferansiyel denklem, bir integral denkleme
doniistiiriilebildigi gibi, bir integral denklem de bir diferansiyel
denkleme doniistiiriilebilir. Bu durumda, bir integral denklem
baslangi¢ kosullar1 i¢in saglanan diferansiyel denklemin bir sinir
deger problemi olarak da goz oOniine alinabilir. Integral
denklemlerin, bir anlamda bazi1 bilim adamlarmin diferansiyel
denklemleri ¢ozemedigi on yedinci yiizyilin ortalarindan itibaren
ortaya ¢ikmaya basladigi da dikkate alinirsa, integral
denklemlerle diferansiyel denklemler arasinda dogal olarak var
olan iliski daha kolay olarak anlasilabilir. Burada bu durumu
orneklerle acalim.
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Ornek 1.1 y" —y = sinx,y(0) =0,y'(0) =0
baslangi¢c kosullar1 ile verilen diferansiyel denklemi Volterra
integral denkleme c¢evirelim.

Cozum: y"' (x) yerine u(x) alinirsa

= [y @ =y'@ -y
0

X

=y'(x)—y'(0) = fu(t)dt ;7'(0) =0=y'(x)

0
x

= fu(t)dt

0

Simdi her iki tarafin integrali alinirsa;
X X X
= fy’(x)dx = fju(t)dtdt
0 00
elde edilir. Bu asamada coklu integralleri tekli integrale

indirme operatoru, yani

X1 Xn-1

X
ff f u(x,)dx, dx,_q ...dx,
00

f(x —t)"u(t)dt

1)'

operatorii kullanilirsa yukaridaki son esitlikten

= y(0) — y(0) = j (x - O u()dt, y(0) =0

1)'
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ﬁﬂ@=f@—ﬂu@ﬂ
0

elde edilir. Buraya kadar sirasiyla

y"'(x) = ux)

X

y'(x) = fu(t)dt

0
ﬂw=fu—oumm
0

esitlikleri elde edilmistir. Elde edilen bu esitlikler verilen
diferansiyel denklemde yerine yazilirsa, diferansiyel denkleme
karsilik gelen Volterra integral denklem

u(x) = sinx + f(x —t)u(t)dt
0

olarak bulunmus olur.

Ornek 1.2
1 X
u(x) = sinx — Ef(x —t)?u(t)dt
0

Fredholm integral denklemini baslangi¢ deger problemine
doniistiiriiniiz.
C6zUm: Baslangig itibariyle verilen denklemin her iki

tarafinin tiirevi alinirsa;

!

u'(x) = cosx — % U(x —t)? u(t)dt]
0
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elde edilir. Bu asamada fox(x — t)?2u(t)dt integralinin
tdrevi, Leibnitz’in
d (B®
Ix F(x,y)dy = F[x,B(x)]B'(x) — Flx, a(x)]a’(x) +

o(x)

fﬁ(") Fxy) ,
y

() 0x

kurali temel alinarak hesaplanirsa

X

f(x —t)?2u(t)dt = (x)'(x — x)%*u(x) — 0. (x — 0)?u(0)

0

+2 j(x —tu(t)dt

f(x —t)?u(t)dt =2 f(x — u(t)dt
0 0

olarak bulunur. Buna gore,

!

u'(x) = cosx — % [2 f(x — t)u(t)dt]
0

= cosx — f(x —tu(t)dt
0

olur. Bu asamada integral isareti ortadan kalkana kadar
Leibnitz kurali temel alinarak tiirev alma islemine devam edilirse;

u'’(x) = —sinx — (x)'(x — x)u(x) — 0. (x — 0)u(0)dt

— f u(t)dt

0
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X
u''(x) = —sinx — fu(t)dt
0
elde edilir. Benzer mantikla
u'"'(x) = —cosx — u(x)
veya
u'""(x) + u(x) = —cosx

dir. Simdi x = 0 i¢in sinirlar bulunmalidir. Yani,

— o 1 [ 2 _
u(0) = sin0 — Ef(O —t)*u(t)dt =0
0

0
u'(0) = cos0 — f(O —tu(t)dt =1
0

0
u'’(0) = —sin0 — j u(t)dt =0
0

olur. Bltun bunlara gore verilen Fredholm integral
denklemine karsilik gelen baslangic deger problemi

u'" (x) + u(x) = —cosx,u(0) =0,u’'(0) =1,u”"(0) =0
dir.

Baslangic degeri ile verilen bir siradan diferansiyel
denklem, integre edilerek bir “‘integral denklem’’ olarak
yazilabilir. Bir Volterra integral denklem ise, x > a igin bir
baslangic degerli siradan diferansiyel denkleme esdegerdir.

Biitiin bunlara karsilik, sinir degeri ile verilen siradan diferansiyel
denklemler ise Fredholm integral denklemlerine genellenebilir.

Baz1 uygulama problemlerinin ¢oziimlerinde, integral
denklemler, diferansiyel denklemlere gére daha avantajli bir
matematiksel ara¢ olarak kullanilabilirler. Bunun en 6énemli

10
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nedeni, yukarida verilen 6rneklerden de kolaylikla goriilebilecegi
gibi, bir diferansiyel denklem igin baglangic veya sinir deger
problemlerini belirleyen tiim kosullarin genellikle tek bir integral
denklemde toplanmasi olabilir. Bir anlamda, tirev ile integralin
yer degistirmesi ile diferansiyel denklemin boyutu kuculr.
Ornegin, iki bagimsiz degiskenli bir diferansiyel denklem igin bir
sinir deger problemi, sadece bir degiskenli bir bilinmeyen
fonksiyonunu igeren integral denkleme doniisiir. Integral
denklemin, bu bilinmeyen fonksiyonu bulmak i¢in ¢oziildigiinii
bilmek 6nemlidir. Fiziksel veya pratik hayatla ilgili karmasik bir
problemin tek bir integral denklemle matematiksel olarak
modellenebilmesi aslinda baska bir¢ok agidan da oldukc¢a 6nemli
avantajlar saglayabilir. Bu avantajlardan bazilari, integrasyonun
bazi1 durumlarda, ilgili problemin yaklasik veya kesin ¢oziimleri
aranmast durumunda tiirevlenebilmeye karsilik daha kolay bir
matematiksel ara¢ olmasi olabilir.

Yapilan aragtirmalar, iilkemizde oldugu gibi Avrupa
ulkeleri de dahil olmak Uzere bircok ulkede gerek diferansiyel
gerekse de integral denklemlerin igeriginin ve ne amagladiginin
Ogrenciler tarafindan anlagilmasinda zorluklar yasandigini ortaya
koymaktadir. Ulkemizde lisans egitiminde bu dersleri alan
ogrenciler gerek kendi alanlarindaki gerekse de giinliikk hayat
problemlerini modelleyen bu denklemleri yorumlamakta ve bu
derslerin amaglarini kavramakta giicliik cekmektedirler. Benzer
olarak Avrupa tlkelerinde, 6grenciler tarafindan s6z konusu bu
dersler sadece transkript (not dokiimii)’te bulunmasi gereken
dersler olarak gorulmektedir. Bunun baslica nedenleri arasinda
egitim sisteminin yetersizligi ile egitim ortaminin ve dersi veren
egitimcilerin nitelik eksiklikleri yer almaktadir. Ayrica, kariyer
hedeflerini net olarak belirleyemeyen veya belirleyemeyen bir
ogrenci toplulugu da 6nemli bir etken olabilir.

Son donemlerde Bilgi teknolojisi alanindaki gelismeler,
sadece alanin kendisini degil, son derece dinamik bir siire¢ olarak,

11
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bilginin toplanmasi, depolanmasi, islenmesi, iletilmesi ve
nihayetinde de sunulmasinin getirdigi yeniliklerle beraber her
alanda verilen hizmetleri daha kolay anlasilabilir hale getirmistir.
Bu yeniliklerin etkileri genis anlamda egitimde, 6zel olarak da
matematik egitiminde olmustur. Gilinlimiizde bilgisayarlarin
egitim alanindaki farkli uygulamalariyla beraber, matematik
miifredati, matematik 6gretimi ve 6grenimi tizerindeki etkilerinin
inceleyen ve bu anlamda ¢ok farkli dneriler getiren cok sayida
calisma mevcuttur. Egitimde bilgisayar kullaniminin, yukarida
ifade edilen olumsuzluklar1 tamamen ortandan kaldirabilecek
sihirli bir etkisinin olmadigi veya olmayacagi aciktir. Matematik
egitim ve Ogretiminin, dogas1 geregi gerek kendi igerisinde
gerekse de farkl disiplinlerde karsilasilan karmagsik problemlere
¢Ozlim Uretmeyi amagladig1 bilinen bir gercektir. Bazi1 alanlarda
oldugu gibi, Diferansiyel veya Integral denklemler gibi alanlarda
karsilagilan denklemleri el yardimiyla ¢ozmek c¢ok emek ve
zaman harcanmasina neden olabilmektedir. Bu da sonug olarak,
bir butunlik igerisinde, denklem ve denklemin uygun ¢6zum
tekniginin belirlenebilmesi, ¢ozimunin yorumlanmasi, gorsel
olarak degerlendirilmesi i¢in yeterli zaman ayrilamamasi
demektir. Bitlin bunlara ilaveten, tek tiir denklemlere ve onlarin
¢oziim tekniklerinde birine, agirlikli olarak da cebirsel olana
yogunlagsmaya sebep olarak, sadece cebirsel Ogrenme ile
sonuglanmaktadir. Bu nedenle, 6grenciler icin integral veya
diferansiyel denklemler ve onlarin ¢oziimleri Transkript (not
dokimi) te gorinmesi gereken bir durum olmaktan ileri
gitmemektedir.  Bilgisayar destekli Ogretim  yonteminin
uygulanmasinin, bu olumsuzluklar1 ortadan kaldiracagi acgiktir.
Ciinkii giiniimiizde Bilgisayar kullanimi, el mahareti ile cebirsel
yontemlerle acik bir sekilde ¢oziilemeyen birgok uygulamali alan
probleminin saniyeler icerisinde ¢dzmekle beraber; 6grencilerin
problemlere kendi yaklagimlarini gelistirmelerine, grafiksel
diistinme yeteneklerini gelistirerek, bilgileri analiz edebilme ve
akil yiiriitebilme yetilerinin de gelismesine katki saglayacaktir.

12
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Sadece bir bagimsiz degiskeni olan bir diferansiyel
denkleme Adi Diferansiyel Denklem (ODE) denir ve igindeki
tim tlirevler o degiskene gore alinir. Cogu zaman, degisken
fiziksel bir nicelik olan zamandir (t ile gosterilir). Bilinmeyen
fonksiyonun iki veya daha fazla degiskene bagli oldugu
diferansiyel denklem, Kismi Diferansiyel Denklemler (PDE)
olarak adlandirilir. Adi diferansiyel denklemler, analitik ve
sayisal olmak tizere ¢esitli yontemlerle ¢oziilebilir. Diferansiyel
denklemlerin ¢dzimUnd bulmak icin bir¢cok analitik yontem
olmasma ragmen, analitik olarak c¢oziilemeyen c¢ok sayida
diferansiyel denklem vardir. Bu, ¢oziimiin sonlu sayida temel
fonksiyonun (polinomlar, Ustel, trigonometrik ve hiperbolik
fonksiyonlar) toplami olarak ifade edilemeyecegi anlamina gelir.
Basit diferansiyel denklemler igin kapali form ¢ozimleri bulmak
mimkunddr. Ancak uygulamalarda ortaya ¢ikan birgok
diferansiyel denklem o kadar karmasiktir ki, bazen ¢6ziim
formillerine sahip olmak pratik degildir veya en azindan bir
¢oziim formiilii mevcutsa, yalnizca sayisal bir Gauss kareleme
formiilii kullanilarak hesaplanabilen integraller igerebilir. Her iki
durumda da sayisal yontemler, ongoriilen baslangi¢c kosulu veya
kosullar altinda diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin gucli bir
alternatif ara¢ saglar.

Matematikte karsilasilan problemler, analitik veya sayisal
yontemler araciligiyla ¢ozlimlenebilir.  Ancak, ozellikle
uygulamali alanlarda ortaya ¢ikan problemlerin O6nemli bir
kisminin analitik ¢6ziimii bulunmamaktadir. Analitik ¢6ziimiin
elde edilemedigi veya elde edilmesinin gii¢ oldugu durumlarda,
sayisal yontemler etkili bir alternatif olarak kullanilmaktadir.
Sayisal ¢Oziim yontemlerinin basarisi, problemi tanimlayan
denklemin 6zelliklerine ve se¢ilen yontemin yapisina bagli olarak
degiskenlik gosterebilir. Baz1 sayisal yontemler, digerlerine
kiyasla daha yiiksek dogrulukta veya daha hizli yakinsama
saglayabilir.  Analitik yontemler, genellikle denklemin
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¢Oziimiiniin cebirsel ifadeler yoluyla elde edilmesine dayanir ve
¢ogu durumda kesin sonuglar verir. Buna karsilik, sayisal
yontemler, analitik ¢6ziimiin mevcut olmadigi veya pratik olarak
uygulanamadigr durumlarda, bilgisayar tabanli hesaplama
teknikleriyle yaklasik ¢6ziimler sunar. Dolayisiyla, analitik
¢Oziim mevcut oldugunda, bu ¢oziim kesinligi nedeniyle tercih
edilir.

Fizik, matematik, miihendislik, tip ve bilim-teknolojinin
birgok alaninda hem teorik hem de pratik diizeyde kapsaml
olarak incelenen diferansiyel denklemler; analitik yaklagim,
sayisal (niimerik) ¢6ziim ve nitel (grafiksel) yontem olmak iizere
tic farkli yaklasimla ¢oziilebilir. Analitik yaklagimin amaci,
diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinii; degiskenlerin herhangi
bir degeri icin dogru sekilde hesaplanabilen matematiksel
fonksiyonlar bigiminde ifade etmektir. Bilindigi tlizere genel
¢ozlimiin en onemli 6zelligi, sahip olduklar1 sabitten bagimsiz
olarak ait olduklar1 denklemi saglamaktir. Bununla birlikte,
analitik yaklagimin uygulanabilecegi integral tipleri sinirlidir.
Analitik yaklagimla ¢oziilebilen denklemlerin genel ¢éziimleri,
bilinmeyene bagli acik bir fonksiyon olarak elde edilir. Eger bir
diferansiyel denklemin genel ¢oziimii agik bir fonksiyon olarak
elde edilemiyorsa Sayisal (Niimerik) ¢oziim tatbik edilir
(Muftahov, Tynda, & Sidorov, 2017; Préssdorf & Silbermann,
1991; Rahman, 2007; Zhong, Wei, & Long, 2017). Sayisal
¢Ozim, bir diferansiyel denklemin verilen bir noktadan gegen bir
0zel ¢coziimiinii yaklagik olarak, yani genel ¢oziimiin s6z konusu
noktay1 saglayan 6zel durumu i¢in hesaplanmasina imkéan verir.
Analitik ¢6zlimiin aksine, sayisal yontem verilen diferansiyel
denklemin tipine bagl degildir. Temelde grafik gosterimi, veri
kiimelerini net bir sekilde gorsellestirmek ve basitlestirmek i¢in
ilgili noktalar1 birlestiren ¢izelgelerin kullanimini ifade eder.
Temsili grafikler, genel egilimi hizlica gosterebilir. Boylece,
gbzden kacabilecek veri noktalari arasindaki anormallikler ve
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iligkiler belirlenebilir; bu da veriye dayali daha dogru tahminler
ve kararlar alinmasina katki saglar. Kullanilan temsili grafik
tirleri, arastirtlan veri tiirline baglh olacaktir. Bu anlamda,
diferansiyel denklemler icin Nitel (Grafiksel) yaklasimin amaci,
denklemi analitik veya sayisal olarak c¢ozmeden ¢o6ziim
egrilerinin genel Ozellikleri ve nasil davrandiklar1 konusunda
bilgi sahibi olmaktir. Yukarida verilen bilgilerden de anlasilacagi
uzere, diferansiyel denklemleri ¢Ozebilmek igin Diferansiyel
denklemlerin 6zelinde evrensel bir yontem yoktur. Benzer bir
durum, aralarindaki yakin iliski nedeniyle integral denklemler
icin de gecerlidir.

Bu boéliimde yukarida Diferansiyel denklemlerin ¢oziim
yontemleri i¢in oldugu gibi, Integral denklemlerin ¢oziim
yontemleri igin de genel bilgiler verilecektir. Integral denklemleri
anlamak isteyenler icin, Integral denklemlerin ¢dziim
tekniklerinin gelisiminin ardindaki bilgi birikimini acik ve iyi
organize edilmis bir sekilde vermeye calismaktir. Bir integral
denklemin belirlenecek bilinmeyen u(x) fonksiyonunun bir veya
daha fazla integral isareti altinda bulundugu denklem olarak ifade
edilmisti. Bu anlamda herhangi bir turdeki bir integral denklemin
¢ozlimii, denklemi saglayan bilinmeyen u(x) fonksiyonunu
belirlemektir. Herhangi bir turdeki bir integral denklemin
¢oziminlin  analitik  tekniklerle  belirlenmesi  mimkin
olmayabilir. Bununla beraber, Integral denklemleri ¢dzmek igin
kullanilabilecek birgok c¢dziim metodu vardir. ki Snemli
geleneksel yontem Ardisik Yaklasim Metodu (The Method of
Successive Approximation) ve Ardisik Ikameler (Birbirinin
yerine Yyazilabilenler) Metodu (The Method of Successive
Substitutions) dir. Yakin zamanda gelistirilen, Adomian
Ayristirma Metodu (The Method of Adomian Decomposition)
(Adomian, 1994) ve Degistirilmis (f(x) fonksiyonun uygun
kosullarda Modifiye edilmesi) Ayristirma Metodu (The method
of Modified Decomposition), Lineer (dogrusal) olmaya integral
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denklemleri ¢6zmek i¢in bilim adamlar1 ve miihendisler arasinda
olduk¢a popiilerlik kazanmustir. Unlii bilim adami tanittig
Singuler (Tekil) integral denklemler ve Konvolisyon tipi
Volterra inegral denklemler, Laplace doniisim yo6ntemi
kullanilarak ~ kolayca  ¢oziilebilmektedir ~ (Jones, 1961,
Ladopoulos, 1987; Mikhlin, 1947). Son olarak, oldukca karmasik
mithendislik problemlerine karsilik gelen, dogrusal olamayan
integral denklemler de Sayisal (niimerik) yaklasim, integral
denklemi herhangi bir matris yontemiyle cozllebilen bir dizi
lineer cebirsel denklemle degistirmektedir (Capobianco &
Mastronardi, 1998; Maleknejad, Roodaki, & Almasieh, 2009;
Mikhlin, 1947; Muftahov, Tynda, & Sidorov, 2017). Her seyden
once, verilen bir Integral denklemin yukarida verilen klasik
yontemlerden hangisiyle ¢oziilebilecegine karar verebilmek i¢in,
oncelikle denklemin iyi kurgulanmis olmasi gerekir (Wazwaz,
2011). Bu durum ayni zamanda, integral denklemin bir tek
¢dziimii olmasi acisindan da oldukca 6nemlidir. yi kurgulanmis
bir denklem icin ¢6ziimiin varligi, benzersizligi ve kararlilig
kosullar gegerlidir. Bu kosullarin varligina dayali olarak ¢6ziim
yontemlerini integral denklem trlerine gore analiz edebiliriz.

Volterra integral denklemlerini ¢6zmek icin bir dizi
¢Ozlim metodu vardir. Bunlar sirasiyla;

(i) Ardisik Yaklasimlar Metodu (The Method of
Successive Approximations)

(i1) Laplace Doniisiim Metodu (The Method of Laplace
Transform)

(iii) Ardisik Ikameler Metodu (The Method of Successive
Substitutions)

(iv) The Method of Adomian Decomposition (Adomian
Ayrisimi Metodu)

(v) The Method of Series Solution (Seri C6ziim Metodu)
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Ayrica, birinci tiir Volterra Integral denklemler, her
zaman bir tek ¢6ziime sahip olduklarindan (ya da daha genel
anlamda 1iyi kurgulanmis olduklarindan) ikinci tiir Volterra
integral denklemlere kolayca déniistiiriilebilirler. Ikinci tiirden
Volterra Integral denklemler ise Picard’in Ardisik Yaklasimlar
Metodu (Picard's Process of Successive Approximations)
kullanilarak ¢oziilebilmektedir.

Fredholm Integral denklemler icin ise, var olan bir dizi
¢Oziim metodu soyledir:

() Ardisik Yaklagimlar Metodu (The Method of
Successive Approximations)

(i) Ardisik Tkameler Metodu (The Method of Successive
Substitutions)

(iii) Adomian Ayristirma Metodu (The Method of
Adomian Decomposition)

(iv) Dogrudan hesaplama yontemi (The method of direct
computational) (Cameron, 1981).

Belirli tiirdeki Fredholm Integral denklemleri ¢c6zmek icin
en etkili yontem, genellikle Dogrudan hesaplama yontemi
olmaktadir.

Bu boliimde, dogrusal olmayan integral denklemlerin
¢oziimlerine odaklanilacaktir. Bu tlr denklemlerin ¢6ziminde
onemli zorluklar ortaya c¢ikabilir. Bu zorluklarin en
onemlilerinden biri, genel olarak bu denklemler igin tek bir
¢Oziimiin bulunmamasidir. Bununla birlikte, gelistirilen bir¢cok
teknikle hepsi olmasa da belirli sartlar1 saglayan lineer olmayan
integral denklemlerin ¢6ziimleri bulunabilmektedir. Literatirde
bu amag ic¢in gelistirilen ¢ok sayida yontem olmakla beraber,
bunlar icerisinde en iyi bilinenler Adomian Ayristirma Metodu ve
Degistirilmis Ayristrma Metodu (The method of Modified
Decomposition) olarak verilebilir.
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3. SONUC

Bu c¢alismada, integral denklemler ile diferansiyel
denklemler arasindaki dogal iliski incelenmis ve ¢6ziim
yontemleri gozden gecirilmistir. S0z konusu yontemlerin
kendilerine 6zgii zorluklar: ile bu zorluklarin, her bir denklem
kategorisinde c¢ozumler elde etmedeki etkileri 6zetlenmistir.
Ayrica, diferansiyel ve integral denklemlerin bir¢ok durumda
analitik yontemlerle ¢oziilemeyecegi gerceginden hareketle, bu
tiir durumlarda sayisal (niimerik) yaklasimlarin kullanilabilecegi,
cesitli arastirmacilarin bulgulariyla desteklenmistir.
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AKI SINIRLAYICI FONKSIYONLAR: TEMEL
ILKELER VE ADVEKSIYON DENKLEMINE
UYGULAMALARI

Burhan BEZEKCi!

1. GIRIS

Kismi diferansiyel denklemler (KDD’ler), muhendislik,
fizik, iklim modelleme ve biyomedikal sistemler gibi ¢ok sayida
alanda temel fiziksel sureglerin matematiksel temsilini saglar.
Ancak bu denklemlerin ¢ogu icin analitik (kapali formda)
cozimler yalnizca siirhi ve idealize edilmis durumlarda elde
edilebilir. Gergekgi sinir kosullari, baslangic degerleri veya
karmasik geometriler s6z konusu oldugunda, bu tlr ¢oztmler ya
mevcut degildir ya da yeterince pratik degildir (Griffiths ve
Higham 2010). Bu durum, sayisal ¢6zim yontemlerini
vazgecilmez héle getirir.

Klasik sayisal yontemler, 6zellikle sonlu fark ve sonlu
eleman yaklagimlari, KDD’lerin ¢6ziminde yaygin olarak
kullanilmaktadir. Ancak bu yontemler, 6zellikle keskin
gecislerin, soklarin  veya ani gradyanlarin  bulundugu
problemlerde fiziksel gerceklikten uzaklasabilir. Ornegin,
merkezi fark semalar1 yliksek dogruluk saglasa da kararsizlik riski
tasirken; yukaridan fark semalar1 daha kararli olsalar da asiri
ntmerik diflizyon nedeniyle ¢6ziimdeki keskinligi kaybettirebilir.
Bu tlr sinirlamalar, ¢ozimun kritik bolgelerindeki davranisinin
dogru yakalanmasim zorlastirir. Ozellikle sok 6ncesi veya sonrasi
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bolgelerdeki maksimum ve minimumlarin konumu ve biyikligi
gibi Ozelliklerin dogru tahmini, sadece ¢6zimin genel formu
degil, fiziksel anlami agisindan da belirleyicidir. Sonlu farklar ve
sonlu elemanlar yontemleri disinda, glinimuzde alternatif yontem
olarak derin 6grenme Ve fizik bilgili sinir aglar1 giderek daha fazla
ilgi gormektedir (Bezekci, 2025). Bu yaklasimda, diferansiyel
denklemlerin ¢6ziim uzayina iliskin fiziksel yasalar dogrudan
sinir aginin kayip fonksiyonuna entegre edilerek, hem veri hem
de denklem tabanli bir 6grenme slreci gerceklestirilir (Raissi ve
arkadaglari, 2019).

Genel olarak, hiperbolik KDD’ler icin geleneksel
yontemlerin sinirlamalarimin oldugunu ve de niimerik diftizyon ve
salinim sorunlarina sebebiyet verdigini sdyleyebiliriz (LeVeque,
2002). Bu baglamda, sayisal ¢6zim kalitesini artirmak amaciyla
gelistirilen cesitli ylksek c¢ozinurlikli yontemler 6n plana
¢ikmaktadir (Toro, 2009). Bu yontemlerin temelinde, diisiik
¢OzUnUrlUKIG kararli semalar ile ylUksek mertebeden hassas
semalar arasinda adaptif gec¢is yapabilme yetisi yatar. Bu gegisi
kontrol eden yapilar ise “aki sinirlayic1” fonksiyonlardir. Aki
smirlayicilar, yerel gradyan bilgisine dayali olarak ¢dzimun
diizgun oldugu bolgelerde yuksek dogruluk saglar; sok veya
keskin gecis bolgelerinde ise kararliligi 6n planda tutar. Bu
yaklagimlar, 6zellikle Toplam Varyasyon Azalimi (TVD) ilkesine
dayanan yontemlerle birlikte kullanildiginda, hem fiziksel olarak
anlamli hem de sayisal olarak guvenilir ¢ozimler Uretmeyi
mimkin kilar.

Bu ¢alismada, aki sinirlayict yontemlerin performanslari,
dogrusal bir adveksiyon problemi Uzerinde karsilastirmali olarak
incelenmistir.  Adveksiyon denklemi, analitik ¢dzimUndn
biliniyor olmasi sayesinde, sayisal ¢0zimle dogrudan
karsilastirma yapabilmeye imkan tanir. Ancak burada kullanilan
yontemler, yalnizca bu denkleme 6zgu degildir; bilakis, analitik
¢6zUmuUn bulunamadig ya da karmasik oldugu daha genel KDD
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problemlerine de genisletilebilecek potansiyele sahiptir. Bu
yoniyle, aki smirlayicilarin farkli problem tirlerinde ¢6ziim
davranisini dogru bir sekilde yansitma gicl, onlar1 modern
sayisal analizde vazgecilmez kilmaktadir. Bu baglamda,
caligmanin temel amaci, farkli aki smirlayici fonksiyonlarin
¢oziim dogrulugu, salmimm Oretimi ve gecis bolgelerindeki
hassasiyeti agisindan karsilagtirmali  bir degerlendirmesini
sunmaktir. Elde edilen bulgular, yalnizca test problemiyle sinirl
kalmayip, daha genel problemlerde hangi sinirlayicilarin hangi
¢Ozim davraniglart icin uygun oldugunu anlamaya yonelik bir
temel olusturmaktadir.

2. DESTEK SAYISAL AKILARIN GEREKLILIGI

Gercek dunyadaki bircok fiziksel sureg, kutlenin,
momentumun veya enerjinin korunumu ilkelerine dayanir. Bu tir
korunum yasalarini ifade eden hiperbolik kismi diferansiyel
denklemlerin  sayisal ¢Ozimunde, yalnizca diferansiyel
operatorlerin ayriklastirilmasi yeterli degildir. Fiziksel dogrulugu
ve kararliligi koruyabilmek igin, 6zellikle keskin gradyanlarin ve
soklarin bulundugu bdlgelerde sayisal aki kavrami temel bir
bilesen haline gelir.

Adveksiyon denklemlerinin ¢oziminde klasik sonlu fark
yontemlerinin kullanimi, sadelik ve uygulanabilirlik a¢isindan
cazip goriinse de, bazi temel sinirlamalara sahiptir. Ozellikle
dogrusal olmayan akislar veya keskin gegislerin bulundugu
problemlerde, bu yontemler genellikle fiziksel olmayan sonuglar
tretir. Ornegin, merkezi fark yaklasimi yiiksek dogruluk sunsa da
kararsizhiga acik olup, c¢o6ziimde siddetli salimimlara neden
olabilir. Buna karsilik yukaridan fark semalar1 daha kararli olsa
da asirt nlmerik yayilma ile ¢6zimun keskinligini kaybettirir.
Lax-Friedrichs ve Lax-Wendroff gibi ikinci mertebeden semalar
ise salinim ve yayilma arasinda bir denge kurmaya ¢alissa da, ani
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gradyanlarda yine yapay dalgalanmalar g6zlemlenebilir
(Strikwerda, 2004). Klasik sonlu fark yontemlerinin en temel
zayifliklarindan biri, ¢c6zumun yerel 6zelliklerine kars1 duyarsiz
olmalaridir. Bu nedenle, ¢6ziimde bir sok, sinir katmani ya da
diizgun bir yap1 olup olmadigini ayirt edemezler ve bu da gesitli
nimerik bozulmalara yol agar. Tam da bu noktada, aki sinirlayici
fonksiyonlar devreye girer. Bu fonksiyonlar, yerel gradyan
bilgisini dikkate alarak sayisal yontemin ¢ozime adaptif sekilde
tepki vermesini saglar. Sonug olarak, diizgiin bélgelerde yuksek
mertebeden dogruluk korunurken; sok, keskin gegis gibi
bolgelerde kararlilik saglanir ve fiziksel olarak anlamsiz
salmimlar engellenir. Klasik sonlu fark yontemlerinin yani sira,
sonlu eleman yontemleri (FEM) de bircok fiziksel problemde
yaygin olarak kullanilmaktadir. Ancak FEM’in yapisal
esnekligine ragmen, ani gradyanlar veya soklar gibi keskin
gecisler iceren problemlerde 6zel tedbirler alinmadikga benzer
nimerik bozulmalarla karsilasilabilir. Bu yapisal eksiklikler, aki
smirlayicili yiksek ¢ozundrlUkli semalarin gelistirilmesini bir
gereklilik haline getirmistir.

Sayisal analizde, hiperbolik korunum yasalarin1 ¢ozerken
ortaya ¢ikan temel problemlerden biri, ¢éziimde fiziksel olmayan
salmimlarin olusmasidir. Ozellikle soklar, keskin gradyanlar ve
temsili sigramalar igeren problemlerde bu durum belirginlesir.
Iste bu nedenle, ¢6zimiin kararhiligmni ve fiziksel dogrulugunu
ayni anda saglamak isteyen sayisal semalar igin Toplam
Varyasyon Azalimi (TVD) ilkesi biiytik 6nem tasir. TVD 6zelligi,
ilk olarak 1983 yilinda Harten tarafindan sistematik bigimde
tanimlanmis ve sayisal akis problemleri icin temel bir glvenlik
kriteri haline gelmistir (Harten, 1983). TVD ilkesi, hiperbolik
kismi diferansiyel denklemin ¢6ziiminin zamanla yeni
maksimum veya minimumlar Uretmesini engelleyerek, fiziksel
tutarhiligi glvence altna alir. Bu ilkenin en sik uygulandigi
denklemlerden biri, lineer adveksiyon denklemidir:
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ou du

E aa = 0.

Bu denklem, bir fiziksel niceligin sabit hizla tasindigi
durumlar1 modelleyen en temel hiperbolik denklemdir. Bu tir
sistemlerde, toplam varyasyonun zamanla artmamasi beklenir.
Surekli sistemler icin toplam varyasyon, asagidaki integral ile
tanimlanir:

TV (u(,0) = [ |5 dx.

Sayisal ¢ozim s6z konusu oldugunda, surekli uzay yerine
sonlu farklarla tanimlanan diigiim noktalar1 kullanilir. Bu
durumda, toplam varyasyon su sekilde tanimlanir:

V(™) = Xluit, —uil,
l

ve TVD kosulu su esitsizlikle ifade edilir:
TV (@™t < TV (uh).

Bu kosul, ¢ozimin ilerleyen adimlarda daha fazla
dalgalanma Uretmemesini garanti eder. Bu cercevede, Godunov
Teoremi kritik bir sinir koyar: Eger bir sema tek adimli, sabit
katsayili ve monotonluk koruyucu ise, ikinci mertebeden
dogruluga ulasamaz (Godunov, 1959). Yani, bir yontem hem
yuksek dogrulukta hem de TVD olamaz. Bu simirlama, aki
siirlayicilarin gelistirilmesinin ardindaki temel gerekgedir.

Bu cercevede, aki simirlayict fonksiyonlar, ¢6zimin
dizgiin oldugu bolgelerde yilksek dogruluk saglarken, keskin
degisimlerin oldugu kisimlarda kararliligi ©on planda tutar.
Boylece, fiziksel gerceklige uygun ve sayisal olarak givenilir
sonuclar elde edilir. Bu denge, ilerleyen bélimlerde detayh
bicimde ele alinacaktir. Sonug olarak, TVD semalar ve Godunov
Teoremi, hiperbolik denklemlerin sayisal ¢ozimunde karsilagilan
temel zorluklar1 asmak icin gelistirilen 6nemli araglardir. Aki
siirlayicilar, bu iki yaklasimin avantajlarimi birlestirerek, hem
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kararli hem de dogru ¢ozimler Uretmeyi mimkin kilar. Bu
metodolojik yaklasim, sok dalgalar1 ve keskin gradyanlar igeren
karmasik akis problemlerinin similasyonunda vazgecilmez bir
rol oynar.

3. STANDART AKI SINIRLAYICI
FONKSIiYONLAR VE OZELLIKLERI

Sayisal ¢0ztimlerde dogruluk ve kararlilik arasinda denge
kurmak, Ozellikle hiperbolik korunum yasalarinin ¢éziimunde
onemli bir zorluktur. Sok dalgalari, keskin gradyanlar ve ani
gecislerin - bulundugu fiziksel sistemlerde, klasik ylksek
mertebeden yontemler siklikla fiziksel olmayan salinimlar Uretir.
Bu baglamda gelistirilen aki smurlayic1 fonksiyonlar, sayisal
¢6zimin yerel yapisina duyarli davranarak, hem dogrulugu hem
de kararliligi koruma amaci gider.

Aki sinirlayict semalarin - gelistirilmesinin  temelinde,
sayisal ¢cOziimlerde ortaya ¢ikabilecek fiziksel olarak gercek disi
ya da anlamini yitirmis degerleri engelleme istegi yatmaktadir.
Ozellikle mihendislik ve bilimsel hesaplamalarda, bu tiir fiziksel
olmayan sonuclar modelin giivenilirligini sorgulatabilir. Bu
nedenle, aki smirlayicilar, ¢6zUmin uzayda degisimini kontrol
altinda tutarak daha gercekgci ve tutarli sonuclar elde edilmesini
saglar. Kismi diferansiyel denklemlere dayali problemler
cozulirken, cozimde keskin gecisler veya ani degisimlerin
oldugu durumlarda bu smirlayicilar devreye girer. Ancak
¢cozlimdeki degisim daha yumusak ve dizenliyse, sinirlayicilar
etkisiz hale gelir ve ¢6zum, daha ylksek mertebeden sayisal
yontemlerle sorunsuz bigimde temsil edilir. Bu sayede, ¢6ziimde
yapay salinimlar olusmadan, hem kararlilik hem de hassasiyet bir
arada korunmus olur. Kisacasi, aki sinirlayicilar, sayisal ¢c6zimde
denge saglayarak, gerektigi yerde mudahale eden, gerektiginde
ise geri planda kalan bir kontrol mekanizmasi gibi calisir.
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Ozellikle yiiksek ¢ozuniirliikli semalarin kullanildigr durumlarda
bu yapilarin 6nemi daha da belirgin hale gelir.

Ak1 smirlayict semalarin  gelistirilmesinin temelinde,
sayisal ¢coziimlerde ortaya ¢ikabilecek fiziksel olarak gercek disi
ya da anlamim yitirmis degerleri engelleme istegi yatmaktadir.
Ozellikle mithendislik ve bilimsel hesaplamalarda, bu tiir fiziksel
olmayan sonuglar modelin giivenilirligini sorgulatabilir. Bu
nedenle, aki sinirlayicilar, ¢oziimiin uzayda degisimini kontrol
altinda tutarak daha gergekei ve tutarli sonuglar elde edilmesini
saglar. Kismi diferansiyel denklemlere dayali problemler
cozilirken, ¢oziimde keskin gecisler veya ani degisimlerin
oldugu durumlarda bu smirlayicilar devreye girer. Ancak
¢Oziimdeki degisim daha yumusak ve diizenliyse, sinirlayicilar
etkisiz hale gelir ve ¢0zlim, daha yiiksek mertebeden sayisal
yontemlerle sorunsuz bicimde temsil edilir. Bu sayede, ¢bziimde
yapay salinimlar olugmadan, hem kararlilik hem de hassasiyet bir
arada korunmus olur. Kisacasi, aki sinirlayicilar, sayisal ¢oziimde
denge saglayarak, gerektigi yerde miidahale eden, gerektiginde
ise geri planda kalan bir kontrol mekanizmasi gibi caligir.
Ozellikle yiiksek ¢oziiniirliiklii semalarin kullanildig1 durumlarda
bu yapilarin 6nemi daha da belirgin hale gelir.

Bu yaklasimi daha iyi anlamak igin bir boyutlu yari-ayrik
bir sema asagidaki sekilde yazilabilir:

+— —F 4|=0,
dt Ax] ! j 1]

Itz J—3

burada 3—"}. Live 7—"]._1 strastyla j-ninci hicrenin sag ve sol
2 2

kenarindaki aki degerleridir. Bu akilar iki farkli sekilde ifade
edilebilir: diisiik ¢ozunurliklu aki (FP) ve yiksek ¢ozuntrlikli
aki (FY). Ak smrlayict fonksiyon, bu iki yaklasim arasinda
gecis yaparak ¢Ozumin yerel davranigina uygun bir sema
olusturur. Bu gegis asagidaki bigcimde modellenebilir:
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F 1=F°,—-¥wm)|F2.—-F"1)
J'+% j+% (1)< j+% j+%>

Fra= FPa w0 (FPa -7l
Burada kullanilan terimler sunlardir:

* FP diisiik ¢ozUnurlikli aka,

* FY yiiksek ¢ozuntrlikli (yuksek mertebeden) aki,

* Y(r) aki smirlayici fonksiyon,

* r ardisik hlcreler arasindaki gradyan orani.

Gradyan orani 7;, ¢0zUmin yerel degisim oranmm ifade
eder ve su sekilde tanimlanir:
T, = —uj_uj_l_
Ujr1~Uj
Bu oran, smirlayict fonksiyonun etkisini belirlerken
kullanilir. Fonksiyonun bigimi, kullanilan sinirlayici tipine bagh

olarak degisir ve asagidaki Ozelliklere sahip olacak sekilde
tasarlanir:

* Monotonlugun korunmasi (yeni asir1 degerler Uretmemesi),
* Keskin gecislerin dogru bigimde temsil edilmesi,
* Dizgun bolgelerde yuksek dogruluk saglamasi.

Aki smirlayict fonksiyonu ¥(r), matematiksel olarak
sifirdan kiiglik olmayacak bigimde tanimlanir, yani ¥(r) > 0. Bu
fonksiyonun degeri, yerel gradyanlarin yapisina gore degiserek
kullanilan aki semasinm tUrGni belirler. Ornegin, ¢6ziimde
keskin gegislerin (ani gradyanlar, ters egimli ya da sifira yakin
egimli bolgeler) bulundugu durumlarda ¥ (r) sifira yakimn olur.
Bu durumda, aki hesabi daha kararli ancak diisiik dogruluklu olan
diisiik ¢ozUnUrltkIU sema (FP) ile temsil edilir. Diger yandan,
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¢Ozlim diuzgiin bir bigimde degisiyorsa (gradyanlar benzer ve ani
sigramalar yoksa), ¥ (r) degeri 1’e yakin olur. Bu kosulda daha
hassas sonuclar veren yiiksek ¢ozinirlikli sema (FY) 6n plana
cikar. Sinirlayici fonksiyonlar, bu gecisi kontrol etmek amaciyla
tasarlanmis olup farkli problemler igin farkli 6zellikler gosterirler.
Her sinirlayict ayni basariyr gostermez; dolayisiyla belirli bir
problem i¢cin en uygun olan fonksiyon segimine dikkat
edilmelidir. Bu nedenle, smirlayici segimi kullanici deneyimi ve
¢ozlim yapisina dair genellikle g6zlemlere dayali olarak yapilir.

Aki siirlayici fonksiyonlar, literatiirde farkli problemlere
uygun cozimler sunmak amaciyla ¢esitli  bicimlerde
tamimlanmistir. Bu bdlimde, en yaygin kullanilan 10 aki
smirlayict fonksiyon, matematiksel ifadeleri, gicli ve zayif
yonleri ile birlikte detayli olarak ele alinacaktir.

Minmod Smmirlayici: Roe tarafindan 1986 yilinda
Onerilen  Minmod smirlayici, en temel ve glvenilir aki
smirlayicilardan biridir (Roe, 1986). Ozellikle sok dalgalarmin
hesaplanmasinda kararliligi saglamak amaciyla gelistirilmistir.
Matematiksel olarak su sekilde ifade edilir:

Yom () = max (0, min(1,1)).

Minmod sinirlayici, monotonlugu koruma konusunda
muikemmel performans gosterir ve istenmeyen salinimlari etkili
bir sekilde bastirir. Ancak bu guclu stabilite 6zelligi, diizgun
¢cozim bolgelerinde asirt yayilmaya neden olarak ¢ozim
dogrulugunu azaltma egilimindedir. Ozellikle yiiksek ¢ozunurlik
gerektiren problemlerde bu durum belirgin bir dezavantaj
olusturur.

Superbee Smrlayici: Yine Roe tarafindan gelistirilen
Superbee smirlayici, Minmod'un asir1 yayilma egilimini azaltmak
ve keskin gecisleri daha iyi yakalayabilmek amaciyla
tasarlanmistir (Roe, 1986). Matematiksel formu:
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Y, (r) = max(0, min(2r, 1), min(r, 2)).

Superbee sinirlayici, keskin  ¢ozlnlrlik saglama
konusunda 0One ¢ikar ve Ozellikle sok dalgalarinin dogru
temsilinde oldukca etkilidir. Bununla birlikte, bu yuksek
¢cOzlnlrlik  avantaji, bazt  durumlarda  monotonlugun
korunmasinda  zayif kalmasina neden olabilir.  Asir
keskinlestirme egilimi, fiziksel olmayan ¢ozimler tGretme riskini
beraberinde getirir.

Van Leer Smirlayici: 1974 yilinda Van Leer tarafindan
Onerilen bu sinirlayici, Minmod ve Superbee'nin avantajlarini
birlestirmeyi amaglayan dengeli bir yaklagim sunar (van Leer,
1974). Matematiksel formali:

r+|r|
14+ |r|

Yu(r) =

Van Leer sinirlayici, hem dizgiin hem de keskin gegis
bélgelerinde iyi sonuglar veren dengeli bir performans sergiler.
Bu denge 0zelligi onu genis bir problem yelpazesinde kullanisl
kilar. Ancak, baz1 6zel durumlarda kigik salinimlar Gretebilme
egilimi, bu sinirlayicinin 6nemli bir sinirlamasidir.

MC Smmirlayici: Van Leer tarafindan Onerilen bir baska
smirlayict olan MC smuirlayicisi, akisin yonine bagli olarak
merkezi farklar1 kullanan ve monotonlugu koruyan bir yontemdir
(van Leer, 1974). MUSCL (Korunum Yasalar1 icin Monoton
Yukar1 Merkezli Sema) yaklagiminin 6nemli bir bileseni olarak,
Ozellikle sok dalgalar1 ve keskin gradyanlar iceren problemlerde
yuksek ¢ozinurlik saglamak UGzere tasarlanmistir. Matematiksel
olarak su sekilde ifade edilir:

Yyc(r) = max (0, min (Zr,lzi, 2))

MC smirlayici, Minmod ve Superbee smirlayicilar
arasinda optimal bir denge sunar. Duzgln bdlgelerde ikinci
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dereceden dogruluk saglarken, keskin gecislerde birinci dereceye
diiserek kararliligi korur. Minmod'a kiyasla daha az yapay
yayillma (difuzyon) etkisi gosterir. Superbee'ye goére daha
kontrollli ve kararl1 davranis sergiler. Bu sinirlayicinin avantajlari
arasinda genis bir problem yelpazesinde guvenilir sonuglar
vermesi, Ozellikle sikistirilabilir akis problemlerinde iyi
performans gostermesi ve hesaplama verimliliginin yiksek
olmasi sayilabilir. Buna karsilik, bazi asir1 karmagik akig
kosullarinda kiglk salmimlar Uretebilmesi, saf birinci derece
semalara kiyasla hesaplama maliyetinin hafifce yuksek olmasi ve
Ozellikle ¢ok yiiksek gradyanli bolgelerde asirt keskinlestirme
egilimi gostermesi dezavantajlar1 arasinda yer alir.

Koren Smrlayici: 1993 yilinda Koren tarafindan
Onerilen bu sinirlayici, Ozellikle adveksiyon problemlerinde
yuksek dogruluk saglamak amaciyla gelistirilmistir (Koren,
1993). Diizgun c¢ozim bolgelerinde etkili olmasiyla bilinir.
Matematiksel formulu:

Yr(r) = max <0, min (Zr,%, 2))

Koren sinirlayici, adveksiyon-dominant problemlerde
oldukga basarilidir ve dizgin ¢06zim bolgelerinde yiuksek
dogruluk saglar. Ancak, keskin gecislerin oldugu durumlarda
Superbee kadar etkili degildir ve baz1 durumlarda ¢éziimde yapay
yumusamalara neden olabilir.

Sweby Smmrlayici: 1984 yilinda Sweby tarafindan
gelistirilen bu smirlayici, sabit olarak tanimlanan bir g
parametresi ile ayarlanabilen esnek bir yap1 sunar (Sweby, 1984).
Genellikle g = 1.5 alinarak kullanilir ve farkli problemlere
uyarlanabilme 6zelligi ile 6ne ¢ikar. Matematiksel formaili:

Y., (1) = max(0, min(Br, 1), min(r, B)).
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Sweby sinirlayici, B parametresi sayesinde farkli
problemlere uyum saglayabilen esnek bir yap1 sunar. Bu 0zelligi,
kullanicilarin  problemlerine 6zgu ayarlamalar yapabilmesine
olanak tanir. Ancak, parametre se¢imi kritik 6neme sahiptir ve
yanlis segimler ¢6zmun kalitesini 6nemli 6lglde diisiirebilir.

UMIST Simirlayici: 1984 yilinda Lien ve Leschziner
tarafindan  Onerilen UMIST sinirlayici, kompleks akis
problemlerinde  yiiksek performans saglamak amaciyla
gelistirilmistir (Lien ve Leschziner, 1984). Ozellikle tiirbiilansl
akislarin modellenmesinde kullanilir. Matematiksel formili:

Yum(r) = max (O, min (21’,%,%, 2))

UMIST siirlayici, karmasik akis problemlerinde iyi
sonuclar verir ve yiksek ¢ozunurluk saglar. Bununla birlikte,
hesaplama karmasiklig1 diger sinirlayicilara gére daha yiksektir
ve bu da bazi uygulamalarda kullanimini sinirlayabilir.

HCUS Smmrlayici: HCUS sinirlayici, merkezi ve yukari
yonli semalarin avantajlarini birlestirmeyi amaclar (Waterson ve
Deconinck, 1995). Bu 0zelligi ile genis bir problem yelpazesinde
kullanilabilir. Matematiksel formalu:

3r+1r?
24+ 2r°

Phe() =

HCUS sinirlayici, merkezi ve yukari yonli semalarin
avantajlarini birlestirerek dengeli bir performans sunar. Ancak,
uygulama alan1 diger sinirlayicilara gore daha siirlidir ve bazi
0zel durumlarda yetersiz kalabilir.

Ospre Smmirlayici: Ospre sinirlayici, yiksek mertebeden
dogruluk saglamak amaciyla gelistirilmistir (Waterson ve
Deconinck, 1995). Bu ylzden, 6zellikle yiksek c¢ozuntrliuk
gerektiren problemlerde kullanilir. Matematiksel formali:
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w _150?%+71)
(1) = r2+r+1°

Ospre sinirlayici, yiksek mertebeden dogruluk saglama
konusunda oldukca basarilidir. Bununla birlikte, bu yiksek
dogruluk, hesaplama maliyetinin artmasina neden olur ve bu da

baz1 uygulamalarda kullanimini simirlandirabilir.

Osher Smmrlayici: Chakravarthy ve Osher tarafindan
Onerilen bu sinirlayici, genis bir parametre araliginda galigsabilme
Ozelligi ile 6ne c¢ikar (Chakravarthy ve Osher, 1983). Bu
parametre, S genellikle 1 ile 2 arasinda segilir. Matematiksel
ifadesi:

Y,s(r) = max(0,min(r, 8))(B € [1,2]).

Osher sinirlayici, genis bir parametre araliginda
caligabilme esnekligi sunar. Bu 0Ozellik, kullanicilarin
problemlerine 6zgl ayarlamalar yapabilmesine olanak tanir.
Ancak, performansi blylk Olclide p parametresinin segimine
baglidir ve yanlis segcimler ¢6zum kalitesini diistirebilir.

Yukarida bahsedilen smirlayicilar, aki problemlerinde
yaygin olarak tercih edilen ve iyi performans g0steren
yontemlerdir. Bununla birlikte, literatirde ¢ok sayida farkli aki
smirlayict  tanmimlanmistir.  Ancak, bu ¢alismanin  kapsami
dahilinde tim bu smirlayicilar1 ayrintili olarak incelemek
mimkin degildir. Bu nedenle, burada sadece temel ve yaygin
olarak kullanilan ve yukarida tanimlanan sinirlayicilar ele
alimmustir.

4. FONKSIYONLARIN TVD KOSULUNA GORE
DAVRANISLARI

Sayisal ¢6zumlerde dogrulugu artirirken ayni zamanda
kararliligi korumak her zaman kolay degildir. Yuksek mertebeden
yontemler ¢ogu zaman keskin gegislerde istenmeyen salinimlara
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yol acarken, diisiik mertebeden yontemler bu gecisleri fazla
yumusatarak fiziksel anlami1 bozabilir. Bu noktada, aki sinirlayict
fonksiyonlar1, ¢6zimin davranisina gore devreye girerek iki
yaklasim arasinda dinamik bir denge kurar. Ancak bu
sinirlayicilarin da bazi kurallara uymasi gerekir. Ozellikle ikinci
mertebeden dogrulukla kararlilig: birlikte saglayan yontemlerin,
TVD olarak adlandirilan 0zel bir bdlge icinde kalmasi
zorunludur. TVD, basitce ifade etmek gerekirse, ¢dzimiin toplam
varyasyonunun zamanla artmamasin1 garanti eder. Bu, 0zellikle
sok dalgalar1 ya da ani degisimlerin oldugu durumlarda yeni asiri
degerlerin olusmasini onler.

Ikinci mertebeden dogrulukta ¢alisip ayn1 zamanda TVD
kosulunu saglayan sinirlayicilarin belirli matematiksel sinirlara
uymasi gerekir. Bu smirlayicilar, gradyan orani r ile simirlayici
fonksiyon ¥ arasindaki iliskiye gore tanimlanir. TVD 0Ozelligini
strddrebilmek icin asagidaki esitsizliklerin saglanmasi gerekir:

« Kiglk gradyan oranlarinda (0 < r < 1/2):
r<¥(r)<?2r.

* Orta gradyan oranlarinda (1/2 <r < 1):
r<¥(r)<1.

* Gegis noktasinda diizgunluk igin:
Y1) = 1.

 Daha biyUk gradyanlarda (1 < r < 2) :
1<¥(r)<r.

* Cok biylk gradyan oranlarinda (1 < r < 2):
1<¥(r) <2

Bu kosullar, sinirlayici fonksiyonun ¢ézim boyunca yeni
asir1 degerler Uretmeden calismasini garanti eder. Baska bir
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ifadeyle, ¥ (r) fonksiyonu ¢06ztmin hangi bolgede olduguna
gore davramisini ayarlar: ¢6ziim dizgun ise yiksek dogruluk
saglanir, ancak gecis bolgesine girildiginde kararlilik 6n plana
cikar. Her durumda TVD kosulunun saglanmasi, fiziksel ve
sayisal anlamda tutarli sonuglar elde etmek igin gereklidir.

TVD kosulunu saglayan smirlayici fonksiyonlarin
Ozelliklerini anlamak adina, bu fonksiyonlarm ¥(r)- r
dizleminde nasil davrandiklarin1 gOrsellestirmek oldukca
yararlidir. Her smirlayici fonksiyon, belirli bir ¢ozim tipi veya
problem smuifi igin farkli avantajlar sunar; dolayisiyla TVD
bolgesi icindeki yerleri bu agidan 6nemli bir karsilastirma imkani
sunar. Asagida verilen Sekil 1’de, yaygin olarak kullanilan
siirlayict fonksiyonlarin TVD smurlart igindeki konumlarini
gOsteren semalar iki sutun halinde sunulmustur. Bu fonksiyonlar,
hem dizgin bolgelerde yiksek dogruluk hem de keskin
gecislerde kararlilik saglamaya yonelik farkli stratejiler izler.
Ornegin, Minmod sinirlayict en muhafazakar olamidir ve
salinimlari gUgll bigimde bastirirken ¢ézimin yayilmasina neden
olabilir; buna karsilik Superbee, ¢ok daha agresif bir sekilde
keskinlik saglar ancak bazi durumlarda asir1 salinim dretebilir.
Figlrde verilen bazi sinirlayicilar, parametre iceren yapilari ya da
daha rafine yaklasimlar1 sayesinde genis bir problem yelpazesine
hitap eder. Ornegin, Osher smirlayicis1 genis parametre araligi
sayesinde kullanictya esneklik sunarken, HCUS smirlayicisi
yukar1 yonli ve merkezi yaklasimlarin avantajlarini birlestirmeyi
amaclar. Bu gorsel karsilastirma, sinirlayici fonksiyonlarin TVD
kosuluna uygunluklar1 kadar, ¢6ziimin yapisina ve beklenen
davranigsa gOre hangi fonksiyonun daha uygun olabilecegi
konusunda da kullanictya 6nemli bir fikir verir.

36



Matematik Degerlendirmeleri

2.00 Minmod IS S — — 200 Sweny
— i Superbes ,/ — umisT
— AN LEET — Osher
L7 MC / 175 HCUS
Koren / —— ospre -
1.50 Il g T s 1.50 /__._.T;.,.-r:‘.'_.
-
- -
1.25 Il P 1.25 e
= o _ yA
100 - = 1.00 4
E ” Vi E /
07 154 075 /f'
!
0.50 7 0.50 144
i S
PPTI / ot I/
A
0.00 0.00 4

00 05 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 2.0 25 3.0 35 40
r r

Sekil 1. Ornek Sekil TVD bélgesindeki simirlayici fonksiyonlarin
karsilastirmal grafigi. Solda Minmod, Superbee, van Leer, MC,
Koren; sagda Sweby, UMIST, Osher, HCUS ve Ospre
sinirlayicilar: gosterilmektedir.

Sayisal ¢Ozum sureglerinde kullanilan aki sinirlayict
fonksiyonlar, yalnizca teorik 0©zelliklerine gore degil, ayni
zamanda uygulandiklar1  fiziksel ~ problem  baglaminda
degerlendirilmelidir. Her sinirlayicinin ¢6zum tzerindeki etkisi;
gradyan yapisi, sok varhigi, ¢0zUm dizginligi ve fiziksel
anlamin korunmasi gibi faktorlerle dogrudan iligkilidir. Bu
nedenle, smirlayici se¢imi, ¢c6zumiin davranigsina uygun bigcimde
yapilmalidir. Ornegin; sikistirilabilir akislarda ve sok dalgalarinin
baskin oldugu senaryolarda, Superbee ve MC gibi daha keskin
smirlayicilar tercih edilebilir ¢tinkd bu fonksiyonlar sokun
konumunu korumada ve ¢O6zimde ani gecisleri daha dogru
yakalamada olduk¢a basarilidir. Buna karsilik, daha yumusak
gradyanlara sahip 1s1 iletimi ya da yayilma problemleri gibi
uygulamalarda, Minmod gibi daha muhafazakar sinirlayicilar
tercih edilerek yapay salinimlarin tamamen 6niine gegcilebilir.

Ote yandan, van Leer ve Koren smirlayicilar ise,
¢ozlimde hem duzglnluk hem de ani gegislerin birlikte bulundugu
karmasgik sistemlerde dengeli davranis sergileyerek ¢cok yonlu bir
performans saglar. UMIST ve HCUS gibi fonksiyonlar, 6zellikle
tirbillansli akiglarda veya yuksek c¢ozunurlik gerektiren
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muhendislik uygulamalarinda 0ne ¢ikar. Sonug olarak, sinirlayici
fonksiyonun basaris1 sadece TVD kosulunu saglamasiyla degil,
aym zamanda ilgili fiziksel problemin ihtiyaglarina nasil yanit
verdigiyle oOlcilmelidir. Dogru fonksiyon secimi, ¢6zimin
fiziksel gergeklige uygunlugunu artirirken ayni1 zamanda
kararlilik, hassasiyet ve hesaplama verimliligi agisindan da
Onemli avantajlar saglar. Bu sebeple, sinirlayict segimi sabit bir
kural degil, uygulama baglamina duyarl stratejik bir karardr.

5. SAYISAL DENEYLER VE KARSILASTIRMALI
DEGERLENDIRME

Ak sinirlayict fonksiyonlarin sayisal ¢éziim iizerindeki
etkilerini degerlendirebilmek icin, davranisi iyi bilinen ve analitik
¢Oziimii mevcut olan test problemlerinin kullanilmasi biiyiik
onem tasir. Bu dogrultuda, tasinim odakli siireclerin
modellenmesinde temel bir 6rnek olan dogrusal adveksiyon
denklemi tercih edilmistir. Segilen test senaryosu, hem diizgiin
hem de keskin gegis bolgelerini icerecek sekilde tasarlanarak
sinirlayicilarin farkll ¢Ozliim karakteristiklerindeki
performanslarinin  kapsamli  bigimde incelenmesine olanak
tanimaktadir.

Karsilagtirmali sayisal deneylerde test problemi olarak,
sabit hizla tasinimi1 modelleyen bir boyutlu dogrusal adveksiyon
denklemi segilmistir. Bu denklem asagidaki gibi tanimlanir:

burada u(x,t) zamanla tagman fiziksel niceligi ifade
ederken, a sabit adveksiyon hizidir. Bu galisma kapsaminda,
analizleri sadelestirmek ve odak noktasi olarak aki sinirlayici
fonksiyonlarin etkisini degerlendirmek amaciyla a = 1 olarak
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sabitlenmistir. Baslangi¢ kosulu olarak, hem duzgin hem de
keskin gegis bolgelerini iceren bir fonksiyon tercih edilmistir:

u(x,0) = exp(—100(x — 0.25)%) + 696,081 (%),

burada ilk terim Gauss tipi bir tepeyi, ikinci terim ise 0.6
ile 0.8 arasinda bir birim yukseklikli adim fonksiyonunu temsil
etmektedir. Bu birlesik yap1 sayesinde smirlayicilarin hem
diizgun hem de keskin gecisli ¢ozimler Gzerindeki performansi
ayni anda test edilmistir. Uzaysal ayriklastirma icin x € [0,1)
araligt N = 200 esit alt bolgeye ayrilmistir. Zaman adimi ise
CFL (Courant-Friedrichs—Lewy) kararlilik kosuluna uygun
olacak sekilde secilmistir. Bu kapsamda, uzaydaki adim araligi
Ax = 1/N olarak belirlenmis ve kararlilik kosulu parametresi
vy = 0.45 olmak Uizere zamandaki adim biiytikligii ise At = yAx
olarak se¢ilmistir. Bu deger, tim smirlayict fonksiyonlarin
kararlilik  smirlar1  iginde  degerlendirilmesine  olanak
tanimaktadir. Zamansal entegrasyon, toplam sire T = 20 olacak
sekilde gerceklestirilmis ve  periyodik smir  kosullari
uygulanmustir.

Bu ayarlar altinda, farkli aki smirlayici fonksiyonlarinin
dogrusal adveksiyon denklemi Gzerindeki etkisi sayisal olarak
incelenmistir. Sekil 2°de, Minmod, Superbee, van Leer, MC,
Koren, Sweby, UMIST, Osher, Ospre ve HCUS sinirlayicilart ile
elde edilen ¢ozlmler, analitik ¢oziimle karsilastirmali olarak
gosterilmektedir. Her bir alt grafik, ilgili sinirlayicinin zamana
bagli tasinim surecindeki performansin1 hem dizgin boélgelerde
hem de keskin gegislerde gorsel olarak ortaya koymaktadir. Siyah
cizgiler analitik ¢6zimil, kirmizi Kkesikli cizgiler ise ilgili
siirlayici ile elde edilen sayisal ¢ozimleri temsil etmektedir.
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Sekil 2. Farklh aki sinirlayicilarla elde edilen sayisal ¢ozUmlerin,
analitik ¢6zimle karsilastirilmasi. Sayisal cozimler kirmizi
kesikli, analitik ¢c6zim siyah diiz gizgiyle gosterilmistir.
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Karsilastirmali grafiklerden de goriilebilecegi Uzere, her
aki smirlayict farkli derecelerde yayilma, keskinlik ve salinim
karakteristigi sergilemektedir.

Minmod smirlayici, ¢6zimde herhangi bir salinim
olusturmaksizin kararli bir sonu¢ sunsa da, Ozellikle adim
fonksiyonunun kenarlarinda belirgin yayilmaya neden olmustur.
Superbee sinirlayict ise keskin gecislerde oldukca basarilidir
ancak yer yer fiziksel olmayan salinimlar gézlemlenmistir. MC,
van Leer ve Koren sinirlayicilari, diizgun bolgelerde oldukea iyi
dogruluk saglarken, gegis bolgelerinde hafif yayilma veya zayif
salinim egilimindedir. Ozellikle MC smirlayici, yayilma ve
salmim arasinda iyi bir denge kurarak dengeli bir sonug
sunmustur. UMIST sinirlayici, ¢6zimin genel formunu basarili
bicimde korurken, adim fonksiyonunun sag kenarinda hafif bir
faz kaymasi gorilmektedir. Sweby sinirlayici, 6zellikle 8 = 1.5
parametresi ile keskin gecisleri koruma konusunda dengeli bir
performans sunmustur. Osher siirlayici, benzer sekilde esnek bir
yap1 sunmakla birlikte, secilen parametreye bagli olarak ¢6zimde
hafif salimimlar tiretmistir. Ospre smirlayici yiksek dogruluk
saglamasina karsin, adim kenarlarinda kismen faz farkina neden
olmustur. HCUS smurlayict ise genel olarak duzgln ¢6zim
bolgelerinde basarili sonuglar iiretmis, ancak gegis bolgelerinde
¢cozimde yayilma egilimi sergilemistir. Bu sonuclar, her
smirlayicinin - belirli  ¢6zim bolgelerinde farkli  avantajlar
sundugunu gostermektedir. Duzgiin bolgelerde yiksek dogruluk
isteniyorsa Koren ve van Leer tercih edilebilirken, keskin
gecislerde Superbee ve Sweby gibi smirlayicilar daha keskin
cozimler sunmaktadir. Ancak salimm dretmeyen guvenli
cozimler icin Minmod veya MC gibi daha muhafazakar
secenekler 6n plana ¢ikmaktadir.

Sekil 2’de gorsel olarak karsilastirilan siirlayicilar igin
hesaplanan L, norm hatalar1 Tablo 1’de verilmistir. Bu sonuglar
dogrultusunda en diisiik hata Minmod sinirlayiciya ait olup, bunu
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sirastyla Superbee ve MC simirlayicilar takip etmektedir. HCUS
ve Ospre sinirlayicilari ise gorece daha yiiksek hata degerleriyle
dikkat cekmektedir. Bu durum, bazi sinirlayicilarin ¢6ziimde
yuksek dogruluk saglarken kararliliktan 0din verebildigini,
bazilarinin ise glvenli ancak yayilmaya yatkin ¢ozimler
tirettigini ortaya koymaktadir. Elde edilen hata metrikleri, gorsel
analizle tutarli bigimde, smirlayicilarin ¢6zum Uzerindeki
etkilerini sayisal olarak da dogrulamaktadir.

Tablo 1. Farkh aki simirlayicilar icin hesaplanan L, norm hatalari

Aki1 Sinirlayict L, Norm Hatas1

Minmod 0.0098807015230954
Superbee 0.0193651147721524
MC 0.0286647344355311
vanLeer 0.0406395879713591
Koren 0.0499131075088223
UMIST 0.0590260252116766
Osher 0.0706731890014054
Sweby 0.0781791647499266
Ospre 0.0870614565223269
HCUS 0.1011268444149193

6. GENEL DEGERLENDIRME VE SONUC

Aki sinirlayict  fonksiyonlar, hiperbolik  korunum
yasalarinin sayisal ¢ozimunde hem kararliligi hem de dogrulugu
ayn1 anda saglamak amaciyla gelistirilmis 6nemli araglardir.
Ozellikle soklar, simir katmanlar1 ve ani gegis bolgeleri gibi zorlu
¢Ozim yapilarma sahip fiziksel problemler igin, klasik sayisal
yontemlerin yetersiz kaldigi durumlarda aki sinirlayicilar devreye
girerek ¢O6zimin giivenilirligini artirmaktadir. Bu yodntemler,
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muhendislik uygulamalarindan akigkanlar mekanigine kadar
genis bir yelpazede etkin bi¢cimde kullanilmaktadr.

Gergek diinya problemlerinde, 6rnegin sikistirilabilir gaz
dinamigi, atmosferik modelleme veya trafik akis1 gibi
uygulamalarda, ¢6zim alani hem diizglin hem de keskin gegisli
bolgelerden olusmaktadir. Bu nedenle, c¢ozimin farkli
bélgelerinde farkli sinirlayicilarin 6ne ¢ikmast dogaldir. Yapilan
karsilagtirmali deneyler gostermektedir ki, Superbee ve Sweby
gibi sinirlayicilar gegis bolgelerinde yiiksek ¢ozunurluk sunarken,
Minmod ve MC gibi daha muhafazakar segenekler salinim
uretmeyen kararli ¢oOzlmler sunmaktadir. Bu baglamda,
uygulamaya 0Ozel adaptif sinirlayict yapilarinin gelistirilmesi,
gelecek ¢alismalar i¢in 6nemli bir yonelim olacaktir.

Ak1 sinirlayict yontemlerin uygulanmasinda karsilagilan
baslica zorluklardan biri, sinirlayici segiminin ¢6zim davranisina
dogrudan etki etmesidir. Her smirlayict belirli bir avantaj
sunmakla birlikte, tim ¢6zim alanlarinda tutarli bir performans
sergilemeyebilir. Baz1 smirlayicilar asir1  yayilmaya neden
olurken, bazilar1 da fiziksel olmayan salinimlar tretebilmektedir.
Bu nedenle, yontemsel dikkat; CFL sayisinin uygun secimi, ag
¢ozintrliginiin yeterliligi ve baslangi¢-bitis kosullarinin dikkatli
tamimlanmas1  gibi  faktorleri de kapsayacak sekilde
genisletilmelidir.

Bu caligmanin bulgulari, aki sinirlayicilarin sadece teorik
analizlerde degil, ¢cok boyutlu ve daha karmasik sistemlerde de
etkili bicimde kullanilabilecegini gostermektedir. Ozellikle uzay-
zaman adaptif semalarla birlestirilen sinirlayici yapilar, hem
hesaplama verimliligini hem de ¢6zim Kalitesini artirma
potansiyeline sahiptir. Ayrica, veri gudimli ydntemlerle
sinirlayict se¢iminin otomatiklestirilmesi ve makine 6grenmesi
ile hibrit modellerin gelistirilmesi, bu alandaki arastirmalarin yeni
boyutlar1 olabilir.
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Bu calisma kapsaminda, farkli aki sinirlayict fonksiyonlar
dogrusal adveksiyon problemi Uzerinde karsilastirmali olarak
incelenmis; hem gorsel hem de sayisal metriklerle performanslari
degerlendirilmistir. Elde edilen sonuglar, her sinirlayicinin belirli
¢ozlim bolgelerinde avantaj sundugunu, ancak genel gecer bir "en
iyi"  sinirlayicidan  s6z  etmenin . mimkin  olmadigini
gostermektedir. Bu nedenle, aki sinirlayict segimi, ¢Ozimdiin
yapisina Ve fiziksel problemin gereksinimlerine uygun olarak
yapilmalidir. Dogru secilen sinirlayicilar, sayisal ¢Ozumin
dogrulugunu artirirken, kararliligi da glivence altina alarak
fiziksel anlamlilig1 korur.
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3-PARAMETER QUATERNIONS WITH
COEFFICIENTS DERIVED FROM RANDOM
FIBONACCI AND LUCAS NUMBERS

Goksal BILGICi!

1. INTRODUCTION

Fibonacci numbers are the most renowned integers in
sequences. A search in the WoS index with the keyword
"Fibonacci" indicates that 11,250 items were produced from 1965
to 2025. The Fibonacci and Lucas sequences are characterized by
the recurrence relation.

Iy =1Znq+Zn, (1.1)

where the sole distinction is in the initial conditions. The initial
conditions of the Fibonacci sequence {F.} are F, = 1and F; = 1
while initial conditions of Lucas sequence {L,} are L, = 2 and
L; = 1. The Lucas sequence additionally be characterized by the
relation

Ly = Foq + Foya. (1.2)

The generating function for the sequence that fulfills
Eq.(1.1) is

S Zo+ (Zy —Zy)q
Z.q" = . 13
ZO g T (1.3)

Generating functions for the sequences {E.} and {L,.} can
be readily derived using Eq.(1.3). An additional significant idea

L Prof.Dr. Kastamonu University, Faculty of Education, Department of Elementary
Mathematics Education, gbilgici@kastamonu.edu.tr, ORCID: 0000-0001-9964-
5578.
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for an integer sequence is the Binet formula. The Binet formulae

for the Fibonacci and Lucas sequences are

CT — D7
C-D

1+/5

E = andL, =C" + D" (1.4)

and D =1_TVg are roots of the

characteristic equation g2 — g — 1 = 0. The root C is referred to
as the golden ratio. For comprehensive information on Fibonacci
and Lucas numbers, one may see (Koshy, 2019).

respectively. Here C =

Quaternions were first developed by Sir William Rowan
Hamilton in 1843. He sought to generalize complex numbers to
higher dimensions. Additional varieties of quaternions include
commutative, split, one-parameter, and two-parameter
quaternions. Senturk and Unal (2022) have introduced a novel
category of quaternion known as 3-parameter generalized
quaternions. Let the set of all 3-parameter generalized quaternion
be

K= {T[O + T[li + 7T2j + 7T3k:7T0,7T1,7T2,7T3 € R}

where the versors i, j and k satisfy the following multiplication
rules

Tablel. Multiplication of the versors

i j k
i_ —V1Y2 vk Vz]:
J —Vl_k ~V1V3 Y3l
k Y2J —Ysl —Y2Y3

Here y,, v, and y5 are arbitrary real numbers. Letp = ¢, + ¢;i +
c,j + c3k be a 3-parameter quaternion, then the conjugate of p,
iISp = cy — ¢yl — c,j — c3k and the norm of p is

N(p) = pp = c§ + v1V2¢f + v1¥sci + vaysci.

Horadam (1963) presented Fibonacci quaternions. He
utilized Fibonacci numbers as coefficients for quaternions.
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Subsequent to his research, a multitude of studies on Fibonacci
quaternions have been undertaken. For instance, Lucas
quaternions were introduced by lyer (1969); Halici (2012)
provided Binet-like formulas for Fibonacci and Lucas
quaternions; Akyigit, Kosal, and Tosun (2013) defined split
Fibonacci quaternions; Nukan and Guven (2015) examined dual
Fibonacci quaternions; Tan, Yaman, and Gok (2025) presented
Fibonacci elliptic quaternions. Bilgici (2022) presented Fibonacci
3-parameter generalized quaternions.

All the research referenced employed successive
Fibonacci and Lucas numbers as coefficients for quaternions.
Dasdemir and Bilgici (2021) delineated unbounded Fibonacci and
Lucas quaternions. They employed random Fibonacci and Lucas
numbers as coefficients for quaternions. The research conducted
by Dasdemir and Bilgici (2021) and Bilgici (2022) underpins the
current article.

2. DEFINITIONS, GENERALIZED FUNCTIONS
AND BINET FORMULAS

Firstly, we provide definitions of unrestricted Fibonacci
3-parameter generalized quaternions (UF3PGQ) and unrestricted
Lucas 3-parameter generalized quaternions (UL3PGQ).

Definition 2.1. Let x,, y, and z, be arbitrary integers. Then, rth
unrestricted Fibonacci 3-parameter generalized quaternions are

SEXO,YO;ZO) — F;ﬁ + iFT'+.x0 +jFT+y0 + kFr‘I'ZO (2'1)
and

rth unrestricted Lucas 3-parameter generalized quaternions are

Tr(xo,yorzo) =L+ iLr+xo +er+y0 + kLr+Zo . (2.2)
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Definition 2.1 with Eq.(1.1) leads us to the following recurrence
relations:

Sﬁxo’J’o,Zo) — Sﬁﬁ’iol’J’O,Zo) + Sﬁfoz;J’o,Zo) (2'3)
and
Tr(xo,yorzo) — Tr(if(irYO»Zo) + Tr(ngO'Zo) (2.3)

where 7 is a nonnegative integer. The identities F_,, = (—1)"**1E,
and L_,, = (—1)"L,, give

SE?O'yOvZO) — (_1)r+1[1 + (_1)—9601;;_360 + (_1)—3/0]:;_3/0
+ (_1)—201;;"—20]

and

TG = (D714 (FD 0Ly + (D) 0Ly,
+ (_1)_20 Lr—zo]'

Theorem 2.2 Generating functions for the sequences {Sr(x"’y 0’20)}
and {Tr(x"'y 0'20)} are
Séxo'YO,Zo) + q(sl(xo,J/o,Zo) . Séxod’o'zo))

(*0.Y0.20) 1+ _
S =
Z " 1 1-q-¢?
r=0

and

i T(xo,yo,zo) . T()(xod’o,zo) + q(Tl(xo'YO,Zo) . To(xo,yo,zo))
T q = - g qz
r=0

respectively.

The proofs are self-evident and do not require presentation.

Theorem 2.3. [Binet Formulae] For r € Z* u {0}, the rth
UF3PGQ is
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AC —ApD

(%0.Y0,20) _
S == (2.4)
and the rth UL3PGQ is
T0Y0%0) — A.C + ApD (2.5)

where C*=1+iC* +jCY +kC? and D* =1+ iD* +
jDYo + kD%,
Proof. From Egs. (1.4) and (2.1), we have
S0 = B 4 iy + [Frayy + KFrag,
1
— r_ nr i((CT+Xg _ NT+Xo
5 [CT — D" +i(C DT o)
+j(CT+)70 _ Dr+y0) + k(CT+ZO _ DT+Zo)]
— ; [(CT + icr+x0 +jcr+y0 + kcr+zo)
C—-D
— (D" 4+ iD"¥o 4 jDTYo 4 kDT t70)].
The last equation yields Eq. (2.4). Equation (2.5) can be
demonstrated in a similar manner. m

The following lemma will be required in next calculations.
Lemma 2.4. Let C* and D* be in Theorem 2.3. Then we have
AcAp = U +VV5and ApA; = U — V5
where
U= To(xo'yo'ZO) — 1= yoy1(=1)*0 = y3y1 (=1)%0 — 3y, (=1)%
and
V =iys(=D%F, 5 +jY2(=1D)*F, ) + ky1(=1)>°F —y,.

Proof. By using the definitions C* and D*, one can proof the
lemma easily. m
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3. RESULTS

This section presents generalizations of established
identities, beginning with Vajda’s identity for the UF3PGQ and
UL3PGQ numbers.

Theorem 3.1. For any integers p, g, and r, the following
equations are valid

(%0,Y0.20) ¢ (X0.Y0.20) (%0.%0,20) ¢ (X0,Y0,20)
Sp+a Sp+r - Sp Sp+q+r

= (—1)p+1Fq (-UE. +VL,) (3.1
and

(*0,Y0,20) 2 (X0,Y0.Z0) (x0,%0,20) 2 (x0,¥0,20)
Tp+a Tp+r - Tp Tp+q+r

= (—1)p5Fq(—UFr +VL,). (3.2)
Proof. Binet's formula (2.4) gives

(*0,Y0,20) c(X0,Y0,20) (x0,Y0,20) ¢ (X0.¥0.20)
Sp+q Sp+r —5p Sp+q+r

= %[ACAD (CPDP+a+T — cP+app+T)
+ ApAp(CPHa+TDP — CP+T pP+a)]
_ D7 [AAp(DI*T — CIDT) + ApA (CI+T — CTD9)]
(_1)p+1
= ———[AcApD"(CT = D7) = ApAcCT(CT — DY)]
_ (=ppt

1F,
NG 1 [ACADDT - ADACCr].

The last equation yields Eq. (3.1). The second identity can be
demonstrated in a similar manner.m

Substituting r - —q into Theorem 3.1 gives Catalan’s
identities for UF3PGQ and UL3PGQ numbers.

Theorem 3.2. For any integers p and g, the following equations
are valid
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(*0,Y0,20) ¢ (X0,Y0,20) (x0,¥0,Z0) 2
Sp+q Sp—q - [Sp ]

= (-DPYY(UF2 +VF,,) (3.3)
and

pt+q p
= (—DPY5(UF? + VFy). (34)

T (*0,¥0.20) ngf(()]’YO'Zo) . [T (xo,yo,zo)]z

Substituting g = 1 into Theorem 3.2 gives Cassini’s
identities for UF3PGQ and UL3PGQ numbers.

Theorem 3.3. For any integer p, the following equations are valid

(X0.Y0,20) ¢(¥0,Y0,70) (*0.Y0,20) %
Sp+010 OSp_Olo 0 _[SpO 0 O]

=(=DPWU+V) (3.5)

and

(X0.Y0,20) 7 (X0,Y0,20) (x0.Y0,Z0) ]
Tp+(:)lOOTp0100 _[TpO 00]

= (=1)P*15(U + V). (3.6)

A further generalization of a renowned identification is
d’Ocagne’s identity. D’Ocagne’s identity is articulated in the
subsequent theorem.

Theorem 3.4. For any integers p and q, the following equations
are valid

(>0,Y0,20) ¢ (X0,Y0,20) (x0,Y0,20) ¢ (X0.¥0.Z0)
SP Sq+1 _Sp+1 Sq

= (~1)U(UE,_q + VL,_,) 3.7)
and

(x0.Y020) (X0.Y0.20) _ (X0 Y0,20) 7(X0.Y0.20)
Tpooqu+(:)LOO_Tp+0100Tq000
= (—1)*5(UF,_q + VLy_q) (3.8)

Proof. Eq. (2.4) gives
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S(xo Yo, ZO)S(xo Y0,20) S(xo Yo Zo)S(xo Y0,20)

q+1 p+1
= 5 (AL = ApDPI(BCT — 8,D7)
— (ACP* = ApDP*)(AcCT — ApDY)]
%[ACADCPDQ(C D) — ApAcCIDP(C — D)]
= % [AcApCPDY — ApAcCIDP]
= (_\/_15)61 [AcApCP~9 — ApAcDP9]
- Dq [(U +V5V)cP- — (U —V5V)DP~]
= (_\/_S)q [U(cP=7 — DP=4) + V5V (CP~7 + DP=9)].

The final equation utilizing Binet formulas (1.4) yields Eq. (3.7).
Eg. (3.8) can be demonstrated in a comparable manner.m

Employing analogous techniques, we may ascertain
numerous identities for UF3PGQ and UL3PGQ numbers. We
present several of them in the subsequent theorem.

Theorem 3.6. For any integers p, g and r, the following equations
are valid

T(xo'J’o:Zo) — S(xo'J’o:Zo) + S(XO’yO'ZO)

Tp(i(()y)’() ZO)Szgﬁoryo Z0) Tp(f—(;”yo Zo)SlgﬁquO Z0) _ = 2(—1)P+a UF_4

Szgxo’J’o,Zo)Tq(xo;S/o:Zo) _ Tq(xo:S/o:Zo)Sz()xo;S/o’Zo) — 2(_1)pVLq—p'

(x0,Y0,20) 2 (X0,Y0.20) (x0,¥0,20) ¢ (X0.Y0.20)
SpOOOTqOOO_TpOOOSqOOO
= 2(—1)q(UFp_q +VLp_q),

(x0,Y0.20) ¢(X0.Y0,20) (x0,Y0,20) ¢(X0.Y0.20) __ +1
SpOOOSqOOO_SqOOOS000_2(_1)6[ VFp

-q

Tp(xo:J’o'Zo)Tq(xorYO»Zo) T(x0 Yo ZO)T(xO Yo.Zo) _ =10(— 1)qVF
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2 2
5 [Séxo'YOrZo)] _ [Tp(xo'J’OrZo)] — 4(_1)p+1U,
S}Sﬁoéyorzo) + (_1)q51§3i0(}J’0'Zo) — Szgxo:J’o'Zo)Tq(xo,yorZo),

Tp(ﬁ(g)’o'zo) + (_1)qu(9_C(‘)]'J’0rZo) — T;XOJ’O'ZO)Tq(XoJ’o’Zo)’

(x0,¥0,20) _
Szp

— Fp+151(,x0:y0’20) + F S(xOJyOJZO)'

pP-p-1

4. CONCLUSIONS

This study presents and examines unconstrained
Fibonacci and Lucas 3-parameter generalized quaternions
(UF3PGQ and UL3PGQ) utilizing random Fibonacci and Lucas
numbers as coefficients. Utilizing the definitions and Binet
formulae, we derived generating functions and constructed
various renowned identities, including Vajda’s, Catalan’s,
Cassini’s, and d’Ocagne’s identities, within the framework of
these generalized quaternion structures.

This study's results not only expand the classical features
of Fibonacci and Lucas numbers within the context of 3-
parameter generalized quaternions but also enhance prior
research on Fibonacci and Lucas quaternions by integrating
randomness into the coefficients. This illustrates that these
algebraic structures maintain numerous essential identities even
in extended and unrestricted contexts.

The obtained findings may provide a basis for additional
research on the algebraic and analytical characteristics of
quaternionic sequences with stochastic coefficients. Future
research avenues may encompass a more profound examination
of norm and conjugacy relations, the expansion of methodologies
to higher-dimensional hypercomplex number systems, and the
exploration of potential applications in coding theory,
cryptography, and mathematical physics.
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RIEMANN MANIFOLDLARINDA REGRESYON
ANALIZI

Emre SANIR!?
Nurkut Nuray URGAN?

1. GIRIS

Riemann Geometrisi, matematikte “devrim niteliginde”
bir teori olarak bilinir. Albert Einstein, Genel Gorelelik Teorisini
olustururken uzay ve zaman dokusunun egriligini tanimlamak

icin Riemann’in matematiksel kesiflerinden yararlanmis ve bu
sayede onlara somut bir fiziksel yorum kazandirmistir.

Aradan gecen bir asirlik siireden sonra, Riemann
Geometrisi bu kez de makine dgrenmesi algoritmalarinda sahne
almaktadir. Bu makalede, dogrusal regresyonun Riemann
Geometrisine bir genellemesi olan Jeodezik Regresyon hakkinda
bilgi verilmesi amag¢lanmaktadir.

Jeodezik regresyon, reel-degerli bagimsiz degisken ile
manifold-degerli rastgele bagimli degisken arasindaki iliskiyi
modelleyen bir regresyon yontemidir. Buradaki temel prensip,
verilere en iyl sekilde uyan bagimsiz parametre ile
parametrelendirilmis bir jeodezik egri bulmaktir. Modeldeki hata,
modelden veriye olan jeodezik mesafelerin kareler toplamidir. Bu
hatanin minimize edilmesiyle, Oklid uzayindaki geleneksel
dogrusal regresyon yontemi Riemann  manifoldlarina
genellestirilmis olur. (Fletcher, 2013)

Ogretmen, MEB, emresanir@gmail.com, ORCID: 0000-0002-8691-4692.

2 Dr.Ogr.Uyesi, Tekirdag Namik Kemal Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiltesi,
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2. RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE
REGRESYON ANALIZi

Regresyon analizi, bir bagimli degisken ile bir ya da
birden fazla bagimsiz degisken arasindaki iligkiyi modellemek
icin kullanilan istatistiksel bir yontemdir. En yaygin kullanilan
regresyon modeli ise basitligi, yorumlama kolaylig1 ve bir¢cok
olguyu modelleme olanagi saglamasi nedeniyle dogrusal
regresyondur. Ancak, yanit (bagimli) degisken dogrusal olmayan
bir manifold iizerinde degerler aliyorsa, dogrusal bir model
uygulanabilir degildir. Bu tiir manifold-degerli Olg¢limler;
bilgisayarl1 gérme, sinyal isleme, sekil analizi, hava trafigi ve
havacilik kontrolii gibi ¢ok ¢esitli uygulama alanlarinda ortaya
cikar. Ornegin biyolojide ve tipta; anatominin seklini degistiren
strecleri anlamak genellikle kritik 6neme sahiptir. Buradaki
zorluk, sekil degiskenliginin dogas1 geregi yiiksek boyutlu ve
dogrusal olmamasidir. Bu degiskenligi elde etmenin etkili bir
yaklasimi, sekli bir manifold veya sekil uzayr olarak
parametrelendirmek olmustur. (Fletcher, 2013)

Manifoldlar Uzerinde regresyon problemini inceleyen
bir¢ok caligma vardir. Jupp ve Kent (1987), sekil uzaylarinda bir
acma yontemi onermektedir. Diffeomorfizm grubu Uzerinde
regresyon analizi; blylme modelleri olarak Miller (2004)
tarafindan, parametrik olmayan regresyon yontemi Davis ve ark.
(2007) tarafindan, ikinci mertebeden egriler Trouvé ve Vialard
(2010) tarafindan onerilmistir. Son olarak Shi ve ark. (2009), ¢ok
sayida yanit degiskenleri i¢in birden fazla yardimeci degisken
iceren yart parametrik bir model Onermistir. Ancak bu
yontemlerden higbiri, dogrusal regresyonun manifoldlara
dogrudan genellestirilmesini saglamaz. (Fletcher, 2013)

Bu makalede amacg, bagimsiz bir skaler degisken ile
bagimli manifold-degerli rastgele degisken arasindaki iliskiyi
jeodezik bir egri olarak modelleyen jeodezik regresyon adi
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verilen bir genelleme ortaya koymaktir. Dogrusal regresyonda
oldugu gibi bu modelin de avantajlari, basitligi ve yorumlama
kolayligidir.

3. RIEMANN GEOMETRISININ TEMEL
KAVRAMLARI

Modeli formile etmeden Once, ilk olarak Riemann
geometrisinin birka¢ temel kavramini gézden gegcirelim.

Tamm 1. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M Gzerinde
simetrik, pozitif tamiml bir g bilineer formu (metrigi) varsa, g ye
“Riemann metrigi” ve (M, g) ikilisine de ““Riemann manifoldu”
denir . (Sahin, 2012)

(M, g) Riemann manifoldu (zerinde iki koordinat sistemi
{x1,%2,...,x,} Ve {yi,¥2,...,¥,} oOlmak (zere Riemann
metriginin bilesenleri

n n
5 6xl- ax]
9ij = Z Z ij Ao Ao
ij=1ks=1 0yx 05
ile bulunur. Burada §;; kronocker deltadir.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve v, € T, M vektorin normu

losll = Jgp v )

ile tanimlanir. Ayrica vp, Wy € T,M Ve v, ile Wy, arasindaki a¢1 8
olmak Uzere

Ip(v, W)

cosf =
[vp [ [[wp I

olarak tanimlanir.
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(M,g) bir Riemann manifoldu ve a:I->M bir
diferansiyellenebilir egri olsun. a'(t) = T(t) olmak lzere «a
egrisinin a(t,) ve a(t;) arasinda kalan yay uzunlugu

alz= et = | Jo(r@,T@) e

olarak tanimlanir. (Sahin, 2012)

Tanum 2. M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Eger her
p € M ve her f € C*(M,R) igin

v,:C*(M,R) > R

f = vplf]
operatér her f,g € C*(M,R) ve Au icin
i. v [Af + ugl = Wwplf]+ uv,lg]
ii. vlf.-g9] = g@v,[f1 + f(PIvplg]

aksiyomlarint saglyorsa, bu operatore M manifoldunun p € M
noktasinda bir "tanjant vektorii" denir. (Hacisalihoglu, 1980)

M manifoldunun bir p € M noktasindaki tanjant vektorlerinin
cumlesi

T,(M) = {vp|v,: C*(M,R) - R}
seklinde gosterilir.

Tamm 16. M diferansiyellenebilir bir manifold ve M Uzerinde
bir afin konneksiyon V olsun. Bir a: 1 — M egrisi boyunca bir V
vektor alani, her bir t € I igin % = 0 sartint saglyorsa V ye «
egrisi boyunca "paralel vektor alam" denir . (do Carmo, 1992)

Tanmim 17. a:1 - M egrisi iizerinde a(ty) ve a(ty) noktalar
verilsin. a(t,) noktasinda bir V vektor alammn a(t,)

noktasindaki karsiligina 'V vektor alammin a(t,) noktasina
"otelenmisi" denir. (do Carmo, 1992)
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a(ty) = a ve a(t;) = b olsun. Yukaridaki tanima gore Ty )M
uzayindan Tg (¢, )M uzayina bir I; b fonksiyonu tanimlanmis olur.

I} fonksiyonuna, a(t,) = a noktasindan a(t;) = b noktasina
"paralel kayma fonksiyonu (paralel transport)" denir .

I7 = TaepM = TaeyM

ile taniml1 olup, bu doniisiim lineer ve i¢ carpimi koruyan bir
doniigiimdiir (Sabuncuoglu, 2004).

Tanm 18. (M, g) bir Riemann manifoldu, a:1 - M
diferansiyellenebilir bir egri, t € I icin a'(t) = T olmak lzere
VT =0 ise a egrisine M nin "jeodezigi" denir (do Carmo,
1992).

Tanmim 19. M bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. y(0) = p,
Y'(0) = v baslangi¢ kosullar1 verildiginde, ikinci mertebeden
kismi diferansiyel denklemler teorisi bize y(2) i¢in tanimlayict
denklemin en azindan yerel olarak tek bir ¢oziimiin varliginm
garanti eder. Boylece (-¢,¢) arahiginda y(0) = p, y'(0) =
v ile tamimh tek bir y jeodezik egrisi vardir. Eger bu jeodezik
[0,1] araliginda var ise

Expy:TyM - M
v - Exp,v =y(1)
fonksiyonuna  "Riemann  iistel  doniisiim  (Riemannian
exponansiyel dontistim)" adi verilir. (Fletcher, 2010).
Teorem 1. M bir Riemann manifoldu ve p € M olsun. Exp,

fonksiyonu 0 noktasini iceren bir U c T,M komsulugunda
difeomorfizmdir .

Yukaridaki teorem, Exp, nin en azindan p nin bir Exp,(U)

komsulugunda ters fonksiyonu oldugunu ima eder. Bu da bizi
asagidaki tanima gotiriir.
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Log,: Exp,(U) - T,M

Tanim 21. Exppv —y(1) > v

seklinde tammlanan iistel doéniisiim fonksiyonunun tersine
"Riemann log doniistim" denir (Fletcher, 2010).

4. COKLU DOGRUSAL REGRESYON

Genel manifoldlar Uzerinde jeodezik regresyonu formdale
etmeden 6nce, R™ deki ¢oklu dogrusal regresyonu inceleyerek
baslayalim. Burada rastgele olmayan bagimsiz degisken X € R
ile R™ cinsinden deger alan rastgele bagimli degisken Y
arasindaki 1iliskiyle ilgileniyoruz. Bu iliskinin ¢oklu dogrusal
modeli su sekilde verilmektedir:

Y=a+Xp +e (1)

Burada a € R™ gozlemlenemeyen bir kesim (intercept)
parametresi, [ € R™ gozlemlenemeyen bir egim (slope)
parametresi ve € de hatayr temsil eden R™ degerli
gozlemlenemeyen rastgele degiskendir. Geometrik olarak bu, X
skaler degiskeniyle parametrelendirilmis, R™ den (art1 giirtiltii)
gecen tek boyutlu bir dogrunun denklemidir. Manifold durumuna
genelleme yapmak amaciyla, a y1 basglangi¢ noktasi olarak
diisinmek ve B y1 da hiz vektorii olarak diisiinmek faydali
olacaktir.

Yukaridaki model g6z 6niine alindiginda, yani i = 1,..., N i¢in
veriler (x;, y;) € RxR" alindiginda, en kiigiik kareler tahminleri
olan (@&, ) parametreleri icin minimizasyon problemi:
(&.8) = argmin XL lly i —a —x.i Bl

)

olarak hesaplanir ve bu denklem analitik olarak ¢oziildiigiinde

62



Matematik Degerlendirmeleri

1 —
NZ?’=1 XiYi— Xy

N 2 _ =2
=X —X

. a=y-%p

B:

olarak hesaplanir. Burada x ve y sirasiyla x; ve y; nin
ortalamalaridir ve modeldeki hatalarin dagilimi sifir ortalamali ve

sabit varyansli ise bu tahminciler yansiz (unbiased) ve tutarlidir
(Fletcher, 2013).

5. JEODEZIK REGRESYON

Duizgln bir Riemann manifoldu M Uzerinde y;,v,,..., Yy
noktalar1 ve bunlarla iliskili x4, x,,...,xy € R skaler degerleri
verilsin. Buradaki temel amac¢ x; ile y; noktalar1 arasindaki
iligkiyi en iyi modelleyen M manifoldu tzerinde bir y jeodezik
egrisi bulmaktir. Dogrusal regresyonda oldugu gibi jeodezigin hiz
vektorl, x;’ye karsilik gelen bagimsiz parametreyle orantili
olacaktir. Parametrelerin tahminleri, model ile veriler arasindaki
Riemann mesafelerinin karelerinin toplamini minimize etmek
istedigimiz en kiigiik kareler problemi olarak kurulacaktir.
Jeodezik regresyon modelinin sematik gosterimi Sekil 1 de
verilmistir.

®, J)=Exp(p, xv)

Sekil 1. Jeodezik Regresyon Modelinin Gosterimi (Fletcher, 2013).
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M bir Riemann manifoldu olsun. p € M ve p noktasinda bir v €
T,M vektorii alalim. Herhangi bir p € M igin y(0) =p ve
y'(0) = v olan tek bir y jeodezik egrisi vardir. y egrisi [0,1]
arasinda tanimlandiginda, p noktasindaki Riemann {istel
doniisiim Exp,v = y(1) olarak tanimlanir. Baska bir deyisle,
iistel doniistim girdi olarak bir konum ve hiz alir ve bu baslangi¢
kosullariyla jeodezik boyunca 1 zamanindaki noktay1r dondiirtir.
Riemann iistel doniisiim, p nin bir komsulugu iizerinde yerel
olarak difeomorfiktir. Bu tiir en biiyiik komsuluk U(p) olsun.
Daha sonra U(p) yi igeren iistel doniisimiin Riemann log
doniisiimii, Log,: U(p) » T,M seklinde tersi vardir. Herhangi
bir ¢ € U(p) noktasi i¢in Riemann mesafe fonksiyonu d(p, q) =
[[Logyql| ile verilir. Riemann Ustel ve log doniisiimlerine p
noktasini bir parametre olarak dahil etmek, yani Exp,v =
Exp(p,v) ve Log,q = Log(p,q) olarak tammlamak uygun
olacaktir (Fletcher, 2013).

Bir (p, v) ikilisi, ¢oklu dogrusal regresyon modelindeki a ve f8
parametrelerine benzer sekilde, bir p kesim (intercept) noktasi ve
bir v egim (slope) saglar. Simdi M degerli rastgele degisken Y ve
rastgele olmayan bir X € R degiskenlerini diisiinelim. Coklu
dogrusal  regresyon = modelinin  manifold  durumuna
genellestirilmesi

Y = Exp(Exp(p, Xv), €) 3)

seklindedir. Bu ifadeye "jeodezik regresyon modeli" denir.
Burada €, Exp(p, Xv) deki tanjant uzayda degerler alan rastgele
bir degiskendir. Oklid uzay1 i¢in iistel doniisiimiin basitce vektor
toplami1 olduguna dikkat edin. Yani, M = R™icin E(p,v) = p +
v. Dolayisiyla M = R™ oldugunda jeodezik model, klasik ¢oklu
dogrusal regresyon denklemi ile eslesir (Fletcher, 2013).

64



Matematik Degerlendirmeleri

6. EN KUCUK KARELER TAHMINI

i=1,...,N icin (x;,y;) € (Rx M) noktalarin1 ve (3)
denklemini  diistinelim.  Verilen bu bilgilerle (p,v)
parametrelerini tahmin etmek istiyoruz. ilk olarak jeodezik
verilerin hata kareler toplamini tanimlayalim ve bunu E (p, v) ile
gosterelim.

N
1
Ev) =5 ) d(Exp(,xv),y)? )
i=1

(2) denklemi ile verilen klasik en kicuk kareler minimizasyon
probleminde oldugu gibi, jeodezik modelin en kiigiik kareler
tahmincisini yukaridaki kareler toplaminin minimizasyonu olarak
formule edebiliriz, yani

(p, D) = argminE (p, v) (5)
(v.,v)

Tekrardan bu problemin, M = R" oldugunda klasik en kii¢iik
kareler yontemi ile eslestigine dikkat ediniz.

Dogrusal regresyon yonteminin aksine, genel bir M manifoldu
icin (5) denklemindeki en kuglk kareler problemi tipik bir
analitik ¢oziim vermeyecektir. Bunun yerine bir gradyen inis
algoritmasi1 tiiretmek uygun olacaktir. (4) denklemindeki
gradyanin hesaplanmasi iki tiirlii olacaktir: Riemann uzaklik
fonksiyonunun gradyeni ve istel haritanin gradyeni. Bir p € M
noktasin1  sabitleyerek, Riemann uzaklik fonksiyonunun
gradyeni, x € U(p) igin

de(p' x)z = _2Logx(p)
olarak hesaplanabilir (Fletcher, 2013).

Exp(p, v) tstel doniistimiin tiirevi, p baslangi¢ noktasina gore bir
tlrev ve v baglangic hizina gore bir tlirev olarak iki ayr1 bigimde
diisiintilebilir. Bunu yapmak i¢in once su sekilde verilen
jeodeziklerin  bir  varyasyonunu distinelim: c¢;(s,t) =
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Exp(Exp(p,su;),tv(s)). Burada u, € T,M ifadesi, n(s) =
Exp(p,su;) jeodezigi boyunca baslangi¢ noktasinin bir
varyasyonunu tammlar. Ayrica burada, v € T,M vektorini
paralel tasima yardimiyla n boyunca bir v(s) vektor alanina
geniglettik. Bu varyasyon Sekil 2 nin sol tarafinda
gosterilmektedir . Daha sonra c,(s,t) = Exp(p,su, +
tv), u, € T,M jeodeziklerinin bir varyasyonunu diisiinelim.
(Teknik olarak u, vektorii tanjant uzaya tegettir, yani u, €
T,,(TpM ) dir, fakat burada T,,(TpM) = T, M olacak sekilde dogal
bir izomorfizmi vardir. ¢, varyasyonu Sekil 2. nin sag tarafinda
goriildiigii gibi jeodeziklerin bir “yelpazesini” tiretir.

dp Exp d., Exp

Sekil 2. Ustel Doniisiimiin Tiirevleri Olarak Jacobi Alanlar:
(Fletcher, 2013).

Simdi Exp(p,v) fonksiyonunun p ve v ye gore tlirevleri su
sekilde verilmektedir:

d
dpyExp(p,v).uy = &Q(s: )ls=0 = J1(1)

d
Ay Exp(p, v)-1ty = 2= 55, Olsmo = J>(1)
Burada J;(t) ler y(t) = Exp(p, tv) jeodezigi boyunca "Jacobi
alanlar1" uretir. Jacobi alanlari
DZ
/O + RU®,Y®)Y'®) =0
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ikinci mertebeden denkleminin ¢6zumleridir. Buradaki R,
Riemann egrilik tensortidiir .

Yukaridaki iki Jacobi alani i¢in baslangic kosullari, sirasiyla
J1(0) =u,, J;/(0)=0ve/,(0)=0, J,’(0) = u, dir.Jacobi
alanini teget bir bilesene ve bir dik bilesene ayirirsak, yani /| =
JT +J*, teget bilesenler lineer olur: JT(t) = u{ + tu]. Boylece
geriye kalan tek zorluk ortogonal bileseni ¢6zmek olur.

Son olarak (4) denklemindeki E (p, v) fonksiyonunun gradyeni su
sekilde verilir:

N
VpE(,v) = = ) dy Exp(p, i) Log (Bxp(p, x:v), %)

=1
N

VoE(p,v) = — Z x; dyExp(p, x;v)"Log (Exp(p, x;v), 1)
i=1
Burada {istel doniisiimiin tiirevinin ekini (adjoint) aldik, 6rnegin
< dyExp(p,v)u,w >=< u,d,Exp(p,v)Tw > seklinde
tanimlandig1 gibi. Bir sonraki boliimde goriilecegi gibi, Jacobi
alanlar1 ve bunlarin ilgili ek operatorleri i¢in formiiller, ¢ogu

zaman bir¢cok kullanighh manifold tiirleri i¢in analitik olarak
hesaplanabilir (Fletcher, 2013).

7. KURESEL BIR MANIFOLD UZERINE
UYGULAMA

Simdiye kadar verilen bilgilere dayanarak bu boliimde,
merkezi (0,0,0) ve yaricapt bir birim olan bir S? kiresi
(manifoldu) Gzerinde bir uygulama yapilacaktir. Ortaya ¢ikacak
sonug, jeodezik regresyon modelinin parametre tahminleri
olacaktir.

Oncelikle S? kiiresi igin jeodezik mesafe, iistel doniisiim,
riemann log doniisiim ve paralel transport ifadeleri tanimlansin:
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Jeodezik Mesafe Fonksiyonu:

d(p,q) = arccos(< p,q >)
Ustel Doniisiim Fonksiyonu:
v

Exp(p,v) = pcos(lv) + msin(llvll)

Riemann Log Doniisiim Fonksiyonu:
q—<p,q>p
lg—<p,q > pli

Log(p,q) = d(p,q)

Paralel Transport:

<Log(p,q),v>
d(p,q)

Daha once de belirtildigi lizere, jeodezik regresyon modeli

Y = Exp(Exp(p, Xv), €)

Iq() = v (Log(,9) + Log(q,p))

ve hata fonksiyonu

N
1
E(p,v) = EZ d (Exp(p, x;v), y;)*
=1

olarak tanimlanmigti. Gradyenin hesaplanmasi, bir kiire i¢in
Jakobi alanlarimin hesaplanmasini igerir ve asagidaki denklemler
ile yaklagik olarak
N
VpE(p, xv) = — Z Ip (Log (3, 7))

i=1
N

V,E(p,x;v) = —in Fyﬁp(Log(f’\l,Yi))
i=1
¥, = Exp(p, x;v)

seklinde hesaplanabilir (Shin ve Oh, 2022).
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Son adimda ise p ve v parametrelerini gtincelleyecek. Elde edilen
gradyen bir vektorddr. Lineer regresyonda gradyen vektord, A
O0grenme oranina (learning rate) gore dlgeklendirebilir ve mevcut
parametre degerinden c¢ikarilabilir. Ancak burada, p manifold
tizerinde bir noktadir ve bdyle bir vektor islemimiz yoktur. Bu
nedenle p parametresini gilincellemek igin Ttstel dontisim
uygulanmasi gerekir. Bu gilincel parametreye py,.,, diyelim:

Prnew = Exp(p, _Avp)

v parametresini giincellemek icin ise v € T,M oldugundan basit
bir ¢ikarma islemiyle gergeklestirebilir. Bu giincel parametre v’
olsun:

v=v-21V,

Ancak dikkat edilirse, v vektori p nin bulundugu noktada
tanmimlidir, dolayisiyla p noktasini p,,,,, olarak giincellediginde,
yeni v, Vvektorli p,., noktasinda yer almalidir. Ancak
glincellenmis  v' vektérii hala aymi eski p noktasinda
bulundugundan, v’ vektoriinl p,., olarak tanimlamanin bir
yolunu bulmak gerekir. Bu ise giincellenmis v’ vektdrini p
noktasinda p,,.,, noktasina paralel tasima ile yapilabilir:

Vnew = I—%’—’pnew (U,)

Bunu S? kiresinde uygulamak icin, kiirenin yiizeyinde sentetik
veriler lireterek verilere jeodezik regresyon uygulayalim. Bunun
icin gerekli Python kodlar1 EK-1 boéliimiinde verilmistir
(Paribeshh, 2020).

P

array([ 0.99779191, -0.01094604, -0.0062808 ])
Y

array([0.01009145, 0.75591576, 0.0086111 ])
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Python kodunda da goriildiigli iizere, elde edilen tahminler,
baslangigta segilen

p=(1,00)
v = (0, n/4,0)
degerlerine oldukc¢a yakindir.

8. SONUC

Bu makalede, regresyon yontemini Oklid uzaymdan
Riemann manifoldlarina genellendi ve bdylelikle makine
Ogrenimi problemine farkli bir bakis agisiyla yaklasildi. Birim
kiire izerinde bir jeodezik regresyon drnegi tartisildi, ancak daha
pratik ornekler, 6zellikle tibbi goriintiileme ve biyometri olmak
tizere sekil analizi ve bilgisayarli goérme gorevlerinde
yatmaktadir. Bu uygulamalar i¢in Riemann manifoldlarinda
bulunan verilere yonelik makine Ogrenimi algoritmalari
arastirilmakta ve gelistirilmektedir.
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EK-1: Birim kirede Jeodezik Regresyon yonteminin
uygulanmasi icin gerekli olan python yazilim asagida
verilmistir:

## Load Dependencies:
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
## Define Function
def geodesic_distance(x,y):
dot_product = np.sum(x*y)
mag_x = np.linalg.norm(x)
mag_y = np.linalg.norm(y)
cosine = dot_product/(mag_x*mag_y)
if cosine>1: cosine = 1
if cosine<-1: cosine = -1
return np.arccos(cosine)
def log_map(x,y):
d = geodesic_distance(x,y)
temp =y - np.sum(x*y) * x
if np.linalg.norm(temp) !=0:
mapped_value = d * (temp/np.linalg.norm(temp))
else:
mapped_value = np.array([0.0,0.0,0.0])
return mapped_value
def exp_map(p,v):

mag_Vv = np.linalg.norm(v)
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if mag_v ==0:
return p
v_normalized = v/mag_v

mapped_value = p * np.cos(mag_v) + v_normalized *
np.sin(mag_v)

return mapped_value

def parallel_transport(v,p,q):
logmap1 = log_map(p,q)
logmap2 = log_map(q,p)

if np.linalg.norm(logmap1)!=0 and
np.linalg.norm(logmap2)!=0:

transported value = v -  (np.dot(logmapl
v)/geodesic_distance(p,q)) * (logmapl+logmap?2)

else:
transported value = v

return transported_value
## Generate data
#initialize dimension, pi and number of data points N
dim=3
pi =3.14
N =20
# mean and covariance for noise generation
cov = np.eye(dim)
mean = np.zeros((dim))

noise = np.random.multivariate_normal(mean,cov*0.001,N)
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#set the parameters p and v

p = np.array([1,0,0])

v = np.array([0,pi/4,0])

#define the independent variable x and create array of xiv
x = np.arange(-1,1,0.1)

v_array = np.dot(x.reshape(-1,1),v.reshape(1,-1))

#generate noise free data points y_temp and add noise to get noisy
datay.

y_temp = np.array([exp_map(p,v_array[i]) for i in range(N)])
y =y_temp+noise
## Implement Geodesic Regression for Prediction
#compute gradients
def grad_p(p,v,y):
grad=0
for i in range(N):
mapped_value = exp_map(p,v*x]i])
error_vec = log_map(mapped_value,y[i])

error_vec_transported =
parallel_transport(error_vec,mapped_value,p)

grad += error_vec_transported
return -1*grad/N
def grad_v(p,v,y):
grad=0
for i in range(N):

mapped_value = exp_map(p,v*x]i])
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error_vec = log_map(mapped_value,y[i])

error_vec_transported
parallel_transport(error_vec,mapped_value,p)

grad += error_vec_transported * x]i]
return -1*grad/N
def compute_cost(X,Y):
err=0
for i in range(N):
err += geodesic_distance(X[i],Y[i])
return err/N
#initializing parametres P and V
P =np.array([0.8,0.6,0])
V = np.array([0,0,0.3])
#define hyperparametres iteration and learning rate
iterations = 100 #number of iterations
Ir = 0.1 #learning rate
#calculate approximate parametres p and v
for i in range(iterations):
#parameter P update
P_new = exp_map(P,-1*Ir*grad_p(P,V,y))
#parameter V update
V_new =V - Ir*grad_v(P,V,y)
V = parallel_transport(\V_new,P,P_new)
P=P_new

## Display Predictions
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# Generate predicted data points using the optimized parameters
Pand V

model_output = np.array([exp_map(P, V * Xx[i]) for i in
range(N)])

print("Actual data values (y):")

print(y)

print("\nPredicted data values (model_output):")
print(model_output)

## Asses performance of geodesic regression:

#calculate error/accuracy:
v_array=np.dot(x.reshape(-1,1),V.reshape(1,-1))
model_output=np.array([exp_map(P,v_array[i]) for i in
range(N)])

costs=0

costs=np.append(costs,compute_cost(y,model_output))
GR_err=compute_cost(y,model_output)

GR_acc=1-GR_err

print("Error:\t",GR_err*100,"%")
print("Accuracy:\t",GR_acc*100,"%")
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ON THE SPECIAL CURVES IN THE
LIGHTLIKE CONE Q* c E?

Fatma ALMAZ!

1. INTRODUCTION

The lightlike cone is a fundamental structure of
Minkowski spacetime or, more generally, pseudo- Riemannian
manifolds. In the context of four-dimensional spacetime, the
lightcone of an event represents the set of all light signals emitted
from or arriving at that event and consists of vectors for which the
metric tensor is degenerate. This concept can be extended to any
n —dimensional Lorentzian space.

Curve theory on 5D pseudo-Riemannian manifolds
presents special challenges and interesting mathematical
structures when the metric is degenerate. Curves on lightlike
cones provide testing grounds for better understanding the
geometric properties of these manifolds. Curves studied on or
associated with a light-like cone in five-dimensional space
represent trajectories in a specific region of this higher-
dimensional spacetime. The geometry of these curves is
determined by the 5D Lorentz metric and the degenerate structure
of the cone. If these curves lie entirely on the light-like cone itself,
they are a light-like curve. The spacing along these curves is zero,
and they can represent the trajectories of massless particles (such
as photons) in 5D spacetime.

1 Asst. Prof. Dr., Batman University, Faculty of Arts and Sciences, Department of
Mathematics, fatma.almaz@batman.edu.tr, ORCID: 0000-0002-1060-7813.
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The study of curves on lightlike cones in five-dimensional
space is particularly important in theoretical physics and
differential geometry: For example, in theories involving five or
more dimensions, such as string theory or the Kaluza-Klein
theory, the geometry of the trajectories of particles or fields in this
higher-dimensional spacetime is critical. Lightlike cones can play
a role in studying massless modes or certain boundaries in these
theories. Furthermore, when investigating the behavior of
quantum fields in higher-dimensional spacetimes, lightlike
surfaces and the curves on them are important for understanding
the propagation and interactions of fields.

A rectifying curve in lightlike cone 5-space is a vector
drawn from the origin to a point on the curve that follows a
trajectory confined within a special "rectifying plane" derived
from the intrinsic geometry of the curve at that point and the
metric structure of spacetime. This geometric constraint
determines the shape and orientation of the curve within the 5D
lightlike cone. The importance of studying such curves is that
they contribute to the geometric classification of curves on
lightlike cones, represent specific trajectories that massless
particles or light can follow, and offer new insights into higher-
dimensional/pseudo-Riemannian geometry and theoretical
physics. These curves can serve as a bridge to understanding
geometric constraints and potential physical implications in
degenerate spacetime structures.

A lot of mathematicians have worked on curves in
different spaces. Many works have been done related to different
curves in null cone, ( (Almaz F. , 2025)-(Almaz & Kulahci, 2022),
-(Almaz & Kulahci, 2016)). Rectifying curves in Euclidean space
are studied ((Chen, 2003), (llarslan & Nesovic, 2008)). (Choi,
2012) The authors introduce the notion of the principal-direction
curve and principal-donor curve of a Frenet curve and give the
relationship of curvature and torsion of its mates. Also, they
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characterize some special curves. In references ((Liu, 2004), (Liu
& Mong, 2011)), the cone curves and cone curvature function etc
are studied by the authors. Also, their representations and some
examples of cone curves are given in Minkowski space.

2. PRELIMINARIES

The pseudo-Euclidean 5-space E7 is given with the metric

4
d(x,y) = 21 XiYi — XsYs, (2.1)
=

where x = (x1,%3,...,%5),¥ = (V1,¥2..-,¥s) € E7. E7 isa flat
pseudo-Riemannian manifold of signature (4,1). Let M be a
submanifold of E7. If the pseudo-Riemannian metric d of E}
induces a pseudo- Riemannian metric d (respectively, a
Riemannian metric, a degenerate quadratic form) on M. Let ¢ be
a fixed point in E? and r > 0 be a constant. The pseudo-
Riemannian null cone is given by

Qi(c,r) ={B € E?:d(B—c,p —c) =0}

and Q%(c,7) is a degenerate hypersurface in E. The point c is
called the center of Q7 (c,7). When ¢ = 0 and g = 1, one simply
denote Q7(0) by Q* and call it the lightlike cone (or simply the
light cone), (Liu & Mong, 2011). Let us recall from (Liu & Mong,
2011) the definition of the Frenet frame and curvatures, and let
E; be the lightlike cone 5 —space Q* c E7. A vector 8 # 0 in E}
is called spacelike, timelike or null, if (8,8) > 0, (8,8) < 0 or
(B, B) = 0, respectively. A frame field {n, n,, ns, ny, ns} on EY
is called as asymptotic orthonormal frame field, if

(g, ny) = (ng,ng) = 0,(ny,ng) =1,
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and a frame field {n,,n,,ns,ny,ns} on E7 is called a pseudo
orthonormal frame field, if

(ng,ny) = —(ng,ns) = 1,(ny,ns) = 0,
(nyny) =(ns,n) =0, (nym)=6;  i,j=123
and let the curve 5:1 — Q* c E?, t — B(t) € Q* be a regular
curve in Q* and B'(t) = %, for vt € I c R since (5,£) =0

and (B8,dB) = 0, dB(t) is spacelike. Then, the induced arclength
(or simply the arclength) s of the curve B(t) can be defined by
ds? = (dB(t),dB(t)), ((O'Neill, 1983), (Ludvigsen, 1999),
(Tsamparlis, 2010). For the arc length s of the curve B(s) =
B(t(s)) as the parameter, and S'(s) = v,(s) is a spacelike unit
tangent vector field of the curve S(s). Then, for the vector field
y(s) the spacelike normal space V2 of the curve B(s) such that
they satisfy the following conditions:

B(s),y(s) =1,

(B(s), B(s)) = (y(5), y(s)) = (v1(5), ¥(s)) = O,
(v2(5), B(s)) = (V2(), ¥y (5)) = (V1 (s), v2(s)) = O
(v3(5), B(5)) = (v3(s), ¥(5)) = (V1 (s), v3(s5)) = 0

(vi(s),vi(s)) = 6,1, = 1,2,3.
V? = {span{B,y, v:}}*, spang (B, y,v1,V?} = EY.

Therefore, we have the following Frenet formulas

B'(s) = vi(s)
Vp,v1 = Vi(S) = K1 (S)B(s) = ¥(s) + T1(s)va(s)
Vy V2 = v5(8) = k3 (S)B(s) — 11(S)v1(s) + 1,(s)v3(s) (2.1)
Vy,v3 = v3(s) = Kk3(S)B(S) — 12(s)v2(s)

Y'(s) = =k ()v1(S) — K2 (S)V2(8) — K3(S)v3(5),
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where v,(s),v5(s) € V2, (v, v;) = 8, i,j = 2,3. The functions
K1(S), K,(s), K3(s), t,(s) ,75(s) are called cone curvature
functions of the curve B(s). The frame

{B(5),v1(5), v2(5), v3(5), y(s)} (2.3)

is called the asymptotic orthonormal frame on E? along the curve
B(s) in Q* ((O'Neill, 1983), (Ludvigsen, 1999), (Tsamparlis,
2010).

3. REPRESENTATION OF THE RECTIFYING
CURVE IN THE LIGHTLIKE CONE Q* c E?
In this section, some characterizations of the rectifying

curvesare expressed according to the asymptotic orthonormal
frame in lightlike Cone Q* c E;.

Definition 1 Let B:1 — Q* < E$ be a unit speed non-null curve
with non-zero cone curvature functions x;(s), k,(s), x3(s);
T,(s), T,(s) and the asymptotic orthonormal frame of the curve 3
is {B(s),v1(8),v2(s),v3(s),y(s)} in Q*. Then, the curve B is said
to be rectifying curve in Q* the position vector {3 satisfies

B(s) = As)v1(s) + u(s)vs(s) +v(s)y(s). (3.1

If the derivative is taken with respect to s in the equation
(3.1) in the definition and the equations (2.1) are used, one gets

B'(s) = (A'(s) = y()k1(s))v1(s)
+ (A()11(s) — u(s)T2(s) — 12 ()Y ()2 (S)

+(u'(s) — 153()y (5) v (s)
+(=A(5) +7'(5))y(s) + (e ($)A(S) + 13 (5)pe(s))x(s)

Here, when the necessary operations are performed, that
is, if both sides of the equality are subjected to inner
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multiplication with v, (s), v,(s), v3(s), B(s), y(s) respectively,
one gets

A(s) —y($)Ki(s) = 1
A($)T1(8) = u(S)T2(S) = K2(S)y(s) = 0
' (s) —r3(s)y(s) =0 3.2)
—A(s)+y'(s)=0
K1 ($)A(s) + K3 (s)u(s) = 0.

When the necessary calculations are made, one has

A=t ey = TR o [ A(S)ds + a;a € R (3.3)

K3T1t+K1T K3T1+K1T

Finally, considering their equality together

KyK3
A(s) =——— ;A(s) =y'(s),
(5) = g e YR =7 )

one gets

f K2K3

K3T1+K172ds_ (3.4)

y(s) = Ae
Therefore, the following equality is found

KoK [taks
A(S) — —Ae K3T1+K1T2
K3T; + KTy

K2K3

Ae! Tmmem ™ (3.5)

—KaK1

u(s) =

K3T1+K1T>

In this case, considering the equations (3.4) and (3.5) in
(3.1), one gets

f K2K3

—=< 9 __ds —
K3T1+K1T2 K2Ks3 KaK1

vs + y). (3.6)

Also, considering (3.5) and (3.4) in the equation
A'(s) —y(s)k.(s) = 1,0ne has

B(s) = Ae

K3T1+K1Tp 1 K3T1+K1 Ty

KpK3 KpK3 1

’
d d
(& efic3‘1:1+rc1‘rz S) — K (S)efK3T1+1c1‘rz S — e (37)

K3T1+K1 Ty
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Let’s continue the analysis in the light of the information
given above, let the § curve be a curve satisfying the equation
(3.6) with Q* c E} and having the cone curvature functions
K1(8), k2 (5), k3(5); T1(5), T,(s). Inthis case, consider the vector
X(s) € Q* c E} given by

X(s) = B(s) = A(S)va(s) — u(s)vs(s) —v(s)y(s). (3.8)

Then, using relations (2.1) and (3.7), we find X'(s) = 0.
This shows that X is a constant vector. This shows that X is
equivalent to a rectifying curve. In this case, the following result
is given.

Corollary 1 Let B:1 — Q* c E? be a unit speed non-null curve
with non-zero cone curvature functions ,(s), k,(s), k3(s);
T1(s), T(s) and let {B,vq,v, vsy} be the asymptotic
orthonormal frame of the curve B in Q*. Then the B curve is
equivalent to a rectifying curve. It is necessary and sufficient that
the equation given in the form

K2K3 ! K2K3
(& ef K3‘[1+K1‘Ezds> — Ky (s)ef K3T1+K1‘[2ds — B; BER
K3T1+K_1T2
is satisfied.

Theorem 1 There is no curve lying completely in Q* with non-
zero curvatures x4 (s), k,(s), k3(s); t1(s), t2(s). However, if
four of the curvature functions are constant, the following cases
hold.

D Ifxy(s) # 0, k,(5), k3(s), T1(5), T2(s) =constant,

2 2
T K 2K3T K3T
K; +—2 K%+(—2+#)x1+ 1 =, (3.9)
K271 71 K2 K2
where
1 K2+2K3TT, KZ\IK%+2K371T2
K1 = _E( ) ) * 2727
2 2T1
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K%+4K3T1T2

KZ+2K3T1T, +—s)_1

+ Ce™ 1
Ky ,K§+4K3‘511’2

2) If k,(s) # 0, K1(5), k3(5); T1(5), T2(S) =cConstant,

+(x

K3 K3(T2K1+T1K3)
iy +— g 4 alTmarni)
T2Kq +T1 K3 Kq

_ K1 1 (tok1+T1K3)2 2
K2 - ( —K3 - )2.
K3(ToK1+T1K3) Cos(\/T_s+D) K1

1

3) If k3(s) # 0, Kk, (5), K1 (5); T1(5), T,(s) =constant,

=0, (3.10)

where

—K:’;

3 4 2%T2 2 K2 |, 1k _
+K2x3+( +3%) =0 (3.10)

71 2

A) If t1(s) # 0, K, (5), k3(S); k1 (5), T2(s) =constant,

o K3 2K3Ty ( T%’Q) _
T + s 24222 P! + (K, + p) 0, (3.12)
where
KqT Tr3VK 2K
Ty = — 124 K1K2i+(#i+E(COS(—3$)
K3 2Kq Vi

. 2K3 -
+ isin(—==5s)))"L.

Vi

5) If 7,(s) # 0, K, (5), k3(s); T1(S), K1 (s) =constant,

., ﬁ 2, 2637y K3ka | K37 _
T, + T2 + e, 2 + p + e, 0, (3.13)
where
KaT !
T2=—31_ 2\/_+< +se‘/—> ,
Kl 2K3 Kz'\/_
K3l
whereA—\/K_andCD cseR.
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Proof. If the curvature conditions given in the theorem are taken
into account in equation (3.7), the differential equations are found
according to the condition that the curvatures are constant. The
solutions of the resulting differential equations can be found
explicitly.

Theorem 2 Let B:1 — Q* < E? be a unit speed non-null curve
with non-zero cone curvature functions k,(s), k,(s), k3(s);
1,(s), T2(s) of the curve B in Q*. If B is a rectifying curve, the
following statements holds

1) The distance function d is given as follows
d(s) = 2y(s).

2) The normal component gV of g
5 (s) =v'(s).

3) The components of the # curve in the directions a,, y and v,
are given as follows, respectively.

KaK3
(B ) AK2K3€ K3T1+K1 T
. =
' K3T1 + KT,
K2K3
<ﬂ ) _AKZKI_e K3T1+K1T>
v =
'3 K3T1 + Ky T,
K2K3
(B,y) = A mrivem

K2K3

where y(s) = Aef"3fl+Klfzds;A € R.

Proof. For a unit speed non-null curve g with non-zero cone
curvature functions k;, k,, k3, T4, T, and the asymptotic
orthonormal frame {B,v,,v,,v3,y} in Q*c EP. Thus,
considering the position vector equation given in (3.1), one has

d?(s) = (B(s), B(s)) = 2* + ? (3.14)
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and from the equations in (3.2), the equations A’ — yk; = 1 and
u' —yks = 0 are multiplied by A, u, respectively, one has

M — Ay, = A (3.15)
pu' — pyks = 0. (3.16)

If the necessary calculations are made and the integral is
taken in the equations obtained

Mrup =2+yAky +ury) =A=y' =212 +u? =y (3.17)

and

[—X283 g5
d(s) = 2y(s) = 24e’ rsm+at2 ;A € R. (3.18)

Secondly, the normal space elements of the curve given in
(3.1) are of the form Y = Av; + yy, one has

f K2K3

K3‘L’1+K1‘L’2dsl (3.19)

Ka2K3

d%(s) = (BN (s),BN(s)y =1 = Ae

Finally, from equations (3.1), (3.4) and (3.5) elements of
the curve are easily found.

K3T1+K1T)

Theorem 3 Let B:1 — Q* < E? be a non-null rectifying curve
with non-zero cone curvature functions x;(s), k,(s), x3(s);
T1(s), T2(s) given by B(t) = P (t)w(t), where Y(t) isan arbitrary
positive function and let w(t) be a unit speed curve in Hi(1).
Then, w(t) is a rectifying curve if and only if

W(t) = to € R.

cos(t + ty)’

Proof. Let ¥ be a curve in Q* given by B(t) = ¥ (t)w(t) and
Y(t) be a positive arbitrary function. Let w(t) be a unit speed
curve on the space H; (1). In this case, when the derivative of the
curve is taken with respect to t, one has

B'(t) =y’ Dw®) + ()’ (D), (3.20)
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and the tangent vector field of the curve is v = \/y'2 + 2, and
one has

vy = %w +¥ w', (3.21)

v
if we take the derivative again in (3.21), one gets

v = (%’), w + (wl + (%),) w +2w" (3.22)

v v
Also, let the asymptotic orthonormal frame given for w be
{w,w' =ny,n,,n3,m}. By using the frame, the following
equation is written as

w" =(w' mw+ (0, oym+{(w', n)n,
+Hw'',ny)n, +(w", nz)ng (3.23)

Considering that the component functions and £(t) =
Y(t)w(t), one obtains

w' =Kkfw—t+ 1B, (3.24)

Finally, if the asymptotic frame {w, n,, n,, n;, m} defined
on the curve ¥ (t) given in Q* is considered in (3.22) and by using
the equation (3.24) one gets

v = ((lp,)’+rc{"¢>w—%m+<lp—,+(%)>n1

v v v
Ve
+2108,. (3.25)

Furthermore, since S is a rectifying curve, multiplying
both sides of equation (3.25) by g yields, one obtains

~1=-Ymp)=1= %Z(m,w) (3.26)

and due to the asymptotic orthonormal frame (m, w) = 1, and the
equation can be written as

v=92 =yl =P +y2
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When the necessary calculations are made, the equation is
obtained as

-1

l/)(t) - m; tO € R. (327)

4. CONCLUSION

In this study, the spacelike rectifying curves lying fully in
the 5-dimensional null cone are characterized and some
classifications of spacelike curves are given in the null cone Q*.
Also, necessary and sufficient conditions are expressed.

In summary, the light-like cone in five-dimensional space
is the set of vectors whose metric norm is zero. The curves on or
associated with this cone represent specific trajectories of higher-
dimensional spacetime and are an important topic of research in
higher-dimensional physical theories and advanced differential
geometry.
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ALGEBRAIC AND COMBINATORIAL
INVARIANTS OF THE NUMERICAL
SEMIGROUPS S = (a,a + 1,-+,2a — 2)

Meral SUER!

1. INTRODUCTION

Numerical semigroups are algebraic structures exhibiting
rich arithmetic and combinatorial properties. Their fundamental
invariants such as multiplicity, embedding dimension, Frobenius
number, and genus serve as key descriptors of their internal
organization. In recent years, increasing attention has been
devoted to representing these invariants through combinatorial
and visual frameworks. Among these, Young diagrams associated
with the gap sets of numerical semigroups, together with their
corresponding rook polynomials, have emerged as powerful tools
for capturing the structural and enumerative characteristics of
such semigroups (Suer, 2025; Suer, in press).

The main motivation of this chapter is to demonstrate that
the rook polynomial of a numerical semigroup can be expressed
in terms of its algebraic invariants. This approach bridges the gap
between algebraic structures and combinatorial enumeration,
providing new insights into how visual representations encode
algebraic information.

Based on this framework, this chapter studies a wider
class of interval-generated numerical semigroups by considering

L Assoc. Prof. Department of Mathematics, Faculty of Arts and Science, Batman
University, e-mail: meral.suer@batman.edu.tr, ORCID: 0000-0002-5512-4305.

92



Matematik Degerlendirmeleri

S =(a,a+1,--,2a —2)witha = 3, (1)

derive its fundamental invariants, construct its associated Young
diagram, and compute the corresponding rook polynomial in
closed form.

Subsequently, we characterize the quotient semigroup g
and determine its fundamental invariants.

Using the algorithm introduced in Section 3, we then
construct the Young diagram corresponding tog and compute its
rook polynomial explicitly.

This enables a direct comparison between the
combinatorial representations of S and g revealing how the
algebraic invariants transform under halving.

2. PRELIMINARIES ON NUMERICAL
SEMIGROUPS

To develop the algebraic framework required for the
forthcoming analysis, we recall the fundamental definitions and
invariants associated with numerical semigroups.

Let N denote the set of non-negative integers. A subset
S € N is called a numerical set if it contains 0 and has only
finitely many missing elements in N. Among these, a numerical
set that is closed under addition thatis, x + y € Sforall x,y € S
is known as a numerical semigroup.

The integers not belonging to S are called its gaps,
forming the gap set G(S) = N \ S. The genus, denoted g(S),
equals the number of gaps: g(S) =l G(S) |. When S = N, the
gap set is empty, and such S is the trivial numerical set. A proper
numerical set is one for which G (S) # @.
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In that case, the largest gap, i.e. maxG(S), is called the
Frobenius number and is written F(S); by convention,
F(N) = —1.

The value C(S) = F(S) + 1 is termed the conductor of S.
Elements of S smaller than C(S) are called its small elements,
and the collection of these is denoted by N(S). Their count,
n(S) =l N(S) |, serves as another numerical invariant of the
semigroup. If N(§) = {0 =57 < 51 <+ < 5,,_1}, then

S= {0 =S0,S1,"""»Sn—-1 Sn» _>}' (2)

where the arrow indicates that all integers greater than or equal to
the conductor belong to S.

Every numerical semigroup admits a unique finite subset
M(S) € S called its minimal generating set, whose elements
called minimal generators generate S additively and no proper
subset does.

Two fundamental invariants arise from this set: the
embedding dimension, e(S) =| M(S) |, representing the size of
the generating system, and the multiplicity, m(S) = minM(S),
the smallest positive element of S.

For more comprehensive information and additional
definitions concerning numerical semigroups, see Rosales and
Garcia-Sanchez (2009).

A numerical semigroup generated by an interval of
consecutive nonnegative integers is a semigroup of the form

S=(a,a+1,,a+x)=7"n(a+i)n;, EN}JSN. (3

Note thatif x > a,thenS ={a,a+1,--}=a+ N =(a,a +
1,---,2a — 1) (Garcia-Sanchez & Rosales, 1999).
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3. YOUNG DIAGRAM AND ROOK
POLYNOMIAL REPRESENTATION

Having introduced the algebraic framework of numerical
semigroups, we now turn to a geometric and combinatorial
perspective that facilitates a deeper understanding of their
structure.

A Young diagram is a finite collection of boxes (also
called cells) arranged in left-justified rows or top-aligned
columns, following a weakly decreasing order in their lengths or
heights.

Formally, a Young diagram may be defined in one of the
following equivalent ways:

Column-based definition: A Young diagram consists of
columns of boxes aligned at the top, such that the number of
boxes in each column is not smaller than the number in the
column immediately to its right

Row-based definition: Alternatively, it can be viewed as
rows of boxes aligned on the left, where the number of boxes in
each row is not smaller than the number in the row immediately
below it.

Example 3.1. As shown in Figure 1, the Young diagram consists
of 4 columns and 5 rows

Figure 1. The Young diagram consists of 4 columns and 5 rows.
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These two representations are equivalent up to reflection
across the main diagonal and are commonly used in
combinatorics, representation theory, and algebraic geometry.

Each proper numerical set S can be represented by a
Young diagram Ys constructed on the integer lattice Z?2. Starting
at the origin, a lattice path is traced using unit steps as follows: a
rightward step is taken whenever an integer s € S, and an upward
step is taken whenever s € S, i.e., when s € G(S). This process
continues sequentially for all nonnegative integers up to the
Frobenius number F(S).

The region enclosed by this path, the vertical axis, and the
horizontal line y = g(S) defines the Young diagram Y. If
S ={0=s5y,51,""",Spn—1,Sn,—}, then Y5 has exactly n(S) =n
columns and g(S) rows.

This geometric procedure establishes a bijection between
proper numerical sets and Young diagrams.

Example 3.2. Let S = {0,3,5,6,9 -}, be a numerical set. The
Young diagram corresponding to this numerical set is as Figure
2.

Figure 2. The Young diagram corresponding to § =
{0,3,5,6,9,-}.
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For further information on the connection between
numerical sets and their associated Young diagrams, see Keith
and Nath (2010) and Tutas et al. (2019).

For a nonnegative integer m, we define
[m] ={1,2,...,m}. 4)

The Cartesian product [m] X [n] represents an m Xn
rectangular grid.

A subset B < [m] x [n] is called a board, and its
elements, that is, the ordered pairs (i,j) € B, are referred to as
cells of the board.

If m and n are chosen as the smallest positive integers for
which B € [m] X [n], then B is said to be an m X n board in the
strict sense; in other words, the board dimensions are not
unnecessarily enlarged.

The complete grid [m] x [n] is called the full m xn
board.

Example 3.3. As illustrated in Figure 3, let the given set of cells
be B = {(1,1),(1,2), (2,1),(3,3)}.

1 2 3

1 (L) (1.2) (1.3)
2 (2.1) (2.2) (2.3)
3 (1) (32) (3:3)

Figure 3. A partial 3 x 3 board corresponding to the set B

This set forms a subset of the Cartesian product [3] x [3].
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Accordingly, the maximum row index is m = 3 and the
maximum column index is n = 3. Thus, the set B is defined on a
3% 3 board.

Each cell in the diagram corresponds to an ordered pair
(i,)), where i indicates the row number and j the column number.
The set B therefore represents a partial board, since only a
selection of cells within the 3 x 3 grid is included.

If all elements of [3] x [3] were present, the resulting
configuration would constitute a full board.

Rook polynomials constitute a fundamental combinatorial
tool for studying the structural properties of such boards.

They enumerate configurations of nonattacking rooks
placed on the cells of a board and encode rich geometric and
algebraic information.

Formally, if r, (B) denotes the number of distinct ways to
place k nonattacking rooks on a board B, then the rook
polynomial associated with B is defined as

Rp(x) = Lo i (B)x". ()

When the board B is rectangular of size m x n, the
maximum number of nonattacking rooks that can be placed on it
is min(m, n).

Consequently, the degree of the rook polynomial Rz (x) is
at most min(m, n).

An essential property of rook polynomials is invariance
under permutations of the rows or columns of the board.

Such transformations do not alter the set of admissible
nonattacking configurations, and hence the rook polynomial
remains unchanged.
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This invariance reflects an intrinsic structural symmetry
of the model and emphasizes the combinatorial harmony
underlying rook placements

Example 3.4. As illustrated in  Figure 3, let
B =1{(11),(1,2),(2,1),(3,3)} be the given board. The
corresponding rook polynomial Rz (x) represents the number of
ways to place non-attacking rooks on B.

We obtain ry(B) =1,1,(B) = 4,1,(B) = 2 and r,,(B) = 0 for
k > 3. Therefore, the rook polynomial is

Ry(x) =1+ 4x + 2x2. (6)

For classical definitions and properties of rook
polynomials, see Riordan (1958).

4., STRUCTURAL PROPERTIES OF NUMERICAL
SEMIGROUPS § =(a,a+1,..,2a—2) WITH
a>3.

In this chapter, we focus on the special case x = a — 2 of
numerical semigroups generated by consecutive integers. We first
determine the main invariants of these semigroups, including the
Frobenius number, genus, and multiplicity. Then, we construct
the associated Young diagram corresponding to the set of gaps
and compute its rook polynomial. Finally, we express the
coefficients of the rook polynomial in terms of the invariants of
the semigroup, establishing a direct link between algebraic and
combinatorial structures.

Lemma 4.1. The Frobenius number of S = (a,a + 1,--,a + x)
is [a7—1 a — 1, where [q] denotes the least integer greater than or
equal to g € Q™.
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Proposition 4.2. LetS =(a,a+ 1,:--,2a — 2) witha > 3.
Then the semigroup S can be expressed as

S={0,a,a+1,-,2a - 2,2a,-}. @)
The fundamental invariants of S are as follows:

m(S)=a, G(S)={12,,a—12a-1},

9(S) =a, e(§)=a-1, (8)
n(S) =aqa, F(S) =2a-1.

Proof. Apply Lemma 1 to the general interval-generated
semigroup (a,a + 1,---,a + x). In the present case we have
x=2a—2—-—a=a-— 2.Fora > 3 we compute

a_

e Rt 9)
o) [— = 2. Hence Lemma 1 yields
F(S)=2a—1. (10)

Since the minimal positive element of S is a, we obtain
immediately m(S) = a. The minimal system of generators of S
is {a,a+1,- -2} its cardinality is
2a-2)—a+1=a-— 1, therefore the embedding dimension
is e(S) = a — 1. Next we determine the set of gaps G (S). Clearly
the integers 1,2,---,a — 1 cannot be expressed as nonnegative
combinations a,a + 1, --+,2a — 2, so they belong to G(S). From
the computation of the Frobenius number we know 2a —1 ¢ S
and 2a—1 is the largest integer not in S; therefore
2a —1 € G(S). Any integer n with n > 2a lies in S (indeed
2a=a+a€S)a<n<2a—2wehaven €S by the choice
of generators. Thus no other gaps occur, so

G(S) ={1,2,,a—12a—1}. (11)

Counting gaps gives the genus
g8 =1G(S) I=(a—1)+1=a. The quantity n(S), i.e. the
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number of elements of S not exceeding the Frobenius number
F(S), equals the number of elements in the list
{0,a,a+1,---,2a—2}, which is 1+ (a—1)=a; hence
n(s) = a.

Collecting these results yields the claimed list of invariants.

Theorem 4.3. Let S = {(a,a + 1,---,2a — 2) with a = 3, and let
Ys denote the Young diagram associated to S in the manner used
above. Denote by F(S) the Frobenius number of S and by e(S)
its embedding dimension. Then the rook polynomial of the Young
diagram

Ry (x) = 1+ F(S)x + [e(S)]* x2. (12)

Proof. By Proposition 4.2, we have already determined the
fundamental invariants of the semigroup
S=(a,a+1,-,2a — 2). In particular, the semigroup can be
expressed  as S={0,a,a+1,-,2a—22a,-} with
e(S)=a—-1and F(S) = 2a — 1.

By the definition of the Young diagram associated with a
numerical semigroup, the diagram Y corresponding to S can be
constructed as in Figure 4.

;- ~

ag ——

Figure 4. The Young diagram correspondingto S = (a,a +
1,-,2a— 2).

The resulting diagram has the shape of a hook consisting
of a horizontal arm of length a and a vertical arm of length a,
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sharing a common top left cell. Therefore, the total number of
cells in the diagram is 2a — 1.

We now compute the coefficients of the rook polynomial

associated with this diagram.

For zero rooks, there is exactly one empty configuration;
hence ry(Ys ) = 1.

For one rook, each of the 2a — 1 cells corresponds to a
distinct placement, giving r; (Ys ) = 2a — 1 = F(S).

The total number of valid two-rook placements can be
determined as follows: Each cell belonging to the vertical
arm, except for the top left cell, occupies a distinct
position in the first column, while each cell in the
horizontal arm, excluding the common cell, lies in the first
row. Therefore, in order to ensure that the two rooks do
not attack each other, one rook must be placed on a cell
from the horizontal arm (excluding the overlap) and the
other on a cell from the vertical arm (again excluding the
overlap). Since there are a — 1 available positions in each
arm, it follows that there are (a — 1)? possible non-
attacking configurations. Any alternative placement
would necessarily position both rooks within the same
row or the same column, thereby producing an attacking
configuration. Consequently, the total number of valid
two-rook placements is

r(Ys) = (a—1)? = [e(5)]*.

The final assertion 1, (Ys ) = 0 for k > 3 is a consequence
of the same structural restriction: there is at most one
column (the first) available for the lower rows, so more
than two rooks cannot be placed without some pair
sharing a row or a column.
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Consequently, the rook polynomial associated with the
Young diagram Ys is
Ry (x) = 1+ F(S)x + [e(5)]* x2. (13)
This completes the proof.
Example 4.4. Consider the numerical semigroup
$=(6,7,8910). It can be written explicitly as
$=(6,7,8910) ={0,6,7,8,9,10,12,»}. The fundamental
invariants of S are as follows:
m(S) =6, G(S)=1{1,234511},

g$) =6, e(S) =5, (14)
n(s) =6, F(S) = 11.

Based on these invariants, the Young diagram associated
with S can be constructed by applying the algorithm described in
Section 3. The corresponding diagram is illustrated in Figure 5.

[ L[]

Figure 5. The Young diagram correspondingto S = (6,7, 8,9, 10).

Consequently, the rook polynomial of the Young diagram Ys is
easily computed as

Ry (x) =1+ F(S)x + [e($)]* x* = 1 + 11x + 25x? (15)
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5. THE HALF OF THE NUMERICAL
SEMIGROUP § =(a,a+1,--,2a — 2)

In this section, we investigate the quotient of the interval-
generated numerical  semigroup S ={a,a + 1,-:-,2a — 2),
a >3, by a positive integer. Specifically, we focus on
understanding the structural changes that occur when S is divided
by a positive integer d.

In this section, we consider the quotient of the numerical
semigroup S =(a,a + 1,---,2a — 2) by 2. First, we explicitly
characterize the quotient semigroup g and compute its

fundamental invariants, such as the multiplicity, embedding
dimension, and Frobenius number. Then, following the algorithm
presented in Section 3 for constructing Young diagrams
associated with numerical semigroups, we obtain the Young

diagram corresponding to ; and determine its rook polynomial.

Definition 5.1. Let S be a numerical semigroup and let d be a
positive integer. The quotient of S by d is defined as

Z = {x € N:dx € S}. (16)

It follows directly from the definition thatg is itself a numerical

semigroup, since the set on the right-hand side is closed under
addition and has a finite complement in N. We refer to % as the

quotient semigroup of S by d. In particular, g is called the half

of S, and Z is referred to as the quarter of S (Rosales& Garcia-
Sanchez, 2009).

Theorem 5.1. Let S =(a,a+ 1,-:-,2a — 2) with a > 3. Then
the half of S is given by

§ = {0,121, -} (17)
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Proof. By definition,

> ={x € N:2x € S}, (18)
Let x € {0, [%],—>}. If x =0, then clearly 2x = 0 € S.
Otherwise, x > [g], which implies 2x > a. Since

2a-1
2

=a-— % <a, (19)
we have 2x #+ 2a — 1, and hence

2x €{0,a,a+1,---,2a — 2,2a,-»}=S. Therefore, x¢€ g
showing that

0.5~} g (20)

Conversely, let x € % Then 2x € S. If 2x = 0, we have
x = 0. Otherwise, 2x > a and 2x # 2a — 1, which implies
x > % and thus x > E] Therefore,

S a

;{051 -1 (1)
Combining both inclusions yields the desired equality:

S a

Proposition 5.2. LetS = (a,a +1,:-,2a — 2) witha > 3. The
fundamental invariants the half of S, denoted byg , are given by

a

m@) =F 63 ={1- E-1}

e@D=F  gD=M-1 (23)
Q=1  FQ=F[-1

Proof. All equalities above are immediate from the definition of
g and from the standard definitions of the invariants.
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Theorem 5.3. LetS =(a,a + 1,---,2a — 2) witha = 3. let Y5,
denote the Young diagram associated with the quotient

. S . . .
semigroup -, constructed under the same convention as in Section
3. Then the rook polynomial of Y5, is

Ry, () =1+ (|3 -1)x. (24)
Proof. By Theorem 5.1, the half of S is given by
g = {0, [%], —}. From Proposition 5.2, We have the fundamental
invariants of g Following the construction algorithm of
Section 3, the Young diagram corresponding to g is formed by
E] — 1 arranged in a single column, as shown in Figure 6.

s

Figure 6. The Young diagram corresponding to the half of
S={(aq,a+1,---,2a—2).

According to the definition of the rook polynomial, we now
determine the number of non-attacking rook placements on this
board:

« For 0 rooks, there is exactly one configuration the empty
placement.

e For 1 rook, it may be placed in any of the E] —1 cells,

giving E] — 1 possible configurations.
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o For 2 or more rooks, such placements are impossible
since all cells lie in the same column, and thus any two
rooks would attack each other.

Consequently, the rook polynomial of Y5, is

Ry, () =1+ (|3 -1)x. (25)
Example 5.4. Let S be the numerical semigroup given in
Example 4.4, where a = 6. Then the quotient of S by 2 is
§={0,3,—>}=(3,4,5). The fundamental invariants of g are
determined as follows:

m(Z)=ll=3 ¢@)={r-[|-1}=02

e@)=lil=3  9()=[i|-1-2 (26)
=1 rQ=f-1-2

Following the same algorithm introduced in Section 3, we obtain

the Young diagram corresponding to Es which is shown in
Figure 7.

Figure 7. The Young diagram corresponding to the half of §

Accordingly, the rook polynomial associated with this diagram is
given by

Ry, () =1+2x 27)
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EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR A
STEKLOVPROBLEM INVOLVING THE P(X)-
LAPLACE OPERATOR

Zehra YUCEDAG!

1. INTRODUCTION

We are dealt with the existence of solutions for a elliptic
problem with Steklov boundary condition following p(x) —
Laplacian operator:

—div(|VulP®=2ru) + [ulP®~2u = h(x,u),x € 2
(1.1)

du
|7 |P)-2 == AMu|™™®=2y, x € 90,

where 2 ¢ RY(N > 2) is a bounded with smooth boundary 94,
A is a positive parameter, p € C(2) and r € C(dQ) such
thatp™ = infp(x) g > 1,77 = infr(x)yepn > 1 and
p(x) #r(y)for xe Qandy € dQand h(x,.):2 xR - R is
a Carathéodory function and g—z is the outer unit normal
derivative on Q. Moreover, A,yu: = div(|VulP®@-2ru) is
p(x) — Laplacian type operator.

Throughout this study, will be considered as follows

Np(x)
P =N-p’ 7P
00, N < p(x)

and

L Prof.Dr, Dicle University, Vocational School of Social Sciences, Diyarbakir,
Turkey, zyucedag@dicle.edu.tr, ORCID: 0000-0003-1950-0163.
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(N — Dp(x)
P ={N-pem & V7P®
o, N <p(x)

Theorem 1.1. Assume that the following conditions hold

(H1) h(x,.):2 xR — Ris a function such that

|h(x, )] < (14 [¢]5™)) forall (x,t) €2 X R

where ¢ positive constant, s(x) € €(2) and

(H2) h(x,t) = o([t|P""1),t > 0forallx € 2 and p* < s~

(AR): Ambrosetti-Rabinowitz's type growth condition; there exist
t; > 0and 6 > p* such that

0 < OH(x,t) < h(x, t)t, |t| > t, forall x € 2,

Then there exists A1 € (0,), problem (1.1) has at least one
nontrivial weak solution.

In recent years, the study of variational problems with
nonstandard growth conditions has attracted considerable interest
due to its applications in various fields such as electrorheological
fluids, elasticity theory, stationary thermo-rheological flows of
non-Newtonian fluids, image processing, and the mathematical
modeling of barotropic gas filtration through porous media
(Chen, Levine, & Rao0,2006; Mihailescu, & Radulescu, 2006;
Ruzicka, 2000; Zhikov,1987 )

2. PRELIMINARIES

We recall some fundamental definitions and elementary
properties of variable-exponent Lebesgue and Sobolev spaces
(LPO(0),WLP@ () and W, P™ (1)), see (Afrouzi, Hadijan
& Heidarkhani 2014; Ayoujil, 2014; Deng, 2008; Fan, X. &
Zhang, 2003; Karim, Zerouali & Chakrone,2020; Kratou &
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Saoudi 2021; Kovacik, & Rakosnik;1991; Yucedag, 2022;
Zerouali, Karim, Chakrone & Anane, 2015).

Set
C.() ={rir(x) € C(Q), infr(x)>1V x € 2}.
We define for any p(x) € C, ()
1<p:=inf,5p x),p*:=sup,px) <o
We define the variable-exponent Lebesgue space as follows

LPX(Q) =

{ulu: 2 = R is measurable such that f lu(x)[P® dx < 0}
2

then, the norm defined in these spaces

p(x)
|l = inf {( >0 f, <2 ax<1
Moreover, if r(x) € C,(0€), we can introduce the variable
exponent Lebesgue space

L'®(0Q) =
{u:0Q - R | u measurable, j | u(x) "™ do < o0},
20

where dois the measure on the boundary Q and L™®(90)
endowed with the norm

[ulreo g0y = inf {C > Oif
20

(LP® (), lulpry) and (L7 (002), luly)) become Banach
spaces.

The variable-exponent Sobolev space WP®)(2)) is denined

WIPE(Q) = {u € LPX(Q): | Vu |€ LPX(Q) },

111



Matematik Degerlendirmeleri

with the norm
I w llyrpeo )= Nl pe

(152 oo 4y 200

inf {o > o:f - |p<x>) dx < 1},

Q

An equivalent norm is given by
I u o=l ullpeoqy HI Vi ll peo )

for all u € WP®(Q). LP'® () is the conjugate space of

p(x) SRS
LPX) () such that ORI
Proposition 2.1. For any u € LP®(2)and v € LP @ (), we
have Holder-Type inequality

j uvdx
Q

(Fan, X. & Zhang, 2003 and Kratou & Saoudi 2021)

< Clulpe vl )

Define the mapping ¢(u): LP® () - R by
$w = | P dx
0

is called modular on LP®) ().

Proposition 2.2. If u,u, € LP®(Q)(n = 1,2,...), we have
) lulpny =1(<L,>D o o(w) =1(<1,>1)

.. - +

(i) |u|p(x) >1= |u|§(x) < ¢) < |u|Z(x)

+ -

(iii) |u|p(x) <l= |u|g(x) <o) =< |u|§(x)

(V) |ulpy = 0(= ) & ¢ (uy) = 0(—> )

(V) Iun - ulp(x) - 0(_> oo) A qb(”n - u) - 0(_) Oo)
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(Afrouzi, Hadijan & Heidarkhani 2014; Deng, 2008; Fan, X. &
Zhang, 2003; Kovacik, & Rakosnik,1991).

Proposition 2.3.Set y(u): LP™ (902) - R and
p(x)

W) = f ul  do

0n

foru € LP®(aN). If u € LP®)(aM), we have
. - p+
(I) |u|Lp(x)(6.Q) >1= |ulfp(x)(aﬂ) < l/)('LL) < |u|Lp(x)(a_Q)

. p* P
(il) [ul peooey < 1= |u|Lp(x)(a:2) =Y =< |u|Lp(x)(8n)'

(Deng, 2008; Yucedag, 2022; Zerouali, Karim, Chakrone &
Anane, 2015).

Denote for I': W™ () — R defined by
F'w) = f (I7ulP® + Ju(x)|P®) dx
n

for all u € WtP™) ().

Proposition 2.4. If u,u, € W*?™(Q) (n=1,2,...) and p* <
oo, we have

i) Iullipiey = 1(< 1,> 1) © Tw) = 1(< 1,> 1)

.. - +
(ii) ”ulll,p(x) >1= ”u”g(x) <T'(w) < ”u”Z(X)

+ -
("I)”ulll,p(x) <1l= ”ullg(x) <T@ < ”u”Z(x)-

(Fan, X. & Zhang, 2003; Karim, Zerouali & Chakrone,2020;
Kratou & Saoudi 2021; Kovacik, & Rakosnik;1991).

Proposition 2.5.

(i) If 1<p <p* <o, then the spaces
LPX () and WP () are separable, reflexive Banach spaces,

113



Matematik Degerlendirmeleri

(i) Let s € C(). If 1 < s(x) < p * (x) for all x € 02, then the
embedding WP™ () — L™ () is compact and continuous,

(iii) Let s € C(R). If 1 < s(x) < p?(x) for all x € 012, then the

trace embedding W'P™(0Q) - LS®)(3N) is compact and
continuous,

(iv) Poincaré inequality; there exists a positive constant c;such
that

llull < ClVulye,

for all u € WYP™ () ). (Fan, X. & Zhang, 2003; Kovacik, &
Rakosnik;1991; Wei & Chen 2012).

Definition 2.6. Let X is a Banach spaces and the function ¥ €
C1(X,R). We say that ¥ satisfies Palais-Smale condition (PS) in
X if any sequence {v,} in X such that ¥(v,,) is bounded and
¥Y'(v,) - 0 as n - o has a convergent subsequence (Willem,
1996).

Lemma 2.7. (Mountain Pass Theorem)

Let X is a Banach spaces and the function ¥ € C1(X, R) satisfies
Palais-Smale condition. Assume that ¥(0) = 0 and

(i) There exists two positive real numbers 7 and a such that
Y(u) = a with ||u|| = t forall u € X,

(ii) There exists w € X such that [|w|| > T and ¥(w) < 0.

Put ¢ ={w € C([0,1,X):w(0)=0,¢(1) =w }. Set B =
inf{max{([0,1]) }Then B > aand B is a critical value of ¥
(Willem, 1996).
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3. PROOF OF MAIN RESULTS
Let X denote the variable exponent Sobolev space WP ().
Definition 3.1. A function v € X is called a weak solution to (1.1)

provided that

f (Vo |PX)=2p79 + |v|P@~2p9)dx =
0

fh(x, 9dx — A | |v|"®2p9de =0
Q a0

forall ¥ € X.
The energy functional associated with problem (1.1) is defined as
follows W: X - R

1
Y(v =.f— Vo P + |p|P™) ) dx
(v) ™ (1vv] lv[PC))
—fH(x v)dx — A Llulr(") do
n 20T ()
where F(x,t) = [ f(x, k) dk.

Proposition 3.2. If one denotes forall v € X

1
cb(v) = Lﬂmlvl ( )dO'

where 7(x) € C,.(82) and r(x) < p?(x) for any x € 302, then
@ € C1(X,R) and the derivative operator of @, denoted by @', is
(@' (v),9) = fanlulr(")‘zuﬁ do

for all v,9 € X and ¢: X - R and ¢': X — X*are sequentially
weak- strongly continuous, bounded, namely, v,, = v (weakly)
implies I' (v,) — I'(v) (strongly) (Deng, 2008; Zerouali, Karim,
Chakrone & Anane, 2015).
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Hence, 1t follows from Proposition 2.3 and Proposition 3.2 that
¥:X - Ris of class €?, and any critical point of W corresponds
to a weak solution of (1.1) In addition, ¥’ is defined as a mapping
from X into its dual X~

(P'(w),9) = f (Vv |PX)=2p79 + |v|PX)~