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Part 4: Risk Management Applications, Instrument by Instrument 
 
Chapter 19  
Valuing credit risky bonds 
 
In this section of the book, we turn to a very concrete set of tasks.  Our ultimate objective is to calculate 
the value of the Jarrow‐Merton put option on the net assets (value of assets less value of liabilities) of 
the  firm, which  Jarrow  and Merton propose  as  the best measure of  total  risk.    Total  risk  combines 
interest  rate  risk, market  risk,  liquidity  risk, credit  risk,  foreign exchange  risk, and  so on.    In order  to 
value this option, we need to be able to value all of the instruments on the financial institution’s balance 
sheet.   We derive the value of the option on all assets  less all  liabilities by performing this analysis on 
each  underlying  instrument,  one  by  one.  There  is  no  reason  to  “summarize”  or  “stratify”  the 
transactions in order to do this calculation.  Unless the instruments are literally identical (like a demand 
deposit or  time deposit with  identical  coupon  and maturity date),  any  summarization  introduces  an 
error whose magnitude is unknown without a comparable transaction level calculation.  The cost of the 
hardware to achieve a target calculation time is a  lower cost than the cost of human  labor to oversee 
the data summarization and quality control on that process for almost every imaginable risk calculation.  
If you are hearing otherwise, someone is misinformed. 
 
Now,  in  addition  to  valuation,  we  need  to  know  how  to  simulate  the  value  that  each  financial 
instrument may take on at multiple points in the future and in multiple scenarios.  These scenarios may 
be deterministic (like the regulatory stress tests widely  imposed  in 2012) or stochastic, produced by a 
Monte Carlo simulation. 
 
We go through this process  in a systematic pattern.   We start first with straight bonds, bonds with 

credit  risk  and  bonds with  no  credit  risk.    In  the  next  chapter, we  extend  this  analysis  to  credit 
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derivatives and the formerly trendy collateralized debt instruments.  In Chapter 21, we begin to get 

to  the  “option” portion of  this exercise by  studying options on bonds.   We  follow with  valuation 

techniques for a string of related financial instruments thereafter, bringing it all together in Chapters 

36 to 41. 

We turn now to the valuation of bonds with and without credit risk.  We then turn to simulation of 

future values. 

The Present Value Formula 

In Chapter 4, we reviewed the basic case where the value of a financial  instrument was the simple 

sum of  the present  value of each  cash  flow.   The expression P(t)  is  the present  value of  a dollar 

received at time t from the perspective of time zero.  The expression C(t) is the cash flow to be paid 

at time t. 




n

i
ii )t)C(tP( = value Present

1
 

Do we need to say any more than this about bond valuation?  Surprising, the answer is yes. 
 

Valuing Bonds with No Credit Risk 

Fortunately, in the case of bonds with a default probability of zero, valuation is as simple as the formula 
above.  In a no arbitrage economy with frictionless trading, the present value formula above applies.  As 
we noted  in Chapter 4, “present value” does not mean “price”:  it means “price plus accrued  interest. 
Where do we get the values of the discount factors P(t)?  We get them from the yield curve smoothing 
techniques discussed in Chapter 5.   
 
Given these P values and  the terms of the bond,  its valuation  is very simple.   What about simulating 
future values?   Chapter 6  through 9 on  the Heath  Jarrow and Morton approach showed us how this 
should be done. 
 

Simulating the Future Values of Bonds with No Credit Risk 

The Jarrow‐Merton put option that is our ultimate valuation objective can be thought of as a European 
option, valued on only one date, or  it  can be  thought of as an American option with many possible 
exercise dates.   The European option analogy  is a way of  thinking about  risk  that  is  consistent with 
traditional value at risk concepts—risk matters on only one date, we can ignore intervening cash flows, 
and analyze the dickens out of the single date we choose as  important.   Common choices are 10 day 
horizons, 1 month horizons, and one year horizons.  The longer the horizon, the more tenuous this way 
of thinking becomes. Most analysts, including the authors, believe that a multi‐period approach to the 
Jarrow‐Merton  put  option  and  risk management  in  general  is  essential.    How  to we  calculate  the 
variation in the value of a bond with no credit risk over time? 
We use the Heath Jarrow and Morton approaches of Chapters 6 through 9 and the parameter fitting 
techniques of Chapter 14.    In Chapter 3, we presented  the  statistical evidence  that  shows why  it  is 
necessary to simulate future yield curve movements using multiple risk factors, not a single risk factor 
like a parallel shift or a change in the short rate that drives the rest of the “single factor” risk free yield 
curve.  The steps in simulating the risk free term structure can be summarized as follows, for N scenarios 
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covering M time steps and K risk factors: 
1. Capture  today’s  continuous  zero  coupon  yield  curve  using  a  sophisticated  yield  curve 

smoothing technique like the “maximum smoothness forward rate technique.”  We use the 
yield curve inputs from Chapter 9 from now on. 

2. Choose a term structure model and calculate  its parameters.   For the rest of this book, we 
will rely primarily on the 3 factor Heath Jarrow and Morton risk‐free yield curve of Chapter 
9. 

3. Choose a time step to step forward in time, delta t, to arrive at time step 1.   For expository 
purposes, we’ll use the same 1 year time step that we employed in Chapter 9. 

4. Calculate the random value for scenario 1 for the K risk factors at time step 1.  In Chapter 9, 
the  random  factors were  the  change  in  the  year one  spot  rate,  the  change  in  the 1  year 
forward  rate maturing  at  time  T=10,  and  a  third  factor  that  is  “everything  else.”    The 
volatilities of these factors are given  in the volatility tables from Chapter 9, and their mean 
values differ at each  forward point  in  time,  conditional on  the  “state” or  level of  interest 
rates  in  that  scenario. As  in  Chapter  9, we  do  a  table  “look  up”  to  get  the  right  values.  
Alternatively, we could have specified a mathematical function of the level of rates. 

5. Re‐smooth the yield curve at time step 1.  We apply the yield curve smoothing techniques of 
Chapter  5  to  smooth  the  yield  curve  between  the  values  of  the  yields whose  simulated 
values we know (the Heath Jarrow and Morton values at each annual time step) so that we 
can value cash flows which do not fall exactly on a time step. 

6. Move to the next time step and repeat steps 4‐5 until you have completed the simulation to 
M time steps, completing scenario j (and of course for the first scenario j=1) 

7. Repeat steps 4‐6 for a total of N scenarios. 
 

At each point  in  time,  in each scenario, we can calculate the value of the risk  free bond using  the 

formula above.  The number of cash flows and the time before they arrive will of course change as 

time passes. 

We now show how to value a “bullet” bond, an amortizing  loan, and a floating rate  loan using the 

Heath Jarrow and Morton 3 factor interest rate model from Chapter 9. 
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Current and Future Values of Fixed Income Instruments:  

HJM Background and a Straight Bond Example 

We will use the risk free yield curve and the bushy tree from the 3 factor Heath Jarrow and Morton 

model in Chapter 9 for the examples in this chapter.  We create a busy tree for 4 periods and three 

risk factors, so there  is the same number of nodes  in the tree as  in Chapter 9: 4  in period 1, 16,  in 

period 2, and 64 in period 3, which we can use to evaluate cash flows in period 4.  The zero coupon 

bond prices prevailing at time zero are given in Figure 1, taken directly from Chapter 9: 

Figure 1 

 

The probability of each node in the tree is given in Figure 2: 

Figure 2 
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The discount factor for a $1 received at each state is given in Figure 3, as calculated in Chapter 9: 

Figure 3 
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These discount factors are consistent with the term structure of zero coupon bond prices derived in 
Chapter 9. The probability weighted discount factors for each state are given in Figure 4.  For each 
cash flow pattern we want to value, we simply multiply the cash flow at each period in each state 
times these probability weighted discount factors to get the valuation at time zero: 

Figure 4 
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Valuation of a Straight Bond with a “Bullet” Principal Payment at Maturity 

We saw  in Chapter 9 that a bond paying an annual coupon of $3 and principal of $100 at time T=4 

could be valued directly using the present value formula above.   Alternatively, we can do a Monte 

Carlo simulation or bushy tree using the Heath Jarrow and Morton no‐arbitrage framework and get 

the identical time 0 value.  Figure 5 shows that the valuation can also be calculated using the bushy 

tree by  inserting the correct cash flow  in the cash flow table and multiplying each cash flow by the 

probability weighted discount  factors  in Figure 4.   When we do  this, we get  the same value as  in 

Chapter 9: 104.7071. 

Figure 5 
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We can calculate  the  future values of  this bond, at each node of  the bushy  tree  in each state, by 

using  the  term  structure  of  zero  coupon  bond  prices  that  prevails  on  the  bushy  tree,  shown  in 

Chapter 9.  We now turn to an amortizing structure. 

Valuing an Amortizing Loan 

An amortizing bond or loan pays the same dollar amount in each period, say A.  If there is no default 

risk or prepayment risk, a loan paying this constant amount A per period for n periods can be valued 

directly using a special case of the present value formula above: 




n

i
i )tP(A = value Present

1
 

Keeping with our example  from Chapter 9, we  can use  the  zero  coupon bond prices  to  value  an 

amortizing  loan  that pays $50  at  times  1, 2,  3, or  4.   Alternatively, we  can  get  exactly  the  same 

valuation by inserting $50 the cash flow table for every state at all four times 1, 2, 3 and 4, producing 

the valuation of $193.6932 as in Figure 6: 

Figure 6 
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We now turn to a floating rate structure. 
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Valuing Risk Free Floating Rate Loans 

In this section, we show how to value a floating rate loan whose payments are tied to the 1 period 

spot rate of interest that is consistent with the bushy tree from Chapter 9.  The spot rate of interest 

at each point in time from time 0 to time 4 is given in Figure 7: 

Figure 7 
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Let’s assume we want to value a loan with $1000 in principal that matures at time T=4.  Let us also 
assume that the interest rate on the loan equals the spot rate of interest times principal plus $50, 
paid in arrears.  The reader can confirm that the cash flow table is consistent with Figure 8 and that 
the present value of the loan is 1,193.6932: 
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Figure 8 
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18 
 

Note that the value of $50 received at times 1, 2, 3, and 4 was valued at $193.6932 in Figure 6, so we 

expect that the present value of a risk free loan that pays the 1 period spot rate plus Note that the 

value of $50 received at times 1, 2, 3, and 4 was valued at $193.6932 in Figure 6, so we expect that 

the present value of a risk  free  loan that pays the 1 period spot rate plus zero premium  is exactly 

$1000.0000.   We  insert  those  cash  flows  into  the  case  flow  table, multiply  by  the  probability‐

weighted discount factors, and indeed get exactly $1,000.  This should come as no surprise because 

on  each  branch  of  the  bushy  tree, we  are  discounting  $1000  (1  +  spot  rate)  by  (1  +  spot  rate), 

consistent with no arbitrage valuation in Chapter 9. 

Figure 9 
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This result is a practical application of this formula from Chapter 4 in the context of a 3 factor Heath 

Jarrow and Morton bushy tree: 























 



n

i
i1 )tP(spread+principal

m

index
+1)tP(=

 Bond Rate Floating of Value

1

 

This seems simple enough—what about the credit risky case? 

Valuing Bonds with Credit Risk 

Is the process of valuing bonds with credit risk any different from valuing bonds with credit risk?  As 

we saw in Chapter 17, we need to do more work to fit credit risky bonds to observable market data 

and we need to be able to separate out the credit loss‐related portion of the credit spread from the 

liquidity portion as we discussed then.  What if we do that?  Having done that and having calculated 

the value of a risky zero coupon bond with maturity t, P(t), can we use the formulas for value given 

above? 




n

i
ii )t)C(tP( = value Present

1
 

Robert  Jarrow  [2004] provides  the answer.   The necessary and  sufficient  conditions  for using  the 

present value formula directly, even when the issuer can default, can be summarized as follows: 

 The present value  formula can be used correctly  if the recovery rate δ  is constant and 
the  same  for  all  bonds with  the  same  seniority,  the  assumption  used  by  Jarrow  and 
Turnbull [1995] 

 The present value formula can be used if the recovery rate is random and depends only 
on time and seniority. 

 If the default process is a Cox process (like the reduced form models in Chapter 16), then 
a sufficient condition to use the present value formula is for recovery to be a fraction of 
the bond’s price an instant before default 

 

In  reduced  form models, under  these assumptions  then,  the present value  formula can be used  in a 
straightforward way.  In the Merton model and its variations, things are not so easy, and that is why it 
has been relegated to our review of legacy credit models, models past their prime, in Chapter 18.  Use 
of the Merton model for enterprise risk management is not accurate or practical and will not be covered 
in the rest of this book except in passing when reviewing the problems of using the copula method of 
portfolio simulation for valuation of collateralized debt obligations (see Chapter 20). 
 
Under  the  Jarrow  [2004]  conditions,  the  valuation  of  the  structures  above  (  a  “bullet”  bond,  an 
amortizing  loan, and a floating rate  loan) is exactly the same for credit risky bonds as it is for risk‐free 
bonds.  Only the values in the bushy tree would be different because the zero coupon bond inputs are 
different for a credit risky borrower. 
What happens when the Jarrow conditions are not met?  We deal with that special case in our chapter 
on American fixed income options, Chapter 27. 
Simulating the Future Values of Bonds with Credit Risk 
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Simulating  the value of  risky bonds  involves a straightforward number of  steps using  the  reduced 

form models.  For the reduced form model, the steps are as follows: 

1. Simulate the risk‐free term structure as given above. 
2. Choose  a  formula  and  the  risk‐drivers  for  the  liquidity  component  of  credit  spread  as 

discussed in Chapter 17 
3. Choose a formula and the risk‐drivers for the default  intensity process  in the Jarrow model 

as discussed in Chapter 16 
4. Simulate the random values of the drivers of liquidity risk and the default intensity for K risk 

factors and M time periods over N scenarios, consistent with the risk free term structure 
5. Calculate the default intensity and the liquidity component at each of the M time steps and 

N scenarios.  Note that these will be changing randomly over time because interest rates and 
other factors are each of them.   This  is essential to capturing cyclicality  in bond prices and 
defaults 

6. Apply the Jarrow model as we have done in Chapters 16 and 17 to get the zero coupon bond 
prices for each maturity relevant to the bond 

7. Calculate the bond’s value at each of the M time steps and N scenarios, conditional on the 
company not defaulting in that period or in a prior date. 

 

This  is only  slightly more  complicated  than  the  risk‐free bond simulation.  It  relies on  the  identical 

interest  rate  scenarios  and  simulation  process.    Note  that  if  the  simulation  is  done  for  many 

companies with common risk factors driving default, we will see correlated default behavior that we 

have discussed through out this book. 

Valuing the Jarrow –Merton Put Option 
If we  have  a  portfolio  of  straight  bonds,  either  fixed  rate or  floating  rate,  on  the  asset  side  of  our 
financial  institution, we are almost ready to value the  Jarrow‐Merton put option on the assets of the 
firm.  We will defer that until we reach Chapter 21, but the goal is near at hand.  We move first to the 
discussion of  credit  default  swaps  and  collateralized debt obligations because  they  help  set  a more 
general portfolio context for the problem. 
 
 
 
 
 

 

 

 


