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Fonction	avec	valeur	absolue.		Cours	valeur	absolue.		Formule	valeur	absolue.	
	

Fiche	de	cours	Quiz	Profs	en	ligne	Vidéos	Téléchargerle	pdf	Étudier	une	nouvelle	fonction	de	référence	:	la	fonction	valeur	absolue.	La	fonction	valeur	absolue	est	la	fonction	définie	sur	ℝ	par	f(x)	=	ǀxǀ.	La	valeur	absolue	d’une	expression	possède	deux	expressions	algébriques	distinctes,	selon	que	l’expression	à	l’intérieur	de	la	valeur	absolue	est
positive	ou	non.	x	si	x	≥	0	;	(−x)	si	x	≤	0.	Par	conséquent,	la	valeur	absolue	d’une	expression	possède	deux	dérivées	distinctes,	selon	que	l’expression	à	l’intérieur	de	la	valeur	absolue	est	positive	ou	non.	Fonction	dérivée	Tableau	de	signe	d’une	fonction	Tableau	de	variations	d’une	fonction	1.	La	fonction	valeur	absolue	a.	Définition	et	propriété
Définition	La	fonction	valeur	absolue	est	la	fonction	définie	sur	ℝ	par	f(x)	=	ǀxǀ.	Étant	donné	un	réel	x,	la	valeur	absolue	de	x	vaut	:	x	si	x	≥	0	;	(−x)	si	x	≤	0.	La	valeur	absolue	de	x	se	note	ǀxǀ.	Propriété	ǀxǀest	un	réel	toujours	positif.	

La	fonction	valeur	absolue	est	décroissante	sur	]−∞	;	0]	et	croissante	sur	[0	;	+∞[.	Rappelons	que	ǀxǀ	=	x	si	x	≥	0	et	ǀxǀ	=	−x	si	x	≤	0.	Il	s'agit	bien	d'une	seule	fonction,	qui	prend	deux	expressions	différentes	suivant	les	valeurs	de	x.	Or,	x	→	x	est	une	fonction	affine	croissante	sur	ℝ	donc	sur	[0	;	+∞[,	et	x	→	−x	est	une	fonction	affine	décroissante	sur	ℝ
donc	sur	]−∞	;	0].	La	fonction	valeur	absolue	prenant	deux	valeurs	différentes	suivant	les	valeurs	de	x,	sa	dérivée	fera	de	même.	Propriétés	Si	x	<	0,	sa	dérivée	vaut	−1.	Si	x	>	0,	sa	dérivée	vaut	1.	La	fonction	valeur	absolue	n’est	pas	dérivable	en	0.	Si	x	<	0,	ǀxǀ	=	−x	et	la	dérivée	de	x	→	−x	est	x	→	−1.	Si	x	>	0,	ǀxǀ	=	x	et	la	dérivée	de	x	→	x	est	x	→	1.
Pour	que	la	fonction	valeur	absolue	soit	dérivable	en	0,	il	doit	exister	un	réel	unique	L	tel	que	tende	vers	L	lorsque	h	tend	vers	0.	Or	:	si	h	>	0,	donc	on	aurait	L	=	1	;	si	h	<	0,	donc	on	aurait	L	=	−1.	Le	même	réel	L	ne	pouvant	être	simultanément	égal	à	deux	valeurs	distinctes,	il	n’existe	pas.	La	fonction	valeur	absolue	n’est	donc	pas	dérivable	en	0.
a.	Lien	entre	valeur	absolue	et	racine	carrée	Pour	tout	x	réel,	,	c'est-à-dire	pour	x	≥	0	et	pour	x	≤	0.	Exemple	:	c.	«	Redresser	»	une	courbe	Soit	f	définie	sur	ℝ	par	f(x)	=	x2	−	6x	+	8.	f	possède	deux	racines	qui	sont	2	et	4,	on	a	donc	f(x)	≤	0	pour	tout	x	∈	[2	;	4]	et	f(x)	≥	0	sinon.	On	peut	«	redresser	»	f	en	lui	appliquant	la	fonction	valeur	absolue,
de	sorte	à	n’avoir	que	des	images	positives.	Voici	la	courbe	de	ǀfǀ	avec	ǀfǀ(x)	=ǀx2	−	6x	+	8ǀ	:	Soit	g	définie	par	g(x)	=	ǀ2x	−	4ǀ.	On	va	étudier	les	variations	de	g	et	la	représenter.	D’abord,	on	détermine	les	deux	écritures	de	g(x)	suivant	le	signe	de	2x	−	4	:	si	2x	−	4	>	0,	donc	si	x	>	2,	g(x)	=	2x	−	4	;	si	2x	−	4	≤	0,	donc	si	x	≤	2,	g(x)	=	−2x	−	4.	b.	Dérivée
et	sens	de	variation	de	g	On	calcule	g'	pour	dresser	le	tableau	de	variations	:	si	x	>	2,	g(x)	=	2x	−	4	donc	g'(x)	=	2,	donc	g'(x)	>	0	et	g	est	croissante	sur	]2	;	+∞[	;	si	x	≤	2,	g(x)	=	−2x	−	4	donc	g'(x)	=	−2,	donc	g'(x)	<	0	et	g	est	décroissante	sur	]−∞	;	2[.	c.	Tableau	de	variations	de	g	Comme	g(2)	=	0,	on	en	déduit	le	tableau	de	variations	:	Remarque	On
observe	la	double	barre	sur	la	ligne	de	g'	au	niveau	de	2,	puisque	g	n’est	pas	dérivable	en	2	(2	annule	2x	−	4	et	la	fonction	valeur	absolue	n’est	pas	dérivable	en	0).	La	double	barre	ne	se	prolonge	pas	sur	la	ligne	de	g	car	g	est	définie	pour	x	=	2	puisque	g(2)	=	0.	d.	Représentation	graphique	de	g	On	obtient	la	courbe	représentative	suivante	:	Vous
avez	déjà	mis	une	note	à	ce	cours.	Découvrez	les	autres	cours	offerts	par	Maxicours	!	Découvrez	Maxicours	Comment	as-tu	trouvé	ce	cours	?	Évalue	ce	cours	!	Nous	sommes	désolés	que	ce	cours	ne	te	soit	pas	utile	N'hésite	pas	à	nous	écrire	pour	nous	faire	part	de	tes	suggestions	d'amélioration	Contacte-nous	Puisque	tu	as	trouvé	ce	cours	utile	Je
partage	à	mes	amis	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	Cours									CHAPITRE	1	:	Distance	entre	deux	réels	1)	Exemples	préliminaires	2)	Définition	3)	Propriétés	CHAPITRE	2	:	Valeur	absolue	d’un	réel	1)	Définition	2)	Propriétés	CHAPITRE	3	:	Distance	et	valeur	absolue	1)	Relation	entre	distance	et	valeur	absolue	2)	Expressions	équivalentes	3)
Centre	et	rayon	d’un	intervalle	CHAPITRE	4	:	Valeurs	absolues	et	opérations	1)	Inégalité	triangulaire,	addition	et	soustraction	2)	Multiplication	et	division	CHAPITRE	5	:	Equations	et	valeurs	absolues	1)	Equations	de	la	forme	|	|	2)	Equations	de	la	forme	|	|	|	|	CHAPITRE	6	:	Inéquations	et	valeurs	absolues	1)	Inéquations	de	la	forme	|	|	2)	Inéquations	de
la	forme	|	|	CHAPITRE	7	:	Encadrements	et	valeurs	approchées	d’un	réel	1)	Encadrement	d’un	réel	2)	Valeurs	approchées	CHAPITRE	8	:	Fonction	valeur	absolue	1)	Définition	2)	Sens	de	variation	3)	Représentation	graphique	4)	Parité	et	symétrie	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	1
CHAPITRE	1	:	Distance	entre	deux	réels	1)	EXEMPLES	PRÉLIMINAIRES	Z	[	\	[	La	distance	entre	les	nombres	et	est	la	longueur	du	segment	,	c’est-à-dire	la	distance	entre	le	point	d’abscisse	et	le	point	d’abscisse	.	Pour	aller	de	à	(c’est-à-dire	de	à	),	on	parcourt	ainsi	une	distance	de	unités.	

Cette	distance	est	notée	(	)	et	on	a	:	(	)	.	Z	\	La	distance	entre	les	nombres	et	est	la	longueur	du	segment	,	c’est-à-dire	.	En	effet,	pour	aller	de	à	(c’est-à-dire	de	à	),	on	parcourt	une	distance	de	unités	:	tout	d’abord	une	distance	de	unité	(c’est-à-dire	de	à	)	et	une	distance	de	unités	(c’est-à-dire	de	à	).	Cette	distance	est	)	et	on	a	:	(	)	notée	(	.	Remarque	:
La	terminologie	«	distance	entre	deux	réels	et	»	est	un	abus	de	langage	;	il	faudrait	en	effet	parler	de	«	distance	entre	les	points	d’abscisses	respectives	et	».	2)	DÉFINITION	La	DISTANCE	entre	deux	réels	respectives	est	la	distance	entre	les	points	de	la	droite	numérique,	d’abscisses	et	et	.	On	note	cette	distance	(	Exemples	:	Soient	les	points	(	des
réels).	[	),	(	).	),	(	),	(	)	et	(	)	de	la	droite	numérique	(aussi	appelée	droite	Z	\			(	(	)			(	(	)		(	)	(	)	(	)	]	^	(	(	)	)			(	(	)	)				(	(	)	)	(	)	)	(	)	)	(	)	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	2	Remarque	:	La	distance	entre	2	réels	et	est	parfois	également	appelée	écart	entre	les	réels	et	.	3)	PROPRIÉTÉS	Les
exemples	ci-dessus	permettent	d’énoncer	quelques	propriétés,	que	nous	veillerons	cependant	à	démontrer…	Propriété	1	:	Pour	tous	réels	et	:	(	)	(	)	Autrement	dit,	la	notion	de	distance	est	symétrique.	Démonstration	:	Soient	deux	réels	numérique.	La	distance	entre	(	)	et	(	et	)	et	est	notée	(	et	d’abscisse	et	)	et	la	distance	entre	et	de	la	droite	est	notée	(
,	il	en	résulte	l’égalité	suivante	:	(	.	Comme	Propriété	2	:	Pour	tous	réels	d’abscisse	.	Soient	les	points	)	(	)	.	Or,	).	:	(	)	Autrement	dit,	une	distance	entre	deux	réels	est	toujours	positive	ou	nulle.	Démonstration	:	Par	définition,	la	distance	entre	deux	réels	points	de	la	droite	numérique,	d’abscisses	respectives	étant	toujours	positive	ou	nulle,	(	Propriété	3
:	Pour	tous	réels	et	)	)	Si	(	(	,	`	a	Z	et	.	Par	conséquent,	une	distance	entre	deux	points	:	)	{	).	Démonstration	:	Soient	les	points		et	d’abscisses	respectives		)	et	.	Si	c	d	),	est	la	distance	entre	les	.	(	Autrement	dit,	(	et	,	notée	(	(	,	Z	e	d	)	c	`	e	a	En	effet,	la	distance	entre	deux	points	d’abscisses	différentes	correspond	à	la	différence	entre	l’abscisse	la
plus	grande	et	l’abscisse	la	plus	petite	de	ces	points.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	3	CHAPITRE	2	:	Valeur	absolue	d’un	réel	1)	DÉFINITION	Sur	la	droite	numérique	munie	du	repère	(	),	pour	tout	réel	,	il	existe	un	unique	point	La	VALEUR	ABSOLUE	du	nombre	,	notée	|	|,	est	la
distance	Par	définition,	on	a	donc	|	|		(		|e|	,	c’est-à-dire	la	distance	entre	2ème	cas	:	si	c	c	e	e	d	et	.	).	1er	cas	:	si	Z	d’abscisse	.	|e|	Z	d	Remarque	importante	(surtout	destinée	aux	élèves	de	Terminale)	:	Il	n’existe	pas	de	valeur	absolue	dans	l’ensemble	des	nombres	complexes,	bien	que	contienne	l’ensemble	des	nombres	réels.	Il	ne	faut	donc	pas
confondre	le	module	d'un	nombre	complexe	,	noté	|	|,	et	la	valeur	absolue	d'un	nombre	réel	,	notée	|	|.	
En	effet,	si	tel	que	réels),	|	|	(	et	valeur	absolue	d’un	réel	que	lorsque	√	.	Le	module	de	,	c’est-à-dire	que	lorsque	|	|	(		)	est	un	réel	pur.	sur	la	droite	numérique	munie	du	repère	(	Exemples	:	Dans	chacun	des	cas	ci-après,	on	a	placé	le	point		|	|	(	(	Z	).	)	)	c	c	ne	coïncide	alors	avec	la	Z	d	d	2)	PROPRIÉTÉS	Propriété	1	:	Pour	tout	nombre	réel	,	|	|
Autrement	dit,	la	valeur	absolue	d’un	nombre	est	toujours	positive	ou	nulle.	Démonstration	:	Pour	tout	ou	nulle	donc	|	|	.	réel,	|	|	(	).	Or,	par	définition,	une	distance	entre	deux	réels	est	positive	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	4	Propriété	2	:	|	|	Autrement	dit,	un	nombre	dont	la	valeur
absolue	est	nulle	est	nul,	et	réciproquement.	Démonstration	:	|	|	Exemple	:	|	(	)	{	{	|	Propriété	3	:	|	|	Autrement	dit,	|	|	(	{	).	Démonstration	:		Si		|	|	,	Z	d	Si	|	|	,	c	c	e	e	Z	d	Exemples	:		|	|		|		|√	car	|	(	|		est	positif	)	√	car	√	|	⏟(	est	négatif	√	)	√	√	√	car	√	Remarque	:	On	peut	également	noter	que	|	|	(	)	|	(	)	où	désigne	la	fonction	signe	définie	par	{	Propriété
4	:	Pour	tout	nombre	réel	,	|	|	|	|	Autrement	dit,	un	réel	et	son	opposé	ont	même	valeur	absolue.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	5	Démonstration	:	Soient	les	points	et	,	d’abscisses	respectives	et	–	,	sur	une	droite	munie	du	repère	(	symétriques	par	rapport	à	l’origine	C’est-à-dire	|	|	).	et
du	repère	donc	Z	c	sont	.	c	d	e	e	|	|.	Exemples	:				|	|	|	|	|	|	|√	|		|	√	|	|	(	√	√	)|	|	√	|	√	√	Propriété	5	:	Pour	tout	nombre	réel	,	√	|	|	Autrement	dit,	la	racine	carrée	du	carré	d’un	réel	n’est	pas	égale	à	ce	réel	mais	à	sa	valeur	absolue.	Démonstration	:	Trois	cas	se	présentent,	selon	les	valeurs	de	.		1er	cas	:	D’une	part,	fois	le	carré	de	donc	–	(d’après	la
décroissance	sur	de	la	fonction	).	On	sait	que	est	à	la	et	de	–	.	Or,	par	définition,	la	racine	carrée	d’un	nombre	est	le	réel	positif	dont	ce	nombre	est	le	carré,	donc	le	réel	–	est	la	racine	carrée	du	nombre	D’autre	part,	,	donc	|	|	|	|.	2ème	cas	:	D’une	part,	D’autre	part,	donc,	par	continuité	de	la	composée	des	fonctions	,	donc	|	|	et	√	en	,	√	.	.	Par
conséquent,	on	a	bien	l’égalité	√		.	.	

Par	conséquent,	on	a	bien	l’égalité	√		.	
C’est-à-dire	√	|	|.	3ème	cas	:	D’une	part,	.	La	racine	carrée	d’un	nombre	étant	le	réel	positif	dont	ce	nombre	est	le	carré,	le	réel	racine	carrée	du	nombre	D’autre	part,	.	C’est-à-dire	√	,	donc	|	|	est	la	.	.	Par	conséquent,	on	a	bien	l’égalité	√	|	|.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	6		Conclusion
:	Chacun	des	cas	vérifie	bien	l’égalité	√	Remarque	importante	:	Ne	pas	confondre	√	).	|	|.	(qui	existe	pour	tout	)	et	√	(qui	n’existe	que	si	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	7	CHAPITRE	3	:	Distance	et	valeur	absolue	1)	RELATION	ENTRE	DISTANCE	ET	VALEUR	ABSOLUE	Pour	tous	réels	et
,	|		Si	,	alors	|	|	(	|	(		)	)	Si	,	alors	|	|	(	)	2)	EXPRESSIONS	EQUIVALENTES	Valeur	absolue	|	|	Egalité	ou	inégalité	ou	Distance	(	)	Encadrement		−2	|	|	(	Intervalle	/	Réunion	d’intervalles	{	}	)	et		|	|	(	)	ou		3)	CENTRE	ET	RAYON	D’UN	INTERVALLE	Soit	un	intervalle	tel	que	,	soit	son	CENTRE	et	soit	son	RAYON.	Alors	:	n	n	o	p	q	Valeur	absolue	et	fonction
valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	8	CHAPITRE	4	:	Valeurs	absolues	et	opérations	1)	ADDITION,	SOUSTRACTION	ET	INÉGALITÉ	TRIANGULAIRE	Pour	tous	nombres	réels	et	,	|	|	|	|	|	|	Autrement,	dit,	la	valeur	absolue	d'une	somme	de	termes	est	inférieure	ou	égale	à	la	somme	des	valeurs	absolues	des	termes.
Remarque	importante	:	Cette	propriété	est	appelée	INÉGALITÉ	TRIANGULAIRE.	Démonstration	1	:	Raisonnons	par	disjonction	des	cas	(selon	les	signes	respectifs	des	réels	consignons	ces	différents	cas	dans	un	tableau.	D’une	part,	est	la	somme	de	deux	termes	positifs	donc	est	positif	D’où	:	|	|	D’autre	part,	est	positif	donc	|	|	et	est	positif	donc	|	|	D’où
:	|	|	|	|	Par	conséquent,	|	|	|	|	|	|	donc	|	|	et	donc	|	|	donc	|	|	et	donc	|	|	est	la	somme	d’un	terme	négatif	et	d’un	terme	positif	Donc	3	cas	sont	à	envisager	:		Si	,	alors	|	|	(	)	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|		Si	,	alors	|	|	(	)	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|		Si	,	alors	|	|	|	|	|	|	|	|	Par	conséquent,	l’inégalité	|	|	|	|	|	|	est	vraie	D’une	part,	est	la	somme	de	deux	termes	négatifs	donc	est	négatif	D’où	:	|	|	(	)
D’autre	part,	est	négatif	donc	|	|	et	est	négatif	donc	|	|	D’où	:	|	|	|	|	(	)	et	)	et	D’une	part,	est	la	somme	d’un	terme	nul	et	d’un	terme	positif	donc	est	positif	D’où	:	|	|	D’autre	part,	est	nul	donc	|	|	et	est	positif	donc	|	|	D’où	:	|	|	|	|	Par	conséquent,	|	|	|	|	|	|	D’une	part,	est	la	somme	d’un	terme	nul	et	d’un	terme	négatif	donc	est	négatif	D’où	:	|	(	)	est	la	somme
d’un	terme	positif	et	d’un	terme	négatif	|	Donc	3	cas	sont	à	envisager	:		Si	,	alors	D’autre	part,	|	|	(	)	est	nul	donc	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	et	est	négatif	donc	|	|		Si	,	alors	D’où	:	|	|	(	)	|	|	|	|	(	)	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	Par	conséquent,	Par	conséquent,		Si	,	alors	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque
déposée)	9	Par	conséquent,	l’inégalité	|	|	|	|	|	|	est	vraie	D’une	part,	est	la	somme	d’un	terme	positif	et	d’un	terme	nul	donc	est	positif	D’où	:	|	|	D’autre	part,	est	positif	donc	|	|	et	est	nul	donc	|	|	D’où	:	|	|	|	|	Par	conséquent,	|	|	|	|	|	|	D’une	part,	est	la	somme	d’un	terme	négatif	et	d’un	terme	nul	donc	est	négatif	D’où	:	|	(	)	|	D’une	part,	est	la	somme	de
deux	termes	nuls	donc	est	nul	D’où	:	|	|	|	|	D’autre	part,	est	nul	donc	|	|	et	est	nul	donc	|	|	D’où	:	|	|	|	|	Par	conséquent,	|	|	|	|	|	|	D’autre	part,	est	négatif	donc	|	|	et	est	nul	donc	|	|	D’où	:	|	|	|	|	Par	conséquent,	|	|	|	|	|	|	Conclusion	:	Il	résulte	dans	tous	les	cas	que,	quels	que	soient	les	réels	et	,	|	Remarque	:	D’après	le	tableau	ci-dessus,	|	|	|	|	|	|	et		(|	|	|	|)	|	|	|	|
(	{	(	(	|	|	|	|	|	|	)	|	|	(	{	(	))	|	Or,	pour	tous	réels	et	,	|	|	,	il	s’ensuit	que	|	)	)	(	|	d’où	|	|	|	|	,|	Enfin,	la	fonction	racine	carrée	étant	croissante	sur	Pour	tous	nombres	réels	|	|.	|	|)	et	|	|	pour	tous	réels	et	,	|	|	|	Remarque	:	On	fait	ici	appel	à	un	résultat	démontré	ultérieurement	:	|		|	|	sont	de	même	signe	(ou	nuls).	Démonstration	2	(plus	rapide	et	moins	fastidieuse
!)	:	Comparons	(|	|	|.	et	pour	aboutir	à	une	comparaison	de	|	|	|	|	et	|	Quels	que	soient	les	réels	|	|	|	|	|	|	)	|	|	|	|	et	.	Comme,	par	ailleurs,	|	|	,	c’est-à-dire	|	|	(|	|	|	|)	.	|	|	|	|	|.	et	,	|	|	|	|	|	|	Autrement,	dit,	la	valeur	absolue	d'une	différence	de	deux	termes	est	inférieure	ou	égale	à	la	somme	des	valeurs	absolues	de	chaque	terme.	Démonstration	:	Il	suffit	de
remplacer	triangulaire,	pour	tous	réels	par	–	dans	l’inégalité	triangulaire.	

En	effet,	d’après	l’inégalité	|	|	|	|	|.	Or,	|	|	|	|	donc	|	et	,	|	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	|	|	|	|	|.	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	10	2)	MULTIPLICATION	ET	DIVISION	Pour	tous	nombres	réels	et	,	|	|	|	|	|	|	Autrement	dit,	la	valeur	absolue	d’un	produit	de	facteurs	est	égale	au	produit	des	valeurs	absolues	de	chaque
facteur.	Démonstration	:	Raisonnons	par	disjonction	des	cas	(selon	les	signes	respectifs	des	réels	ces	différents	cas	dans	un	tableau.	et	)	et	consignons	D’une	part,	D’une	part,	D’une	part,	est	le	produit	de	deux	est	le	produit	d’un	facteur	est	le	produit	d’un	facteur	nul	facteurs	positifs	négatif	par	un	facteur	positif	par	un	facteur	positif	donc	est	positif
donc	est	négatif	donc	est	nul	D’où	:	D’où	:	D’où	:	|	|	|	|	|	|	D’autre	part,	D’autre	part,	D’autre	part,	|	|	|	|	est	positif	donc	est	négatif	donc	est	nul	donc	|	|	et	et	et	est	positif	donc	|	|	est	positif	donc	|	|	est	positif	donc	|	|	D’où	:	D’où	:	D’où	:	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	Par	conséquent,	l’égalité	Par	conséquent,	l’égalité	Par	conséquent,	l’égalité	|	|	|	|	|	|	est	vraie	|	|	|	|	|	|	est
vraie	|	|	|	|	|	|	est	vraie	D’une	part,	D’une	part,	D’une	part,	est	le	produit	d’un	facteur	est	le	produit	de	deux	est	le	produit	d’un	facteur	nul	positif	par	un	facteur	négatif	par	un	facteur	négatif	facteurs	négatifs	donc	est	positif	donc	est	négatif	donc	est	nul	D’où	:	D’où	:	D’où	:	|	|	|	|	|	|	D’autre	part,	D’autre	part,	D’autre	part,	est	positif	donc	|	|	est	négatif
donc	|	|	est	nul	donc	|	|	et	et	et	est	négatif	donc	|	|	est	négatif	donc	|	|	est	négatif	donc	|	|	D’où	:	D’où	:	D’où	:	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	|	(	)	(	)	(	)	Par	conséquent,	l’égalité	Par	conséquent,	l’égalité	Par	conséquent,	l’égalité	|	|	|	|	|	|	est	vraie	|	|	|	|	|	|	est	vraie	|	|	|	|	|	|	est	vraie	D’une	part,	D’une	part,	D’une	part,	est	le	produit	d’un	facteur	est	le	produit	d’un	facteur	est
le	produit	de	deux	positif	par	un	facteur	nul	négatif	par	un	facteur	nul	facteurs	nuls	donc	est	nul	donc	est	nul	donc	est	nul	D’où	:	D’où	:	D’où	:	|	|	|	|	|	|	D’autre	part,	D’autre	part,	D’autre	part,	est	positif	donc	|	|	est	négatif	donc	|	|	est	nul	donc	|	|	et	et	et	est	nul	donc	|	|	est	nul	donc	|	|	est	nul	donc	|	|	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©
SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	11	D’où	:	D’où	:	|	|	|	|	|	|	|	|	Par	conséquent,	l’égalité	Par	conséquent,	l’égalité	|	|	|	|	|	|	est	vraie	|	|	|	|	|	|	est	vraie	Conclusion	:	Il	résulte	dans	tous	les	cas	que,	quels	que	soient	les	réels	et	,	|	Pour	tous	nombres	réels	et	tels	que	D’où	:	|	|	|	|	Par	conséquent,	l’égalité	|	|	|	|	|	|	est	vraie	|	|	|	|	|.	,	|	|	|	|	|	|	Autrement
dit,	la	valeur	absolue	d’un	quotient	est	égale	au	quotient	des	valeurs	absolues.	Démonstration	1	:	D’après	la	propriété	précédente	sur	la	multiplication,	pour	tous	nombres	réels	,	|	|	|	|	Or,	en	divisant	dans	chaque	membre	par	|	|	|	|	|	tels	que	|	|	|	:	|	|	|	|	|	|	Démonstration	2	:	Pour	tous	nombres	réels	et	et	√(	)	tels	que	√	,	√	√	|	|	|	|	Valeur	absolue	et	fonction
valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	12	CHAPITRE	5	:	Equations	et	valeurs	absolues	1)	ÉQUATIONS	DE	LA	FORME	|	|	Pour	tout	réel,	|	|	|	|	Remarque	:	L’équation	|	|	(avec	n’admet	pas	de	solution	si	)	.	Exemples	:		Exemple	1	:	Résolvons	dans	L’équation	|	|	|	|		est	de	la	forme	|	|	L’équation	|	avec	|	l’équation	|	est	de	la
forme	|	|	Exemple	3	:	Résolvons	dans	|	et	.	Ici,	des	solutions	est	{	réel,	}.	avec	et	.	Ici,	donc,	pour	tout	.	L’ensemble	des	solutions,	noté	{	réel,	,	est	}.		Exemple	4	:	Résolvons	dans	L’équation	|	|	l’équation	|	|	est	de	la	forme	|	|	avec	et	ignore	le	signe	de	,	qui	dépend	de	.	Pour	que	l’équation	ait	un	sens,	il	faut	que	|	{	donc,	pour	tout	|	|	|	.	|	l’équation	|	est	de
la	forme	|	|	donc	l’équation	.	Ici,	des	solutions	est	.	L’ensemble	L’équation	|	|	et	avec	|		|	n’admet	pas	de	solution	dans	.	
L’ensemble	Exemple	2	:	Résolvons	dans	|	l’équation	|	(	{	{	)	.	ATTENTION	!	Ici,	on	car	|	|	.	{	.	L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est	{	}.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	13	2)	ÉQUATIONS	DE	LA	FORME	|	|	Pour	tous	réels	et	non	nuls,	|	|	Remarque	:	Si	|	|	|	|	,	l’équation	|	|	ou	|	|	est	de	la
forme	|	|	ou	|	|	(voir	ci-dessus).	Exemples	:		l’équation	|	Exemple	1	:	Résolvons	dans	L’équation	|	|	|	|	|	|	|	|	est	de	la	forme	|	|	|	|	|	|	|	avec	(	)	et	.	Pour	tout	réel	{	.	L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est		l’équation	|	Exemple	2	:	Résolvons	dans	L’équation	|	|	|	|	|	|	|	est	de	la	forme	|	|	(	|	|	|	Remarque	importante	:	L’équation	|	est	le	milieu	de	l’intervalle	|	.	Donc	|
}.	|	|	|	avec	)	.	L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est	,	et	.	Pour	tout	réel	(	{	,	)	}.	|	est	équivalente	à	(	)	(	.	L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est	).	Par	conséquent,	{	}.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	14	CHAPITRE	6	:	Inéquations	et	valeurs	absolues	1)	INÉQUATIONS	DE	LA	FORME	|	|	Pour
tout	réel	et	pour	tout	réel	positif	ou	nul,	|	|	Remarques	:			Les	inégalités	ci-dessus	restent	vraies	si	on	remplace	par	.	Si	,	l’inéquation	|	|	n’est	jamais	vérifiée	(une	distance	étant	toujours	positive	ou	nulle).	Exemples	:		Exemple	1	:	Résolvons	dans	L’inéquation	|	|	l’inéquation	|	est	de	la	forme	|	|	|	avec	et	.	donc	l’inéquation	n’admet	pas	de	solution.
L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est		Exemple	2	:	Résolvons	dans	L’inéquation	|	|	Pour	tout	réel	,	|	l’inéquation	|	est	de	la	forme	|	|	Pour	tout	réel	,	|	et	.	|	Exemple	3	:	Résolvons	dans	L’inéquation	|	|	avec	L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est		.	|	.	l’inéquation	|	est	de	la	forme	|	|	|	{	{	(	|	avec	et	)	.	{	{	L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est	{	.	Valeur	absolue	et
fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	15	2)	INÉQUATIONS	DE	LA	FORME	|	|	Pour	tout	réel	et	pour	tout	réel	positif	ou	nul,	|	|	Remarques	:			Les	inégalités	ci-dessus	restent	vraies	si	on	remplace	par	.	Si	,	l’inéquation	|	|	est	toujours	vérifiée	(une	distance	étant	toujours	positive	ou	nulle).	

Exemples	:		Exemple	1	:	Résolvons	dans	L’équation	|	|	l’inéquation	|	est	de	la	forme	|	|	|	avec	et	.	donc	l’inéquation	est	toujours	vérifiée.	L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est		Exemple	2	:	Résolvons	dans	L’équation	|	|	l’inéquation	|	est	de	la	forme	|	|	Pour	tout	réel	,	|	|	avec	et	Exemple	3	:	Résolvons	dans	L’inéquation	|	Pour	tout	réel	,	|	.	|	L’ensemble	des
solutions,	noté	,	est		.	
|	.	l’inéquation	|	est	de	la	forme	|	|	|	avec	(	L’ensemble	des	solutions,	noté	,	est	|	et	.	)	.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	16	CHAPITRE	7	:	Encadrements	et	valeurs	approchées	d’un	réel	1)	ENCADREMENT	D’UN	RÉEL	Soit	un	réel	.	Réaliser	un	ENCADREMENT	de	consiste	à	trouver	deux
réels	et	tels	que	.	est	appelé	l’AMPLITUDE	de	l’encadrement.	Le	nombre	Exemples	:	Proposons	plusieurs	encadrements	de	√	calculatrice	donne	:	√	.	Encadrement	√	√	√	√	dont	l’affichage	des	8	premières	décimales	à	la	Calcul	de	l’amplitude	Amplitude	1	2)	VALEURS	APPROCHÉES	Soient		et	deux	réels	distincts	et	un	réel	strictement	positif.	Lorsque	,
on	dit	que	est	une	VALEUR	APPROCHÉE	de	à	près.		o		Lorsque		,	on	dit	que	o	Lorsque	o		est	une	valeur	approchée	de	à	près	PAR	DÉFAUT.		Valeur	approchée	de	e	par	défaut			,	on	dit	que		o		est	une	valeur	approchée	de	à	près	PAR	EXCÈS.		o			Valeur	approchée	de	e	par	excès	o	Le	réel	positif	s’appelle	la	PRÉCISION.	Remarques	:	|	|	est	une	autre
notation	de	la	valeur	approchée	de	à	près.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	17	Exemples	:	On	a	vu	dans	les	précédents	exemples	plusieurs	encadrements	de	√	d’amplitudes	différentes	:		Or,	près.		√	est	un	encadrement	de	√	d’amplitude	1.	√	√	√	est	un	encadrement	de	√	d’amplitude	Or,	√
une	valeur	approchée	de	√	à		√	Or,	√	de	cette	double	inégalité	que	est	une	valeur	approchée	de	√	à	.	Par	conséquent,	√	près	par	défaut.	.	√	est	un	encadrement	de	√	d’amplitude	√	est	une	valeur	approchée	de	√	à	.	Par	conséquent,	est	.	√	près	par	excès.	.	Il	résulte	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque
déposée)	18	CHAPITRE	8	:	Fonction	valeur	absolue	1)	DÉFINITION	La	FONCTION	VALEUR	ABSOLUE	est	la	fonction	définie	sur	qui,	à	tout	réel	,	associe	sa	valeur	absolue	|	|.	La	fonction	valeur	absolue	est	donc	ainsi	définie	:	|	|	2)	SENS	DE	VARIATION	La	fonction	valeur	absolue	est	:		DECROISSANTE	sur		CROISSANTE	sur	Rappel	:	Dire	qu’une
fonction	t	est	croissante	sur	un	intervalle	u	signifie	que	pour	tous	nombres	o	et	q	de	l’intervalle	u,	si	o	q	alors	t(o)	t(q).	Démonstration	:	Soient	et	deux	nombres	réels	tels	que	Comparons	alors	(	)	et	(	),	c’est-à-dire	étudions	le	signe	de	(	)	et	,	on	a	(	)	Pour	tous	réels		(	)	la	fonction	valeur	absolue.	|	|.	1er	cas	:	donc	|	|	Or,	donc	|	|	et	donc,	en	soustrayant	|	|
Ainsi,	⏟	|	|	.	Par	conséquent,	|	|	|	|	.	,	c’est-à-dire	dans	chaque	membre,	,	c’est-à-dire	|⏟|	|⏟|	(	)	(	)	,	alors	(	)	Par	conséquent,	si		|	|	et	soit	(	).	(	)	donc	la	fonction	.	est	strictement	croissante	sur	.	2ème	cas	:	donc	|	|	Or,	et	donc	|	|	donc,	en	soustrayant	|	|	Ainsi,	⏟	|	|	(⏟	)	.	
Par	conséquent,	|	|	|	|	dans	chaque	membre,	,	c’est-à-dire	|⏟|	|⏟|	(	)	(	)	(	)	(	,	c’est-à-dire	).	.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	19	,	alors	(	)	Par	conséquent,	si	(	)	donc	la	fonction	est	strictement	décroissante	sur	.	Remarque	pouvant	faire	office	de	deuxième	démonstration	:	Pour	tout	,|	|
et	pour	tout	,|	|	donc	la	fonction	valeur	absolue	est	l’union	de	la	fonction	définie	sur	l’intervalle	et	de	la	fonction	définie	sur	l’intervalle	.	Or,	sur	,	la	fonction	est	décroissante	comme	étant	une	fonction	affine	(linéaire)	de	coefficient	directeur	négatif.	En	outre,	sur	,	la	fonction	est	croissante	comme	étant	une	fonction	affine	(linéaire)	de	coefficient
directeur	positif.	Ainsi,	la	fonction	valeur	absolue	est	décroissante	sur	et	croissante	sur	.	On	dit	que	la	fonction	valeur	absolue	est	une	fonction	affine	par	morceaux.	TABLEAU	DE	VARIATION	:	|	|	La	fonction	valeur	absolue	admet	un	MINIMUM	en	égal	à	.	Autrement	dit,	pour	tout	réel,	|	|	.	Remarque	:	On	peut	retenir	que	:			Deux	nombres	positifs	sont
rangés	dans	le	même	ordre	que	leur	valeur	absolue	(ou	bien	que	si	et	sont	deux	nombres	positifs	tels	que	alors	|	|	|	|)	Deux	nombres	négatifs	sont	rangés	dans	l’ordre	inverse	de	celui	de	leur	valeur	absolue	(ou	bien	que	si	et	sont	deux	nombres	négatifs	tels	que	alors	|	|	|	|)	3)	REPRÉSENTATION	GRAPHIQUE	La	fonction	valeur	absolue	est	une
FONCTION	AFFINE	PAR	MORCEAUX.	Sa	représentation	graphique	dans	un	repère	(	l’une	d’équation	sur	)	du	plan	est	la	réunion	de	deux	demi-droites	d’origine	,	,	l’autre	d’équation	sur	.	Point	méthode	:	Pour	tracer	la	représentation	graphique	de	la	fonction	valeur	absolue,	on	établit	un	tableau	de	valeurs,	on	place	dans	un	repère	les	points	de
coordonnées	(	|	|)	et	on	les	relie.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	20	|	|	Représentation	graphique	de	la	fonction	|	|	dans	un	repère	(	)	du	plan	Demi-droite	d’équation	a	e	(e	)	Demi-droite	d’équation	a	e	(e	)	v	Z	d	|	|	est	en	forme	de	«	V	».	Plus	généralement,	Remarque	:	La	représentation
graphique	de	la	fonction	|	|	ont	une	représentation	graphique	en	forme	de	«	V	»	(voir	plus	bas).	toutes	les	fonctions	4)	PARITÉ	ET	SYMÉTRIE	La	fonction	valeur	absolue	est	une	FONCTION	PAIRE.	Démonstration	:	Tout	d’abord,	la	fonction	valeur	absolue	est	définie	sur	donc	elle	est	centrée	en	.	En	outre,	|	|	est	une	fonction	paire.	pour	tout	réel,	|	|	|	|
donc	la	fonction	Dans	un	repère	orthogonal	(	)	du	plan,	la	courbe	représentative	de	la	fonction	valeur	absolue	est	SYMÉTRIQUE	PAR	RAPPORT	À	L’AXE	DES	ORDONNÉES	d’équation	.	Démonstration	:	Soient	et	deux	réels.	Le	point	(	)	appartient	à	la	courbe	représentative	de	la	fonction	|	|.	|	|	|	|.	Le	point	valeur	absolue	si,	et	seulement	si,	Or,	pour	tout
réel,	|	|	|	|	donc	(	)	appartient	également	à	la	courbe	représentative	de	la	fonction	valeur	absolue.	Donc	les	points	et	sont	symétriques	par	rapport	à	l’axe	d’équation	.	
Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	21	Représentation	graphique	de	la	fonction	|	|	et	de	son	axe	de	symétrie	Axe	de	symétrie	d’équation	e	Demi-droite	d’équation	a	e	(e	)	c	a	Z	d	e	Représentation	graphique	de	la	fonction	|	Demi-droite	d’équation	a	e	(e	)	c	e	|	et	de	son	axe	de	symétrie	Axe
de	symétrie	d’équation	e	o	c	o	a	o	e	c	Z	d	o	e	Remarques	:		La	courbe	représentative	de	la	fonction	représentative	de	la	fonction		|	|	est	obtenue	par	translation.	Il	s’agit	de	la	courbe	|	|	ayant	subi	une	translation	de	vecteur	.	‖‖	|	|	est	symétrique	par	rapport	à	un	axe	parallèle	à	l’axe	La	courbe	représentative	de	la	fonction	des	ordonnées.	Cet	axe	de
symétrie	a	pour	équation	.	Valeur	absolue	et	fonction	valeur	absolue	–	Cours	©	SOS	DEVOIRS	CORRIGES	(marque	déposée)	22


