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Objetivos

El objetivo general de esta parte es:

Resolver problemas sobre sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes
reales de orden 4 por 4 a lo mds, utilizando las propiedades basicas de las
matrices y de los determinantes, a un nivel reproductivo.

Para alcanzar el objetivo general, se proponen los siguientes objetivos especificos:

1. Identificar los diferentes tipos de matrices a partir de su definiciéon a un nivel de
familiarizacion.

2. Calcular una matriz escalonada reducida por filas a partir de una matriz dada,
mediante operaciones elementales de fila, a un nivel reproductivo.

3. Resolver problemas con elementos matriciales usando las operaciones de suma de
matrices, multiplicaciéon de un escalar con una matriz y la multiplicacién entre ma-
trices, a un nivel productivo.

4. Determinar la inversa de una matriz de orden 4 por 4 a lo mas, a partir de las
propiedades béasicas de las operaciones elementales de fila a un nivel reproductivo.

5. Identificar las propiedades fundamentales del determinante de una matriz de orden
n, mediante las operaciones elementales de fila y la definicion a un nivel reproductivo.

6. Calcular el valor de un determinante de una matriz de orden n, usando sus propie-
dades y la definicién a un nivel reproductivo.

7. Calcular la matriz inversa de una matriz de orden n a partir de su definiciéon y de
las propiedades de los determinantes a un nivel reproductivo.

8. Resolver sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes constantes reales hasta de
orden 4 x 4, a partir de las operaciones elementales de fila o de las propiedades de
los determinantes a un nivel reproductivo.






Matrices

1.1 Definiciones

En este libro, utilizaremos [,, para representar el conjunto de todos los ntimeros natu-
rales desde 1 hasta n. Es decir:

I,={keN:1<k<n}=1{1,23,...,n}.

Definicion 1.1 (Matriz) Sean m € Ny n € N. Una matriz A sobre un campo K es una funcion
A definida por:
A: L, xI, — K
. . (1.1)
(4,7) = A(i,7) = aij.

Cada a;; € K se denomina elemento de la matriz  A.

Como el conjunto I, x I,, tiene m X n elementos, la matriz A tiene m x n elementos,
los mismos que se disponen en un arreglo rectangular de sus elementos, dispuestos en
m filas y en n columnas de la siguiente forma:

ai; a2 A1n
a21 Q22 -+ Q2

A= " (1.2)
Am1 Am2 Amn

Por esta razon, se dice que la matriz A es de orden m por n y se la representa por:
A= (aij>m><n-

El conjunto de las matrices de orden m por n es notado M,,,. Si se quiere especi-
ficar que el conjunto de las matrices es sobre el campo de los niimeros reales R o de los
nameros complejos C, se puede escribir M, «,(R) 0 M,,«,(C), respectivamente. Asi, la
expresion A € M,,«»(C) nos dice que la matriz A es una matriz de orden m por n (m
filas y m columnas) y que sus elementos son nimeros complejos.

Definicion 1.2 (Igualdad de matrices) Dos matrices A = (ai;)mxn Y B = (bij)pxq SON iguales
si y solo si:
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1. m=p, n=gq,y

2. a;j = b;; paratodos=1,2,...,mytodoj=1,2,...,n

Es decir, dos matrices son iguales si y solo si son del mismo orden y sus correspon-
dientes elementos son iguales.

Ejemplo 1 Las matrices

5 —4 2 5 x 2

A=|10 2 -1 y B=|0 2 y

-3 -2 7 z =27
son iguales si x = —4, y = —1 y 2 = —3, ya que son del mismo orden y el resto de elementos
correspondientes son iguales entre si. ¢

Los nombres dados a las matrices que se definen a continuaciéon aprovechan el hecho
de que se han dispuesto los elementos de la matriz en un arreglo rectangular de los
mismos. Posteriormente, tal arreglo rectangular permitira también definir operaciones
con las matrices.

Definicion 1.3 (Matriz cuadrada) Una matriz es cuadrada de orden n si es de orden n x n.

Es decir, una matriz cuadrada tiene igual niimero de filas y de columnas. Una matriz
cuadrada A es notada A = (a;;),. El conjunto de las matrices cuadradas de orden n xn
es notado M,,.

Un cuadrado tiene dos diagonales. En una matriz cuadrada se considera solo una
de ellas: la que va desde la esquina superior izquierda a la esquina inferior derecha y
es denominada diagonal principal, o simplemente diagonal. Es decir, la diagonal de la
matriz A = (a;;), es el conjunto de los elementos a;;, con i =1,2,...,n.

Definicién 1.4 (Filay columna de una matriz) Sea la matriz A = (a;;)mxn-
1. Se llama i-ésima fila de la matriz A a la matriz A; de orden 1 x n definida por:
A; = (ail a2 - au) .
2. Se llama j-ésima columna de la matriz A a la matriz A’ de orden m x 1 definida por:
ai;

. ag;
A= 7

amj

Una matriz A € M, que consta de una sola fila, se llama matriz fila. Una ma-
triz A € M,,«1, que consta de una sola columna, se llama matriz columna. Una fila
(columna) de una matriz es una matriz fila (columna).

Definicion 1.5 (Matriz transpuesta) La matriz transpuesta de la matriz A = (aij)mxn €S la
matriz A* = (a;;)nxm donde
&ij = CLJ'Z'.
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Ejemplo 2 Hallar la matriz transpuesta de la matriz

1 -2 3
a=(4 0.

Al aplicar la definicién se obtiene que la matriz transpuesta de A es

1 -4

¢

El resultado de aplicar la definiciéon es que las filas de A se convierten en las columnas
de A?, es decir las filas y las columnas se transponen y de alli el nombre de transpuesta
para la matriz que se obtiene.

Definicién 1.6 (Matriz simétrica) Se dice que la matriz cuadrada A es simétrica si y solo si
Al = A,

Ejemplo 1.1

Sea la matriz

3 -1 4
A=|-1 7 =2
4 -2 9

JEs A una matriz simétrica?

Solucion. Para responder a esta pregunta, hallemos su matriz transpuesta:

3 -1 4
Al=[-1 7 -2
4 -2 9
Como A! = A concluimos que A es una matriz simétrica. ¢

Observemos que los elementos que estan a uno y otro lado de la diagonal son iguales.
De ahi proviene el nombre de matriz simétrica.

Definicion 1.7 (Matriz antisimétrica) Se dice que la matriz cuadrada A = (a;;),, €s antisimétrica
siy solosi A" = (—ajj)n.

Cuando veamos la operacién suma de matrices, podremos definir el inverso aditi-
vo de una matriz A = (a;j)mxn, notado —A, como la matriz —A = (—a;;)mxn. Allf
podremos decir que una matriz cuadrada es antisimétrica si A® = —A.
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Ejemplo 1.2
Sea la matriz
0 1 —4
A = (aij)g = -1 0 -2
4 2 0
JEs A una matriz antisimétrica?
Solucion. Hallemos las matrices A’ y (—a;j)s:
0 -1 4 0 -1 4
A= 1 0 2|, (~aj)s=[1 0 2
—4 -2 0 —4 -2 0
Encontramos que A® = (—a;j)3 y podemos afirmar que A es una matriz antisimétrica. ¢

Observemos que los elementos a uno y otro lado de la diagonal son el uno el negativo
del otro y que la diagonal esté formada por elementos que necesariamente son ceros.

Definicion 1.8 (Matriz nula) Una matriz A = (a;j)mxn Se llama matriz nula siy solo si a;; = 0
paratodo:=1,2,...,mytodoj=1,2,...,n.

En otras palabras, los elementos de una matriz nula son todos ceros. Hay una matriz
nula para cada orden de matrices. La matriz nula se nota 0,,,x,, 0 simplemente 0 cuando
el orden estéa sobre entendido. Por el contexto quedaré claro que se trata de la matriz
nula y no del nimero cero. La matriz 0 = (O 0 O) es la matriz nula de las matrices

fila de orden 1 x 3, y la matriz 0 = (0 0 O)t es la matriz nula de las matrices columna
de orden 3 x 1.

Definicion 1.9 (Matriz identidad) Una matriz A = (a;;), se llama matriz identidad siy solo si
a;j =0parai # j,ya;; = 1parai = j.

La matriz identidad de orden n se nota I,, o simplemente I cuando el orden esta
sobre entendido:

10 --- 0
01 0
I, =
00 --- 1

La matriz identidad I, juega el papel de neutro multiplicativo en el producto de matrices
cuadradas de orden n.

Definicion 1.10 (Matriz diagonal) Una matriz A = (a;;), se llama matriz diagonal siy solo si
a;; =0 parai # j.

Por la definicién, una matriz es diagonal si los elementos que no estan en la diagonal
son iguales a cero. Las matrices identidad y nula son matrices diagonales.
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Definicion 1.11 (Matriz escalar) Una matriz A = (a;;), se llama matriz escalar si y solo si
a;j =0parai# jya;; =k € Kparai = j.

Una matriz escalar es una matriz diagonal con los elementos de la diagonal iguales.
Son ejemplos de matrices diagonales las matrices identidad y nulas.

Definicion 1.12 (Matrices triangulares superior e inferior) Sea una matriz A = (a;;)n.
1. Se dice que A es una matriz triangular superior  siy solo si a;; = 0 parai > j.

2. Se dice que A es una matriz triangular inferior ~ siy solo si a;; = 0 parai < j.

Las matrices triangulares superior e inferior tienen todos sus elementos iguales a
cero bajo y sobre la diagonal, respectivamente. Las matrices escalares son triangulares
superiores e inferiores a la vez.

Ejemplo 3 Las matrices

-1 0 2 0 0 O
A= 0 0 -1 y B=|0 2 0
0 0 3 1 -1 0
son triangulares superior e inferior, respectivamente. ¢

1.2 Operaciones con matrices

En lo que sigue nos referiremos como escalares a los nimeros reales y complejos. Vere-
mos las siguientes operaciones con matrices:

1. Suma de matrices.
2. Producto de un escalar por una matriz.

3. Producto de matrices.

1.2.1 Suma de matrices

Definicion 1.13 (Suma de matrices) Sean las matrices A = (a;j)mxn Y B = (bij)mxn. Se llama
suma de Ay B alamatriz C = (c;j)mxn definida por

cij = a;j +bij, 1<i<m,1<i<n,

La suma de matrices esta, pues, definida para matrices de igual orden. La suma de
Ay B senota A+ B, y es una matriz de igual orden que el orden de A y B. De aqui en
adelante, si escribimos A + B se entiende que las matrices A y B son del mismo orden.
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Ejemplo 4 Sean las matrices
2 -1 3 0 1 =5
A‘(—z 3 —4> Y B_(5 —7 1)'

(240 141 34(=5)\ (2 0 -2
A+B_<—2+5 3+ (=7) —4+1)_(3 4 —3>'

Entonces

Teorema 1.1 (Propiedades de la suma de matrices) Para las matrices A, By C de orden m x n
se cumplen las siguientes propiedades:

1. Propiedad clausurativa : A + B es una matriz de orden m x n.
2. Propiedad asociativa : (A+ B)+C = A+ (B+C).
3. Propiedad conmutativa : A+ B = B + A.

4. Existencia del neutro para la suma : para toda matriz A € M,,x,, €existe una matriz
0 € M,,«n tal que
A+0=A.

La matriz 0 se llama neutro aditivo o matriz cero.

5. Existencia del opuesto para la suma : para toda matriz A € M,,«,, existe una matriz
D € M,,«n tal que
A+D=0.

La matriz D se representa mediante —A y se llama inverso aditivo o negativo de A. Esta
propiedad puede escribirse de la siguiente manera:

A+ (~A) =0.

La demostracion de estas cinco propiedades se basa en las propiedades de campo de
los ntimeros reales y complejos y se deja como ejercicio. Baste decir que como matriz
cero (neutro aditivo) se toma la matriz nula definida anteriormente, y como negativo
(inverso aditivo) de la matriz A = (aij)mxn se toma la matriz —A = (—a;;)mxn. Otras
propiedades se propondran como ejercicios.

El conjunto de las matrices M,,,(K) dotado de la operacién suma de matrices
definida anteriormente, (M,,«,(K), +) y las propiedades 1, 2, 4 y 5 del teorema anterior,
constituye un grupo. S{ ademaés se toma en cuenta la propiedad conmutativa de la suma,
tal grupo es un grupo conmutativo o grupo abeliano.

Se puede demostrar que la matriz neutro aditivo es tinica y también que la matriz
inverso aditivo es tnica. Estas demostraciones también se basan en la unicidad del
neutro aditivo y del inverso aditivo de los escalares, es decir de los ntimeros reales o
complejos.

La existencia del inverso aditivo permite definir la resta de matrices. La resta de
las matrices A y B de igual orden, representada por A — B se define como

A—B=A+(-B).
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1.2.2 Producto escalar

Definicion 1.14 (Producto escalar) El producto del escalar « € Ky la matriz A = (a;j)mxn,
notado oA, se define como

aA = a(aij)mxn = (Oé aij)mxna 1<i<m,1<j5<n.

Ejemplo 5
1 =2 2 —4
. i 1—1 —1-2i -1+ 3 1
(—2414) (_ ) = <_ _— ) y -2 3 |==-(-4 6
2 3+ 4+ 2 7T+ 1 0 2 9 0

Teorema 1.2 (Propiedades del producto escalar) Para los escalares a 'y 8y las matrices Ay B
de orden m x n se cumplen las siguientes propiedades:

=

Propiedad clausurativa : «A es una matriz de orden m X n.

2. Propiedad asociativa : (af)A = a(SA).

3. Propiedad distributiva con respecto a la suma de matrices ca(A+ B) =aA+ aB.
4. Propiedad distributiva con respecto a la suma de escalares C(a+ B)A = aA + PBA.
5. Propiedad asociativa mixta : A(aB) = a(AB) = (aA)B.

6. Elnimero 1 es el elemento identidad del producto escalar : 14 = A.

Estas son las principales propiedades del producto escalar, las que permitiran pos-
teriormente hablar del “espacio lineal de matrices”. Otras propiedades se propondran
€cOomo ejercicios.

1.2.3 Multiplicacion de matrices

Definicion 1.15 (Multiplicacién de matrices) Sean las matrices A = (a;j)mxn Y B = (bij)nxp- El
productode Ay B, notado AB, es la matriz C' = (c;j)mxp definida por

n
cij = a;1b1j + aigboj + -+ + ainbp; = Zaikbkj’ 1<i<m,1<;5<p.
k=1

El producto de A y B no esté definido si el niimero de columnas de A no es igual al
numero de filas de B.
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El elemento ¢;; de AB es el elemento tnico de la matriz de orden 1 x 1 que resulta
del producto de la i-ésima fila de A, A;, y la j-ésima columna de B, B7:

= (@ibij + aigboj + - + @inbnj) = (¢ij)1x1-

La multiplicacion de matrices es una operacion muy especial. Los siguientes ejemplos
muestran sus peculiaridades.

Ejemplo 6 Sean

1 1

1 -2 3
A:< >€M2><3 y B=[2 —-3] € Msys.
3 —21
3 1
Entonces
1 1
AB:@ __221 N2 -3
3 1

_(1-1+(—2)2+3-3 1-1+(—2)(—3)+3-1>
3.1+4(=2)2+41-3 3.1+ (=2)(=3)+1-1

(6 10
—\2 10)°

De manera similar se calcula

11 4 —4 4
BA=|2 -3 <:1)) __221 3>: -7 2 3
3 1 6 —8 10

Comentario. En este caso, los productos AB y BA estan definidos y son matrices de érdenes
diferentes, por lo cual AB # BA. Este ejemplo nos muestra que el producto de matrices A y
B no es conmutativo. Notese ademés que A y B no son cuadradas pero los dos productos son
matrices cuadradas. ¢

Ejemplo 1.3 Sean

2 =2 1 -1
A—<_1 3)€M2 y B—(2 _3>€M2.

2 4 3 -5
AB_<5 —8) Y BA_(? —13)‘

Las matrices AB y BA son cuadradas del mismo orden pero, una vez mas, diferentes. En

Entonces

general, si las matrices A y B son cuadradas del mismo orden, los productos AB y BA estan
definidos y son también matrices cuadradas del mismo orden. ¢
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Ejemplo 7 Tenemos que:

w- (L ED-0 )

Las matrices A y B no son nulas, sin embargo su producto si. ¢
Ejemplo 8 Sean:
11 2 2 3 1
(1) m=GE) ()

4 4
an- (1 1) e

Tenemos que

pero B # C a pesar de que A # 0. Por lo tanto, la propiedad cancelativa no aplica al producto
de matrices. ¢

La multiplicaciéon de matrices no tiene la propiedad conmutativa ni la cancelativa,
pero al menos tiene las propiedades asociativa y distributivas como se expresa en el
siguiente teorema.

Teorema 1.3 (Propiedades de la multiplicacion de matrices) Para matrices A, By C de 6rdenes
tales que los productos estan definidos, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Propiedad asociativa : (AB)C = A(BC).
2. Propiedad distributiva por la izquierda : A(B+ C) = AB + AC.

3. Propiedad distributiva por la derecha : (A + B)C = AC + BC.

Demostracion. Sean A = (@ij)mxn, B = (bij)nxp ¥ C = (Cij)pxq-
1. Propiedad asociativa:

(AB)C = ((a’Zj mxn(bij)nxp) (Cij)pxq

)(
(S (g)-)

= Z a'zkbkrcrj>

r=1 k=1

= Z Z aikbkrcrj>

k=1 r=1

= i (4733 (Z bk,«c,«j>> = A(BC)
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2. Propiedad distributiva por la izquierda:

A(B + C) = (ai)mxn((Dij )nxp + C = (Cij)nxp)
= (aij)mxn((bij) + Cij)nxp

=D ai (b + cxy)
k=1

n n
=Y aib + ) ascx
k=1 k=1

=AB + AC.

3. La demostracion de la propiedad distributiva por la derecha es similar a la anterior
y se deja al lector como ejercicio.

]
Ejemplo 9 Sea
2 0 -3
a=(24 57
Tenemos que
10 2 0 -3 2 0 -3
I3A_<o 1>(—1 2 4)‘(—1 2 4)
y
1 00
2 0 -3 2 0 -3
A.72:< > 010 :( )
-1 2 4 00 1 -1 2 4
Es decir, en este caso,
L A= Al; = A.
¢

En general, si A € M,,x, la igualdad siguiente es verdadera:
I,A=Al, = A.

La matriz I,, suele ser llamada neutro multiplicativo de A por la izquierda y la matriz
I1,,,, neutro multiplicativo de A por la derecha. En el caso particular de que A es una
matriz cuadrada de orden n, la igualdad anterior se ve asi:

I,A=Al, =A.

La matriz identidad I,, es denominada simplemente el elemento neutro para el producto
de matrices cuadradas de orden n.

El conjunto de las matrices cuadradas de orden M,,(K) dotado de las operaciones
suma y producto de matrices es un anillo no conmutativo con elemento neutro.
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1.3 Operaciones elementales de fila de una matriz

Para cualquier matriz se pueden definir operaciones entre sus filas y también ope-
raciones entre sus columnas. Aqui definiremos las operaciones, que se denominaran
elementales, de fila.

Definicién 1.16 (Operaciones elementales de fila) Sean la matriz A € M,,«,(K) y el escalar
c € K. Cada una de las siguientes tres operaciones se denomina operacion elemental de fila
sobre la matriz  A:

1. Multiplicar la fila r-ésima de A por una constante c con ¢ # 0y ¢ # 1. Es decir, reempla-
zar A, por cA,.

2. Sumar cveces lafila s-ésima, cA,, con la fila r-ésima de A. Es decir, reemplazar A, por
cAs + A,

3. Intercambiar las filas distintas  s-ésima y r-ésima de A. Es decir, reemplazar A, por A,
y A, por As con s # r.

El significado exacto de reemplazar es el siguiente: dada la matriz A, se obtiene, en
realidad, una nueva matriz A’, la cual es idéntica a la matriz A salvo en su fila nimero
r que es cA,. En otras palabras, la operacion multiplicar una fila por una constante es
una funcién que va desde el conjunto M,,x,(K) en si mismo tal que a cada A le hace
corresponder A’. Significados similares corresponden a las otras dos operaciones. Mas
adelante, precisaremos estos significados.

Estas tres operaciones elementales de fila pueden ser representadas asi:

1. cA, — A,, o simplemente cA,, que quiere decir: “obtenga una nueva matriz al
quitar la fila A, y, en su lugar, poner la fila cA,”.

2. A, +cAy — A, osimplemente A, 4+ cA,, que quiere decir: “obtenga una nueva
matriz al quitar la fila A, y, en su lugar, poner la fila A, + cA,”.

3. A, = A,, que quiere decir: “obtenga una nueva matriz al intercambiar las filas
A,y A, entre si”.

A las operaciones elementales de fila en el orden en que fueron definidas las deno-
minaremos del tipo 1, 2 y 3, respectivamente.

Como ya se dijo anteriormente, al efectuar una de las operaciones elementales de
fila sobre una matriz A, se obtiene otra matriz. Formalmente, se puede definir cada
una de las operaciones elementales de fila como una funcion.

Definicion 1.17 (Operaciones elementales de fila) Una operacién elemental de fila sobre una
matriz A = (a;;) € Mpxn €s una de las tres funciones

e: Mpyxn — Mpxn

tales que:
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1. Tipol:sic#0yc#1,
R Q5 Sit 7& T,
Qjj = .
ca;; Slt=rT
paratodo j € I,,.
A esta funcion la vas a representar con ef. para indicar que se multiplica la fila namero r

por el numero c.

2. Tipo2:sic#0,
R Q5 Si g 7& T
Qg5 = .
Casj +a;; Slt=r
paratodo j € I,,.
A esta funcion le representaremos con eg ,. para indicar que se multiplica la fila nimero s
por cy la fila resultante es sumada esta fila a la fila nimero r.
3. Tipo 3:sir # s,
a;; Sii#ryi#s,
Ajj = § Qsj Sii:’l“,
apj Sii=s
para todo j € I,,.

A esta funcion le representaremos con e, ; para indicar que se intercambiaron las filas
ndamero s y namero r.

Las operaciones de tipo 1 y tipo 2 afectan solo a una fila de la matriz; las demés
quedan idénticas. La operacion de tipo 3 afecta a dos filas; las demés quedan inaltera-
das.

El siguiente teorema establece que las operaciones elementales son funciones biyec-
tivas, por lo que poseen inversa.

Teorema 1.4 Cada operacidn elemental de fila es biyectiva, y su inversa es del mismo tipo. Es
decir, a cada operacién elemental de fila e, le corresponde una operacién elemental de fila €, del
mismo tipo que e, tal que:

paratodo A € M,,xy.

Demostracion. Sea e una operacion elemental de fila de tipo 1; es decir, e es de la
forma ef con ¢ # 0 y r € I,,,. Vamos a probar que es e es inyectiva y sobreyectiva.

Para ver la inyectividad, supongamos que A y B dos matrices (del mismo orden)
tales que e$(A) = eS(B). Entonces:

1. para i # r, la fila i-ésima de ef(A) es A;;

2. para i # r, la fila i-ésima de €%(B) es B;.
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Dado que e5(A) = e4(B), podemos concluir que A; = B; para todo i # r.

Por otro lado, la fila r-ésima de ef(A) es cA, y la de e5(B) es ¢B,. Otra vez, como
e¢(A) = e&(B), concluimos que cA, = ¢B,, de donde, ya que ¢ # 0, deducimos que
A, = B,.

En resumen, cada fila de A es igual a la correspondiente fila de B, por lo que A = B.

Razonamientos similares nos permiten demostrar que las operaciones elementales
de los otros tipos son inyectiva, por lo que se dejan las demostraciones al lector.

Probemos ahora la sobreyectividad de la operacion ef. Para ello, dada una matriz
B, debemos encontrar una matriz A tal que eS(A) = B.

Para hallar A, observemos que B debera tener las filas correspondiente de A, salvo
la r-ésima fila, que sera cA,. Es decir:

BZ-:{Ai sii#r,

cA, sii=r.

Esto nos sugiere, inmediatamente, que la matriz A que buscamos, debe definirse asi:

Ai:{Bi sii#r,

B, sii=r,
lo que es posible, ya que ¢ # 0.
Definida de esta manera la matriz A, es facil comprobar que e¢(A) = B, con lo que

queda demostrado que e es sobreyectiva. Adicionalmente, esta demostracién nos ha
dado la inversa de e:

Demostraciones similares se pueden hacer para los otros dos tipos de funciones
elementales por filas, por lo que se las deja para que el lector las realice por si mismo. [

Si no se presta a confusion, evitaremos el uso de los paréntesis en e(A); en su lugar,
escribiremos simplemente eA. Esta nueva notacion sera de mucha utilidad en lo que
viene a continuacion.

Supongamos que eg, e, . .., €, son n operaciones elementales por filas, y A y B son
dos matrices tales que

B =e¢,e,_1--e3e]A.

En otras palabras, la matriz B se obtuvo, a partir de la matriz A, luego de aplicar
sucesivamente, n operaciones elementales.

Es facil ver que, como existen las inversas de cada e;, entonces A se puede obtener
a partir de B, también por la aplicaciéon de n operaciones elementales:

A= €1€9 - en,lenB.

Esta relacion entre las matrices A y B es, en realidad, una relacién simétrica en el
conjunto de matrices.

En efecto, si indicamos con A ~ B cuando A se obtiene a partir de B por la
aplicacion sucesiva de un nimero finito de operaciones elementales por fila, entonces,
es inmediato que A ~ B implica B ~ A.
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Mas atin, se verifica también que A ~ A; es decir, toda matriz A se puede obtener
a partir de si misma por la aplicacién de un nimero finito de operaciones elementales.
Por ejemplo, si e es una operacion elemental, como es inversible, tenemos que

A= cleA.

En otras palabras, la relacion ~ es reflexiva.
Finalmente, es facil probar que también es transitiva. Esto significa que la relacion
~ es, en realidad, una relaciéon de equivalencia, lo que motiva la siguiente definicion.

Definiciéon 1.18 (Matrices equivalente por filas) La matriz B € M,, «,, €s equivalentes por filas
ala matriz A € M,,«,, notado B ~ A, si B se obtiene de A por la aplicacién sucesiva un
numero finito de operaciones elementales por fila.

Dicho de otra manera, si eq, es, . ..¢€, es una sucesion finita de operaciones elemen-
tales por filas, tenemos que:

B~A <= B=e¢e¢,e, 1 A

Teorema 1.5 La relacién ~ es de equivalencia sobre el conjunto M, «:
1. Reflexiva: A ~ B.
2. Simétrica : Si A ~ B, entonces B ~ A.

3. Transitiva : SiA ~ By B ~ C, entonces A ~ C.

La verificacion de la propiedad transitiva se deja para que el lector la realice.

Ejemplo 10 Sea la matriz

2 -6
3 4
A=11-2 5
4 =2
-1 -2

2 -6 1 -3 1 -3
3 4 3 4 0 13
A=|-2 5 ~|-2 5 ~ | -2 5
5 =2 5 =2 5 =2
-1 -2 351 1 =2/ 5 s —1 =2/ piom
1 -3 1 -3 1 -3
0 13 0 13 0 13
~1 0 -1 ~ 0o -1 ~ 10 -1 =B.
5 =2 0 13 0 13
-1 2 1 2 0 -5

Fy1—5Fy VA S )
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Como la matriz B fue obtenida de A por la aplicaciéon de una secuencia finita de operaciones
elementales por filas, podemos decir que B es equivalente por filas a A:

B~ A.

Aunque sabemos que A ~ B, ilustremos esta propiedad al aplicar sobre la matriz B, en
orden inverso, la secuencia de operaciones inversas anterior, para obtener la matriz A:

1 -3 1 -3 1 -3
0 13 0 13 0 13
B=]|0 -1 ~1 0 -1 ~1 0 -1
0 13 0 13 5 =2
0 _5 F5—F1 -1 =2 F4+5F; -1 =2 F3—2F;
1 -3 1 -3 2 -6
0 13 3 4 3 4
~1-2 5 ~1-2 5 ~ -2 5 |=A4,
5 =2 5 =2 5 =2
-1 -2 Fyt3F, -1 -2 2, -1 -2
que no podia ser de otra manera. ¢

Definicién 1.19 (Matriz reducida por filas) Una matriz A € M, se llama matriz reducida por
filas si cumple con las siguientes condiciones:

1. El primer elemento no nulo de cada fila no nula,visto de izquierda a derecha, es 1.

2. Cada columna de A que tiene el primer elemento no nulo de alguna fila tiene sus otros
elementos nulos.

Ejemplo 11 Las matrices

1 00 2 0 0O 1 00 2 70
0O 01 00 -5 01 00 3 4 8 8 8 8 (1) (1) 8
000010’001010’Ooooyoo1
010 40 3 00 0 O0O0OTUO
son matrices reducidas por filas. En cambio, las matrices
1 20 2 00 01 00 -2 5
00 O0O0OT1TFPO y 0010 1 O
01 0 40 3 2 001 0 O
no son matrices reducidas por filas. ¢

Teorema 1.6 Toda matriz A € M,,«., €s equivalente por filas a una matriz R € M,,«, reducida
por filas.

Dicho de otra forma, por medio de una secuencia apropiada de operaciones ele-
mentales de fila efectuadas sobre una matriz A, es siempre posible obtener una matriz
reducida por filas equivalente por filas a la matriz A. Tal matriz no es tnica.
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Demostracion. Supongamos que la matriz A es no nula. Entonces al menos una fila es
diferente de la matriz 0 de orden 1 x n. Sean p € I, tal que A, # 0. Por lo tanto, existe
el menor r € I, tal que a,, # 0 (es decir, a,, es el primer elemento no nulo de la fila p
visto desde la izquierda hacia la derecha).

1

Sea R[1] = e,” A. Esto significa que R][1] se ha obtenido a partir de A al dividir por
ﬁ cada uno de los elementos de la fila numero p de A. Entonces, el primer elemento
de la p-ésima fila de la matriz R[1] es igual a 1.

Ahora bien, para cada i € I,,, — {p}, definamos R[i+1] = e "". Es decir, para cada
© # p, se multiplica la fila p-ésima por ;. y la fila resultante se suma a la fila i-ésima,
la que es reemplazada por el resultado obtenido. En otras palabras, la fila i-ésima de
R[i + 1] es sustituida por la fila R[i]; — a;-R[i],. El elemento de la columna r de la
matriz I[i + 1] obtenida es, entonces 0.

Una vez que se realiza este proceso para cada ¢ # p (es decir, se realizan m — 1
veces), obtenemos la matriz R[m] con la propiedad de que todos los elementos de la
columna r son iguales a 0, excepto el que esta en la fila p que es 1. Debe quedar claro
que R[m| ~ A.

Si repetimos este procedimiento con otra fila que no sea nula, que no tenga el
primer elemento igual a 1 y que en la columna en la que esté dicho elemento, el resto
de elementos no son todos iguales a 0, obtendremos, luego de m pasos, una matriz
R[2m)] equivalente por filas a R[m], lo que significa que sera también equivalente por
filas a A. Si la fila no nula involucrada en este procedimiento es la g-ésima y la columna
que contiene el primer elemento no nula de esta fila es la nimero s, la matriz R[2m)]
tendra la caracteristica de que todos los elementos de la columna ntimero s son iguales
a 0, excepto el de la fila ¢ que es 1.

Esta claro que si repetimos este proceso con todas las filas no nulas cuyo primer
elemento no sea igual a 1 y que en la columna en la que estd dicho elemento, no
todos los elementos son 0, finalmente tendremos una matriz reducida por filas que

serd, obviamente, equivalente a la matriz A. O
Ejemplo 1.4
Sea la matriz
1 2 3 4 5
2 3 45 6
A= 3 45 6 7
4 5 6 7 8

Hallar una matriz reducida por filas equivalente por filas a la matriz A.

Solucion.
1 2345 1 2 3 4 5
A_|23456 o -1 -2 -3 -4
34567 0 -2 -4 —6 -8
45 6 7 8/ B30 0 -3 —6 —9 —12/[+3%
Fy—4F, Fy+3F>
1 0 -1 -2 -3 10 -1 -2 -3
0 -1 -2 -3 —4 01 2 3 4
“1lo 0o o 0 o0 “loo o o0 o
00 0 0 O 00 0 0 O

7F2 F1ﬁF4
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00 0 0 0
01 2 3 4
00 0 0 0
10 -1 -2 -3
Las matrices
10 -1 -2 -3 00 0 0 0
01 2 3 4 01 2 3 4
B=100 0 0o o Yy B2=1g 0 0 0 o0
00 0 0 0 10 -1 -2 -3

son matrices reducidas por filas y, ademas, equivalentes por filas a la matriz A:
R1 ~ A y R2 ~ A.
¢

Este ejemplo muestra que una matriz reducida por filas equivalente por filas a una
matriz no es tnica.

Definicién 1.20 (Rango de una matriz) El rango de una matriz A, notado ran(A), es el nimero
de filas no nulas de una matriz reducida por filas equivalente por filas a la matriz A.

Ejemplo 12 Del ejemplo anterior, la matriz

00 0 0 O
01 2 3 4
k= 00 0 0 O
10 -1 -2 -3

es una matriz reducida por filas equivalente por filas a la matriz

1 2 3 45
2 3 45 6
A= 3 45 67
4 5 6 7 8
El nimero de filas no nulas de la matriz R es 2. Por lo tanto,

ran(A) = 2.

Definicion 1.21 (Matriz escalonada reducida por filas) Una matriz A € M,,«, se llama matriz
escalonada reducida por filas  si cumple con las siguientes condiciones:

1. La matriz A es reducida por filas.
2. Toda fila nula, si la hay, esta por debajo de toda fila no nula.

3. Silasfilas 1,2,...,r, r < m, son las filas no nulas de la matriz A y si el primer elemento
no nulo, visto de izquierda a derecha, de lafila ¢, i = 1,2,...,r esta en la columna k;,
1=1,2,...,r,entonces ky; < ky < --- <k, .
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Ejemplo 1.5
(Es la matriz

01 000030
00010020
A 00001420
0 00 00 O0O0 1
000 0O0OO0OT OO
00 0 0O0O0OTO0aO O

una matriz escalonada reducida por filas?

Solucion. La matriz A es reducida por filas. Las filas nulas son la 5 y la 6 y se encuentran por
debajo de las filas no nulas 1, 2, 3 y 4. El primer elemento no nulo de la fila 1 esté en la columna
2: k1 = 2. El primer elemento no nulo de la fila 2 esta en la columna 4: ky = 4. De manera
similar encontramos: k3 = 5y k4 = 8. Se cumple que k1 =2 < ko =4 < k3 =5 < kg = 8.
Por todo ello, la matriz A es una matriz escalonada reducida por filas. ¢

Teorema 1.7 Toda matriz A € M,,«,, es equivalente por filas a una matriz escalonada reducida
por filas. Tal matriz es Unica.

Demostracion. Del teorema 1.0, existe una matriz reducida por filas R equivalente a
A. Si esta matriz R no es escalonada, entonces significa una de dos situaciones, o las
dos, suceden:

1. hay filas nulas sobre filas no nulas;

2. hay al menos dos filas no nulas en las que el primer elemento de la que esté
més arriba corresponde a una columna que esta a la derecha de la columna que
contiene el primer elemento de la otra fila.

Si ocurre la primera situacion, por la aplicacion de operaciones elementales del tercer
tipo, obtenemos, a partir de R, una matriz S en la que toda fila nula esta por debajo
de toda fila no nula (intercambiamos filas nulas con no nulas cuando las primeras estan
arriba de la segundas).

Si luego de este proceso, ocurre la segunda situacion, es decir, hay filas en las que la
que esté arriba tiene su primer elemento a la derecha de la que esta abajo, aplicamos
operaciones del tercer tipo nuevamente para intercambiar dichas filas. La matriz asi
obtenida es escalonada reducida y equivalente a S, por lo que es equivalente a R vy,
finalmente, equivalente a la matriz A.

Es facil ver que la matriz obtenida al final de proceso descrito es tinica. O

En otras palabras, dada una matriz A cualquiera, por medio de una secuencia apro-
piada de operaciones elementales de fila se obtiene siempre una tinica matriz escalonada
reducida por filas equivalente por filas a la matriz A.

De aqui en adelante, vamos a utilizar la siguiente notaciéon alternativa para las
operaciones elementales:
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1. Para e, usaremos cF,; es decir, la operacion de multiplicar la fila r-ésima por el
escalar ¢ # 0.

2. Para c¢,., usaremos F, + cFj; es decir, para sustituir la fila r-ésima por la suma

de esta fila con la fila producto de ¢ y la fila s-ésima.

3. Para c,,, usaremos F, = Fj; es decir, para el intercambio entre las filas ntimero
ry s.

1.4 Matrices elementales

Definicion 1.22 (Matriz elemental) Se dice que una matriz E € M,, es una matriz elemental si
se obtiene de la matriz identidad I,, € M,, por medio de solo una operacion elemental de fila.

Ejemplo 13 Las matrices
1 00 1 0 -2 1 00
o0 1], 01 0 y 0 30
010 0 0 1 0 0 1
son matrices elementales pues todas ellas se obtuvieron a partir de la matriz I3 por medio de

la Gnica operacion elemental de fila Fo = F3, Fy — 2F3 yv 3F5, respectivamente.
Las matrices

1 00 1 0 2
0 00), (03O0}, ¥
0 01 0 01

no son matrices elementales. La segunda, por ejemplo, se obtuvo de I3 por medio de dos
operaciones elementales de fila: F}; — 2F3 y 3F5. ¢

Teorema 1.8 Sea e una operacién elemental de filay sea £ € M, la matriz elemental tal que
e(l,,) = E. Entonces, para toda matriz A € M, x:

e(A) = EA.

La demostracion debe hacerse para cada tipo de operacion elemental de fila. Hare-
mos la demostracion para una operacion elemental de fila del tipo 2.

Demostracion. Sea I la matriz identidad de orden m. Omitiremos el subindice en I
para distinguir de la notacién que utilizamos para las filas de una matriz. Asi, en este
caso, I; indica la fila i-ésima de la matriz I.

Con esta notacion, recordemos que I = (§;;) donde

{1 si i = 7,
0 sii#j.

Procedamos con la demostracion.
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Sean r € I,,, y s € I, tales que r # s,y £ = e (I). Entonces:

L .
g = )l 512.757“,
cAs+ 1, sii=r.

Por lo tanto, si ' = (e;;), entonces:

oy sii#r,
Cik =

5Z-j —FC(SSJ' sit=r

para todo j € I,.
Por otro lado, la matriz las filas de la matriz g, (A) = (ay;) son:

g A; sii #r,
") A+ cA, siit=r,

es decir:

_ Jay si1#r,
Oéij =

apj +cagj Sli=1

para todo j € I,.
Finalmente, sea C' = EA = (¢;;). Entonces:

m
m E itk si1#r,

_ E : _ ) k=1
= CikQr; = m
k=1 E (O + COgp)ag; sii=r

k=1

para todo j € I,.
Pero, como §;;, = 0 si ¢ # k, entonces:

m

E CikQk; = 5iz‘az‘j = Qy4j.

k=1
Con un razonamiento similar, obtenemos que:
m
E Tk; + 055k a'k] - 57“7“61'7’] + 0685)0’8] = Qrj + Clgj.
k=1

Por lo tanto:

apj +cag; S11=r

o sii#r,
Cij =

para todo j € I,.
Por lo tanto, ¢;j = a;; para todo i € I,,, y todo j € I,. Es decir, EA = € (A), que
es lo que queriamos demostrar. O

Veamos ahora el mismo teorema ilustrado con un ejemplo.
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2 -3 1
=33 L)

Ilustremos el teorema para una operacion elemental de fila tipo 1. Sea e; la operacién elemental

de fila 3F}. Tenemos que
10 3 0
0 1 37 0 1
2 -3 1 6 -9 3
A= (4 3 —2) ~ (4 3 —2> =ei(4).
3R

3.0\/(2 -3 1 6 -9 3
ElA_<o 1>(4 3 —2)_<4 3 —2>’

€1 (A) = E1 A.

Ejemplo 14 Sea la matriz

Por otro lado

de donde

Corolario 1.9 Sean A y B matrices de orden m x n. La matriz B es equivalente por filas a la
matriz A siy solo si
B = PA,

donde P es una matriz producto de matrices elementales de orden n.

Demostracion. Sabemos que B ~ A es equivalente a que exista una sucesion eq, es,
.., eq operaciones elementales tales que B = e, - - - eze1(A).
Por el teorema 1.8, existe una matriz elemental E; tal que e;(A) = F;A. Por lo
tanto, tenemos que:
B~ A<= ese,1-ea(ELA).

Una vez maés, por el teorema 1.8, existe una matriz elemental Ey tal que ey(F1A) =
Ey(E1A) = (EyFp)A. Entonces, tenemos que:

B~A<— €q€q—1" " (EQEl)A

Si procedemos de manera similar hasta llegar a la operacion e,, garantizamos la
existencia de ¢ matrices elementales F, Fy, ..., B, matrices elementales tales que:

B~ A<= (B, - EE))A.
Sea P = E,--- EyF;. Entonces:
B~ A<= PA,
donde P es el producto de matrices elementales. O

La demostracion del corolario nos muestra que la misma secuencia de operaciones
elementales de fila e, eg, . . . €, que nos conducen de la matriz A a la matriz B, conducen
también la matriz identidad I, a la matriz P. Es decir, si (A|l,,) representa la matriz
A € M,,«, aumentada con la matriz identidad I,, (la matriz I escrita a continuacion
de la matriz A) se tiene que:

(AlL) ~ (BIP).
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Ejemplo 15 Sea la matriz

2 1
A= 2 4
-1 -2

Obtengamos una matriz B equivalente por filas a la matriz A y, al mismo tiempo, obten-
gamos una matriz P tal que B = PA:

2 1 | 100 1 -1 ] 100
(AlIzr))y=12 4 | 01 0 ~12 4 | 010
-1 -2 ] 00 PP, -1 -2 ] 0 0 1 1p,
1 -1 ] 101 1 -1 ] 101
~11 2 | 10 ~|-1 =2 | 0 0 1| =(B|P),
1
-1 =2 ] 0 0 Fy = By I 2 |0 3
con
1 -1 1 01
B=|-1 -2 y P=[(0 0 1
1
1 2 0 50
Verifiquemos que se cumple el corolario , es decir, que la matriz P hallada satisface la
expresion B = PA:
1 01 2 1 1 -1
PA=10 0 1 2 4 |1=1-1 -2 =8.
01 0/ \-1 -2 1 2

1.5 La inversa de una matriz

Definicion 1.23 (Inversa de una matriz) Una matriz cuadrada A de orden n se llama invertible
si existe una matriz cuadrada B de orden n tal que

AB = BA=1,.

La matriz B se llama una inversa de A. Si no existe tal matriz B, se dice que la matriz A es no
inversible .

Una matriz invertible también se llama matriz no singular, y una matriz no inver-
tible, matriz singular.

Es inmediato de la definiciéon de matriz inversible que la matriz nula no es inversible.
Si lo fuera, digamos que B es su inversa, entonces 0B = [. Pero 0B = 0, de donde
obtendriamos que I = 0, lo que es falso.

Ejemplo 16 Sean las matrices

() ()
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Entonces
1 =2\ /-1 =2 10
AB = <—1 1 > (—1 —1> B (0 1) =12
y
-1 -2 1 -2 10
bA= (—1 —1> (—1 1 ) B (0 1) = 12.
Como
AB=BA=1
podemos decir que la matriz B es una inversa de A y que la matriz A es no singular. ¢

Teorema 1.10 (Unicidad de la inversa) Si una matriz tiene una inversa, entonces la inversa es
Unica.

Demostracion. Supongamos que B y C' son inversas de la matriz A. Entonces
AB=BA=1, y AC=CA=1,,

de donde
BA=AC =1,.

Por otro lado,
B = BI, = B(AC) = (BA)C =1,C = C.

Es decir, A solo puede tener una inversa. O

Como la inversa de una matriz es iinica podemos representar la inversa de la matriz
A, si existe, con A7!. Con ello, podemos escribir lo siguiente:

AAT = ATTA=1T,.

Teorema 1.11 (Propiedades de la inversa) Sean A y B matrices de orden n. Entonces:
1. Sila matriz A es inversible, entonces A~! es inversible y

(AH1 = A

2. Silas matrices Ay B son inversibles, entonces AB es inversible y

(AB)"' =B tA™L

Demostracion. Sea Ay B dos matrices de orden n.
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1. Si la matriz A es inversible, se cumple que
AA =A"1A=1,.
Estas igualdades se pueden escribirse de la siguiente manera:
ATTA=AAT" =1
de donde concluimos que A~! es inversible y que su inversa es
(AH™ = A
2. Tenemos que
(AB)(B'A™) = A(BB YA = ALLA' = AA =1,

y que
(B'AYAB)=B Y A'AB=B"'1,B=B"'B=1,
de donde
(AB)(B'A™Y) = (B 'A™)(AB) = I,,.

Esta igualdad muestra que la matriz AB es inversible y que
(AB)'=B'A™h
O

Mediante induccion sobre el ntimero de matrices, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 1.12 El producto de mas de dos matrices inversibles del mismo orden es inversible.

Para demostrar que la matriz B es la inversa de la matriz A, usando la definicion
de inversa, es necesario demostrar que AB = I,, y que BA = I,,. Podemos reducir el
procedimiento de probar que B es la inversa de A con tan solo demostrar una de las
dos igualdades. Enunciamos esto en el siguiente teorema que no sera demostrado, pues
requiere de otros resultados que no estudiaremos aqui.

Teorema 1.13 Sean A y B matrices cuadradas de orden n e inversibles. Entonces, si AB = I,,,
entonces BA = I,,.

Teorema 1.14 Una matriz elemental es inversible.

Demostracion. Sea D una matriz elemental y sea e la operacion elemental tal que
E = e(I). Vamos a demostrar que F es inversible.

Por el teorema 1.4, e es una funciéon biyectiva. Por lo tanto, tiene inversa. Sea
F = e !(I). Entonces F es una matriz elemental. Probemos que esta matriz es la
matriz inversa de E. Para ello, es suficiente con demostrar, por el teorema 1.13, que
EF =1.

Por el teorema 1.8, sabemos que EF = e(F'). Por lo tanto:

EF =¢(F)=e(e'(I)) =ee 'l = 1.
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Ejemplo 17 Se tiene la matriz elemental FEj:

10 30
=03, (0 0)=m
0 1), " \01

La inversa de la matriz Eq es E;l:

10 10
(00, )
0 1)1, \0 1
1 (3 0\ /3 0\ _ (1 0\ _
ElEl_(()l 0 1) o 1)

En efecto:

Teorema 1.15 Sea la matriz A € M,,. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. La matriz A es inversible.
2. La matriz A es equivalente por filas a la matriz identidad I,,.

3. Lamatriz A es el producto de matrices elementales de orden n.

Demostracion. El teorema 1.0 nos garantiza la existencia de una matriz R escalonada
reducida por filas equivalente por filas a la matriz A. Esto significa que existe una

sucesion finita de operaciones elementales e, es, ..., e, y sus correspondientes matrices
elementales Fy, Fs, ..., E, tales que
R:ep...egelA:Ep~~E2E1A. (13)

Puesto que cada FE; es invertible (teorema 1.1), la ultima igualdad es equivalente a la
siguiente:

A=FE'E;'-- E'R. (1.4)

Ahora bien, supongamos que A. Entonces, como el producto de matrices inversibles
es inversible, de la igualdad 1.3 concluimos que la matriz E también es inversible. Pero
esto significa que E no puede tener filas nulas, porque de lo contrario, de la igualdad 1.4
colegiriamos que A tiene filas nulas, lo que es imposible, pues A es inversible. Entonces

R=1

De la igualdad (1.41) también se concluye que A es el producto de matrices elementales.
De (1.3), que A es equivalente por filas a la identidad.
En resumen, queda demostrado que:

(a) Si A es inversible entonces: A ~ I, y A es el producto de matrices elementales.

(b) Si A~ 1 (R=1en (1.3)), entonces A es el producto de matrices elementales y
por lo tanto A es inversible.

(c) Si A es el producto de matrices elementales, en (1.1) se puede tomar R = I, de
donde se tiene que A ~ I y por lo tanto es inversible.
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O

En otras palabras, el teorema nos da las condiciones necesarias y suficientes para
que una matriz A sea inversible. Como toda matriz A es equivalente por filas a una
matriz R escalonada reducida por filas, si A es inversible, entonces R debe ser igual a
la matriz identidad 1.

Corolario 1.16 Sea A € M,, una matriz inversible. Si una sucesion finita de operaciones elemen-
tales de fila reducen la matriz A a la matriz identidad, entonces la sucesién de las operaciones
elementales de fila que fueron aplicadas a A, pero ahora aplicadas a la matriz identidad, dan
como resultado la matriz A~!, la inversa de A.

Demostracion. Como A inversible, es equivalente por filas a la matriz identidad: A ~ I.
Es decir, existen operaciones elementales e; tales que

I'=e, --exe]A.
Si E; son las correspondientes matrices elementales para e;, entonces:
I=E, --EE A,
de donde obtenemos que
A=ET'Ey B T =eiteyt et
que es lo que se queria demostrar. O

Este corolario nos indica la forma como hallar la matriz inversa de una matriz A
inversible, por medio de operaciones elementales de fila. Para ello construimos la matriz
ampliada (A | I,,), luego realizamos sobre ella una secuencia de operaciones elementales
de fila de modo que obtengamos la matriz ampliada (I,, | A™'):

(A L)~ oo (I | A7),

En caso de no saber con anterioridad que la matriz A es inversible, el mismo pro-
cedimiento nos puede decir si la matriz A es o no inversible. Para ello, construimos la
matriz ampliada (A | ), hallamos la matriz escalonada reducida por filas de la matriz
ampliada:

(Al 1n) ~ -~ (R|P).

Si R # I, entonces la matriz A no es inversible. Si R = I,,, entonces la matriz A es
inversible y su inversa es A~! = P. Veamos la aplicacién de este procedimiento en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6

Sea la matriz

A=[10 -1 1

Si la matriz A es inversible, encontrar A7,
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Solucion. Construimos la matriz ampliada A | I y hallamos su matriz escalonada reducida
por filas:

1 0 1 | 100 1 0 1| 100
(AlIs) =10 -1 1 | 010 ~10 =1 1 ] 0 1 0
-1 1 -1 1] 001 Fyt 0 1 0] 101 Fot Fy
101 ] 100 100 | 0 -1 -1
~{0 01 | 111 ~{0 01 | 1 1 1
01 0] 101 F—F, 01011 0 1 Py — By
1 00| 0 -1 -1
~l0 101 0 1]|=(4"
001 ] 1 1 1
Por lo tanto, la matriz A es inversible y su inversa es
0 -1 -1
A'=11 0 1
1 1 1
Verifiquemos que la matriz A~! es la inversa de la matriz A:
1 0 1 0 -1 -1 100
AAP =10 -1 1 1 0 1]=(010]|=1I
-1 1 -1 1 1 1 0 1
y
0 -1 -1 1 0 1 1 0
A'A=(1 o 1 0 -1 1 ]=(010|=1I
1 1 1 -1 1 -1 0 01

Corolario 1.17 Sean A, B € M,,x,. La matriz B es equivalente por filas a la matriz A siy solo
si B = PA, donde P es una matriz inversible de orden m.

Demostracion. B ~ A es equivalente a la existencia de matrices elementales F; tales
que B=E, ---EyEA Si P=E,---EyE, entonces P es inversible.

Esto significa que la misma secuencia de operaciones elementales de fila que apli-
cadas a A producen B, al ser aplicada a I,,, produce P. O

Para ejemplos practicos, se utiliza el siguiente esquema:

(Al ) ~---~(B|P)

Ejemplo 1.7

Sean las matrices

1 0 1 10 1
A=(0 -1 1] y B=|0o 1 -1
-1 -2 1 00 0

Demostrar que las matrices A y B son equivalentes por filas.
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Solucion. Encontremos una matriz inversible P tal que B = PA:

1 0 1] 100 1 0 1] 100
(AlI)=|0 =11 ] 0 1 0 ~l0 -1 1] 010
-1 =21 ][00 1), . 22101/,
1 0 1 |1 0 0 10 1 |1 0 0
~lo 1 -1 ] 0 -10 ~l01 -1 ] 0 -1 0]=(B|P).
0 -2 2 [ 1 0 1)/, .0 \0oo0 0 |1 -21

La matriz B es equivalente por filas a la matriz A. La matriz P es inversible pues es
equivalente por filas a la matriz identidad I3. Hallemos la matriz PA:

1 0 O 1 0 1 1 0 1
PA=10 -1 O 0 -1 1}]=(0 1 —-1]=B8.
1 -2 1 -1 -2 1 0 0 O

¢

Para saber si dos matrices A y B son o no equivalentes por filas, no siempre se puede
llegar facilmente de A por medio de una secuencia de operaciones elementales de fila
a B. En ese caso se procede de la siguiente manera: se hallan las matrices escalonadas
reducidas por filade Ay B, Ra y Rp, respectivamente. Por el corolario anterior existen
matrices Py y Pp tales que

RA:PAA y RB:PBB.
Si P4 # Pp, entonces la matriz A no es equivalente por filas a la matriz B. Pero si

R4 = Rpg, entonces las matrices A y B son equivalentes por filas, y se puede hallar la
matriz P inversible tal que B = PA:

PpB = P,yA,
P 'PgB = P5'PAA,
IB = P5'P,A,
B = PA,
con
P = P;'P,.

1.6 Otras matrices

Definicion 1.24 (Matriz nilpotente de orden r) Una matriz A € M,, se denomina nilpotente de
T veces

—
orden r si r es el menor entero positivo tal que A” = O,,, donde A" = A--- Ay O,, es la matriz
nula de orden n.
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Ejemplo 1.8
Sea la matriz
01 3
A=10 0 -2
00 O

Mostrar que es nilpotente y encontrar el orden.

Solucion. Multipliquemos la matriz A por si misma el nimero de veces que sea necesario
hasta obtener la matriz nula Os:

01 3 01 3 00 —2

A2=44=10 0 —-2|{0 0 =2]=(0 0 o],
00 0 00 0 00 0
00 -2\ /0 1 3 00 0

A3A2A<00 0 (002 (000 = Os.
00 0 00 0 00 0

Es evidente que para n > 3, A™ = Os. Por lo tanto, la matriz A es nilpotente de orden 3. ¢

Se asume que las matrices cuadradas nulas son nilpotentes de orden 1.

Definicién 1.25 (Matriz idempotente) Una matriz A € M,, se denomina idempotente si A2 = A.

Ejemplo 18 Las matrices

01 00
noon (0. (00).

son matrices idempotentes. ¢

Definicién 1.26 (Matriz involutiva) Una matriz A € M,, se denomina involutiva si A% = I,,.

Ejemplo 19 Las matrices
01
v (0
son matrices involutivas. ¢

De la definicion de matriz involutiva y del teorema se sigue si A € M, es
involutiva, A es inversible y A=! = A.

Definicion 1.27 (Matriz ortogonal ) Una matriz A € M,, se denomina ortogonal si A*A = I,,.
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Ejemplo 20 Las matrices

Shsl-
-5
S—

01
w0
son matrices ortogonales. ¢

Una vez mas, del teorema , se deduce que si la matriz A € M,, es ortogonal,
entonces es inversible y A=t = A,

Definicion 1.28 (Matriz conjugada) Sea la matriz A = (a;j)mxn- Se denomina conjugada de A,
notada A, a la matriz A = (@i;)mxn-

Ejemplo 21 La conjugada de la matriz

1-2¢ 4
A= 147 3
-5 =2
es la matriz
14+2¢ 4
A= 1-i =3i
91 —2
¢
Si los elementos de la matriz A son niimeros reales, se tiene que A = A.
Definicién 1.29 (Matriz hermitiana) Una matriz A € M,, se denomina hermitiana si A = A.
Ejemplo 1.9
Sea la matriz
1 1 0
A= |—i 2 1+2i
0 1—2 3
. Es hermitiana?
Solucion. Hallemos la transpuesta y la conjugada de la matriz A:
1 —1 0 1 —1 0
At = | 2 1-2i|, A=1|i 2 1-—2
0 1+2¢ 3 0 142 3
Como A* = A, A es una matriz hermitiana. ¢

Obsérvese que si una matriz es hermitiana, los elementos de su diagonal son ntimeros
reales. También que toda matriz simétrica es hermitiana.

Definicién 1.30 (Matriz unitaria) Una matriz A € M,, se denomina unitaria si A'A = I,,.
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Ejemplo 1.10

Sea la matriz

S

I
/
Sk
SiES
~_

. Es unitaria?

Solucion. Hallemos la transpuesta y la conjugada de la matriz A:
1 i 1 =i

- (). a- (4 3).
V2 V2 V2 V2

1 N\ /L =i 10
AtA:<f f) (f @:(0 1):12.
V2 V2 V2 V2

Entonces la matriz A es unitaria. ¢

Calculemos At A:

Una matriz ortogonal cuyos elementos son ntimeros reales es una matriz unitaria.

Definicion 1.31 (Traza) Sea la matriz A = (a;;) € M, (K). Se llama traza de A, notada tr A, al

ndmero
n
trA= Z Qg
i=1

En otras palabras, la traza de una matriz cuadrada es la suma de sus elementos que
se encuentran en la diagonal.

1.7 Ejercicios resueltos

1. Sean A, B € M, dos matrices triangulares inferiores. Demostrar que AB es una
matriz triangular inferior.

Demostracion. Sean A = (a;j)n, v B = (bi;)n tales que a;; = 0y b;; = 0 para todo ¢
y para todo j con 7 < j.

Sean C'= AB y C' = (c¢;5)n. Vamos a demostrar que ¢;; = 0 para todo ¢ y para todo
jJcon i < j.

Como la matriz C' es el producto de A por B, tenemos que

n
Cij = g ik b
k=1

para todo ¢ y para todo j.

Sea i < j. Entonces:

n 7 n
E @b = E @by + E @it
k=1 k=1

k=i+1

Pero,
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(a) si k <1, se verifica que k < j y by; = 0, pues la matriz B es triangular inferior;

entonces: .
3

Z airbr; = 0;

k=1
(b) sik > i, se tiene que a;, = 0, porque la matriz A es triangular inferior; entonces:

i

Z aikbkj =0.

k=i+1

Por lo tanto, tenemos que:

Cij = Zaikbkj + Z aikbkj =04+0=0
k=1

k=i+1

si 7 < j. En otras palabras, la matriz C' = AB es triangular inferior. O

2. Demostrar que

() (VA € My )[(AN) = Al
(b) (VA € M) (VB € My, [(A + B)t = At + BY).
(c) (Va € K)(VA € Mpysn)[(aAY) = aAl].

(d) (VA € Myyp) (VB € My,,)[(AB)! = Bt A1,

Demostracion. Se demostraran tnicamente las partes (b) y (d). Las otras se dejan
como ejercicio para el lector.

(b) Sean A = (@ij)mxn, B = (bij)mxn. Entonces:
At = (dij)nxm y Bt == (Z;ij>n><ma
donde )
aij = aj y by =bj
para todo i € I,, = {1,2,...,n} y todo j € I, = {1,2,...,m}.
Por otro lado, sea C' = (¢;j)mxn = A+ B. Esto significa que:

Cij = aij + by

A

para todo i € I,, y todo j € I,,. Por lo tanto, C* = (é;;)nxm, donde:
Cij = Cji
= aji + bji
= &z’j —+ i)ij

para todo ¢ € I, y j € I,,. Es decir, por la definicion de suma de matrices,

podemos concluir que:
(A+B) =C"= A"+ B".
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(d) Sean A = (@ij)mxn, B = (bjk)nxp. Entonces:

At — (dij)nxm y Bt = (l;jk)pxna

donde R
Qij = aj y bjx = by
para todo i € I, = {1,2,...,p}, todo j € I, = {1,2,....n} y k € I, =
{1,2,...,m}.
Por otro lado, sea C' = (Cig)mxp = AB. Esto significa que:

n
Cik = E aijbjp
j=1

para todo i € I,,, y todo k € I,. Por lo tanto, C* = (i) pxm, donde:

Cik, = Ciq

n
= anibys
j=1
n n
= bjiak; = Y b
j=1 j=1

para todo ¢ € I, y todo k € I,. Entonces, por la definicién de producto de
matrices, tenemos que:

C' = (AB)' = B'A".

3. (a) (VA€ M,)[tr A" = tr A

(a) (

(b) (VA,B € M,)[tr(A+ B) =tr A+ tr BJ.

(c) (a € K) (VA € M,)[tr(aA) = atr Al.

(d) (VA € Mysn) (VB € Mysm)[tr(AB) = tr(BA)].

Demostracion. Se demostraran las partes (¢) y (d).

(¢) Sean aw € Ky A = (a;j),. Entonces:
tr(ad) = tr(a(a;;)) = tr(aa;) = Z aa; = o Z a; = atrA.
i=1 i=1
(d) Sean A = (aij)mxn; B = (bij)nxm ¥ C = (¢ij)m = AB. Entonces

n
Cij = E ik ;-
k=1

Tenemos que

tI‘(AB) =trC = i Cii = i i aikbki = i i bkiaik = tI‘(BA)

i=1 i=1 k=1 k=1 i=1
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Ejemplo 1.11
Sean las matrices
3 =5
a2 9) ¢ m=( )
6 1
Hallar tr(AB) y tr(BA).
Solucion. Encontremos los productos
3 -5
1 2 3 29 -6
AB:( ) 42 :( )
4 5 6 (6 1) 68 —24
3 =5 —-17 —-19 -21
T A T i
6 1 10 17 24
Entonces
tr(AB) =29+ (—24) =5, tr(BA)=—-17+(-2)+24 =5.
Este ejemplo ilustra la propiedad tr(AB) = tr(BA). ¢

Demostrar que no existen matrices A, B y C de orden n tales que
ABC —CAB + 1, = O,.
Demostracion. Supongamos que si existen matrices A, B y C de orden n tales que
ABC —CAB+ 1, = O,.
Entonces

tr(ABC — CAB + I,,) = tr O,
tr(ABC) — tr(CAB) + tr I = 0.

Como

tr (AB)C) = tr (C(AB)) = tr(ABC),

podemos escribir:
tr(ABC) —tr(ABC)+n =0, n>1

de donde n = 0 lo cual es una falsedad. O

Y

Demostrar que toda matriz cuadrada es la suma de una matriz simétrica y una
matriz antisimétrica.

Demostracion. Sea la matriz A € M,,. Vamos a demostrar que A = S+ T, donde S
es una matriz simétrica y 7' es una matriz antisimétrica.

Sean
A+ A A— A
y T = .
2 2
Entonces la matriz S es simétrica y la matriz T' es antisimétrica. La demostracion

se deja como ejercicio para lector. O

S:
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6. Sea A una matriz cuadrada. Demostrar que si A2 = A, A" = A para todo n > 2.

Demostracion. La demostracion es por inducciéon sobre n.

i) La demostracion es verdadera para n = 2, pues, si A*> = A, entonces A% = A
es una proposicion verdad.

i) Supongamos que k > es verdad que A*¥ = A. Es inmediato que A*! = A
también es verdadera, pues:

AR = AR A = AA = A2 = A
Por lo tanto, A™ = A para todo n > 2. O

7. Sea A una matriz cuadrada. Si A% = A, determinar una formula para (A + I)".

Desarrollo. Como el producto de las matrices A e I conmuta se puede aplicar el
binomio de Newton:

(A+1)" = Xn: (Z) [k Ak

k=0

k=1
" /n
=1
+AY (k)
k=1
" /n n
S (E0-0)
k=0
" /n
-7 n—k1k
+ (Z (k)l 1 1)
k=0
=I+A(1+1)"-1)
=I+(2"-1)A
Es decir,
(A+D)"=1x%(2"—1)A siempre que A*= A.
8. Sea

a l1—a
G:{(b 1_b>.a7éb, a,bER}.

., Cual de las siguientes proposiciones es verdadera y cual es falsa?

(a) (VA€ G)(VB € G)(AB € Q).
(b) (VA € G)(VB € G)(YC € G)[(AB)C = A(BC)].
(c) (3E € G)(VA € G)[AE = EA = A|.
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(d) (VA€ G)(3B € G)[AB = BA =1].
(e) (VA € G)(VB € G)(AB = BA).

Desarrollo.

(a)

Sean las matrices

donde a #£by p #q.
Hallemos el producto

(

(S St )
(
(

tw+q—aq1—0w+q—a®)
bp+q—0q 1—(bp+q—0bq)

donde
c=aptq—aq y d=bp+q—bg

Si ¢ # d, el producto AB estaria en GG. Veamos si es asi. Si fuera cierto que
¢ = d, entonces:

ap+q—aq=bp+q—bg,
ap — bp = aq — by,
(@ —b)p = (a—b)g.
Como a # b, p = ¢, lo cual es una contradicciéon ya que p # ¢. Por lo tanto
¢ # d. Se concluye, entonces, que AB € G.

El producto de matrices tiene la propiedad asociativa. Luego esta proposicion
es evidentemente verdadera, independientemente de que las matrices A, By C'
sean elementos de G.

Sea F la matriz identidad de orden 2:

=)0 %)

Como 1 # 0, E € G. Ademés, AE = FA = A. Entonces esta proposiciéon es
verdadera.

Si esta proposicion fuera verdadera, la matriz B deberia ser la inversa de A € G.
Se deja al lector constatar que si

a l—a
A:(b 1—5)’
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1b a-1

Al — (abb ab)
Z a .
a=b a—b

Finalmente, veamos si A~! € G. Para ello, reescribamos A~! de la siguiente
manera:
1-b 1 _ 1-b
-1 _ [ a—b a—b
- (8 178),
a—b a—b

1-b =0

a—b a—10
tendriamos que 1 — b = —b, lo que equivale a 1 = 0. Por lo tanto, A™! € G, y
esta proposicion es verdadera.

A es inversible y que:

Si fuera cierto que

(e) Demostremos con un contraejemplo que esta proposicion es falsa. Sean las

matrices
2 —1 1 0
a=(0 1) v e %)

que pertenecen al conjunto GG. Hallemos los productos AB y BA:
2 =1\ /(1 0 -1 2
=076 )= (65
1 0 2 —1 2 -1
pa=(3 56 1)-C 3)
Es decir: AB # BA.

El conjunto G' cumple las propiedades (a), (b), (¢) y (d). Por lo tanto, el conjunto
G con la operacién producto de matrices constituye un grupo no abeliano, pues no
tiene la propiedad conmutativa.

9. (a) Sea A € M, y nilpotente de orden m. Entonces la matriz (I — A) es inversible
y se tiene que

(I-A) ' T=T+A+ A2+ A3 ... A™ L
Demostracion. Tenemos que
"= A" = (I = A)(I" P+ I 2A G TP A% o TATT2 AT,
Pero A™ = O,,, por lo cual
(I—A)[T+A+ A+ A2 A =]
de donde concluimos que (I — A) es inversible y que
(I-A) =T +A+ A4 A2 4 A,

(b) Apliquemos el resultado anterior para hallar la inversa de la matriz
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Desarrollo. La matriz B la podemos escribir como

1 -2 -3 1 00 0 2 3
B=10 1 —-1]=B=1010]—-{001])=1I1-A,
0 0 1 0 01 0 00
con
0 2 3
A=10 0 1
000
Por otro lado, tenemos que:
0 0 2 000
A2=10 0 0], A*=[0 0 0
000 0 00

Entonces la matriz A es nilpotente de orden 3. Luego podemos aplicar el re-
sultado anterior:

Bl=(I-A)"1'=TI+A+A°

1 00 02 3 0 0 2
=101 0]+(0 0 1]+{0 00
0 01 000 000
1 25
=10 11
0 01

10. Demostrar que si A € M, es simétrica e inversible, entonces A~! es simétrica.

11.

Demostracion. Si la matriz A es inversible, entonces AA~! = I. Podemos escribir

(A4 =1,
(A A =1,
(AY)A=T.

La ultima expresion significa que la matriz (A™!)! es la inversa de la matriz A, es
decir,

Afl — (Afl)t7
lo cual, a su vez, significa que A~! es una matriz simétrica. O
Dada la matriz
1 11
A=1[11 1],
1 11

determinar A™.

Desarrollo. Encontremos A". Para ello, empecemos con A%:

3 3 3
A’=13 3 3| =3A.
3 3 3
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Entonces:
A® = A?A = 3AA = 3A* = 3(3A) = 3°A.

Conjeturamos que A" = 3" 'A. Demostremos por induccién sobre n que esta for-
mula es efectivamente verdadera.

i) Sin=1,
Al = A =34,

ES decir, la formula es verdadera.

i1) Si es verdadera para n, demostremos que también lo es para n + 1:

AL — A4 = (3"TA)A = 3771 A% = 371(34) = 3" A.

Por lo tanto, si A = (

=
==

%), entonces A" = 3""! A para todo n € N.

12. Dada la matriz

determinar A™.

Desarrollo. En primer lugar, tenemos que A = al + B con

Tenemos que

0 0 bd
B*=(00 0|, B*=0.
00 0

Si aplicamos el binomio de Newton, obtenemos que

A" = (al + B)"

_ En: (Z) (aI)"*B*

k=0

=aq"] + (T) a" 'B + (Z) a"2B% + (Z) A" BB +O0+---+0

n(n — 1)an7232.

=a"l +na" 'B+ 5

Reemplazamos la matriz B:
100 0
A"=a" 0 1 0] +na" |0
0 01 0

b
0
0
a® na™ b ”(” D qn—2bd
=10 a” na” 1d
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13. Sean las matrices

2 -1 -1 1 11
A=1[-1 2 -1 y B=1111
-1 -1 2 111
Determinar
(a) ABy BA,
(b) A™ + B™.
Desarrollo.
(a) Calculemos lo pedido:
2 -1 -1 111 000
AB=1|-1 2 -1 11 1]=({000]|=0,
-1 -1 2 111 000
111 2 -1 -1 000
BA=1111 -1 2 —-1]=(00 0] =0.
1 11 -1 -1 2 000

(b) Como AB = BA = O se puede utilizar el binomio de Newton:

n

(A+B" =Y (Z) A=k Bk

k=0

n—1
n
= A" n—k pk n
£ () arsten
k=1
=A"+0+ B"
= A"+ B".
Entonces tenemos que
A"+ B" = (A+ B)".
Como
2 -1 -1

111
A+B)=|-1 2 —1|+[111]=
-1 -1 2 111

31,

oo w
o wo
wo o
I

entonces
A" 4+ B" = (3])” =3"/" =3"1.
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2.1 Definicidon

Definicion 2.1 (Determinante) El determinante de una matriz A = (a;;) € M, (K), notado det A
0 |A| es la funcién
det: M,, — K
A —> det A

definida por:
1. Sin= 1, det(an) = all.
2. Sin > 1, las siguientes son dos formas equivalentes de definir det(A):

(a) El desarrollo del determinante por menores por la r-ésimafilade A = (a;j)n:

n

Al =) (=1 ay|All,

j=1
donde Aﬁ; es la matriz de orden n — 1 que resulta de quitar de la matriz A lafilar y la
columna jparaj=1,2,...n.

(b) El desarrollo del determinante por menores por la s-ésima columnade A = (a;;)n:

n

Al =D (=1 ais| A3,

i=1

donde A; es la matriz de orden n — 1 que resulta de quitar de la matriz A la fila 7 y la
columna s para:i =1,2,...n.

Observaciones

1. Por ser det una funcion, det(A) arroja un valor anico, por lo que sea que se utilice el
desarrollo por menores por una fila o por una columna, se obtendra el mismo valor.
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2. La definicién de determinante ofrecida es recursiva, pues se define el determinante
de una matriz de orden n a partir de los determinantes de algunas matrices de
orden n — 1. Por ejemplo, para calcular el determinante de una matriz cuadrada de
orden 4, se deben calcular 4 determinantes de matrices de orden 3 previamente: A},
A2 A3y A% (si se utilizo el desarrollo por menores por la primera fila). A su vez,
para calcular cada uno de los determinantes de las matrices de orden 3, se deberan
calcular 3 determinantes de matrices de orden 2 previamente. Y, finalmente, para
calcular cada uno de los determinantes de las matrices de orden 2, se deberé calcular
un determinante de una las matrices de orden 1.

Ejemplo 2.12

Sea
a a
A— [ o12)
a1  G22

Hallar |A].

Solucion. El desarrollo del determinante |A| por menores, por la segunda fila es el siguiente:

2

Al = (—1)¥ay;| A}

=1
= (=1)*"agi [A3] + (=1)*"2ag|43]
= (=1)%az|aiz| + (—1)*age|a1]|

= —a21012 + G22a1]

= a11a22 — G21012.

En cambio, el desarrollo del determinante |A| por menores, por la primera columna es el
siguiente:

2

Al =) (1) au|Af]

=1
= (- ay|Afl + (1) ax | A3
= (=1)%az1|ags| + (=1)3ag; |as|

= 11022 — 421012,

que es igual al valor calculado anteriormente. ¢

Ejemplo 2.13

Hallar el valor del determinante
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Solucion. Hagamos el desarrollo del determinante por menores por la segunda columna:

4 5 6 |=(-1)0+2 ';1 _64‘ +(~1)+5 '—21 _34' 4 (—1)B(—3) '—41 2'
= —2(4(=4) =2-6) +5((-1)(~4) —2-3) — (-3)((-1)6 - 4-3))
= —2(-28) +5-(~2) — (~3)(~18)
= 56 + (—10) — 54
= —8.

¢

Para agilizar el célculo de un determinante, es preferible hacer el desarrollo por
menores por la fila o la columna que tenga mayor cantidad de ceros, tal como se ilustra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.14

Calcular el valor del determinante

S W o O
—_ =W

Solucion. En este caso conviene hacer el desarrollo del determinante por menores por la
3-ésima columna:

2 30 12
=040+ (-3 2 -1 1]+0

1 2 3 1 L1 o

4 1 0 -2

:3(—(2—1)—2(—4—4)+3(2+4))

= 3(—1+16 + 18)
= 99.

Como puede observarse, si se hubiera elegido una columna diferente o cualesquiera de las
filas, el namero de operaciones utilizadas para calcular el determinado habria sido mayor
significativamente. ¢

Si el orden del determinante es grande y si, ademés, la mayoria de los elementos
de la matriz son diferentes de cero, el cédlculo del determinante haciendo uso de la
definicion puede ser tedioso y propenso a error. No solo eso, el tiempo que, incluso
una computadora invierta en el calculo, podria superar lo aceptable para este calculo
(horas, dias). Por ello conviene estudiar las propiedades de los determinantes, las cuales
facilitan enormemente su calculo.
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2.2 Propiedades

Teorema 2.1 Si A = (a;j),, €S una matriz triangular inferior o superior, entonces

n
Al = Haii = 011022 Anp
i=1

En otras palabras, el determinante de una matriz triangular inferior o superior es igual
al producto de los elementos de su diagonal.

Demostracion. Es inmediata si para el calculo de det(A) se elige el desarrollo por
menores por la primera fila o columna, segiin A sea triangular inferior o superior. En
ese caso, solo hay que calcular un determinante de orden n—1, cuyo valor se multiplicara
por el primer elemento de la diagonal: a;;. La matriz de orden n — 1 cuyo determinante
se calculard, también es una triangular inferior o superior.

O

El caréacter recursivo de la definicion de determinante, permite utilizar la recursion
para la demostracion de varias de sus propiedades, como la que acabamos de realizar.
Luego del ejemplo, el lector podra aplicar el método para demostrar otra propiedad de
los determinantes.

Ejemplo 2.15

—4 0 0
7 02 0|=(-4)-2-(-1)=38
—34 8 -1

Teorema 2.2 Sean las matrices A = (a;j)n, Y B = (b;;), tales que sus filas son iguales excepto
la fila r-ésima. Sea la matriz C = (c¢;;), tal que C; = A; = B; para todo i distinto de 7y
C, = A, + B,. Entonces, |C| = |A| + | B|.

Demostracion. Calculemos det(C) mediante el desarrollo por menores de la r-ésima
fila:

n

det(C) =Y (=1)"Hey det(CY).

j=1
Por la definicién de C, tenemos que ¢,; = a,; + b, por lo tanto:

n n

det(C) = > (=1)"a,; det(CY) + > (—1)"b,; det(C).

j=1 j=1



2.2 Propiedades 51

Por otro lado, las matrices C, A y BJ son iguales entre si, porque la tinica diferencia
entre las matrices A, B y C es la fila r-ésima que, al ser eliminada de cada una, producen
las matrices CY, A’ y BJ respectivamente. Por lo tanto, tenemos que:

det(C) = i(—l)’"ﬂarj det (A7) + i(—l)’"ﬂbrj det(B!) = det(A) + det(B).

J=1 J=1

Ejemplo 2.16

Sean las matrices

1 -2 3 1 -2 3
A=|4 6 8| y B=|-4 -8 —6
6 8 10 6 8 10

Utilice el teorema anterior para hallar |A| + | B].

Solucion. Las matrices A y B tienen iguales sus filas, excepto la segunda. Escribamos una
matriz C' de orden 3 tal que su primera y tercera filas sean iguales a la primera y tercera filas
de A y B, respectivamente, y su segunda fila sea igual a la suma de las segundas filas de A y

1 -2 3
cC=10 -2 2
6 8 10

Las matrices A, B y C' cumplen con las condiciones del teorema y podemos escribir:

1 -2 3 L3
A+ |B|=|C|=1]0 —2 2 :—2‘6 10‘
6 8 10
1 —2
:—2'6 8‘:—2(10—18)—2(8+12):16—40:—24.

Verifiquemos el resultado hallando los determinantes de las matrices A y B y luego su-

méndolos:
1 -2 3 1 -2 3
|Al=14 6 10/=-32, |B|=|-4 -8 —6|=38,
6 8 8 6 8 10

|A| + |B| = -32+8 = —24=|C|.

Teorema 2.3 Sean las matrices A = (a;j)n, Yy B = (bi;)n tales que B; = A; paratodo i # ry
B, = aA,, con a € K. Entonces, |B| = «a|A]|.

Esta propiedad nos indica que si existe un multiplo de alguna fila este miltiplo se
puede sacar fuera del determinante. La propiedad también es valida para cuando existe
un multiplo de una columna.
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Demostracion. Para calcular |B|, utilicemos el desarrollo por menores de la fila r.
Entonces:

n n

Bl = (=) Bi| = Y (1) (aa,;)|All
j=1 J=1
= <Z(—1)’”“a7~leZ§|> = alAl.
j=1
Por lo tanto, |B| = a|A|. O
Ejemplo 2.17
Sea la matriz
1 3 3
A=14 12 4
2 6 1
Utilice la propiedad anterior para calcular el determinante de la matriz A.

Solucion.
-1 3 3 -1 3 3 -1 1 3
|[Al=14 12 4|/=4]1 3 1|=4-3|1 1 1/ =12(—(-1)—(-1)+0)=24.
2 6 1 2 6 1 2 21

Verifiquemos el resultado con un célculo directo:

-1 3 3
Al=]4 12 4] =—(12-24) —3(4—8) +3(24 —24) = 12+ 12 = 24.
2 6 1

Teorema 2.4 Sea la matriz A = (a;;), tal que alguna fila o columna es nula. Entonces |A| = 0.

Demostracion. Supongamos que la fila r-ésima de la matriz A es nula. Si desarrollamos
|A| por menores sobre la fila 7, tenemos que:

Al = 321 a4l = 3 (=1 0lAl| =0,
j=1 j=1
pues a,; = 0 para todo j € I,,,, pues A, es nula. O

La siguiente propiedad afirma que si existe un miltiplo de todos los elementos de
una matriz, el determinante de la matriz es el producto de dicho multiplo elevado a la
potencia n y el determinante de la matriz obtenida al dividir cada uno de los elementos
de la matriz original por el multiplo. En la jerga matematica, se suele decir que el
multiplo “ha sido sacado n veces como factor fuera del determinante de la matriz”.
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Teorema 2.5 Sean la matriz A = (a;j), y o € K. Entonces |aA| = o™ |A|.

Demostracion. Utilicemos la induccién matemética sobre n, el orden de la matriz A.

1. Sin =1, entonces A = (ay1). Por lo tanto, €A = (aay;). Luego, por la definicion de
determinante, tenemos que:

laA| = aa; = alAl.

2. Ahora supongamos que | A| = a*|A| para k > 1. Vamos a probar que si el orden
de A es k + 1, entonces |aA| = oAl

La primera fila de la matriz oA es
(CKG/H (67050 R czaln) .

Ademas, cada fila de la matriz aA es el producto de « por la fila correspondiente
de A. Entonces, si desarrollamos el determinante de A por menores respecto a la
primera fila, obtendremos lo siguiente:

k+1
IaA1==§:<—1ﬂ+%&auN&Aﬂ
Jj=1
k+1 '
- aZ(—l)”jalj\@Aﬂ.
j=1

Como A7 es una matriz de orden k, entonces, por la hipotesis de induccion, tenemos
que
Jl — k| AT
|aA| = a"| A7l

Por lo tanto:

k+1 ' k+1 '
@Al = ) (=1)ayat| Al = oMY (=) a4 = ot A],
j=1 j=1

como se queria demostrar.

Ejemplo 2.18

Sea la matriz

8 4
A_(zo 24)'

Use la propiedad anterior para calcular el determinante de la matriz A.
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Solucion.

21

8§ 4| |42 4.1
=l 2| %

= 42
20 24 4-5 4-6

' =16(12—-5)=16-7=112.
Un célculo directo con la definiciéon da, obviamente, igual resultado:

8 4
]A\-(ZO 24> =8-24-20-4=192 - 80 = 112.

Teorema 2.6 Si se intercambian dos filas (0 columnas) distintas de un determinante, entonces
el determinante cambia de signo.

Demostracion. Sea la matriz A = (a;j),. Sea B la matriz que se obtiene de A al
intercambiar la fila r con la fila s en la matriz A. Vamos a demostrar que |B| = —|A].
Supongamos ademas que r < s.

En primer lugar, demostremos el caso en que s = r + 1. Esto significa que el inter-
cambio de dos filas consecutivas cambia el signo del determinante. Luego probaremos
que para intercambiar dos filas cualesquiera diferentes se requiere un niimero impar de
intercambios de filas consecutivas, lo que demuestra el teorema.

De la definicion de B tenemos que:

A; 1#Fr,1#Fr+1,
Bi=4q A i=m,
A, 1=r+1.

Ahora, calculemos el determinante de B por menores de la fila r + 1:

n

1Bl = (1)) BLL .

J=1

Pero B} | = Ay byy1j = a,j, como se puede ver en la definicion de B. Entonces:

n

Bl =) (~1)0F a4l

j=1

= (=D (~1)a 4]
j=1

= (1)) (=) Pa|All.

J=1

Es decir, |B| = —|A]|.
Ahora mostremos que se requiere un nimero impar de intercambios consecutivos
para lograr el intercambio entre las filas r y s. Procedamos asf:
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1. Vamos a colocar la fila nimero 7 en la posicion s. Para ello, intercambios A, con
A,.1, luego con A, s, vy asi hasta intercambiar con A,. En este proceso se han
+1 +2,
realizado (s — r) intercambios consecutivos.

2. Ahora hay que llevar la fila A,, que en este momento se encuentra en la fila
numero s — 1, ya que la fila nimero s esta ahora ocupada por A,, a la fila niimero
r. Esto significa que hay que intercambiar las filas nimero r y ntimero s — 1. El
paso anterior nos dice que requeriremos (s —r — 1) (uno menos que el anterior).

Por lo tanto, se requiere (s —7)+ (s —r) —1 =2(s —r) — 1 que es, como se puede ver,
un ndamero impar. 0

Teorema 2.7 Si dos filas (o columnas) distintas de un determinante son iguales, entonces el
determinante es igual a cero.

Demostracion. Sea A una matriz que tiene dos filas iguales. Sea B la matriz obtenida
de A al intercambiar dichas filas iguales. Entonces, B = A y, por el teorema 2.0,
|B| = —|A|. Por lo tanto |A| = —|A|, de donde |A| = 0. O

Ejemplo 2.19

-1 3 3 -1 3 3 3 -1 3
Al=]4 12 4 =—12 6 1 =16 2 1.
26 1, g 412 4|, 12 4 4

Teorema 2.8 Si una fila (0 columna) de un determinante es multiplo de otra fila (o columna,
respectivamente), entonces el determinante es igual a cero.

Demostracion. Sean A una matriz, r y s, con r < s, tales que la fila nimero r es
multiplo de la fila nimero s; es decir, existe un escalar « # 0 tal que

A, = aA,.

Vamos a probar que el determinante de A es igual a 0.
Sea B la matriz definida por:

BZ-:{Ai sii #r,

A, sii=r.

Por lo tanto, B tiene dos filas iguales: la r-ésima y la s-ésima, ya que la matriz B
se obtuvo de A al dividir toda la fila r-ésima por « (lo que es posible, ya que « es
diferente de 0); es decir, B se obtuvo de A “al quitar el escalar « de cada término de
la fila r-ésima”. Por lo tanto, tenemos que |B| = 0.

Por otro lado, por el teorema 2.3, sabemos que el determinante de A es el producto
del escalar por la matriz sin el escalar; es decir: |A| = a|B|. Por lo tanto, |A| =0. O
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Teorema 2.9 Si a una fila (o columna) de un determinante se le suma un mdltiplo constante de
otra fila (0 columna, respectivamente), entonces el determinante no cambia.

Demostracion. Sean A una matriz de orden n y B la matriz cuya fila r-ésima es el
resultado de sumar la fila r-ésima de A con el producto de un escalar « por la fila
s-ésima de A (r # s).

Entonces, si C' es la matriz obtenida a partir de A al multiplicar la fila s-ésima
por «, tenemos que |C| = 0, ya que las fila ntimero s es un multiplo de ntimero s
(teorema 2.8).

Por otro lado, la matriz B es idéntica a las matrices A y C' salvo en la fila r-ésima,
la cual es la suma de las correspondientes filas r-ésimas de A y de C. Por lo tanto, por
el teorema , tenemos que:

Bl = Al +[C] = [A] + 0 = |A],

que es lo que queriamos demostrar. O

Ejemplo 2.20

1 2 3 1 2 3 1 2 3
-2 4 5 =11 10 14 =11 10 14| =0
1 10 4F2+3F1 1 10 14 Fy—Fy 0O 0 O
¢
Ejemplo 2.21
Hallar el valor del determinante
a oa+1 -2
a at+2 a+T|.
200 2a0+2 a—+6
Solucion.
a o+l -2 a a+1 -2
a a+2 a+7 =10 1 a+9|=ala+10).
200 2a0+4+2 a+6|m-n 0 0 a+ 10
Fs—2F
¢

Teorema 2.10 Si A es una matriz cuadrada, entonces |A!| = | Al.

En otras palabras, el determinante de una matriz y el de su transpuesta son iguales.

Demostracion. Utilicemos inducciéon matematica sobre n, el orden de la matriz.
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1. Supongamos que n = 1. Sea A la matriz

ai; a2
A= )
a1 Q22

Entonces
At — (an a21) .
Q12 a22
y
|At| = a11ag — 12021 = |A|.
2. Supongamos ahora que si A es de orden k, entonces |A?| = | A|. Vamos a probar que
si A es una matriz de orden k + 1, también se verifica que |A'| = |A].

Para ello, calculemos el determinante de A’ desarrollando el menor por la primera
fila de A*:

n

AT = (—1)Hay| Al

j=1
=Y (=1 au|(4)"].
j=1

Pero la matriz Ajl- es de orden k. Entonces, por la hipotesis de induccion, tenemos
que [(A})"] = |A{]. Por lo tanto:

n

AT = (1) au|Ajl.

j=1

Pero el término de la derecha de esta igualdad, es el determinante de A al desarrollar
el menor por la primera columna de A. Es decir:
> (=D ap|Aj = Al

Jj=1

Por lo tanto, |Af| = |A|.

Definicién 2.2 (Matriz semidescompuesta) Una matriz A € M,, se denomina matriz semides-
compuesta si es de la forma
B O
(¢ 2):

donde B € M,«,, D € Myxs, O € M, «s (matriznula), C' € Mgy, y7+ 5 =mn.

Una matriz descompuesta también es de la forma

B C
O D)’
con B€ M,y,, D € Myys, O € Myy,, C € Myysyr+s=n.
En los dos casos a las matrices B y D se les llama células diagonales de la matriz

A.
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Teorema 2.11 El determinante de una matriz semidescompuesta es igual al producto de los
determinantes de sus células diagonales.

Es decir, si
B C
O D)’
es una matriz semidescompuesta, entonces su determinante es igual a |B| |D|.

Demostracion. Utilicemos induccion sobre n, el orden de la matriz A.

1.Sin=2y

tenemos que

aix; a2
ag1 A22

Al =

= a11G22.

2. Supongamos que el teorema es verdadero para cada matriz semidescompuesta de
orden k. Vamos a probar que si A una matriz semidescompuesta de orden k + 1,

es decir, si
B O
=(e D)

donde B = (b;j), vy D = (d;j)s, con r + s = k + 1, se verifica que

[ Al = [B||DI.

Puesto que ay; = by; para j =1,2,...,r, ya;;j =0paraj=r+1,...,k+ 1, se

tiene que
k+1 ' r '
Al =Y (=) aylAf] = Y (=1)"by|Afl.
j=1 j=1

Por otro lado, A{ son matrices descompuestas de orden k cuyas células diagonales
son Bf,7=1,2,...,ry D. Entonces, por la hipotesis de induccion, tenemos que:

| Aj| = |By[ DI,
lo que produce que

r

4] = 3 2(-1)"7b,,|B]|| D] = (Z(—mlﬂbm\) D] = |B||D).
j=1

Jj=1

El siguiente teorema es, en realidad, un corolario de este tltimo.
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Teorema 2.12 Si A, B € M, entonces |AB| = |A||B]|.

Es decir, el determinante de un producto de matrices es igual al producto de los deter-
minantes de las matrices. No existe una propiedad similar para la suma de matrices.

Demostracion. La aplicacion del teorema anterior a la siguiente matriz semidescom-
puesta:

ay aiz - a0 0O --- 0

a1 Gz -+ Ao, 0 0O --- 0

oo |am e o am 0O 0 --- 0

-1 0 - 0 b bz oo biy |

0 —1 -+ 0 by by -+ by
donde A = (a;;)n y B = (b;;), produce el resultado buscado. O
Corolario 2.13 Sean A;, Ao, ..., A, m matrices cuadradas de orden n. Entonces se tiene que

|A1Ag -+ Ay = |A1] |A2] - | A

Demostracion. Por induccién sobre m. O

De este corolario se deduce inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 2.14 Sean A € M,, y m € N. Entonces |A™| = |A|™.

Se entiende que A™ es la abreviacion de AA--- A, donde A aparece m veces.

Ejemplo 2.22

Sea la matriz

1 3 -4
A= 2 7 -6
-3 -8 12

Halle |A"|.

Solucion. Primero encontremos |A| usando las propiedades vistas anteriormente:

1 3 -4 1 3 4 1 3 4
Al=|2 7 -6 =01 2 =01 2|=1-1-(-2)=-2
-3 -8 12|p,—2oF 01 O 0 0 -2
Fat3F) F3—F»

Aplicamos la ultima propiedad:

A" =1A]" = (=2)".
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2.3 Determinantes y matrices inversibles

Teorema 2.15 Si A € M,, es una matriz inversible, entonces

1

Al£0 y [A7Y=—.
4] A7 =

Demostracion. Como A es inversible, existe A~ y A~'A = I. Entonces:
AT A = |1].

Pero

(AT Al = [AT]A] y (I =1

Por lo tanto

AT Al =1,
1
de donde |[A7'| #0y |A7Y = Tl O
Ejemplo 2.23
Se sabe que la matriz
1 0 -1
A=13 1 4
01 0
es inversible. Calcular |A~1.
Solucion. Como
10 -1 L
Al=[3 1 4 :—2‘3 A ‘ = —2(4+3) = —14,
0 2 0
tenemos que
1 1 1
A7 = p = = o

Definicién 2.3 (Cofactor de una matriz) El ij-ésimo cofactor de la matriz = A = (ai;) € M,,
notado A;;, se define como
Ay = (1) | AlL.

La matriz de los cofactores de la matriz A € M, notada cof A, se define como

cof A = (Alj)n
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Con esta definicion, el desarrollo del determinante por menores de la matriz A =
(a;j)n por la r-ésima fila puede escribirse como

n
‘A| = E aTkATk 7’6{1,2,...,”},
k=1
o por la s-ésima columna como

|A| = ZaksAks S € {1,2, .. .,TL}.
k=1

Definicién 2.4 (Matriz adjunta) Se denomina adjunta de la matriz A € M, notada adj 4, a la
matriz transpuesta de la matriz de los cofactores de A, es decir, adj(A) = (cof A)'.

n
Teorema 2.16 Si A = (a;;)n, €ntonces Z a;jAji = 0 para todo 7 y para todo j tal que 7 # j.
k=1

Esto significa que el producto de la i-ésima fila de la matriz A, A;, por la j-ésima fila,
con j # i, de la matriz cof A es igual a cero.

Demostracion. Sea B la matriz tal que By, = A, y el resto de sus filas son iguales a las
correspondientes de A. Entonces |B| = 0.
Por otro lado, de la definicion de B también tenemos que:

n n

Bl =) (~1)7"0,|Bil =) (~1)""a,|Al].

Entonces .
1Bl = anmAl
j=1

Entonces, por la definicién de cofactor, tenemos que
n
Za'rjAsj = |B| =0.
j=1

Esto significa que el producto de una fila r de A por una fila s (s # r) de cof A es cero.

Ademas, obsérvese que
n

> aAy = |A]

J=1

parar=1,2,...,n. [

El siguiente teorema nos permitira obtener un método alternativo para calcular la
inversa de una matriz.
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Teorema 2.17 Sea la matriz A = (a;j) € M,. Entonces Aadj(A) = |A| I,.

Demostracion. Sea C' = Aadj(A). Entonces:

n
Cij = E ik Aji-
k=1

Entonces, por el teorema , tenemos que ¢;; = 0si i # jy ¢; = |A|. Por lo tanto:
Al 0 - 0
0 |4
AadjA=1| . . = |A|I,
0 0 - |4
por el teorema . O

Ejemplo 2.24

Sea la matriz
1 0 —1
A=13 1 4
01 0
Calcular A adj(A).
Solucion. Calculemos
1 0 -1
1 -1
=l ¥ e
01 0
Por el teorema anterior:
1 00 -7 0 0
Aadj(A)=|A|Is=-7(0 1 o= 0 -7 0O
0 0 1 0 0 -7
Verificacion:
—4 0 3 -4 -1 1
cof A= -1 0 -1], adj(A)=(cofA)f=0 0 -7],
1 -7 1 3 1 1
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Teorema 2.18 Sea la matriz A = (a;;) € M,. La matriz A es inversible siy solo si |A| # 0,
ademas,

A7t = —adj(A).

Este teorema nos permite saber si una matriz es inversible o no con tan solo calcular
su determinante. Si éste es igual a cero, la matriz no es inversible; en el caso contrario,
la matriz es inversible. Adicionalmente, podemos calcular la matriz inversa como el
producto del inverso multiplicativo del determinante de la matriz por la adjunta de la
matriz.

Demostracion. Sea A una matriz de orden n.

Si la matriz A es inversible, entonces |A| # 0. Pero, por el teorema 2.17, tenemos
que:
AadjA = |A|l,
de donde .
A (— ad]j A) =1.
|4
Por lo tanto: |
A7l = —adj A.
|4

2. Reciprocamente, supongamos que |A| # 0y que Aadj A = |A|I, entonces

1
A (— ad] A) =1.
|4
Entonces la matriz A es inversible y se tiene

1
Ail = W adJ A

Ejemplo 2.25

Sea la matriz
a b
A= .
(¢ 3
1. ;Qué condicién deben cumplir a, b, ¢ y d para que la matriz A sea invertible?

2. Si la matriz A es invertible, encontrar A1,

Solucion.

1. El determinante de la matriz A es

a b

Al=1. 4

‘:ad—cb.

Entonces la matriz A es inversible si y solo si ad — ¢b # 0.
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2. Sea la matriz A tal que ad — ¢b # 0. Tenemos que

|A| = ad — cb, cofA:(_db —ac)’ ade:(cofA)t:<d _b).

—C a

Entonces tenemos que

¢
Ejemplo 2.26
Sea la matriz
1 0 -1
A=(3 1 4
01 0
Si la matriz A es inversible, calcular su inversa A~!.
Solucion. Hallemos el determinante de la matriz:
1 0 -1
[Al=13 1 4|=-7T#0.
01 0
Entonces la matriz A es inversible. De un ejercicio anterior tenemos su adjunta:
-4 -1 1
adjA=10 0 =7
3 -1 1
La inversa de la matriz A es
-4 -1 1
1 1
A= _—_adjA=—[0 0 -7
4l "\3 -1 1
Verificacion:
1—4—11 1 0 -1 1—700 1 00
A‘lA:—?00—7 314:—50—702010213
3 -1 1 01 0 0o 0 -7 0 01
¢

2.4 Ejercicios resueltos

1. Demostrar que si AB es inversible, con A y B matrices cuadradas, entonces A y B
son inversibles.
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Demostracion. Supongamos que AB es inversible. Entonces, |AB| # 0. Por lo tanto,
|A| # 0y y |B| # 0. Esto significa que A y B son inversibles. O

2. Sean A, B € M,,, con A y B inversibles. Demostrar que:
|AB — \I| = |BA — \|.

Demostracion. Puesto que:
|AB — M| = |AB — MAA™Y| = |A||B — M
=|B=MAT|A| = (B - AATH)A]
= |BA - AT'A| = |BA - M|,

concluimos que

|AB — M| = |BA — A|.

3. Hallar el valor del determinante

1 1 1 1 1

-1 2 0

o -1 2 - 0 O
An = .

0O 0 0 - 2 0

0O 0 0 -1 2

Desarrollo. Utilicemos el desarrollo por menores de la primera columna. Obtenemos
lo siguiente:

1 1 1 1 1
—1 0 - 0
0 -1 2 0 0
An: .
0 0 0 2 0
0 0 0 -1 2
2 0 0 0 0 1 1 1 1 1
-1 2 0 0 0 -1 2 0 0 0
0 -1 2 0 0 0 -1 2 0 0
| S : :_(_1) : S S
o o o0 --- 2 0 o o o0 --- 2 0
o o 0 --- —1 2 o o 0 .- —1 2
:2n71+An71

:2n—1_'_2n—2_'_...22+A2
:271—1_}_271—2_}_‘”22_'_21_}_20

2n—1
=2"—-1

Il
3
Il
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4. Sea la matriz A € M,, antisimétrica. Demostrar que si n es impar, |A| = 0.

Demostracion. Supongamos que A es antisimétrica. Entonces A' = —A. Por lo
tanto, |A*| = |—A|. Pero, |A| = (—=1)"|A]|. Asi que |A| = —|A4], ya que n es impar.
Esto significa que |A| = 0. O

5. (Para qué valores de a € R la matriz

1 -2 3
A=|a 1 -3
1 -1 «a

es inversible? Hallar la inversa para dichos valores.

Desarrollo. Hallemos el determinante de la matriz A:

1 -2 3 1 -2 3

Al=la 1 -3 =10 1422 —3-3a

1 -1 alman [0 1 a—3
F3—1F

= (1+2a)(a —3)+ (3 + 3a) = 2a* — 2a = 2a(a — 1).

Sia€eR—{0,1}, |A| # 0y, por lo tanto, la matriz A es inversible.

Ahora calculemos la inversa para a € R — {0,1}. En primer lugar, calculemos los
cofactores de la matriz A:

An=|Y Tlea-3 Ap=—|9 =23,
Ay = ‘1’ _11‘:—@—1, Ay = — :? 2 — % — 3,
A22:1 22@—3, A23——i :%:—1,

Ag = _12 _33'23, A32=—i _33 = 3a+ 3,
Aggzi :?’:Qa—i—l.

Ya podemos hallar la inversa:

B 1 . 1 t 1 a2—3 2a — 3 3
A7 = —adjA=—(cof A) = 5a(a—1) —a*—3 a—3 -1
afa —1) 3 3a4+3 2a+1



Sistemas de
ecuaciones
lineales

3.1 Ecuaciones lineales

La ecuacién
a1T1 + asTy + - -+ + AT, = b,

donde los coeficientes aq, as,...,a, y el término independiente b son constantes co-
nocidas, se llama lineal en las incognitas xq,xs,...,x,. Se llama lineal porque todas
las incognitas estan elevadas a la potencia 1 y porque los coeficientes aq, as, ..., a, no
contienen a ninguna de las incégnitas.

Ejemplo 3.27 La ecuacion

20 +y—952+ 3w = -3

es una ecuacion lineal en las incognitas z, y, z y w.
Ninguna de las ecuaciones
2% 4+ y — 522 4+ 3w = —3,
2z +y — 52 + 3zw = =3,
2z 4y —5z+3w=—-3
2z +cosy — 5z + 3w = =3,
2c4+y— 52+ 3lnw = -3,

es una ecuacion lineal. ¢

Resolver una ecuacion lineal es encontrar los valores de las incognitas que satisfacen
la ecuacion; es decir, encontrar los valores que al sustituir las incognitas, reducen la
ecuacion a una identidad. El conjunto de valores que satisfacen la ecuacion se llama
solucion de la ecuaciéon. En concreto, una sucesion de nimeros si, So, ..., S, se llama
solucion de la ecuacion lineal

a1y + aga + -+ + a,T, = b,
si al sustituir z; = s1, 29 = S9,...,2T, = S, en la ecuacion, la proposicion
a181 + assg + -+ - + asx, = b,

obtenida por la sustitucion, es verdadera.



68 Sistemas de ecuaciones lineales

Ejemplo 3.28 La sucesion sy = 2,59 = 4,83 = 4,54 = 3 es una soluciéon de la ecuacion
lineal

2x1 4+ xo — dxg + 314 = —3.
En efecto, al hacer las sustituciones x1 = s1,xo = So, 23 = S3,%4 = S4 en la ecuacién, ella se
transforma en identidad:

2x1 + 1o — dx3 + 314 = 251 + S9 — 583 + 384
=2-244—-5-443-3

=44+4-20+4+9
= —3.
La sucesion 71 = —2,19 = —4,r3 = —1,7r4 = 0 es otra solucién de la ecuacién lineal porque

esos valores también satisfacen la ecuacién:

221 + To — dx3z + 314 = 2r1 + 19 — 513 + 31y
=2.(=2)+(—=4)—5-(=1)+3-0
=—4—-44+5+40
= —3.

La sucesion t1 = 4,t9 = 3,t3 = 0,4 = 2 no es solucién de la ecuacién lineal porque no la
reduce a una identidad:

2x1 4+ o — dx3 + 314 = 2t1 + 1o — Otz + 14
—2.443-5-04+3-2
—8434046=17# —3.

3.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 3.1 (Sistema de ecuaciones lineales) Se llama sistema de m ecuaciones lineales en
n incognitas, o simplemente sistema de ecuaciones lineales , a una coleccidon de ecuaciones
de la forma

a1z + apxrz + - 4+ apxr, = b,
axnxry + axpr: + - 4+ axpr, = b,

(3.1)
Am1T1 + amaT2 + -+ QpaTn = bm

Los x; son las n incognitas . Los coeficientes a;; y los términos independientes b; son constantes
conocidas.

El namero de ecuaciones m puede ser menor, igual o mayor que el ntimero de incog-
nitas n. Por brevedad, nos referiremos como sistema lineal a un sistema de ecuaciones
lineales.

De la definiciéon de multiplicacién de matrices, podemos realizar una representacion
matricial, concisa y elegante, de un sistema de ecuaciones lineales:

AX = B,
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donde
a1; Qa2 -+ Aip X by
Q21 Q22 -+ A2y X2 by
A= , X = . y B=
Am1 Am2 - Amnp- Ty bm

La matriz A € M,,x, estd formada con los coeficientes a;; del sistema; la matriz X €
M, «1, por las incognitas x; del sistema; y B € M,,«1, por los términos independientes
b; del sistema.

Como se indico, con la definicion de multiplicacion de matrices, es facil ver que la
representacion matricial AX = B se reduce a la representacion explicita del sistema
de ecuaciones lineales:

AX = B,
a1 Q2 - Aip r by
G21 Q22 -+ d2p T2 by
= )

Aml Am2 * Omp T bm
111 + a19T9 + -+ + a1y bl
a21T1 + A99T9 + + -+ + A9y, bg
Am1T1 + Am2T2 +-+ AmnTn bm

3.3 Solucidn de un sistema lineal

Definicién 3.2 (Solucién de un sistema lineal ) Una matriz
t
S = (51 So - Sn)

es solucién del sistema lineal AX = Bsiysolosi AS = B.

Dicho de forma explicita, la sucesion si, So, . . ., S, es una solucion del sistema lineal
AX = B si al realizar las sustituciones 1 = s1,25 = So,...,T, = S, en cada una de
las ecuaciones

ai1x1+az~2x2+---+amxn:bi i:1,2,...,m

del sistema lineal, cada una de ellas se reduce a una identidad:
ai131+ai232+---+amsn:bi. i:1,2,...,m
Solo existen tres posibilidades de solucién de un sistema lineal:

No existe solucion: No existe un conjunto de valores para las incognitas x; que sa-
tisfaga todas las ecuaciones simultaneamente.

Solucidén tnica: FExiste uno y solo un conjunto de valores para las incognitas x; que
satisface todas las ecuaciones simultaneamente.
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Infinitas soluciones: Existen infinitos conjuntos de valores para las incognitas z;
que satisfacen todas las ecuaciones simultaneamente. Es sencillo probar que si
un sistema tiene mas de una solucién, tiene, en realidad, un nimero infinito de
soluciones. Esto significa que un sistema no puede tener un nimero finito de
soluciones que no sea el namero 1.

Definicién 3.3 (Ecuacion combinacion lineal) Al multiplicar cada ecuacion de un sistema lineal
por un escalar ¢;, ¢ = 1,2, ..., m (no todos nulos) y luego sumar los miembros izquierdos y los
miembros derechos, respectivamente, se obtiene la ecuacion

m m m
E cial | r1+ E Ci@io | To + -+ E CiQin | Tp = E E CiQij | 5 = E c;ib;,
=1 =1 =1

7j=1 \:=1

la cual se llama combinacioén lineal de las ecuaciones del sistema lineal.

Ejemplo 3.29 Sea el sistema lineal

20 — 3y =1,
-+ 2y = —4.

Multipliquemos la primera ecuacién por —1 y la segunda por 2:

—2z + 3y = —1,
—2x + 4y = 8.

Sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones anteriores. La nueva ecuacion
—4dx 4+ 7y =-9

es una combinacion lineal de las ecuaciones del sistema lineal. ¢

Definicién 3.4 (Sistemas lineales equivalentes) Se dice que dos sistemas lineales AX = By
CX = D son equivalentes si cada una de las ecuaciones del un sistema es una combinacion
lineal de las ecuaciones del otro sistema.

El siguiente teorema muestra la importancia de los sistemas equivalentes.

Teorema 3.1 Dos sistemas lineales equivalentes tiene exactamente las mismas soluciones.

Demostracion. Supongamos que AX = By CX = D son dos sistemas lineales equi-
valentes. Vamos a probar que tienen las mismas soluciones. Para ello, vamos a probar
que s es solucion de AX = B si y solo si es solucion de CX = D.



3.3 Solucién de un sistema lineal 71

En primer lugar, supongamos que s es una soluciéon de AX = B, donde A es de
orden m X n. Esto significa que para cada i € I,,,, la ecuaciéon i-ésima de este sistema,

n
g aijxj = bi,
j=1

es satisfecha por s; es decir, se verifica la igualdad:
Z Qi85 = bi> (32)
j=1

donde s = (s1, 892, ,8,)".

Vamos a probar que s es soluciéon del sistema C' X = D. Para ello, recordemos que
cada ecuacion de este sistema, es una combinacion lineal del otro sistema. Esto significa
que, para cada i € I,,,, la ecuacion i-ésima de este sistema es de la forma

i <i cl-aij> Ty = iczbz (33)
j=1 i=1 =1

Mostremos a continuaciéon que s satisface cada una de estas ecuaciones. Para ello,
reemplacemos x; por s; en lado izquierdo de la ecuacion (3.3):

j=1 7=1
m n n m
= E E Ciaiij = E C; E aiij .
i=1 j=1 i=1 j=1

Es decir:

3
3

(fj ) 5-Y e (Z ) | )

j=1 \i=1 i=1 j=1
Pero la igualdad (3.2) produce en la igualdad (3.1) lo siguiente:

j=1 i=1 i=1

Es decir, s satisface cada ecuacion (3.3) del sistema CX = D.
Se deja al lector la demostracion de que s es soluciéon del sistema AX = B si es
solucion del sistema CX = D. O

Una forma rapida de saber si dos sistemas lineales AX = By CX = D son o no
equivalentes es hallando las matrices escalonadas reducidas por filas de las matrices
ampliadas (A | B) y (C'| D). Si dichas matrices ampliadas son iguales, los sistema son
equivalentes. Caso contrario no son equivalentes.

Definicién 3.5 (Sistemas lineales homogéneos y no homogéneos) Un sistema de ecuaciones
lineales AX = B sellamahomogéneo si B = Q. Si B # O el sistema se llama no homogéneo .
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Teorema 3.2 Sean Ay B dos matrices de orden n y equivalentes por filas. Entonces los sistemas
homogéneos AX = Oy BX = O son equivalentes; es decir, tienen las mismas soluciones.

Demostracion. Supongamos que la matriz A; se obtiene a partir de A por la aplicacion
de una operacion elemental por fila. Es decir, A; = eA, donde e es una operacion
elemental. Se tiene, entonces, que A; X = O, pues el sistema A; X = O es equivalente al
sistema AX = O, ya que cualquier operacion elemental por filas hace que las ecuaciones
del segundo sistema sean combinacion lineal de las del primero.

En efecto, si e es del primer tipo, todas las ecuaciones del segundo sistema, salvo
una, son idénticas a las del primer sistema (en este caso, todas esas ecuaciones se han
obtenido del primer sistema tomando todos los escalares iguales a 0, excepto uno de
ellos que ha tomado el valor 1). La ecuacion diferente del segundo sistema es el producto
de la correspondiente del primer sistema por un escalar diferente de 0; luego, también
es una combinacion lineal.

Ahora bien, como B es equivalente con A, existe una sucesion de matrices A, ...,
A, = B, y una sucesion de operaciones elementales por fila ey, ..., e, tales que

Ai+1 = €z‘Az‘>

Ay =e Ay B =e,A,. Por lo demostrado al inicio, tenemos que A4; X = O para todo
i. Entonces, BX = Q. O

Todavia no sabemos cuando un sistema lineal tiene o no solucién, y en caso de
tenerla, no sabemos si ella es tnica. Pero con lo visto hasta aqui, ya podemos resolver
sistemas lineales.

3.3.1 Métodos de solucion

La idea general del método de soluciéon de un sistema lineal es hallar un sistema equi-
valente mas simple de resolver que el original. Existen dos métodos que se diferencian
en el tipo de sistema equivalente al que se llega.

Método de Gauss

En el método de Gauss se halla una matriz escalonada de la matriz ampliada (A | B)
del sistema lineal AX = B. Veamos como funciona con un ejemplo.

Ejemplo 3.30

Sea el sistema lineal

T1+ X9+ x3+ x4 =06,

T1 + x9+3x3 4+ 3x4 = 12,
r1 + To+2x3 + 3x4 = 12,
1 + 3x9+3x3 + 3x4 = 14.

Resuelva el sistema por el método de Gauss.
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Solucion. Sea (A | B) la matriz ampliada del sistema. Hallemos una matriz escalonada de la
matriz ampliada:

1111 6 111116
113 3 | 12 002216
(A|B)N1123y12 “loo 12| 6
1333 [ /B0 \0222|8n
Fy—Fy 3T
111116 111116
0011/ 3 011 1] 4
00126 001216
011 1[4/, . \oo11]3/, .
111 1 | 6 111116
011 1 | 4 0111 4
~ ~ = D
001 2 | 6 0012|6(C’)
000 -1 | -3_, 00071/ 3
— 14

El sistema CX = D

T + rotx3+ T4 =06,
Tot+x3 + x4 =4,
x3 + 2II:4 == 67

1‘423,

es equivalente al original AX = B, pero es mas fécil de resolver. Se lo resuelve al empezar a
encontrar el valor de las incognitas desde la tltima ecuacién hacia la primera:

T4 = 3,
x3=6—-22x4=6—-2-3=0,
1‘224—1‘3—1‘4:4—0—3:1,
x1:6—x2—x3—x4:6—1—0—3:2.
Hemos encontrado que el sistema tiene solucion y que tal soluciéon es tinica. Verifiquemos que
la solucién encontrada del sistema C X = D es también soluciéon del sistema original AX = B.

Es decir, si la matriz

S=(2 10 3)

es solucion del sistema CX = D, verifiquemos que también es solucion del sistema AX = B:

1 1 11 2 6
11 3 3 1 12

AS = 1 1 2 3 0] |12 =B
1 3 3 3 3 14

Meétodo de Gauss-Jordan

En el método de Gauss-Jordan, se halla la matriz escalonada reducida por filas de la
matriz ampliada del sistema lineal.
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Ejemplo 3.31

Resolver el sistema lineal del ejemplo anterior por el método de Gauss-Jordan.

Solucion. Hallemos la matriz escalonada reducida por filas de la matriz ampliada del sistema
partiendo desde la ya encontrada matriz escalonada:

11111 6 111116
113 3 ] 12 0111 4
(A‘B)N1123\12NN001216
133 3| 14 00013/, .
1000 | 2 100 0 | 2
011 1|4 010 -1 | -2
001216 001 2 | 6
0001 |3, . 0001|3£2_+2%
1000 | 2
0100 ] 1|_
N0010\0_(D|F)
000113

El sistema lineal DX = F, equivalente al sistema original AX = B, puede escribirse explici-
tamente como
r=2,y=1 2=0, w=3,

el cual, a su vez, es ya la solucién del sistema.
Obsérvese que en este caso el sistema lineal tiene soluciéon tnica y que:

1. El rango de la matriz de coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada:

ran A =4 =ran(A | B)

2. Dicho rango es igual al ntimero de incégnitas:

ranA=ran(A | B)=4=n

Ejemplo 3.32

Resolver por el método de Gauss-Jordan el sistema lineal

T+ 2y + w="71,
T+ y+ z2— w=3,
3+ y+5z—Tw=1.

Solucion.
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Sea (A | B) la matriz ampliada del sistema lineal. Hallemos su matriz escalonada reducida
por filas:

1 2 0 1 ’ 7 1 2 0 1 ’ 7

(A|B): 1 11 -1 | 3 ~10 -1 1 =2 | —4
3 1 5 -7 1) p-m 0 =5 5 =10 | —20 P
F3—-3F 2
1 2 0 1 ‘ 7 1 0 2 =3 ‘ -1

~10 1 -1 2 | 4 ~10 1 -1 2 | 4 :(C‘D)
0 -5 5 —10 | -20/p-2r \O O O O | O
F3+5F2

La tercera ecuacién
Ox+0y+0z4+0w=0

del sistema C'X = D tiene como solucién cualesquiera conjunto de valores de las incognitas
x, Yy, 2 y w. Por lo tanto, cualesquiera solucién de las dos primeras ecuaciones sera también
solucion de la tercera. Por ello el sistema lineal C'X = D lo escribimos asi:

T + 2z — 3w = —1,
y— z+2w=4.
Para empezar a dar la solucién del sistema, pensemos solamente en la segunda ecuacion.
Parece que hay una gran amplitud para los valores de y, z y w. Intentemos escogiendo valores

arbitrarios para z y w. Sean z = a € Ry w = b € R. Para la incoégnita y ya no podemos
escoger cualquier valor, sino que lo encontramos despejando y de la segunda ecuacion:

y=4+z—-2w=4+a— 2b.

Procedamos de igual manera con la primera ecuacién. Como los valores de z y w ya estan
fijados, despejamos x:
r=—-1—-224+3w=—-1—-2a+3b

Escribamos la solucién del sistema CX = D en forma de la matriz

—1—2a+3b
S = 4+a—2 , a,beR.
a
b

Como los parametros a y b pueden asumir cualquier valor en los ntimeros reales tenemos que
el sistema C'X = D tiene nimero infinito de soluciones. Por ejemplo, S7 y So son dos de
dichas soluciones:

S| = sia=1,b=2 y S = 9 sia= -2, b=1.

N~ = W

1

Podriamos verificar que S7 y S2 son soluciones del sistema C'X = D y también del sistema
AX = B. Mas bien, verifiquemos de una vez que la matriz S es soluciéon del sistema original
AX = B que se nos dio a resolver. Sean a,b € R. Entonces:

oo (o
AS=1[1 11 =1 a
315 —7 a

b
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(-1 —2a+3b)+2(4+a—2b)+0+b 7
= (-1-2a+3b)+4d+a—-2b)+a—-b | =1|3]|=8B.
3(-1—2a+3b)+ (4+a—2b)+5a —Tb 1
Observemos que en este ejemplo:
ran A = 2 =ran(a | B)
y que el rango es menor que el nimero de incégnitas:

ranA =ran(a | B)=r=2<4=n.

Observemos también que el niimero de parametros es igual al nimero de incognitas menos

el rango:n —r=4—2=2. ¢

Ejemplo 3.33

Si es posible, resolver el sistema lineal
T+ 2y + 32 = 6,

—2z 4+ 3y — bz =4,
z+ 9y + 4z = 10.

Solucion. Sea (A | B) la matriz ampliada del sistema lineal. Hallemos su matriz escalonada
reducida por filas:

1 2 3 | 6 1231 6
(A|By=|-2 3 —5 | 4 ~lo 7 1] 16
1 9 4 | 10 1;2;2511 071 | 4 Fo— Py
1 23| 6
~|0 7 1 | 16 | =(C|D).
000 | —12

El sistema equivalente (CX = D) puede escribirse asi:
z + 2y + 3z =6,
Ty+ z =16,
Ox + 0y + 0z = —12.
Claramente se ve que no existen nimeros z, y y z que satisfagan la tercera ecuaciéon. Si la
tercera ecuaciéon no tiene solucion, entonces el sistema lineal AX = B tampoco tiene solucion.

Observemos que, en este caso, el rango de la matriz de los coeficientes es menor que el
rango de la matriz ampliada del sistema:

ran A =2 < 3 =ran(A | B).
¢

En los tres ejemplos anteriores hemos encontrado que en los que existe solucion,
el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada del
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sistema. Si, ademas, ese rango es igual al nimero de incognitas la solucion es tinica; pero
si el rango es menor al nimero de incognitas, el sistema lineal tiene niimero infinito de
soluciones. También hemos encontrado que si el rango de la matriz de los coeficientes
es menor que el rango de la matriz ampliada del sistema, entonces el sistema no tiene
solucion. Por supuesto, los ejemplos estudiados no son suficientes para concluir que
esto siempre es asi. Sin embargo, se puede demostrar que esto ocurre asi efectivamente,
por lo que enunciamos el siguiente teorema, e invitamos al lector a que realice la
demostraciéon por si mismo.

Teorema 3.3 (Soluciones de un sistema lineal) Sea el sistema lineal de m ecuaciones con n
incégnitas cuya representacion matricial es AX = B.

1. Siran A < ran(A | B), el sistema no tiene solucion.
2. Siran A =ran(A | B) = r, el sistema tiene solucion.

(&) Si, ademas, r = n, tal solucién es Unica.

(b) Si, ademas, r < n, el sistema tiene numero infinito de soluciones con n — r parametros.

Cuando el sistema lineal tiene ntimero infinito de soluciones, estas se consiguen
asignando parametros a cualesquiera n — r incégnitas. Por facilidad se asignan los
parametros a aquellas variables que corresponden a las columnas de la matriz de los
coeficientes que no contienen el primer elemento no nulo de una fila.

En un sistema lineal homogéneo la matriz de términos independientes B es nula.
Por tal razon, en un sistema homogéneo, siempre se cumple que ran A = ran(A | B).
El siguiente corolario expresa dicho resultado.

Corolario 3.4 Un sistema lineal homogéneo AX = O siempre tiene solucion.

En los sistemas homogéneos tenemos otro criterio para determinar el ntimero de
soluciones que tiene el sistema.

Teorema 3.5 Si en el sistema AX = O hay menos ecuaciones que incognitas; es decir, si la
matriz A es de orden m x n con m < n, el sistema tiene un nimero infinito de soluciones.

Demostracion. Sea R la matriz escalonada reducida por filas equivalente a A. Entonces
el sistema RX = O tiene las mismas soluciones que el sistema AX = 0. Analicemos,
pues, las soluciones del sistema con R.

Sea r el numero de filas no nulas en R. Entonces r < m < n. Supongamos que el
elemento principal no nulo de R de la fila i esta en la columna k;. Ademés, supongamos
que las incognitas x, aparecen solamente en la i-ésima ecuacion RX = Q (con i € I,.).

Ahora bien, sean uq, us, ..., u,_, las incognitas restantes, que son diferentes de
xy,. Las ecuaciones del sistema tienen, entonces, la forma siguiente:

n—r

Tk, + Z iUy = 0

J=1
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para ¢ € I,.

De esta ultima igualdad, para cada valor que se asignen a los u; conj = 1,2,... ., n—
r, se obtienen soluciones no nulas del sistema RX = . Por lo tanto, este sistema tiene
un numero infinito de soluciones. O

Si el sistema lineal AX = B tiene igual nimero de ecuaciones que de incognitas
es més facil saber si el sistema tiene o no soluciéon con base en el conocimiento del
determinante |A|. El siguiente teorema nos lo dice cémo.

Teorema 3.6 (Soluciones de un sistema cuadrado) Sea el sistema lineal de n ecuaciones con n
incoégnitas cuya representacion matricial es AX = B.

1. Si|A| # 0, el sistema tiene solucién Unica.

2. Si|A| = 0, el sistema o0 no tiene solucién o tiene nimero infinito de soluciones.

Demostracion. 1. Si|A| # 0, A es inversible. Entonces, existe A1, por lo que AX = B
implica X = A7'B. Es decir, el sistema tiene solucién. Por la unicidad de la inversa,
si Y es una soluciéon de AX = B, necesariamente se tiene que ¥ = A~'B. Esto
significa que el sistema tiene una sola solucion.

2. Si |A| = 0, existe una matriz C, equivalente a A tal que todos los elementos de una
fila son iguales al nimero 0. Supongamos que i sea el indice de esa fila. Sea D tal
que CX = D. Sid; = 0, estamos en el caso de que el sistema tiene menos ecuaciones
que incognitas, lo que significa que el sistema (cualquiera de los dos, ya que son
equivalentes) tienen un nimero infinito de soluciones. En el caso de que d; # 0, el
sistema no tiene solucion, pues el rango de C' es menor que el rango de la matriz
ampliada (C' | D).

O

Si el sistema lineal es homogéneo tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.7 Sea el sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con n incégnitas cuya repre-
sentacion matricial es AX = O.

1. Si|A| =0, el sistema tiene nimero infinito de soluciones.

2. Si|A| # 0, el sistema tiene solucién Unica, la trivial; es decir, la matriz columna nula.

Si tenemos un sistema lineal cuadrado que tiene solucién tnica, se cuenta con un
procedimiento que utiliza los determinantes, llamado regla de Cramer, para hallar su
solucion. No se presenta la demostracion.

Teorema 3.8 (Regla de Cramer) La solucion de un sistema lineal AX = B, con A € M, inver-
sible, viene dada por

air a2 cccoago1y bioaigyry ccc G
1 |a21 a2 -+ aig-1) bi aigrr) ccc aom
- ’A‘ . . . .

T

an1 Q22 -+ Q1(i-1) b1 aiG+1) - Qnn
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Ejemplo 3.34

Usar la regla de Cramer para encontrar la solucién del sistema lineal

z+ 2y 432 =13,
2¢ 4+ 3y + =z =10,
3z + y+2z=13.

Solucion. Sea AX = B la representacion matricial del sistema. Hallemos el determinante de
la matriz de coeficientes:

123
|A|=12 3 1| =-18#0.
31 2

Entonces el sistema tiene solucién tnica que la hallamos con la regla de Cramer:

SN i:i(—gﬁ)zz
—18 13 1 2 —18 7

y:ié 10 ?:L(—18):1
—183 13 9 —18 ’

SN S o I SO
—183 1 13 —18

3.4 Ejercicio resuelto

1. Sea el sistema lineal

—r+y—z=m—p+2,
p+lz+y+z=2m+2,

x + 2z =m,
p+Dz—y+z=p—2.

Hallar los valores de m,p € R para que el sistema

(a) Tenga solucion tunica.
(b) Tenga un numero infinito de soluciones.

(¢) No tenga solucion.

En los dos primeros casos, encuentre las soluciones.
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Desarrollo. Sea AX = B la representacion matricial del sistema lineal. Hallemos la
matriz escalonada reducida por filas de la matriz ampliada (A | B):

D 0 0 | m
e+l 11 | 2m+2 p+1l 1 1 | 2m+2
WIB) =17y o 1 | 1 0 1] m
prl =11 =2 s eHl <11 p=2)men
p 0 0 | m p 0 0 | m
1 1 1| m+2 0 1 0 | 2
10 1| m 1 0 1| m
1 -1 1 | p—m-—2 Ry Fy 1 =11 | p—m-=2 FytFy
p 00 | m p 0 0 | m
010 | 2 o101 2 |_
101 | m Lot om |
1 01 | p—m P 000 | p—2m

Dependiendo de los valores de m y p el rango de la matriz A sera igual o menor que
el rango de la matriz ampliada (A | B) y, por lo tanto, el sistema AX = B tendra
o no soluciéon. Estudiemos cada caso.

e Sea p # 2m. Entonces
ranA =2 < 3=ran(4| B)

y el sistema AX = B no tiene solucion.

e Sea p = 2m. El sistema AX = B se convierte en el sistema

2mx = m,
y=2,
x4+ z=m.

Sea FX = F' su representacion matricial. El determinante de la matriz de los

coeficientes es
2m

0 0
E[=]0 0 0]=2m.
1 01

El valor del determinante depende del valor de m. Entonces:

— sim = 0, el determinate | F| es igual a cero; el sistema EX = F se convierte
en el sistema

y =2,
x4+ z=m.

el cual tiene numero infinito de soluciones. Sea z = r € R. Entonces

x = —r. El nimero infinito de soluciones viene dado por la matriz
—r
S=121], reR
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— Sim # 0, el determinate |E| es distinto de cero. El sistema EX = F tiene,
pues, una sola solucion:

1/2
S = 2
m—1/2

En resumen:

a) Sean p,m € R tales que p = 2m y m # 0. Entonces el sistema dado tiene la
solucién tnica
1/2
S = 2
m—1/2

b) Sean m = 0y p = 0. Entonces el sistema dado tiene niamero infinito de solu-
ciones dados por la matriz

c) Sean p,m € R tales que p # 2m. Entonces el sistema dado no tiene solucion.

O
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Espacios
vectoriales

4.1 Objetivos

El objetivo general de este capitulo es:

Fundamentar la dimension de un subespacio vectorial ortogonal real a partir
de una base ortonormal o de los elementos esenciales que lo tipifican en un
tiempo mdximo de 30 minutos para un subespacio vectorial de dimension a
los mas 4.

Para alcanzar el objetivo general, se proponen los siguientes objetivos especificos:

1.

Identificar los espacios vectoriales (e.v.) usuales y sus propiedades a partir de la
definicion a un nivel de familiarizacion.

. Identificar un subespacio vectorial de dimension finita real a partir de las propie-

dades basicas que lo tipifican a un nivel reproductivo.

. Identificar la dependencia lineal de un conjunto finito de vectores en un e.v. real,

utilizando sistemas de ecuaciones lineales a un nivel reproductivo.

Caracterizar la capsula lineal (S) a partir de un conjunto de vectores S finito y
no vacio, a un nivel reproductivo. Los elementos de S puede ser vectores de R"
(con n < 4); polinomios de grado menor que o igual a 3; o matrices de orden
mxn (conm<4yn<4).

. Fundamentar una base finita de un subespacio vectorial (s.e.v.) que tiene como

elementos a vectores de R"™, polinomios o matrices, a partir de los elementos
esenciales que le tipifican, a un nivel reproductivo.

Determinar la interseccion y la suma de s.e.v. reales finitos a partir de las pro-
piedades basicas de conjuntos, a un nivel productivo.

Fundamentar la dimension de uno o més s.e.v. reales finitos a partir de las pro-
piedades esenciales que lo tipifican, a un nivel de asimilacién productivo.

Clasificar las funciones a partir de la definicion de producto interno (p.i.) en los
espacios vectoriales mas importantes, a un nivel reproductivo.
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10.

Calcular un conjunto de vectores ortogonales a partir de un conjunto linealmente
independiente, usando el proceso de Gram-Schmidt, a un nivel reproductivo.

Fundamentar la suma directa de subespacios vectoriales a partir de las propieda-
des de los subespacios vectoriales ortogonales y sus bases, a un nivel constructivo.
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4.2 Definicion de espacio vectorial

Definicion 4.1 (Espacio vectorial) Sean:
Vi un conjunto no vacio.
(K, ®,®): un campo;
+: una operacion interna definida sobre V/;
. una operacion externa definida de K en V.

Se dice que (V,K, +,-) es un espacio vectorial siy solamente si:
1. Conmutativa. Paratodowu € V ytodowv € V:

u+v=v+u.

2. Asociativa. Paratodou e V,veVyweV:

(u+v)+w=u+ (v+w).

3. Existencia del neutro aditivo.  Existe e € V tal que paratodov € V:

et+v=v+e=nw.

4. Existencia del inverso aditivo. Paratodo v € V, existe v € V tal que:

5. Asociativa mixta. Paratodo a € K, 8 € Kytodowv € V:
(@©f)-v=a-(8 ).

6. Neutro multiplicativo. Sea 1 € K, el neutro multiplicativo de K. Para todo v € V:

7. Distributiva de - respectode +.Paratodoa € Kytodoue VywveV:

a-(u+v)=a-u+a-v.

8. Distributiva de - respectode @.Paratodoa e Ky g eK,ytodov e V:

(@@ p)-v=(a-v)+(6-0)

Se suele decir que el conjunto V', con las operaciones + y -, es un espacio vectorial
sobre el campo K.
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4.2.1 Observaciones

1. A los elementos del espacio vectorial V' se les denomina vectores y a los elementos
de campo K, escalares.

2. En la definicién de espacio vectorial hay cuatro operaciones distintas: dos del cam-
po K y dos del conjunto V', a las que denominaremos las operaciones del espacio
vectorial (V, K, +, ).

A pesar de ello, en la practica, se suele utilizar + también para @. Al respecto de -
y de ®, ambos simbolos se suelen omitir (al igual que el punto de la multiplicacion
en los nimeros reales).

La razon para estas simplificaciones de notacion se debe a que las operaciones + y
@ pueden ser distinguidas una de otra facilmente. Lo mismo sucede entre - y ©.

Considerando estas simplificaciones de notacion, por ejemplo, las dos distributivas
se escribiran de la siguiente manera:

a(u+v) = (au) + (aw) v (a+ B)v=av+ fv.

3. Que la operacidon + sea una operacion interna definida sobre V' significa que para
todo u € V y todo v € V, debe ocurrir que:

(utwv)eV.

Esto se indica diciendo que la operacién + es cerrada y que satisface la propiedad
clausurativa.

Que la operacion - sea una operacion externa definida de K en V' quiere decir que
para todo a € K y todo v € V', debe ocurrir que:

av e V.

Esto se expresa diciendo que la operacion - es cerrada y que satisface la propiedad
clausurativa.

4. Para la verificacion de que un cierto conjunto es un espacio vectorial, hay que cer-
ciorarse antes que las operaciones + y - son, efectivamente, cerradas.

5. Sien (V,K,+, ), estan sobreentendidas las operaciones + y -, pero no el campo, se
suele decir que V' es un espacio vectorial sobre K.

4.2.2 Ejemplos
Los espacios vectoriales con los cuales trabajaremos principalmente son lo siguientes.

1. El conjunto de los niimeros reales sobre si mismo: (R, R, +,-).

Si las operaciones + y - son la suma y producto usual entre nimeros reales, el
conjunto R es un espacio vectorial sobre si mismo, ya que R es un campo.
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2. El conjunto R? sobre R: (R* R, +,-).

El conjunto de pares ordenados de niimeros reales
R? = {(zy,73) : 11 E RAzy € R}

es un espacio vectorial sobre el campo R si se definen las operaciones + y - de la
siguiente manera.

Sean u = (1, 72) € R% v = (y1,12) € R?, y a € R. Entonces, se define:
(@) ut+v=(z1,22) + (Y1, 92) = (x1 + Y1, 22 + y2); ¥
(b) au = a(xy, ) = (axy, axs).
3. El conjunto R? sobre R: (R* R, +,-).
El conjunto de triadas ordenadas de niimeros reales

R? = {(z1, 72, 73) : 711 ERA 29 € RA T3 € R}

es un espacio vectorial sobre el campo R si se definen las operaciones + y - de la
siguiente manera.

Sean u = (z1, 22, 73) € R3 v = (y1,¥2,y3) € R?, y o € R. Entonces, se define:
(a) u+v=(x1,22,73) + (Y1,Y2,¥3) = (¥1 + Y1, T2 + Y2, 03 + Y3); ¥
(b) au = a(xy, 9, x3) = (a1, Te, X3).

4. El conjunto R™ sobre R: (R",R,+,-) con n > 3.

El conjunto de n-tuplas ordenadas de ntimeros reales
R" = {(z1,29,...,2y) :x; R, 1 <i<n}
es un espacio vectorial sobre el campo R si se definen las operaciones + y - de la
siguiente manera.
Sean u = (z1,x9,...,2,) € R", v = (y1,¥2,...,yn) € R", y a € R. Entonces, se
define:
(a’) u+v= (1717172’"'71'71) + (ylay27"'7yn) = (171 + Y1, T2 +y2aaxn+yn)7 y
(b) au = a(xy,z9,...,7,) = (xy, Qo . . ., a1y).
5. El conjunto K" sobre K, donde K es un campo: (K", K, +,) con n > 1.

El conjunto de n-tuplas ordenadas de elementos del campo K
K" — {(1717172,...71'71) T X GR’ 1 Slgn}

es un espacio vectorial sobre el campo K si se definen las operaciones + y - de la
siguiente manera.
Sean u = (x1,22,...,2,) € K", v = (y1,¥2,...,yn) € K", v a € K. Entonces, se
define:

(@) u+v=(T1® Y, T2 D Y2, ..., Tn B Yn); ¥

(b) cu=(a Oz, a®xg,..., O xy),
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donde @& y ® son las operaciones internas del campo K.

. El conjunto M,,,, sobre R: (M,,y,, R, +,).
El conjunto de las matrices de ntimeros reales de orden m por n
men:{A:(aij)mxn:aijERy ]-SZSma 1§]§7’L}

es un espacio vectorial sobre R si la operacion + es 1 suma usual entre matrices y -
es el producto usual entre matrices.

Es decir, si A = (a;j) € Myyxn, B = (b;j) € M,x,, y @ € R, entonces:
(a) A+ B=(a;+b;);y

(b) @A = (aayy).
. El conjunto de polinomios &, [z| sobre R: (Z,[z], R, +,").

El conjunto de los polinomios con coeficientes reales de grado menor que o igual a n

k
Pplx] = {p:p(x):Zajxj,xER, a; R, 1 <5<k, kgn}

1=0

es un espacio vectorial sobre R si la operacion + es la suma usual entre polinomios
y - es el producto usual entre un ntimero real y un polinomio.

Es decir, si p € Z,[z] y ¢ € Pz, y o € R, entonces:
(a) (p+@)(x) = p(r) +q(2); y
(b) (ap)(z) = ap(z)

para todo z € R.

. El conjunto de las funciones reales .# sobre R: (% ,R, +,-).

El conjunto de las funciones reales
F={f:f:R— R}

es un espacio vectorial sobre R si la operacion + es la suma usual entre funciones y
- es el producto usual entre un nimero real y una funcion.

Es decir, si f € # y g€ .#,y a € R, entonces:
(a) (f +9)(@) = flx) +g(z);y
(b) (af)(x) = af(x)

para todo z € R.

Utilizaremos estos espacios vectoriales para ilustrar como se demuestran cada una

de las propiedades que un conjunto, sobre el cual se han definido dos operaciones, debe
satisfacer para que sea un espacio vectorial.

1. La operaciéon + en (Rz,R, +,+) es asociativa; es decir, se verifica que para

todo u € R?,v € R? y w € R*%:
(u+v)+w=u+ (v+ w).
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Demostracion. Supongamos que u = (x1,22), v = (y1,y2) ¥y w = (21, 22). Entonces:

(u+v)+w = [(z1,22) + (Y1,92)] + (21, 22) definiciones de u, v y w,
(1 + Y1, T2 + yo) + (21, 22) definicion de + en R?,
([z1 + 1] + 21, [w2 + y2) + 22)  definicion de + en R?,

= (x1+4 [y1 + 21], 22+ [y2 + 22])  asociativa de R,

(1, @2) + (y1 + 21, Y2 + 22) definicion de + en R?,
(1, 22) + [(y1, y2) + (21, 22)] definicion de + en R?,

= u+ (v+w) definiciones de u, v y w.
Por lo tanto, para todo u, v y w en R?:
(u+v)+w=u+ (v+w).

O

2. Existencia del neutro aditivo en (R3,R,—|—, -); es decir, debemos probar
que la siguiente proposicién es verdadera:

(Fe e R®) (Vv e R¥)(e+v=v+e=1).

La demostracion que viene a continuacion es de existencia. Esto quiere decir que
debemos exhibir un elemento de e € R3 que satisfaga la definicion de elemento
neutro. Por el orden de los cuantificadores, el elemento buscado e es independiente
de todo elemento de R3.

Demostracion. Sea e = (0,0,0). Vamos a probar que para todo v = (x1, s, z3), con
x; € R para i = 1,2, 3, se verifica la igualdad e + v = v.

En efecto:
e+v = (0,0,0)+ (1, x9, x3) definiciones de e y v,
= (04 21,0 + 29,0 + 23) definicion de + en R3,
= (1,%9,73) =0 inverso aditivo en R.

Por lo tanto, e +v = v.

Por la propiedad conmutativa, tenemos que e + v = v + e. Por lo tanto, se ha
demostrado también que v 4+ e = v.

Entonces, se ha demostrado que la proposiciéon
(Fe c R)(Vw eR*)(e+v=0v+e=1)

es verdadera. O

No es dificil probar, ademaés, que el elemento neutro en cualquier espacio vectorial
es Unico. En este texto, lo representaremos con 0,.
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3. Existencia del inverso aditivo en (R",R,+,-); es decir, debemos probar
que la siguiente proposicién es verdadera:

(Vo € R™)(36 € R™) (T +v = v+ 5 = 0,).

Esta también es una demostracion de existencia. En este caso, por el orden de los
cuantificadores, el elemento v depende de v. Esto quiere decir que, para valores
diferentes de v, v también puede ser diferente.

Es obvio que para mostrar esta igualdad, ya debemos conocer a 0, en R". No es

dificil probar que 0, = (0,0, -,0) (n ceros).

Demostracion. Seav = (x1,x9,- -+ ,x,) € R™ Vamos a probar que el vector buscado
¥ se define del siguiente modo:

v = (_:L‘la X2, _"L‘n)a
donde cada —x; es el inverso aditivo de z; € R, para+t=1,2,...,n.
Entonces, tenemos que:
v+0 = (1,29, ,Tp) + (=21, =T, -+, —Ty) definiciones de v y v,

(1 4+ (—x1), 22+ (—22),..., 2, + (—x,))  definicién de + en R™,
(0,0,
= 0, definicion de 0, en R.

..,0) inverso aditivo en R,

Por lo tanto, v + v = 0,. Y, por la propiedad conmutativa de +, se tiene también
que U+ v = 0,.

En resumen, hemos demostrado que
(Vo e R")(FveR")(V+v=v+0=0,).
O

Se puede demostrar facilmente que el elemento inverso es tinico. Con —v se suele
representar el inverso aditivo de v.

4. La operacion + en (K",K,+,-) es conmutativa; es decir, se verifica para
todo u € K" y todo v € K" que:

u—+v=v-+u.
Demostracion. Sean u = (x1,Z2,- -+ ,T,) € K" y v = (y1,92, -+ ,yn) € K, donde
cada x; y y; son elementos del campo K para todo i = 1,2, ..., n. Entonces, como

la operacion + en el campo K es conmutativa, tenemos que:

ut+v = (r1,22, - ,x,) + (Y1,Y2, -+ ,yn)  definiciones de u y v,
(1 4+ Y1, 20 + Y2, T + Yn) definicion de + en R™,
(y1 + 21, y2 + 2, -, Yn + Tp) conmutativa de + en R,
(Y1,92,"** yYn) + (x1, 29, -+ ,x,)  definicion de + en R™,
= v+4u definiciones de v y u.

Por lo tanto, u +v = v + u. O
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5. Las operaciones + y - en el espacio (M,,,xn, R, +, ) satisface la propiedad
asociativa mixta; es decir, se verifica para todo a € R, todo 3 € R y toda
A € M,,,xn que:

(aB)A = a(BA).

Demostracion. Sean a € R, f e Ry A = (aij)mm € M, xn, con a;; € R. Entonces:

(aB)A = (ap)(as), .. definicion de A,
= ((aB)aij), s definicion de - en My,
= (a(Bayj)),sn asociativa del producto en R,
= a(Bay), ... definicion de - en M, «p,
= « (B (aij)mm) definicion de - en M, «,
= «a(pA) definicion de A.
Por lo tanto, (af8)A = a(SA). O

Esta propiedad es denominada asociativa mixta porque tiene que ver con dos ope-
raciones: la multiplicacién de un escalar por un elemento del espacio vectorial y la
multiplicacion entre dos escalares.

6. El neutro multiplicativo del campo R, el nimero 1 satisface la siguiente
propiedad:

(Vp € Za[z])(1-p = p).

Hay que demostrar que la funcion 1 - p es igual a la funcién p. Por ello, recordemos
que dos funciones f y ¢ son iguales si y solo si tienen el mismo dominio y f(z) = g(z)
para todo x elemento del dominio.

Demostracion. Sea p € &2,[x]. El dominio de p es R. Entonces, debemos demostrar
que

(1-p)(z) = p(z)
para todo z € R.

Sea x € R. Entonces:

(1-p)(z) = 1-p(x) definicion de - en 2, [x],

= p(z) el 1 es el neutro multiplicativo en R.

Por lo tanto, (1 - p)(z) = p(z) para todo x € R, lo que prueba, a su vez, que es
verdadera la siguiente proposicion:

(Vp € Z,[z])(1-p=p).
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7. Las operaciones + y - del espacio vectorial de funciones reales (%, R, +, -)
satisfacen la propiedad distributiva; es decir, se verifica para todo a € R,
todo f € . y todo g € ¥ que:

a(f+g)=af +ag.

Demostracion. Sean o € R, f € ¥, g € #. Debemos demostrar que:

(a(f +9)(z) = (af + ag)(z)

para todo x € R, ya que el el conjunto R es el dominio de f, de g y de f + g,
respectivamente.

Sea x € R. Entonces:

(a(f+9)(x) = a(f+9)(z) definicion de - en .7,
alf(x)+g(z)) definicion de + en Z,
af(x) + ag(x) distributiva en R,
(af)(x) + (ag)(x) definicion de - en .7,
= (af +ag)(x) definiciéon de + en 7.

Por lo tanto, hemos probado que

(a(f +9))(x) = ((af) + (ag))(x)
para todo = € R, con lo cual hemos probado que:
Va e R)(Vf € F)(Vg € F)a(f+g) =af + ag).
O
En una expresion vectorial, los signos de agrupacion determinan el orden que se
deben realizar las operaciones. En ausencia de ellos, se conviene en efectuar las

operaciones externas en primer lugar, y luego las operaciones internas, siempre de
izquierda a derecha.

Por ejemplo:

= (67 8) + (_17 5) + (_37 _3)
= (2,10)

4.3 Propiedades de los espacios vectoriales

Teorema 4.1 (Propiedades aditiva y multiplicativa) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial, « € K,
ueV,veVywe V. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Aditiva : si v = v, entonces u + w = v + w.
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2. Multiplicativa : si v = v, entonces au = aw.

Demostracion. Sean a e K, u e V,veVyweV.

1. Aditiva:
u = v hipotesis,
u+w = u+w axioma de identidad de la igualdad,
u+w = v4w sustitucion de v por w en la igualdad anterior ya que
u="v.
2. Multiplicativa:
u = v hipotesis,
au = au axioma de identidad de la igualdad,
au = Qv v se sustituye por u en la igualdad anterior ya que u = v.

Teorema 4.2 (Propiedades cancelativas) Sean (V, K, -+, -) un espacio vectorial, « € K, u € V,
v €V yw € V. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Cancelativa de la suma :siu +w = v + w, entonces u = v.

2. Cancelativa de la multiplicacion :sia# 0y a-u = « - v, entonces u = v.

Demostracion. Sean a e K, u e V,veVywelV.

1. Cancelativa de la suma:

1 u+w=v+w hipotesis,

2. (utw)+ (—w)=(v+w)+ (—w) propiedad aditiva,

3. ut(w+(—w)) =v+ (w+ (—w)) propiedad asociativa,

4 u—+0,=v+0, definicion de inverso aditivo,
5 U= definicion de 0,,.

2. Cancelativa de la multiplicacién: sea o # 0; entonces, existe o'

1 a-u=q-v hipotesis,

2. alfarul=al a0 propiedad multiplicativa,

3. (a7 'a)-u=(a"ta) v propiedad asociativa mixta,

4 l-u=1-v definiciéon de inverso multiplicativo en K,
5 u=v definicion de 1.

Teorema 4.3 (Propiedades de los espacios vectoriales) Sea (V,K, +,-) un espacio vectorial.
Entonces, para todo o € Ky todo v € V, se tiene que:
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1. o-0,=0,. . av=0,a=0Vv=0,.

2. 0-v=0,. 4. (1) -v=—v.

Demostraciones. En todo lo que sigue, « representara un elemento cualquiera de K y
v uno cualquiera de V.

1. Ya que 0, es el neutro aditivo de V', tenemos que:
a-0,=a-0,+0,. (4.1)

Por otro lado, la definicion de 0, y la propiedad distributiva en V' nos permite
escribir lo siguiente:

Oé'Ov:OC'(Ov_'_Ov):a'0v+a'0v- (42)

Entonces, por la propiedad transitiva de la igualdad aplicada a (1.1) y (4.2), tenemos
que:
a-0,+a-0,=a-0,+0,.

De esta igualdad se colige que « - 0, también es un neutro aditivo en V. Pero 0, es
Unico. Entonces:

2. Como 0, es el neutro aditivo de V', tenemos que:
0-v=0-v+0,. (4.3)

Por otro lado, la definiciéon de 0 € K y la propiedad distributiva en V' nos permite
escribir lo siguiente:
0-v=(0+0)-v=0-v4+0-w. (4.4)

Entonces, por la propiedad transitiva de la igualdad aplicada a (1.3) y (4.1), tenemos
que:
O-v+0-v=0-v+0,.

De esta igualdad se concluye que 0 - v también es un neutro aditivo en V. Pero 0,
es Unico. Entonces:
0-v=0,.

3. En primer lugar, demostremos que si a-v = 0,,, entonces o bien a = 0 o bien v = 0,
(o ambos). Utilicemos el método por contradiccion.

Para ello, supongamos que a-v = 0,, y que o # 0 y v # 0,. Entonces, existe a™! y:

al-(a-v) = a'-0, multiplicativa,
ala)y = a7'-0, asociativa mixta,
1-v a~t-0, definicion de o~ !,

v a !'-0, definicion de 1,

v = 0, definicion de 0,,.
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Por lo tanto v = 0,,. Pero esta igualdad contradice la hipdtesis de que v # 0,,.
Entonces, lo supuesto es falso; es decir, es verdad que o = 0 o v = 0, siempre que
a-v=0,.

Ahora debemos probar la reciproca: si « = 0 o v = 0,, entonces « - v = 0,. Pero
esta implicacién no es mas que la disyuncién de las dos primeras propiedades que
ya hemos demostrado que son verdaderas.

4. Vamos a demostrar que (—1)-v = —v:

(=1)-v = (-1)-v+0, definicion de 0,,
(=) v+ (v+ (—v)) definicion de —v,
(1) - v +v]+ (—v) asociativa en V|
[(=1)-v+1-v]+ (—v) axioma del neutro multiplicativo en V',
(—14+1) v+ (—v) distributiva en V',
0-v+ (—v) axioma del inverso aditivo en K,
0, + (—v) segunda, propiedad de este teorema,

= —v definicién de 0,.
Por lo tanto, hemos demostrado que (—1) - v = —wv.

4.4 Subespacios vectoriales

Definicion 4.2 (Subespacio vectorial) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorialy W C V. Se dice
que W es un subespacio vectorial (s.e.v.) de V' siy solamente si (W,K,®,®) es un espacio
vectorial, donde @ y ® son las restricciones de +y -a W.

Puesto que
uPv=u+v y u@Qu=u-v

para todouw € W y v € W, decir que W es un subespacio vectorial de V' es equivalente
a decir que W es un espacio vectorial sobre K con las “mismas operaciones” de V. Por
esta razon, se acostumbra utilizar la misma notaciéon para las operaciones de W que
de V', aunque, en sentido estricto, son diferentes porque poseen dominios diferente. En
adelante, seguiremos esta convencion.

Ejemplo 4.35

El conjunto
W = {(x1, %2, 23) € R3: 23 = 221 + 25}

es un subespacio vectorial de (R3, R, +, ).
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Demostracion. En primer lugar, debemos asegurarnos de que la restricciones de las operaciones
+y - de R? a W, respectivamente, sean una operaciéon interna y una externa en W. En otras
palabras, debemos asegurarnos de que las restricciones sean cerradas:

1. siueWyveW, entonces u+veW;y
2. sia e Ky ue W, entonces au € W.
En efecto:

1. Clausurativa de + en W.
Sean u = (z1,z2,23) € W y v = (y1,¥2,y3) € W. Vamos a probar que u + v = (z1 +
Y1, %2 + Y2, 3 + y3) € W es decir, vamos a probar que

3+ y3 = 2(x1 +y1) + (22 + y2).
Como u € W y v € W, tenemos que
x3=2r1+22 Yy Y3=2y1+ Y2

Si sumamos los lados izquierdos entre si y los derechos entre si de estas dos igualdades,
obtenemos, al aplicar las propiedades asocitiva y conmutativa de + y - en R, que:

z3+ys = (221 + 22) + (201 +y2) = (221 + 2y1) + (y1 + y2).
Por lo tanto, gracias a la propiedad distributiva en R, concluimos finalmente que:
x5 +ys = 2(v1 +y1) + (22 + y2).
Es decir, hemos probado que v +v € W para todo u € W y todo v € W.
2. Clausurativa de - en W.
Sean u = (z1,x2,x3) € Wy a € R. Probemos que au = (ax, axe, axs) € W:
ars = a2z + x9) ue W,
= 2(az1) + axg distributiva y conmutativa en R.
Por lo tanto au € W para todo u € W y todo a € R.

Una vez que hemos constatado que las restricciones de + y - a W son cerradas, podemos
proceder a verificar el cumplimiento de los ocho axiomas que definen un espacio vectorial.
Como van a interactuar elementos de V' y de W, utilizaremos & y ® para las operaciones de
W . El lector puede probar a escribir las mismas demostraciones que estan a continuacién sin
realizar la distincién entre ambos grupos de operaciones, y podra constatar por si mismo o
por s{ misma la pérdida de claridad.

1. Conmutativa: (Vu € W)(Vv € W)(u @ v = v @ u):
udv = u4v @ es restriccibn de + aW yue W yv e W,

= v+4+u + es conmutativa,

= vPu @ es restriccion de + aW yue W yv e W.
2. Asociativa: (Vu e W)(Vo e W)(Vv e W)(u® v =v S u):

ud(vdw) = u+(v+w) Desrestriccionde +aW yueW,veWyweW,
= (u4+v)4+w  + es asociativa,

= (udv)dw  Desrestriccionde +aWyue W, veWyweW.
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3. Existencia del neutro aditivo: (3e € W)(Vw € W)(w @ e = w):
Definamos e = Ogs = (0,0,0). Veamos que e € W:

0=2-04+40=04+0=0.
Por lo tanto, si w € W, tenemos que w € V, de donde:

whe=w+e=w-+0Ogs = w.

4. Existencia del inverso aditivo: (Yw € W)(3w € W)(w + w = Ow):
Definamos w = —w = (—z1, —x2, —x3), donde w = (x1, 2, x3). Veamos que —w € W:

—Ir3 = —(2.%'1 + 1‘2) = 2(—.%'1) + (—.%'2).
Ademas, por la definicién de —w, se verifica que:

A~

wdw=w+ (—w) = Ops.
5. Asociativa mixta: (Vo € R)(V8 € R)(Vw € W)(a ® (B0 w) = (af) ©® w):

a®(Bow) = alfw) © es restriccion de - a W, w e Wy fw e W,
(af)w Asociativa mixta en R3,

= (af)®w @ esrestriccion de - a Wy w e W.
6. Neutro multiplicativo: (Yw € W)(1 ® w = w), donde 1 € K:

low = 1-w ©® es restriccion de - a W y w € W,

= w 1 es el neutro multiplicativoen V' y w € V.

7. Distributiva: (Vu e W)(Vv e W)(Va e K)(a ® (udv) =a®ud a®v).

La demostracion se deja al lector como ejercicio.

8. Distributiva: (Va e K)(Vf e K)Vw e W)(a+ ) Ow=a®ud O w).
La demostracion se deja al lector como ejercicio.

Teorema 4.4 (Subespacio vectorial) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial y W C V. Entonces,
W es un subespacio vectorial de V' si y solamente si:

1. W #0;
2. (VueW)(YveW)(u+ve W) (larestriccion de + a W es cerrada); y

3. (Va € K)(Vw € W)(aw € W) (larestriccion de - a W es cerrada).
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Demostracion. Es claro que si W es un subespacio vectorial de V', entonces las tres
propiedades enunciadas son verdaderas, ya W es un espacio vectorial en si mismo con
las operaciones de V' restringidas a W.

Reciprocamente, probemos que si las tres condiciones son verdaderas, entonces
(W,K, +,-) es un espacio vectorial. Para ello, debemos verificar las ocho condiciones
de la definicion de espacio vectorial. Estas verificaciones siguen el mismo patréon que el
realizado en el ejemplo anterior, asi que no las vamos a realizar de manera detallada.
Sin embargo, ver mas de cerca la existencia del neutro y del inverso aditivo en W,
ilustra el por qué de la primera condicion.

En efecto, dado que W # (), sea w un elemento de W. Por la segunda condicion, si
tomamos o = 0, entonces, como w € V' (ya que W C V):

aw=0-w=0,€W.

En otras palabras, en W debe estar, al menos, el vector nulo de V. Y este elemento es
también es vector nulo de W.

Ahora, si aplicamos nuevamente la segunda condicién al elemento w de W, pero
esta vez con o = —1, podemos concluir (con ayuda de la cuarta propiedad enunciada
en el teorema 4.3) que:

aw=—-1-w=-weW.

Es decir, en W también esta, a mas de w, su inverso aditivo, —w. Por lo tanto, para
cada elemento de W, su inverso aditivo es el mismo inverso aditivo de este elemento
considerado un elemento de V. [

Observaciones

1. La segunda y la tercera condiciones del teorema 4.4 pueden ser reemplazadas por la
siguiente:
(Va e K)Vu € W)(Vv € W)(au+v e W).

2. En la demostracion del teorema 4.4, vimos que 0, siempre debe estar en WW. En otras
palabras, una condicién necesaria para que un subconjunto de un espacio vectorial
sea un subespacio vectorial es que contenga al vector cero del espacio vectorial.

Por esta razon, para demostrar el cumplimiento de la primera propiedad, probaremos
que el vector nulo esta en el conjunto, ya que si no estuviera, el conjunto no seria
un subespacio vectorial.

3. De la demostracion del teorema también obtenemos otra condiciéon necesaria para
que un subconjunto de un espacio vectorial sea un subespacio vectorial de éste: el
inverso aditivo de un elemento del subconjunto debe estar en el conjunto.

Ejemplo 4.36

.Son los siguientes subconjuntos de R? subespacios vectorial de R3?
L Wy = {(z1,22,23) € R3:z + 29 = x3}.
2. W2 = {(50175627563) € RS : 2:61 > (Eg}.

3. W3 = {(561,562,563) eR3: |CC1 +(E2| = 563}.
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Solucion.

1. Vamos a utilizar el teorema 4.1 para determinar si WW; es un subespacio vectorial de R3.
Para ello, verifiquemos si se cumplen las tres condiciones exigidas en el teorema (la segunda
y la tercera expresada por una sola, como se indica en la segunda observacion al teorema).
(a) Veamos si Wy # (). Para ello, veamos si 0, = (0,0,0) € W7.
Puesto que 0 + 0 = 0, entonces 0, si esta en Wj.
(b) Ahora veamos si se verifica que au + v € Wy para todo o € R y todo w y v en Wj.

Para ello, supongamos que u = (z1,x2,23) y v = (Y1, Y2, y3). Entonces:

au+v= 04(271,562,273) + (?/1,92,@3)
- (CMCCl,CMCCQ,CMCCg) + (ylayQ)y3)'

Por lo tanto:
au + v = (ary + Y1, ar + Yo, ax3 + Y3).

Ahora veamos si au+uv esta en W7. Para verlo, sumemos sus dos primeras coordenadas:

(ax1 +y1) + (axe +y2) = afx; +2x2) + (y1 + y2)
= ax3+ Y3 ue W yveW.

Es decir, la suma de las dos primeras es igual a la tercera. Por lo tanto, au +v € Wj.

Las condiciones del teorema 4.4 son verdaderas. Por lo tanto, el conjunto W7 si es un
subespacio vectorial de R3.

2. Empecemos por verificar si Wy contiene o no al vector nulo de R3. Para ello, debemos
determinar si el doble de la primera coordenada de (0, 0, 0) es mayor que la tercera: 2-0 > 0.
Pero 2 -0 = 0 no es mayor que 0, sino igual (y no puede ser mayor por el axioma de
tricotomia de R. Por lo tanto 0, ¢ W5, de donde podemos concluir que W5 no es un
subespacio vectorial de R3.

3. El vector nulo 0, si es elemento de W3, ya que |0+ 0| = |0] = 0. Por lo tanto, W3 # 0.
Sean a € R?, u € W3 y v € W3. Veamos si au + v € Ws.

Observemos que el vector (1, —2,1) esta en W3, ya que |14+ (—2)| = | —1| = 1. Sin embargo,
su inverso aditivo —(1,—2,1) = (—1,2, —1) no esta en W3, porque |—1+2| = |1| =1 # —1.

Esto significa que W3 no puede ser un subespacio vectorial de R3.

Teorema 4.5 (Interseccion de subespacios vectoriales) Sean (V, K, +,-) un espacio vectorial y
W1y Wy dos subespacios vectoriales de V. Entonces W; N W5 es un subespacio vectorial de
V.

Demostracion. Vamos a utilizar el teorema 4.4.

1. Probemos que W; N W,y # 0.
Para ello, veamos que 0, € W; N Ws, ya que 0, estda en Wy y Wy, porque son
subespacios vectoriales de V.
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2. Sean o € K, u € Wy NWy y v € Wiy N Ws,. Debemos probar que

au+v e Wy N Ws.

Puesto que Wy y W5 son subespacios vectoriales de V', por el teorema 4.4, tenemos
que:

au+veW;, vy au+veWs.

Por lo tanto, au + v debe estar en la interseccion de Wy y Wh.

U
Corolario 4.6 Sean (V,K,+, ) un espacio vectorial y Wy, W, ..., W,, subespacios vectoriales
de V. Entonces .
Wi =WinWan---nW,
i=1
es un subespacio vectorial de V.
Demostracion. Por induccién sobre n. O

Ejemplo 4.37

Los conjuntos Wi = {(z1,%2,x3) : o —x3 =0} y Wao = {(x1, 29, 23) : 1 = z2 — 23}
son subespacios vectoriales de R? con las operaciones usuales. Calcular Wi N Ws. (El
conjunto Wi U Wy es un subespacio vectorial de R3?

Solucion.

1. Tenemos que:

WinNnWy = {(1‘1,.%'2,1‘3) o —x3=0Ax1 =29 —1‘3}.
Como se verifican las siguientes equivalencias:

To—x3=0Ax1 =290 —23<=29—23=0A21=0
< 1o =x3 A2 =0,

podemos escribir que:
WiNWy, ={(0,z,z) : x € R}.
2. Dado que 0, estan tanto en W; como en Ws, también estda en Wy U Ws. Sin embargo,
existen v y v en Wy U Wy tales que u +v & W1 U Wa.

En efecto, esos dos elementos son u = (1,2,2) € Wy y v = (1,2,1) € Wa, como el lector(a)
puede constatar por si mismo(a).

¢

La segunda parte de este ejemplo muestra que, en general, la unién de subespacios
vectoriales no es un subespacio vectorial. Sin embargo, se puede demostrar que la unién

es un subespacio vectorial solo cuando uno de los dos subespacios esté contenido en el
otro.
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4.5 Combinaciones lineales

Definicién 4.3 (Combinacion lineal de vectores) Sean (E, K, +,-) un espacio vectorial y v,
va, ..., Uy elementos de V. Una combinacion lineal de los vectores vy, vo, ..., v, €s cualquier
elemento de V de la forma

n
E QjV; = Q1U1 + QU2 + -+ + Qi Un,
J=1

donde aq, as,...,a, son elementos de K.

Definicién 4.4 (Un vector es combinacion lineal de vectores) Sean (E, K, +, -) un espacio vec-
torial y vy, vs, ..., v, elementos de V. Un vector u € V' es una combinacion lineal de los vectores
v1,V9,..., Uy, Siexisten n escalares aq, as, ..., a, tales que

n
u = E Q;V; = QU1 + QU2 + - -+ + QpUp.
Jj=1

Ejemplo 4.38

Sea p un vector del espacio (Z3[z], R, +, ) definido por
pa) =1+az—2°
para todo z € R. ;{Es p una combinacion lineal de ¢ € Py[z] y r € Ps[z] donde
gz)=1+222 y r(z)=2+z+2°

para todo x € R?

Solucion. Queremos saber si existen a« € R y 8 € R tales que

p = aq+ Br.

Para averiguarlo, supongamos que si existen. Entonces, para todo = € R, se verifica la
siguiente igualdad:

p(r) = agq(z) + pr(z). (4.5)

Es decir, es verdadera la igualdad:
14z —2° =a(l+222) + B2+ z + 2?)

para todo x € R.
Ahora bien, si realizamos la suma de los dos polinomio en el lado derecho de la igualdad,
obtenemos que:

1+x—2° = (a+28)+ fz+ 20 + B)z?
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para todo x € R. Entonces, por la definicién de igualdad de polinomios, tenemos que « y 3,
en el caso de que existieran, satisfarian el siguiente sistema de tres ecuaciones:

a+26= 1
B= 1 (4.6)
204+ B=-1.

Veamos qué valores de v y [ satisfacen este sistema.
Para ello, trabajemos con la matriz ampliada de este sistema:

1 2] 1 1 2|1 1 0|1
0O 1|1 |~|0 1]1)~10 1] 1
2 1]-1 0 0|0 0 0] O
Como el rango de la matriz es 2, entonces el sistema tiene solucién tnica: a = -1y g = 1.

Veamos, entonces, si estos valores satisfacen la igualdad (1.5):

ap(z) + Bg(x) = (=1)(1 +222%) + (1)(2 + = + 2?)
= (-142)+z+ (-2 +1)2?
:1+x—x2:p(x).

Es decir, existen dos escalares a y 5 tales que p = aqg + fr. En otras palabras, p si es una
combinacién lineal de q y 7. ¢

Ejemplo 4.39

;Para qué valores del niimero real a el vector u = (a,0,0) € R? es una combinacion
lineal de los vectores v = (0,1,1) y w = (1,—1,1)?

Solucion. Buscamos el valor de a para que u sea una combinaciéon lineal de v y w. La pregunta
es, entonces, jqué valor o valores debe tomar a para que existan dos escalares « y 3 tales que
u = av + fw?
Supongamos que esos dos escalares existen. Entonces, debe satisfacerse la siguiente igual-
dad:
(a,0,0) = a(0,1,1) + p(1,-1,1).

Como
(a,0,0) = (0,1,1) + B(1,-1,1) = (B, — B, + B),

entonces « y B deben satisfacer el siguiente sistema de tres ecuaciones lineales:

B=a
a—pB=10
a+B=0.
Resolvamos este sistemas:
0 1 |a 0 1 |a 0 1| a
1 -1/0]~|0 —-210]~1[0 0Of2a
1 110 1 110 1 10

Para que el sistema tenga solucion, debemos tener que 2a = 0; es decir, que a = 0.
Por lo tanto, el vector nulo de R? es una combinacion lineal de (0,1,1) y (1,—1,1) (los
escalares respectivos son o =1y 5 =0). ¢
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4.6 Capsula lineal de un conjunto

Definicién 4.5 (Cépsula) Sean (V,K,+,-) un espacio vectorial y S C V tal que S # (. La
capsula de S es el conjunto formado por todos los elementos de V' que se pueden expresar como
una combinacion lineal de elementos de S. En otras palabras, la capsula de S es el conjunto de
todas las combinaciones lineales de elementos de S.

La capsula de S es representada por (S). Por lo tanto:

(S)={ve V:v:Zayzlvj, a; €K, v; € V]
J

Ejemplo 4.40

Sea S = {1 +z,1+ 22,1+ 23} subconjunto de Z5[x] con las operaciones usuales de
suma, de polinomios y producto de un escalar por un polinomio. Calcular la capsula
de S.

Solucion. Sea p € (S). Entonces p € P3[x], por lo que:
p(z) = a+ bx + cx? + da?

para todo x € R.
Por otro lado, como p € (S), existen a, 8,7 y ¢ en R tales que

p(x) = a+ b+ cx? + da® = a1+ z) + B(1 4+ 22) + v(1 + 2%)

para todo x € R.
Puesto que:

a+br+cx? +ded=a(l +2)+ A +23) +~v1+23) = (a+ B +7) + ax + fz? + ya3,
por la definiciéon de igualdad entre polinomios, podemos concluir que:
(S)={px)=a+br+cx® +da* e P3x]:a+p+v=a, a=b, B=c, v=d}.

Para determinar como son los elementos de (S), debemos determinar los coeficientes a, b, ¢
y d (esto es lo que significa calcular (S)). Para ello, resolvamos el sistema de cuatro ecuaciones

lineales:
a+pB+y=
o

a

b
I3 = c
v =d.

Para ello, trabajemos con la matriz ampliada:

11 1]a 11 1 a
10 0/b 0 -1 —1|—-a+b
01 0lc|] o 1 o c
00 1|d 0 0 1 d
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1 1 1 a 1 1 1 a

0 -1 -1 —a+b 0 -1 -1 —a+b
“10 0 —1|-a+b+ec 0O 0 -1 —a+b+c

0 0 1 d 0 0 O |—a+b+c+d

Por lo tanto, el sistema tiene solucién si y solo si se verifica que:
—a+b+c+d=0.
De esta manera, la capsula de S esta formada por todos los vectores p tal que
px)=a+br+cx® +d® y —a+b+ct+d=0.
Entonces, tenemos que:

(S) ={a+bx+ecx®+daz* € P53 : —a+b+c+d=0}

Ejemplo 4.41

Si S ={(1,-1), (0,3)} € R?, calcular {S).

Solucion. De la definicion de (S) tenemos:
(S) = {(a,b) € R?: (a,b) = a(1,~1) + 5(0,3), o, 8 € R}
= {(a,b) € R?: (a,b) = (&, ~a +3f), a, B € R}
={(a,b) eR*:a=a, —a+38=>, o, €R}.

Por lo tanto, para caracterizar los elementos de (S), debemos determinar las condiciones bajos

las cuales el sistema
o =a

—a+38=">

1 0la 1 0| a
-1 31|0b 0 3|la+b)’

De manera que el sistema (4.7) tiene solucién para cualquier par de valores para a y b, ya
que el determinante de la matriz de coeficientes es diferente de 0 independientemente de los
valores de a y de b. En otras palabras:

(4.7)

tenga solucion.
Para ello, observemos que:

(a,b) € (S) <=acRybeR.

Por lo tanto:

(8) ={(a,b) eR?*:a € R, be R} =R

Teorema 4.7 Sean (V,K, +, ) un espacio vectorial y S C V tal que S # (). Entonces la capsula
de S es un subespacio vectorial de V.
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Demostracion. Para probar que (S) es un subespacio vectorial de V', vamos a utilizar
el teorema 4.1 (pagina 99). Es decir, debemos probar que:

1. (S) #0.
2. (VA e K)(Vu € (S)) (Vv € (S))(Au+v € (S)).

Procedamos asi.

1. Para probar que (S) # ), demostremos que 0, € (S). Para ello, debemos probar que
0, es una combinacion de elementos de S.

Y es asi, pues, como S # (), existe v € S. Por otro lado, sabemos que
0, =0-w.
Entonces 0, es una combinacion lineal de un elemento de S, por lo que 0, € (S).

2. Sean A € K, u € (S) y v € (9). Existen, entonces, escalares oy, as, ..., oy, 51, B2, Bm
y elementos de S uq, us, ..., Un, V1, V,..., 0, tales que

U= + Uy + -+l Y U= Bivg + Pova + - 4 By,
Por lo tanto:

Au+v = A(aquy + agug + - + apty) + (Bror + Bova + -+ - + Bruy)
= (/\al)ul + (/\a2)u2 +--+ (/\am)um + Blvl + 621)2 + -+ anrr

Es decir, Au+v es una combinacion lineal de elementos de S, por lo que Au+v € (S).

Hemos demostrado, entonces, que (S) es un subespacio vectorial de V. O

4.7 Subespacio vectorial generado por un subconjunto

Definicion 4.6 (Subespacio generado) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial y S C V. El subes-
pacio vectorial generado por S es el subespacio vectorial que se obtiene al intersecar todos los
subespacios vectoriales de V' que contienen a S.

Dado que la interseccion de dos conjuntos siempre esta contenida en cualquiera de
los dos conjuntos, el subespacio generado por un conjunto seré el subespacio vectorial
“més pequeno” que contenga al conjunto.

De manera maés precisa, el subespacio generado por S es el conjunto

s.ev.(9) = ﬂ{W :Wsev.V, SC W}

Sabemos que la intersecciéon de un nimero finito de subespacios vectoriales es un subes-
pacio vectorial. No es dificil demostrar que esta afirmaciéon es cierta para cualquier
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namero de subespacios. Por lo tanto, el conjunto s.e.v.(S) es un subespacio vectorial
de V. Ademas, por la definicién de interseccion, tenemos que es tnica y que

sev.(S)CcW

para todo W subespacio vectorial de V.

En otras palabras, si W es un subespacio vectorial de V' tal que S C W, debe
suceder que s.e.v.(S) C W. Esto significa que el subespacio vectorial generado por S
es el subespacio vectorial “més pequeno” que contiene a S.

Ejemplo 4.42

. Qué subespacio genera el conjunto vacio?

Solucion. Sea S = (). Como el conjunto N = {0,} es un subespacio vectorial de V' (es no vacio
y las dos operaciones heredadas de V' son cerradas), tenemos que es el subespacio vectorial
de V “méas pequenio” que contiene a S, ya que ) C N. Por lo tanto, el espacio generado por
el conjunto vacio es el subespacio vectorial con un solo elemento, el vector nulo de V. A este
espacio se lo denomina subespacio nulo de V. ¢

Teorema 4.8 Sean (V,K, +,-) un espacio vectorial y S C V tal que S # (). Entonces el subes-
pacio generado por S es igual a (S).

Demostracion. Vamos a probar que (S) es el subespacio vectorial mas pequeno que
contiene a S. Para ello, demostraremos que:

1. Sc (S);y
2. si W es un subespacio vectorial de V' tal que S C W, entonces (S) C W.
Procedamos.

1. Sea v € S. Debemos probar que v € (S). Pero esto se sigue inmediatamente del
hecho de que v = 1- v, por lo que v es una combinaciéon lineal de un elemento de S;
es decir, v esta en la céapsula de S.

2. Sea W un subespacio vectorial de V' que contiene a S. Vamos a probar que la cédpsula
de S esta contenida en W. Para ello, sea v € (S). Probemos que v € W.

Por ser v un elemento de la capsula de S, existen escalares aq, ao, ..., a, y vectores
de S vy, v9,...,v, tales que
V= U] + Qs + -+ - + Uy, (4.8)

Por otro lado, cada v; también es un elemento de W ya que S C W. Por lo tanto, lo
que expresa la igualdad (1.8) es lo siguiente: el vector v es una combinacion lineal
de elementos de W. Pero W es un subespacio vectorial, por lo que las operaciones
+ y - son cerradas. Entonces, cualquier combinacion lineal de elementos de W esté
en W es decir, v € W.

Hemos demostrado, entonces, que todo elemento de (S) es un elemento de W, lo
que prueba que (S) C W.
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En resumen, hemos probado que el menor subespacio vectorial que contiene a S
es su capsula. Esto significa, entonces, que el subespacio vectorial generado por S es,
precisamente, su capsula. O

Ejemplo 4.43

Si p(z) = 22 + 1, el conjunto S = {p(z),p'(x),p"(x)} genera el espacio vectorial
(P5]z], R, +, ).

Solucion. Por el teorema anterior, lo que debemos mostrar es que (S) = Pa[z]|. Para ello,
calculemos (S):

(8) = {a(z) = a + b + ca® € Pfalq(w) = ap(x) + Bp/ () + 7p" (2)}
= {a+bx +cx? € Pz]a+ bx + ca® = a(z? + 1) + B(2x) +v(2)}
= {a +bx + cx? € P.[z]a + bx + ca® = (a + 2y) + 20z + az?®}
={a+br+cr’c Pala+2y=a, 28=ba=c}.

Entonces, para determinar los elementos a, b y ¢, debemos averiguar bajo qué condiciones
necesarias y suficientes el sistema

o +2v=a
23 =b (4.9)
a =c

tiene solucion.
Para ello, miremos su matriz ampliada:

1 0 2|a 1 0 2 a
0 2 0|bl~10 2 0 b
1 0 0|c 0 0 —2|—-a+c

Como el determinante de la matriz de coeficientes es diferente de 0, independientemente de
a, by c, entonces el sistema (1.9) tiene solucion para todo a, by c. Por lo tanto (S) = P[x].
En otras palabras, el conjunto

{p.?",p"}
genera todo Ps[z]. ¢

4.8 Bases de espacios vectoriales

Definicién 4.7 (Dependencia e independencia lineal) Sean (V,K, +,-) un espacio vectorial y
S = {v1,v9,...,v,} un subconjunto finito de V.

1. El conjunto S es linealmente independiente(li) si y solamente si la combinacion lineal
a1v1 + vy + -+ apun = Oy,

denominada combinacion lineal nula, tiene como solucion unica la solucion trivial: o; = 0
paratodo j € {1,2,...,n}. En otras palabras, el conjunto S es i si:

ajv] +agvg + -+ apv, =0, = =as=---=a, =0.
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2. Elconjunto S es linealmente dependiente (1d) siy solo si no es linealmente independiente.
Es decir, si la combinacién lineal nula tiene un nimero infinito de soluciones. En otras
palabras, el conjunto S es 1d si:

a1v + ava + -+ apu, =0, A 35 € {1,2,...,n} tal que a; # 0.

De la definicién es claro que un conjunto no puede ser linealmente independiente
y dependiente al mismo tiempo. Esto lo podemos ver de otra manera: la combinacion
lineal nula produce un sistema de ecuaciones lineales homogéneo que, como sabemos,
o tiene una sola solucion —Ila trivial—, o tiene un ntmero infinito de soluciones. En el
primer caso, el conjunto es li; en el segundo, es Id.

Ejemplo 4.44

El conjunto S = {p,p’,p"} es li en (P5[z],R,+, "), donde
p(a) =1+

para todo x € R.

Solucion. Supongamos que
ap + aop’ + agp” = 0. (4.10)

Vamos a probar que a; = ay = ag = 0.
Para todo z € R, la igualdad (4.10) implica la siguiente:

arp(@) + azp/ (x) + asp”(z) = 0;
es decir, es verdad que:
a1 (1 + 22) 4+ aa(22) + a3(2) = (a1 + 2a3) + 200z + az? =0
para todo x € R. Por lo tanto, por la definicién de igualdad entre polinomios, tenemos que:
a1 +2a3 =0, 2a0 =0, a7 =0,

de donde obtenemos que oy = as = az = 0. En otras palabras, el conjunto S es linealmente
independiente. ¢

Ejemplo 4.45

Sea S = {(1,a,1), (=1,0,1), (1+a,1,0)} C R3. ;Para qué valores de a el conjunto
S es li? ;jPara qué valores de a es 1d?

Solucion. Sean «, B y v escalares tales que
a(1,a,1) + B(=1,0,1) +7(1 +a,1,0) = (0,0,0). (4.11)
Entonces, se verifica que:

(@ =B+ (1+a)y,ac+v,004 ) = (0,0,0).
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Por lo tanto, los nameros «, Sy v que satisfacen la igualdad (41.11) satisfacen el siguiente
sistema de tres ecuaciones lineales:

a—pB+(1+a)y=0
ao + v=0 (4.12)
a+p =0.

Ahora debemos determinar para qué valores de a, este sistema tiene como tnica solucién
la trivial y para qué valores tiene un niimero infinito de soluciones.
Para ello, calculemos el determinante de la matriz de coeficientes del sistema:

1 -1 1+a l1+a

20 2 14a
a 0 1 |=la 0 1 |=- =d’+a—2=(a+2)(a—1).
1 1 0 11 0 o 1
Por lo tanto, el determinante es igual a 0 si y solosia=—-20a = 1.
Esto significa que el sistema (4.12) tiene un namero infinito de soluciones si y solo si
a=—2o0a= 1. Por lo tanto, conjunto S es linealmente dependiente cuando a = -2 0 a = 1;

y es linealmente independiente si a # —2 y a # 1.

¢

Observaciones

1. Todo conjunto finito que contiene el vector nulo es linealmente dependiente, pues
0, = 1-0,; es decir, hay al menos un escalar diferente de 0 en la combinaciéon nula.

2. Si un conjunto contiene un subconjunto linealmente dependiente, entonces el con-
junto también es linealmente dependiente.

3. Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente también es linealmente
independiente.

Definicién 4.8 (Base) Sean (V,K, +,+) un espacio vectorial y B C V. El conjunto B es una
base del espacio vectorial V' si y solamente si B es linealmente independiente y B genera V'; es
decir, el subespacio vectorial generado por B es el espacio vectorial V.

En otras palabras, B es una base de B siy solo si:

1. B es linealmente independiente; y

2. (BY="V.

Ejemplo 4.46

El conjunto B = {p,p’,p"}, donde p(x) = 1 + 22 para todo = € R, es una base del
espacio vectorial (Zs[z], R, +,-).

Solucion. En un ejemplo anterior, probamos que el conjunto B es linealmente independiente;
también se demostré que (B) = Ps[x]. Por lo tanto B es una base de (Z2[z], R, +, ). ¢
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Ejemplo 4.47

El conjunto
B={l,z—1,(z—1)? (z - 1)%}

es una base del espacio vectorial (Zs[z], R, +, ).

Solucion. Debemos probar que la cépsula de B es &3[z| y que B es un conjunto linealmente
independiente.

1. Calculemos la capsula de B:
(B) = {p € Psla] : p(x) = a(1) + Bz — 1) + v(z — 1)* + 6(z — 1)°}

={p € Psz| : p(x) (1) + Bz — 1) +~v(2® — 22 + 1) 4+ 6(2® — 32° + 3z — 1)}
={pe Psla]:p(x) = (a = B+7—0)+ (8 — 27+ 30z + (v — 30)2” + 52°}

Si p(x) = a + bx + cx? + d3, entonces que p € (B) es equivalente a
a+bxr+cr? +ded =(a—B+vy—0)+(B—2y+38)x+ (y— 30)a? + d2°,
lo que es equivalente al siguiente sistema de cuatro ecuaciones lineales en «, 3, v y 6:

a—f3+ vy— 0=a
B—2y+35=b
7—=30= c

d=d.

(4.13)

Por lo tanto:

(B) = {a+ bx + cx® + dae® € P3[x] : a,b,c y d satisfacen el sistema (4.13)}.

Ahora bien, la matriz de los coeficientes del sistema (4.13) es la siguiente:

1 -1 1 -1
0O 1 -2 3
0 O 1 -3
0 0 O 1

Como se puede ver, su determinante es diferente de 0 para cualquier a, b, ¢ y d. Por lo
tanto, el sistema (4.13) tiene soluciéon para todo a, b, ¢ y d. Esto significa que

(B) = #s5[x].
En resumen, B genera Z3(z|.

2. Ahora probemos que el conjunto B es linealmente independiente. Para ello, sean «, 3, v,
escalares tales que:

a(l) + Bz —1) +y(xz — 1)* + 6(z — 1)* = 0+ 0z + 02* + 02°. (4.14)
Esta igualdad es equivalente a la siguiente:

(= B+~y—=08)+(6—2y+30)x+ (v —38)x? + d2> = 0+ 0x + 0% 4 0.
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Por lo tanto, «, B, v y § satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

a—pB+ vy— 6=0

B—2y+30=0
v—30=0
=0

cuya matriz de coeficientes es la misma que la del sistema (4.13), de la cual sabes que
su determinante es diferente de 0, por lo que, al tratarse este segundo sistema de uno
homogéneo, la tinica soluciéon que tiene es la trivial. Por lo tanto:

En resumen, la igualdad (1.11) implica que los cuatro escalares son iguales a 0, por lo que
el conjunto B es linealmente independiente.

Hemos probado, entonces, que el conjunto B, al generar &3[z] y ser linealmente indepen-
diente, es una base del espacio vectorial (Z3]z], R, +,-). ¢

Ejemplo 4.48

El conjunto

a b a b
W—{(c d)Eszz. 1 2‘—0}

es un subespacio vectorial de (May2, R, +, ). Encontrar una base para W.

Solucion. Para ello, procedamos de la siguiente manera:

b b
:Cll 2':0}:{<Z d>€M2X2:2a—b:0}
b p
:{(‘C‘ d)eM2X2:2a:b}:{(‘c‘ ;)enggza,c,deR}.

Ahora bien, como:

) =06 5) Qo) a) =l D) e o) oG )

A B Iy o
(B0 6

Por lo tanto, el conjunto

p={(3) (8 69}

genera W, ya que (B) = W.
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Ahora probemos que B es linealmente independiente. Para ello, supongamos que «, 5y

~ escalares tales que:
1 2 00 00 0 0
a(o 0>+ﬁ<1 0>+7<0 1>_(0 0). (4.15)

Esta igualdad implica que
a 2a) (0 0
B v) \0 0)’

la que, a su vez, implica, por la definicion de igualdad entre matrices, que se verifiquen las
siguientes igualdades:
a=0, 2a0a=0,3=0,7v=0.
En resumen, la igualdad (41.15) implica que « = f = v = 0. Esto significa que B es un
conjunto linealmente independiente.
Hemos probado, entonces, que B genera Moo v es linealmente independiente; entonces,
B es una base del espacio (Maya, R, +,-). ¢

., Cual es el papel de una base? Para contestar esta pregunta, supongamos que
B={v;:iel,={1,2,...,n}}

es una base de un espacio vectorial V. Por un lado, como B genera V', cada elemento
de V se expresa como una combinacion lineal de elementos de B. Pero, por ser B
linealmente independiente, esa combinacion lineal es tnica.

En efecto. Sea v € V. Existen entonces n escalares «; con i € I, tales que

V= QU1 + QoUg + - + QpUy.
Supongamos, ademas, que [3; con ¢ € I, son escalares tales que

v = Bivg + Povg + - + Bpup.
Por lo tanto:
Q1v1 + Qaua + -+ @y, = B + Bavg + -+ By,
de donde obtenemos que:

(1 Br)vr + (a2 — Bo)vg + -+ - + (i — Br)vn = 0,

Pero, como B es un conjunto linealmente independiente, entonces esta tltima igualdad
implica que:
(1 = B1) = (2= Bo) =+ = (o — B,) = 0;
es decir, tenemos que
ap =1, ag = o, ..., ay = P

En otras palabras, v se expresa de manera tnica como combinaciéon lineal de los ele-
mentos de la base.

A los escalares a; con i € I,, se les conoce con el nombre de coordenadas del vector
v respecto de la base B.

Las coordenadas de un vector de una base son utilizadas para representar e identi-
ficar a un vector respecto de una base. Muchas veces, en lugar de hablar de v respecto
de la base, hablariamos de la n-upla (aq, s, ..., ay).
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Teorema 4.9 Sean (V,K, +, ) un espacio vectorial y S = {v1,v2,...,v,} C V. Si S genera el
espacio V/, entonces cualquier conjunto de V' linealmente independiente tiene m elementos a lo
mas.

Demostracion. Es suficiente probar que cualquier conjunto que tenga mas de m ele-
mentos es linealmente dependiente.

En efecto, una vez probado esto, supongamos que W fuera linealmente indepen-
diente. Si tuviera més de m elementos, seria linealmente dependiente; es decir, no seria
linealmente independiente, lo que entraria en contradiccién con la hipotesis de que si
lo es.

Sea, entonces, un conjunto W = {wy,ws,...,w,} C V tal que n > m. Vamos a
demostrar que este conjunto es linealmente dependiente.
Para ello, sean A;, con j € {1,2,...,n}, escalares tales que:
)\1w1 + )\ng + 4 )\nwn = Ov~ (416)

Vamos a demostrar esta ecuacion tiene un ntmero infinito de soluciones.

Como S genera el espacio V', cualquier elemento de V' es una combinacion lineal
de elementos de S. En particular, cada elemento de W es una combinacion lineal de
elementos de S. Por lo tanto, cada elemento de W se puede expresar de la siguiente
manera;

W, = 11V + Q91U + -+ - + Q1 U,

Wy = (X19V1 + QU + + + + + Q2 Um,

Si ahora sustituimos los w; por sus combinaciones lineales de elementos de S, la
igualdad (4.16) implica la siguiente:

)\1(0(11’01 + Oéml’Um) -+ )\2 (0612'01 +- - +Oém2Um) +---+ )\n(@lnvl +-- "‘Oémn’Um) = Ov-
Si ahora agrupamos respecto de cada v;, obtenemos la siguiente igualdad:
(0611)\1 +- 1+ Oéln)\n)’Ul —+ (0621)\1 +- 1+ Oézn)\n)’UQ +-- (Oéml)\l + 4 Oémn)\n)’Um = Ov.

Esta ecuaciéon tiene, al menos, la solucion trivial; es decir, todos los escalares de
cada v; iguales a 0 son una solucién de esta ecuaciéon. Por lo tanto, se obtiene:

0411)\1 + 0412)\2 + -+ Oéln)\n =0
0421)\1 + 0422)\2 + -+ Oézn)\n =0

QA1+ QoA + -+ -+ QA = 0,

un sistema homogéneo de m ecuaciones y n incognitas (cada A;).

Puesto que n > m (més incognitas que ecuaciones), podemos concluir que hay un
namero infinito de soluciones {);}. Esto significa que el conjunto W es linealmente
dependiente. O
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Ejemplo 4.49

El conjunto

2= {2 € 9 6 )

es una base del subespacio vectorial

W:{(“ b)eszzz
c d

Demuestre que el conjunto

s={( 8 (& @ S G )

es linealmente dependiente.

Solucion. Como B es una base de (Mayxs, R, +, ), entonces es un conjunto linealmente inde-
pendiente que tiene 3 elementos. Entonces, por el teorema , cualquier conjunto de Miyxo
con cuatro o mas elementos debe ser linealmente dependiente. Ese es el caso de S, que tiene
cuatro elementos. ¢

La principal consecuencia del tltimo teorema es que todas las bases tienen el mismo
nuamero de elementos. En efecto, supongamos que B y B’ son dos bases de un espacio
vectorial V', y m y n son el nimero de elementos de B y B’ respectivamente.

Ahora bien, B genera el espacio V y tiene m elementos. Entonces, como B’ es
linealmente independiente, por el teorema 4.9, se debe cumplir que n < m. Si ahora
intercambiamos B y B’ en el razonamiento anterior, tenemos que m < n. Es decir,
m =n.

Hemos demostrado asi el siguiente teorema.

Teorema 4.10 Todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo nimero de elementos.

4.9 Dimension de un espacio vectorial

Definicién 4.9 (Dimensioén) Sea (V, K, +,-) un espacio vectorial. EI nimero de elementos de
cualquier base de B se denomina dimensidn del espacio vectorial V. En el caso de que V sea
el espacio nulo, se asigna 0 a la dimension de V. Se acostumbra a representar la dimensién de
V con dim(V).

Ejemplo 4.50 Dado que el conjunto

{0 60 ()
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es una base del subespacio vectorial

podemos concluir que dim(W) = 3. ¢

Cuando el numero de elementos de una base es finito, se dice que el espacio vectorial
es de dimension finita.

A continuacion, exhibiremos las bases de los principales espacios vectoriales que
estamos estudiando en este libro. Estas bases son denominadas candnicas en el sentido
de que se ajustan a un canon o modelo ideal’

Ejemplo 4.51

1. En el espacio vectorial (R, K, +, ), el conjunto C' = {1} es linealmente independiente, pues
la igualdad « -1 = 0 implica necesariamente que o = 0, ya que 1 # 0. Adicionalmente, la
capsula de C es R, pues

(Cy={a-1eR:aeR}={aeR:acR}=R.
Por lo tanto, C' es una base para (R, K, +,-), y es la canonica. Ademés, dim(R) = 1.
2. En el espacio (R?, K, +, ), el conjunto
¢ ={(1,0), (0,1)}

es la base canénica y dim(R?) = 2.

En efecto:
(a) C es linealmente independiente, porque la igualdad
a(1,0) + 8(0,1) = (0,0)

implica que:
(a, 8) = (0,0),
de donde: o = 3 = 0.
(b) C genera R?, pues:

(C) ={a(1,0)+ 5(0,1) :a €R, BER} ={(c, ) : ¢ €ER, B € R} =R~
3. En el espacio (R3,K, +, ), la base canénica es:
C = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.
Por lo tanto, dim(R?) = 3.
4. En el espacio (R",K,+, ), la base canonica es:
¢ ={(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)}.

Entonces, dim(R") = n.

!Diccionario panhispanico de dudas de la Real Academia Espaiiola, Edicién 2005.
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5. En el espacio (C,K, +,-), la base canonica es:
C ={1,:}.
Por lo tanto, dim(C) = 2.
6. En el espacio (C2,K, +, ), la base canénica es:
¢ ={(1,0), (z,0), (0,1), (0,2)}.
Por lo tanto, dim(C?) = 4.
7. En el espacio (Z,[z],R, +, ), la base canonica es:
C={l,z,2%. .. 2"}
Entonces, dim(2,[z]) =n + 1.

8. En el espacio (Maxo, R, +,-), la base candnica es:
- 10 0 1 0 0 00
N 0 0/7\0 0/ \1 0/’\0 1/["

Del teorema 4.9, se deducen dos corolarios adicionales.

Corolario 4.11 Si la dimensién de (V,K,+,-) es n, entonces cualquier subconjunto de V' con
mas de n elementos es linealmente dependiente. En otras palabras, la base de un espacio
vectorial es el conjunto linealmente independiente maximo en dicho espacio.

Demostracion. En este caso, en el teorema 4.9, el conjunto que genera V' es una base,
la misma que tiene n elementos. O

Corolario 4.12 Si la dimension de (V,K,+,-) es n, entonces ningln subconjunto de V' con
menos elementos de n puede generar V. En otras palabras, la base de un espacio vectorial es
el conjunto minimo que puede generar el espacio.

Demostracion. Supongamos lo contrario: existe un subconjunto W de V con m ele-
mentos y m < n tal que W genera V. Sea B una base de V. Entonces, B tiene n
elementos. Por lo tanto, por el teorema 4.9, B debe ser linealmente dependiente, lo que
es imposible. O

En resumen, la base de un espacio vectorial es el conjunto con el mayor niimero de
elementos que pueden ser linealmente independientes, y el menor ntimero de elementos
suficientes para generar el espacio.

En el siguiente teorema, se expresa de otra manera el caracter maximal de una base
como conjunto linealmente independiente.
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Teorema 4.13 Sean (V,K,+,-) un espacio vectorial, B = {vy,v2,...,v,} C Vyu € V.
Si B es linealmente independiente y v ¢ (B), entonces el conjunto B U {u} es linealmente
independiente.

En otras palabras, si un conjunto linealmente independiente no genera el espacio
(es decir, no es una base), entonces si se anade a dicho conjunto un elemento que no
ha sido generado por él, el conjunto resultante sigue siendo linealmente independiente.

Demostracion. Sean o; € R con i € I,,11 = {1,2,...,m+ 1} tales que
a1v] + Qg + + -+ + QU + Qi = 0. (4.17)

Vamos a demostrar que a; = 0 para todo @ € I,,,11.
Si iy # 0, de la igualdad (4.17), obtenemos que:
aq (6%} A,

u = — ’Ul —_ fU2 e —
Omt1 Omt1 Am1

Uma

lo que implica que u € (B). Pero esto no es posible, por lo que concluimos que « = 0.
Entonces, la igualdad (4.17) se transforma en la siguiente:

V1 + QU2 + -+ - + QU = Ov;

y de aqui se desprende que «; = 0 para todo ¢ € I,,,, ya que el conjunto B es linealmente
independiente.

En resumen, a; = 0 para todo i € I,,,11, lo que significa que BU {u} es linealmente
independiente. O

Teorema 4.14 Sea (W, K, +, -) un espacio vectorial de dimensién n, entonces todo subconjunto
linealmente independiente de W es finito y es parte de una base de V.

Demostracion. Puesto que dim(W) = n, cualquier base de W tiene n elementos. Ade-
mas, como todo conjunto linealmente independiente de WW debe tener n elementos a lo
més, ese conjunto es finito.

Por otro lado, sea S C W linealmente independiente. Si S generara W, entonces
S seria una base de W (por lo tanto, parte de una base). Supongamos, entonces, que
S # (W). Existe, entonces, w; € W tal que w; # (W). Entonces, por el teorema
anterior, el conjunto S; = S U {w,} es linealmente independiente.

Si 57 generara W, entonces S, que es subconjunto de S, seria parte de una base
de W. Pero, si Sy # (W), entonces volveria a realizar el proceso anterior hasta obtener
un conjunto B de n elementos y linealmente independiente, lo que no llevaria mas alla
de n — m pasos, donde m es el nimero de elementos de S.

Pero este conjunto seria una base para W, porque si no generaria W, entonces,
ejecutando un paso méas el proceso anterior, obtendriamos un conjunto linealmente
independiente con n + 1 elementos, lo que es imposible, pues dim(WW) = n. U
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Consecuencia inmediata del proceso utilizado en la demostracion de este teorema
es que si dim(W == n, todo conjunto linealmente independiente de n elementos es
una base de W. Resumamos este resultado en el siguiente corolario.

Corolario 4.15 Sea (V,K, +, -) un espacio vectorial tal que dim(V) = n. Entonces, un conjunto
B linealmente independiente es una base de V' siy solo si tiene n elementos.

La utilidad de este resultado es evidente: si dim(V') = n es conocido, para deter-
minar que un conjunto con n elementos es base, inicamente hay que constatar que es
linealmente independiente, ya no es necesario mostrar que también genera V.

También es verdad que si el conjunto tiene n elementos y genera el espacio, es una
base. Para probar esta afirmacion, requerimos algunos probar atin algunos resultados
adicionales. Antes de hacerlo, veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.52

Determinar si el conjunto
B ={(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}

es una base del espacio vectorial (R3, KK, +,).

Solucion. Puesto que B tiene tres elementos y la dimensién de R? es 3, para determinar si B
es una base, es suficiente determinar si es un conjunto linealmente independiente.
Para ello, sean «a, 3 y v escalares tales que:

a(0,1,1) 4+ (1,0,1) + v(1,1,0) = (0,0,0). (4.18)

Entonces:
B+, aty, a+p)=(0,0,0).

Por lo tanto, si la igualdad (1.18) fuera verdadera, entonces «, 8 y «y satisfarian el siguiente
sistema de ecuaciones:

B+y=10
« +v=0
atB =0,
cuya matriz de coeficientes:
0 11
1 01
110
tiene determinante es diferente de 0, pues:
011
1 0 1:_‘(1) (1)‘ 'i (1)':—(—1)—1—1:2.
110

Por lo tanto, la solucién del sistema (4.18) es la trivial: « = =~ = 0.
En otras palabras, el conjunto B es linealmente independiente y, por lo tanto, es una base
de R3. ¢
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Ejemplo 4.53

El conjunto de R3
B ={(1,0,1), (1,-1,0)}

es linealmente independiente. Obtener una base B’ para R® de manera que B’ con-
tenga a B.

Solucion. El procedimiento a utilizar es el dado en la demostracion del teorema 4.14. Consiste

en afadir un elemento u € R3 tal que u ¢ (B). Sabemos que este elemento existe, porque B

no puede ser una base de R?, ya que B tiene dos elementos, mientras que dim(R3) = 3.
Empecemos, entonces, obteniendo la capsula de B:

(B) = {(a,b,¢) €R?: (a,b,¢) = a(1,0,1) + B(1,—1,0)}
= {(a,b,c) €R3: (a,b,¢) = (a + B, —B,a)}
= {(a,b,c) eR3>:a+pB=a, —B=0b, a=c)}.

Ahora determinemos las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que el sistema

a+pB=a
—B=0b (4.19)
a =c

tenga soluciéon. Para ello, trabajemos con su matriz ampliada:

1 1 |a 1 1 a 1 1 a
0O —-1(db]~10 -1 b ~10 -1 b
1 0 |e¢ 0 —-1|—-a+c 0 -1|—-a—-b+c

Por lo tanto, el sistema 4.19 tiene solucion si y solo si
—a+b+c=0.

Entonces:
(B) = {(a,b,c) e R®: ¢ =a +b}.

Ahora busquemos un elemento de R3 que no esté en (B). Por ejemplo, el vector (0,0,1)
(la tercera coordenada no es la suma de las dos primeras) no esta en (B). Por lo tanto, el
conjunto B’ = BU{(0,0,1)} es linealmente independiente (teorema 4.13). Como tiene tres
elementos, B’ es una base de R? y contiene a B. ¢

El siguiente es otro corolario del teorema (4.9).

Teorema 4.16 Sea (V,K,+,-) un espacio vectorial de dimension n. Si W es un subespacio
vectorial propio de V (es decir, W C V' y W # V), entonces W tiene dimension finita y
dim(W) < dim(V).

Demostracion. Sea B una base de W. Entonces B C V. Como B es linealmente in-
dependiente y V' tiene dimensién finita, B tiene n elementos a lo mas (teorema 4.11).
Por lo tanto:

dim(W) < dim(V) = n.
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Esto significa que la dimension de W es finita.

Ahora probemos que n no puede ser la dimensién de W, con lo que quedara demos-
trado que dim(W) < dim(V).

Ya que W es un subconjunto propio de V', entonces (B) = W # V. Sea, entonces,
u € V tal que u ¢ (B). Como B es linealmente independiente, por el teorema .13 pode-
mos concluir que BU {u} es linealmente independiente. Entonces, por el teorema 4.1,
B U {u} es parte de una base de V. Esto significa que:

dim(W) < dim(W) 4+ 1 < dim(V).

Teorema 4.17 Sean (V, K, +,-) un espacio vectorial y S un subconjunto finito de V. Si S es
linealmente dependiente y v € S es combinacion lineal de los demas elementos de S, entonces:

(5) = (5 —{v}).

Demostracion. Supongamos que S = {vy,v9,...,0,} v que v = v; con j € I, =

{1,2,...,n}. Vamos a probar que (S) C (S — {v}) y que (S —{v}) C (5).
1. Sea u € (S). Entonces existen n escalares a; con ¢ € I, tales que
U= QU1 + gV + - -+ v + - -+ QU

Por otro lado, por hipdtesis, sabemos que existen n — 1 escalares 5; con i € I, —{j}
tales que:

vj = b1+ + Bjo1vj-1 + Bjravisr + -+ Bavn.

Si sustituimos este valor de v; en la primera igualdad, obtenemos que:
U=V + Y1V + VUi T Ynn,

donde v; = o; + o;5; para cada i € I, — {j}.
Pero esta igualdad nos dice que u es combinacion lineal de los elementos de S —{v,}.
Es decir, u € (S — {v;}).

En otras palabras, hemos probado que todo elemento de (S) es elemento de (S) —

{v;}.

2. Sea u € (S) — {v;}. Mostremos que u € (S). Pero esto es verdadero, porque, al ser
u combinacion lineal de elementos de S — {v;}, también es combinacion lineal de S,
ya que S C S —{v;}.
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Ejemplo 4.54

Sea

Obtener:
1. la capsula de S, (S); y

2. una base y la dimension de (S).

Solucion.

1. Observemos que el conjunto S es linealmente dependiente, ya que
1 0 0 -2 2 2
2 (0 —1) +(=1 (—1 —1> - (1 —3)'
Por el teorema anterior, al eliminar el vector
2 2
1 -3
de S, la capsula de S menos ese vector sigue siendo igual a la capsula de S:
1 0 0 -2
s=({6 %) (5 D))
a b a b 1 0 0 -2
L R ) R AR YR )

Ahora veamos qué condiciones deben satisfacer a, b, ¢ y d para que el sistema

a =a

—26="b

. (4.20)
—a+ B=d

tenga solucién. De las matrices equivalentes de la matriz ampliada:

1 0 |a 1 0 a 1 0 a 1 0 a

0 —21|b 0 —2| b 0 1 |a+d 0 1 a+d
0 —1le] 7o =1 ¢ |7 lo =1 ¢ |7 |0 0| at+c+d
1 1 |d 0 1 |a+d 0 —2| b 0 0|2a+0b+2d

concluimos que el sistema (41.20) tiene solucion si
at+c+d=0 y 2a+b+2d=0.

Por lo tanto:

<S>:{<Z Z) €EMsys:a+c+d=0, 2a+b+2d:0}.
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2.

El conjunto

th 5 (4 S

es el ideal para ser la base de (S). Para confirmarlo, lo tnico que resta por hacer es probar
que es linealmente independiente. Para ello, sean a y 3 escalares tales que:

1 0 4B 0 -2y (0 0
“\o -1 -1 -1) = \o 0o)"
De esta igualdad, se obtiene que
« =26\ _ (0 0
-8 —a+p) \0 0)’

de donde tenemos que o = 0y 8 = 0. Por lo tanto, este conjunto es linealmente indepen-
diente y, por lo tanto, una base de (S). Finalmente, podemos afirmar que dim((S)) = 2.

¢

Teorema 4.18 Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial de dimensién ny B C V' con n elementos.
Entonces, B es una base de V' siy solo si B genera V'; es decir, si y solo si (B) = V.

Demostracion. Sea B un subconjunto de V' con n elementos. Si B es una base, entonces
B genera el espacio V.

Reciprocamente, supongamos que B genera el espacio V' y que no es una base de V.

Entonces, B es linealmente dependiente. Existe, entonces, u € B que es combinacion
lineal de los otros elementos de B. Por lo tanto, por el teorema 4.17, el conjunto

B

— {u}, que tiene n — 1 elementos, también genera V. Pero esto es imposible, ya que

la dimensién de V' es n por lo que ningtin conjunto con menos de n elementos puede
generar el espacio (corolario 4.12). De modo que, B es linealmente independiente. Es
decir, es una base de V. O

Ejemplo 4.55

El conjunto
W = {(a,b,c,d) € R*: b —c =0}

es un subespacio vectorial de R* y su dimension es igual a 3. Encontrar una base
para W.

Solucion. El conjunto W puede ser caracterizado de la siguiente manera:

W = {(a,c,c,d) €R*:a, ¢, d € R}.

Por lo tanto:

W = {(a,0,0,0) 4 (0,¢,¢,0) + (0,0,0,d) € R* : a, ¢, d € R}
= {a(1,0,0,0) + ¢(0,1,1,0) +d(0,0,0,1) e R* : a, ¢, d € R}.

Si definimos el conjunto B por:

B ={(1,0,0,0), (0,1,1,0), (0,0,0,1)},

entonces W = (B) y, como dim(W) = 3 y B tiene tres elementos, entonces B es una base de

w.

¢
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Ejemplo 4.56

Sea S = {f, sen, cos} donde f(z) = x para todo x € R. Probar que S es linealmente
independiente.

Solucion. Sean «, By -y tres escalares tales que
af + Bsen+ycos = 0,. (4.21)

Vamos a probar que a = 8 =~ = 0.
La igualdad (4.21) implica que

af(x)+ Bsenx + ycosz = 0,(z)
para todo x € R. Es decir, la igualdad
ar + senx +ycosx =0 (4.22)

para todo x € R.
Por lo tanto, si sustituimos 0 por x en (1.22), tenemos que

a(0) + 5(0) +~(1) =0,

de donde obtenemos que v = 0.
Ahora, si sustituimos m por z, resulta que

a(m) + B(0) =0,

de donde se comprueba que a = 0.

Finalmente, si hacemos x = Z

5, entonces

de donde 5 = 0.
En resumen, si se verifica la igualdad (4.21), necesariamente o« = 3 = v = 0. Entonces, S
es linealmente independiente. ¢

Existe un procedimiento para verificar que un conjunto de funciones diferenciables
son linealmente independientes: el wronskiano.

Definicion 4.10 (Wronskiano) Sean f1, fa, ..., f, funciones reales n — 1 veces diferenciables.
El wronskiano de estas funciones es la funcion con dominio la interseccion de los dominios de
todas las f; definida por

fi(z) fa(x) - fal2)
A @ f)
Wa=| f@)  H@ e S
W@ B )

n n—1

para todo z € ﬂ ﬂ Dm(fl-(j)).

i=1j=1
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Teorema 4.19 Sea S = {f1, f2, ..., fn} Subconjunto del espacio vectorial (.#,R, +,-). Si cada

elemento de S es una n — 1 veces diferenciables, entonces S es linealmente independiente si 'y
n n—1

solo existe al menos = € ﬂ ﬂ Dm(fl-(j)) tal que W (z) # 0.
i=1 j=1

Ejemplo 4.57 Sea S = {f, sen,cos} donde f(z) = z para todo z € R. Con ayuda del
wronskiano también podemos probar que S es linealmente independiente, pues, para todo
x € R se tiene que:

(r) senx  cosx
() cosx —senzx
"(x) —senx —cosx

B

W(z) =

sen T COS T
COS T —Ssenx
—senxr —Cosx

0 0

COS T —Ssenr| =

coOsT —senw
—senx —coszx|’

O~ 8 O 8

—senxr —CosSx

Por lo tanto:

2

W(x) = z(— cos® z — sen? 2) = —z(sen’ x + cos?

)= —uz.

Luego, para x # 0, tenemos que W (z) # 0. ¢

4.10 Suma de subespacios vectoriales

Definicién 4.11 (Suma de subespacios) Sean (V, K, +, ) un espacio vectorial y W7 y W5 dos
subespacios vectoriales de V. Se define Wy + W5 por:

Wl—l—WQ:{’UEV:’U:w1+w2, w1€W1,’w2€W2}.

Es decir, W7 + W, es el conjunto de todos los elementos del espacio vectorial V' que
se pueden expresar como la suma de un elemento del subespacio vectorial I/, con otro
elemento del subespacio vectorial W5.

Teorema 4.20 Sean (V,K, +,-) y W7 y W, dos subespacios vectoriales de V. Entonces, W, +
WS> es un subespacio vectorial de V.

Demostracion. 1. Es inmediato que W7 +W5 es diferente del vacio ya que 0, € W1+ Ws,
pues 0, = 0, + 0, y 0, es tanto elemento de W; como de W; (por ser subespacios
vectoriales de V).
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2. Sean o € K, u € Wi + Wy y v € Wi + Ws. Probemos que au + v también es un
elemento de W; + W.

Existen uy € Wi, ug € Wy, vy € Wy vy vy € Wy tales que
U=U+U V¥ U=+ Vs
Entonces:

au+v = a(uy +uz) + (v1 + v2)
= (au1 + 1)1) + (OZU/Q + Ug) S W2 + WQ,

ya que auy + vy € Wiy aus + vy € Wy (W y Wy son subespacios vectoriales).
O

Teorema 4.21 Sean (V, K, +,-) un espacio vectorial y W; y W5 subespacios vectoriales de V'
de dimensién finita. Si B; y By son bases de Wy y Ws, respectivamente, entonces Wy + Wy =
(Bl N B2>

Demostracion. Vamos a probar que Wi+ W, C (By N By) y que (B N By) C Wi+ Wha.

1. Sea w € Wy + Wy, Mostremos que w € (By N By); es decir, probemos que w es una
combinacion lineal de elementos de la unién de las dos bases.

Supongamos que By = {uj,ug,...,un} y By = {v1,09,...,0,}. Sean u € W y
v € W, tales que w = u+v. Existen, entonces escalares «; coni € I, = {1,2,...,m}
y Bjcon j eI, ={1,2,...,n} tales que

U= Uy + Qo + -+ Qpully, vV U = v + Bovg + -+ - + Buup. (4.23)
Por lo tanto:
W = Uy + Qg + - QU + B101 + Bovy + - - -+ By, (4.24)
donde los w; y v; pertenecen a Wy N Ws. Esto significa que v+ v € (By N By).

2. Sea w € (BN By). Entonces existen escalares «; y f; que satisfacen la igual-
dad (4.24). Es inmediato entonces que w = u + v con u y v dados en la igual-
dad (41.23). Por lo tanto, w € Wy + Ws.

O

Teorema 4.22 (de la dimension) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial y W y W, dos subespa-
cios vectoriales de V' de dimension finita. Entonces, se verifica la siguiente igualdad:

dim(W1 + Wg) = dim(Wl) + dim(Wg) — dim(W1 N Wg).
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Demostracion. Siuno de los dos subespacios vectoriales es el espacio nulo, la demostra-
cion es inmediata. En efecto, si fuera el caso que Wi = {0,}, entonces Wy + Wy = Wy
y WinWy ={0,}, y dim(W;) = dim(W; N W3) = 0. Por lo tanto:

Supongamos ahora que tanto W; como W, son ambos diferentes del espacio nulo.
Realizaremos la demostracion en dos casos.

1. Supongamos que W7 N W, = {0,}. Debemos probar, entonces, que la dimension de
Wi + W5 es la suma de las dimensiones de Wy y Wy respectivamente.

Para ello, vamos a probar que una base para W; 4+ W5 se obtiene mediante la uniéon
entre una base de Wj y otra de Ws. Como Wi N Wy = {0,}, entonces, si By y Bs
son bases de Wy y W respectivamente, se tiene que By N By = () (ya que el vector
nulo no puede ser nunca un elemento de una base). Por lo tanto, la union de las dos
bases contiene m + n elementos donde m es el nimero de elementos de By y n el
numero de elementos de By. Con ello se prueba que
dim(Wy + Wy) =m +n =

= dim(W;) + dim(W5)

= dlm(Wl) + dlm(Wg) — lel(W1 N Wg),
ya que Wy N Wy = {0,}.

Probemos, entonces, que si By = {uj,ug,...,u,} es una base de W y By =
{v1,v2,...,v,} es una base de W5, entonces By U By es una base para Wy + Wh.

Por el teorema 1.21, sabemos que By U By genera Wy + Ws. Por lo tanto, solo resta
probar que la unién de las bases es linealmente independiente.

Sean «; con i € I, = {1,2,...,m} y B con j € I, = {1,2,...,n} escalares tales

que
Z o;U; + Z ﬁjvj = OU.
i=1 j=1

Entonces:

Por un lado, tenemos que
m n
Zaiui eWwr v - Zﬂj?}j € Wy,
i=1 j=1

y por otro, tenemos que W1 N Wy = {0,}. Entonces:

Por lo tanto, ya que B; y B, son ambos linealmente independientes, tenemos que
a; =0y B; = 0 para todo ¢ € I, y todo j € I,. Esto demuestra que By U B; es
linealmente independiente.
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2. Supongamos que W1 NW, # {0,}. Como Wi NWj; es subconjunto tanto de W como
de W5, que son de dimension finita, por el teorema 4.10, la interseccién también es
un espacio de dimension finita y, ademés, se verifica que:

Sea B ={w;:1€I,={1,2,...,p}} una base de W, N W5. Por el teorema 4.11, B
es parte de una base de By, una de Wy, y parte de By, una base de W5.

Sean By = {w;,uj :i € I, j € I, ={1,2,...,m}} y By = {wy,v; i € I, k €
I, ={1,2,...,m}}. Entonces

dim(Wy)=p+m y dim(Wy) =p+n. (4.25)

Observemos que ningun u; puede ser igual a algin vy, pues si fuera asi, digamos
que u; = vy, por ejemplo, entonces u; y vy estarian en la interseccion de Wy NWs y
serfan uno de los w;, pues, de lo contrario, ya no seria p la dimensiéon de Wi N Ws.

Por esto, basta que probemos que
Bl UB2 = {wi,uj,'uk RS [p, j € [m7 ke [n}

es una base de W; + W, para demostrar el teorema, pues, la uniéon de las bases
contendria exactamente
pt+m—+n

elementos, de donde tendriamos, con ayuda de la igualdad (41.25), que

dim(Wy; +Wy) =p+m+n
=(@+m)+{p+n)—p

Demostremos, entonces, que B; U By es una base, para lo cual, es suficiente con
probar que es linealmente independiente, ya que, por el teorema 4.21, genera el
espacio Wy + Ws.

Sean, entonces, o; con ¢ € I,,, B; con j € I, y v, € k € I, escalares tales que:

p m n
Z YWy, + Z o + Z Bjv; = 0,. (4.26)
k=1 i=1 j=1
Entonces: » . .
Z YW + Z o U; = — Z ijj' (427)
k=1 i=1 j=1
Pero )
Z%wk + Z au, €Wy y  — Z Biv; € Wa,
k=1 i=1 j=1

junto con la igualdad (4.27), implica que:

—Zﬁj’l]j € W1 ﬂWQ.

J=1
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Entonces, como B es una base de W; N Wy, existen p escalares d, con k € I, tales

que
n p

- E ijj = § dpWr,
j=1 k=1

de donde obtenemos que:

p n
Z 5kwk + Z ijj = OU.
k=1 j=1

Pero esta igualdad implica que d;, = 0y 3; = 0 para todo k € I, y todo j € I,,, ya
que B, es un conjunto linealmente independiente.

Entonces, la igualdad (4.27) se expresa de la siguiente manera:

P m
E YWy, + E a;ju; = 0y,
=1 =1

de donde se obtiene que v, = 0 y a = 0 para todo k € I, y todo ¢ € I,,,, ya que B,
es un conjunto linealmente independiente.

En resumen, hemos probado que la igualdad (4.26) implica que todos los escalares
a;, Bj y v, son iguales a 0. Es decir, hemos probado que B; U By es linealmente
independiente, y con ello, que es una base de W, + W.

O

4.11 Suma directa de subespacios vectoriales

Definicién 4.12 (Suma directa) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial y W7 y W5 dos subespa-
cios vectoriales de V. La suma directa de W7 y W5, representada por Wy & W, se define de la
siguiente manera:

Wi Wy = {w eVv: (El'u € Wl)(Ellv € Wg)(w = u+v)}.

Teorema 4.23 Sean (V, K, +, ) un espacio vectorial y U, W; y W, subespacios de dimension
finita de V. Entonces:

U=W,® W, siysolosiU =W, +Wyoy Wi NWy ={0,}.

Demostracion. 1. Si U = Wy @ Wy, es inmediato, de la definicion de suma directa que
U = Wy + Wy, Asi que probemos que la interseccion de Wy y W es el espacio nulo.

Supongamos lo contrario. Esto significa que existe v # 0, tal que v € Wi N Ws.
Entonces, por un lado, tenemos que

20=v+wv
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esta en W, @ Ws. Por otro, tenemos que
2v=2v+0,.

Como la cada elemento de la suma directa se expresa de manera tinica como la suma,
de dos elementos, uno de W; y otro de W5, necesariamente tiene que suceder que
v =2vy que v = 0,, ambas afirmaciones imposibles. Por lo tanto, W3 N W, = {0,}.

2. Supongamos ahora que U = W + Wy y que W, N Wy = {0,}. Para probar que U
es la suma directa de Wy y W5, vamos a probar que cada elemento de Wy + W5 se
expresa de manera Unica como la suma un elemento de W con otro de Wj.

Sean u = v+ w € U tal que v € Wy y w € Wy, Supongamos que existen v’ € Wy y
w' € Wy tales que u = v' + w'. Esto significa que

v+w =10 +u,

de donde obtenemos que
v—v =w —w. (4.28)

Pero v — v € Wy y w' — w € Wj. Por lo tanto, la igualdad (4.28) implica que
v—v eWiNWy, v w—weW, NW,.
De donde, como W7 N Wy = {0,}, tenemos que
v—v =0, v w —w=0,.

Por lo tanto v = v' y w = w’, lo que implica que u € Wy & Ws.
O

De este teorema y del teorema de la dimension, ya que dim({0,}) = 0, se deduce el
siguiente corolario.

Corolario 4.24 Sean (V,K,+,-) un espacio vectorial y W, y W, subespacios vectoriales de V'
de dimension finita. Entonces:

dim(W1 D Wg) = dim(Wl) + dim(Wg).

Teorema 4.25 Sean (V,K, +,-) un espacio vectorial de dimension finita n y U un subespacio
vectorial de V. Entonces, existe un subespacio vectorial W de V talque V =U & V.

Demostracion. Si U es el espacio nulo, entonces W = V. Si U es todo V, es claro que
W debe ser el espacio nulo.
Supongamos, entonces, que U ni es el espacio nulo ni es V. Como la dimensiéon de
U es finita, ya que V es de dimension finita, sea m = dim(U). Por lo tanto m < n.
Sea By = {uy,us,. .., u, una base de U. Por el teorema 4.14, existe B una base de
V' que contiene a B;. Por ello, B es de la forma:

B = {u17u2a"'7um7um+17"'7un}'

El candidato perfecto para W es, entonces, (B — By).
En efecto, probemos que:
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. V=U+W;y
2. UNW ={0,}.

1. Es inmediato que U + W C V. Reciprocamente, si v € V', entonces existen escalares
a; coni € I, ={1,2,... n} tales que:

n
vV = Z ;U
i=1
m n
== Z ;U + Z ;U
i=1

i=m-+1
=u-+wv,

donde . .
u = Z Uy U= Z ;.
i=1 i=m+1
Entonces u € U y v € W. Por lo tanto, v € U + W3 es decir, V C U + W.
En resumen, hemos probado que V =U + W.

2. Sea v € UNW. Vamos a probar que v = 0,, con lo cual quedaria demostrado que
Unw ={0,}.

Como u € U y u € V, existen escalares «; tales que

m n
v = E a;U; = E ;U
=1 i=m-+1
Por lo tanto:
m n
0, =v—v= g ;i g ;U
=1 i=m+1
de donde se tiene que
m n
g o + g (—a)u; =0,
i=1 i=m—+1

Como B es linealmente independiente, tenemos que todos los a; = 0. Por lo tanto,
v =0,.

O

Ejemplo 4.58

Sea U ={a+br+cx’?+de® € Pslx] :a—2b—c=0, b—c—d = 0} un
subespacio vectorial de (Z3[z],R,+,-). Encontrar un subespacio vectorial W tal
que Pz =UadW.

Solucion. Vamos a utilizar la demostracion del teorema 4.25, ya que en ella se describe el
siguiente procedimiento para encontrar W:
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1. Encontrar una base para U.
2. Si U es el espacio nulo, entonces W = P3[z].
3. SiU es el V, entonces W es el espacio nulo.

4. Si U no es ni el espacio nulo ni V, entonces W = (B — B;), donde B es una base de V/
obtenida a partir de Bj, una base de U.

En este caso, es facil ver que U ni es el espacio nulo ni &3[z]. Entonces, lo que tenemos
que hacer es: encontrar una base para U y luego completar esa base a una para &3|x].

1. Una base para U.

U={a+br+cx®+drc P3[x]:a=2b+c, d=b—c}
= {(2b4¢) + bz +ca® + (b—c)a® € P3[x] : bE R, c € R}
= {(2b + bz + bz®) + (c + ca® — ca®) € P3[x] : bR, c € R}
= (b2 4z +23) +c(l+ 22 —23) € P3[z] :beR,c €R}.

Sea By = {2 +x + 23, 1+ 22 — 23}. Entonces U = (B;). Para que Bj sea una base de U,
es suficiente que sea linealmente independiente. Veamos si es asi efectivamente.

Sean « y B dos escalares tales que
a2+ 2+ 23) + (1 + 22 — 23) = 0 + 02 + 022 + 023,

Por lo tanto:
(2a + B)ax + B + (a — )2 = 0+ 0z + 0z% + 02°,

de donde es inmediato que e = 0y 8 = 0 son los tnicos valores que satisface esta igualdad.
Por lo tanto, B; es linealmente independiente.
En resumen, hemos encontrado una base para U, el conjunto Bj.

2. Una base para V' que contenga a Bi. El procedimiento a seguir es el utilizado en la demos-
tracion del teorema 4.14, y consiste en lo siguiente:

(a) Si By genera V (es decir, U = V'), entonces B; es una base de V.

(b) SiU es diferente de V', entonces se determina si By = By U{v;}, donde v; € V —(By),
genera V. En caso afirmativo, Bs es la base buscada. En el caso contrario, se repite
este paso hasta encontrar B.

Como dim(Z5[z]) = 4, entonces U, cuya dimension es 2, no es igual a #3[x]. Por lo tanto,
debemos aplicar el segundo paso del procedimiento descrito. j Cuéntas veces? Exactamente
dos.

En primer lugar, busquemos un polinomio de &3[x] que no esté en U. Por ejemplo, z, ya
que a # 2b—c,pues a=0,b=1y ¢ =0. Sea By = B; U{z}. Como tiene tres elementos,
entonces no genera #s(zx], cuya dimension es 4.

Volvemos al segundo paso del procedimiento: buscar un vector que esté en Zs[x] pero no
en (Bs). Para esto, determinemos (Bs):

(Bo) = {p(z) = a+ bz + cx® + da® € P3[z] : p(x) = a2+ x + 23) + (1 + 22 — 23) + 7z}
= {p(z) = a+ bz + ca® + dz* € P3[a] : p(x) = 20 + B)(a + )z + fz° + (o — f)a”}
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Entonces, «, B y v satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

2c0 + =a
o +y= b

5 = (4.29)
a—pf =d.

Ahora determinemos las condiciones que deben cumplir a, b, ¢ y d para que este sistema
tenga solucién. Para ello, trabajemos con la matriz ampliada del sistema:

2 1 0la 1 -1 0ld

1 0 11]b 1 0 1|0

01 0lc| o 1 0ofec

1 -1 0d 2 1 0|a
1 -1 0| d 1 -1 0 d
0 1 1|b-d 0 1 1 b—d

“lo 1 o] ¢ “lo 1 o0 c

0 3 0|la—2d 0 0 O|la—3c—2d

Por lo tanto, para que el sistema (4.29) tenga solucion, se debe satisfacer la igualdad:
a—3c—2d=0.

Entonces:
(Bs) = {a+ bz + ca® + da® € P3z] : a — 3¢ — 2d = 0}.

El polinomio 22 no es elemento de (Bs), pues, como a =0, b= 0, ¢ = 1 y d = 0, entonces

a — 3c —2d = —3 # 0. Entonces
B' = By U {z?}

es una base de P3[z] y W = (B’ — By) = (=, z*). Por lo tanto:

W ={az + bz’ :a €R, bR}

Ejemplo 4.59

Sean
W = {(w,y,z) eR?: T+y+z= O} y Wa = {(.’L‘,y,Z) eR?: 204y =0, y—z= 0}
dos espacios vectoriales de (R3, R, +,-). Calcular W + W y probar que:

R3 =W, @ Ws.

Solucion. Por el teorema 4.21, sabemos que Wi + Wy = (B1 U By), donde By y By son bases
de W1 v Ws respectivamente. Por lo tanto, para calcular la suma de W; y Ws, encontremos
una base para cada uno.
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1. Una base para Wi:
Wi ={(z,y,2) €R*:zx+y+ 2 =0}

={(~y—2y,2) ER*:y € R, 2 € R}

= {y(—-1,1,0) + 2(—1,0,1) e R®* : y € R, z € R}.
Por lo tanto, el conjunto B; = {(—1,1,0), (—1,0,1)} genera W;.
Veamos si By es linealmente independiente. Para ello, sean « y 8 escalares tales que:

a(-1,1,0) + 5(-1,0,1) = (0,0,0).
De esta igualdad, obtenemos que:
—a—p=0, a=0, =0,

de donde @ = 8 = 0 es la tnica solucién. Por lo tanto, By es linealmente independiente, v,
por lo tanto, es una base de W7.

2. Una base para Wy:

{(z,y,2) €R®*: 20 +y =0, y — 2 = 0}
{(z,y,2) eR® 1y = =2z, 2=y = 2z}
{
{a(

(x,—2x —2z) € R?: z € R}
-2) €R®: 2z € R}

Por lo tanto, el conjunto By = {(1,—2, —2)} genera W5. Puesto que también es linealmente
independiente, pues tiene un solo elemento y ese elemento es diferente de 0,°, By es una

base de Ws.

3. Determinacion de Wy + Wy. Recordemos que: Wi + Wy = (B U By). Vamos a probar que
By U By es linealmente independiente. Como tiene tres elementos, entonces va a generar
R3, es decir, Wi + Wy = R3. Pero esto implica, por el teorema de la dimensioén, que
dim(Wy N W) = 0, de donde W1 N Wo = {0,}. Es decir, W; @ Wy = R3

4. FEl conjunto B1 U By es linealmente independiente. En efecto, sean «, By -y escalares tales
que

a(=1,1,0) + B(=1,0,1) + ~(1,-2,—2) = (0,0,0).

Entonces los escalares satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones lineales

—a—fB+ v=0
« —2vy=0
B—2v=0

que tiene solucién tunica, la trivial, pues la matriz de coeficientes es equivalente a una
triangular superior cuyo rango es igual a 3:

-1 -1 110 -1 -1 110 -1 -1 110
1 O -240)~f{0 -1 -1{0}J~1 0 -1 =110
0 1 =210 0 1 =210 0 0 -3]|0

Por lo tanto, B; U Bs es un conjunto linealmente independiente.

¢

2Si v # 0,, entonces la igualdad av = 0, implica que o = 0 (ver el teorema 4.3). Es decir, el
conjunto {v} es linealmente independiente.
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Ejemplo 4.60

Sean Wy, Ws y W3 tres subespacios vectoriales de un espacio vectorial V' de dimen-

sion finita tales que:
1. Wl C Wz;

2. Wi +W3 =W+ Ws;y

3. WinWs =WsynN Ws.
Entonces Wy = Wh.

Solucion. Del teorema de la dimensién, podemos afirmar que
dim(W1 N Wg) = dim(Wl) + dim(Wg) — dim(W1 + Wg)

Y que

La segunda hipotesis implica que
dim(Wl + Wg) = dim(Wz + Wg)

y la tercera,
dim(W1 N W3) = dim(WQ N Wg).

Por lo tanto:
dim(Wl) + dim(Wg) — dim(W1 + Wg) = dim(Wg) + dim(Wg) — dim(WQ + Wg)

dim(Wy) 4 dim(Ws) = dim(Ws) + dim(Ws)

De la primera hipotesis, W7 es un subespacio vectorial de W5 y una base de W tiene el

mismo namero de elementos que una base de Ws. Entonces la base de W7 genera Ws. Esto
significa que Wy = Whs.

4.12 Producto interno

Definicién 4.13 (Producto interno) Sean (V, K, +, ) un espacio vectorial y K el campo de los
nimeros reales o complejos. Un producto interno sobre V' es una funcién (- ,-) : V x V — K
tal que:

1. Linealidad : (Vu € V)(Vv € V)(Vw € V)({u + v, w) = (u,w) + (v, w)).

2. Homogeneidad : (VA € K)(Vu € V) (Vv € V)((Au,v) = A (u,v)).

3. Simetria de Herminte : (Vu € V')(Vv € V)((u,v) = (v, u)).

4. Positividad : (Vv € V — {0,})({v,v) > 0).
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Observaciones

1.

Por la simetria de Hermite, tenemos que (u,u) = (u,u); es decir, el conjugado de
(u,u) es el mismo. Esto significa que (u, u) siempre es un namero real, y es positivo
cuando u # 0,.

. Si u = 0,, entonces (u,v) = 0, pues u = 0 - u, de donde, por la homogeneidad, se

tiene que (u,v) = (0-u,v) =0 (u,v) = 0.

De la observacion anterior, si v = 0,, entonces (u,u) = 0. Reciprocamente, si
(u,u) = 0, entonces u = 0,, pues, si u # 0,, por la positividad, tendriamos que
(u,u) > 0.

A la estructura de espacio vectorial junto con un producto interno se le denomina
espacio con producto interior.

A continuacién, presentamos los productos internos més usuales para los espacios

que aparecen frecuentemente en este texto.

1.

En el espacio vectorial (R? K, +,-):
<U, U) = TI1Y1 + T2Y2,

donde u = (z1,22) y v = (y1, y2)-

. En el espacio vectorial (R? K, +,):

(u,v) = T1Y1 + To2y2 + T3Ys3,

donde u = (x1,x2,23) y v = (Y1, Y2, y3)-

. En el espacio vectorial (R", K, +,-):

(u,0) = s = 1y1 + oy + -+ + Tl
j=1

donde u = (21,22, -+ ,Zn) Yy ¥ = (Y1, Y2, V3)-

. En el espacio vectorial (C™,C, +,):

<U, U) = Z xi@a
j=1

donde u = (21,22, -+ ,Zn) Yy ¥ = (Y1, Y2, V3)-

. En el espacio vectorial (Z,[z], R, +,-):

(p.q) = asb;,
j=1

donde p(z) = Zaj:cj y q(z) = ijxj.
j=1 j=1
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6. En el espacio vectorial (M., R, +,):

n n

(A, B) = tr(AB") = ) "ayby,

=1 j=1
donde A = (a;;) y B = (b;).

Sobre un conjunto, se pueden definir varios productos internos. En el siguiente
ejemplo, se ilustra esta situacion.

Ejemplo 4.61

Definimos la funcion (- ,-) en Pox] x Plx] por:

= p(5)q()
Jj€J
donde J = {-1,0,1}. Probar que esta funcién es un producto interno sobre
(Z2[z], R, +, ).
Solucion.

1. Linealidad. Sean p, ¢ y r en &s[x]. Debemos probar que
(p+a.r)=(p,r)+(g7).

Demostracion.

- Z(p(j)r(j) + Z q(j)r(j) = {p,r) + (g, 7) -

2. Homogeneidad. Sean A € Ry py ¢ en [z|. Vamos a probar que
(Ap,q) = A (p,q) -

Demostracion.
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3. Simetria de Hermite. Como K = R, entonces el conjugado de cualquier elemento de K
es él mismo. Por ello, lo que debemos probar es:

(p,q) = (g p)

para todo p y ¢ en Ps|x].

Demostracion.

4. Positividad. Sea p € Ps[x] — {0, }. Vamos a demostrar que:

(p,p) > 0.

Demostracion. Tenemos que

(p,p) = > _P*(j).
jed
Ahora bien, como p no es nulo y su grado es a lo méas 2, entonces no puede tener mas
de dos raices. Esto significa que —1, 0 y 1 no pueden ser, los tres, raices de p. En otras
palabras, al menos uno de los tres nameros p(—1), p(0) y p(1) es distinto de 0.; es decir,
existe k € J tal que p(k) # 0, por lo que p?(k) > 0.

Por otro lado, para todo j € J — {k}, tenemos que p?(j) > 0. Entonces:

(,p) =p*(k)+ D p*(j) > 0.
jeJ—{k}

En resumen, la funcién (- ,-) es un producto interno sobre (Zs[z|,R, +,-). ¢

Teorema 4.26 (Propiedades del producto interno) Sean (V, K, +, ) un espacio vectorial y (-, -)
un producto interno. Entonces:

1. VueV)Voe V)(Vw e V)({u,v+ w) = (u,v) + (u, w)).
2. (VA eK)(Yu € V)(Vo € V)({u, W) = X (u,v)).

w

. (Vu € V)((0y,u) = 0).

N

. Si (Yu € V)((u,w) = 0), entonces w = 0,.

5. Si (v,v) =0, entonces v = 0,.

Demostracion. Sean u, v, w elementos de V' y A de K.
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1.
(u,v+w) = (v+w,u) Simetria de Hermite.
= (v,u) + (w,u)  Linealidad.
= (v,u) + (w,u)y  El conjugado de una suma es la suma
de los conjugados.
= (u,v) + {(u,w)  Simetria de Hermite.
2.
(u, \w) = (Ao, u) Simetria de Hermite.

= A(v,u)  Homogeneidad.

= X {v,u)  El conjugado de un producto es el
producto de los conjugados de cada
factor.

= Mu,v)  Simetria de Hermite.

3. Se demostré en la segunda observacion a la definicion de producto interno.
4. La demostracion se deja para el lector.

5. Se demostr6 en la tercera observacion a la definicion de producto interno.

Teorema 4.27 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (-, -) un producto escalar definido sobre
un espacio vectorial (V, K, +, -). Entonces se satisface la desigualdad

[ (u,0) | < v/ {w, u) v/ (v, 0)

paratodou € V ytodowv € V.

Aunque el teorema es verdadero para cualquier campo K, la demostracion que
presentamos a continuacion se la realiza para el caso K = R. Esto significa que (u,v) =
(v,u) y no aparecera el conjugado de un nimero en ninguna expresion.

Demostracion. Si u = 0,, entonces, por un lado:
| (u,v)| = 0] = 0.

Por otro lado:

VA{u,u)\/{v,v) =0 x /(v,v) = 0.
|<U>U>| =V <u>u>\/ <U,U>

Por lo tanto:
cuando u = 0,.
Supongamos ahora que u # 0,. Definamos w asi:

(u, v)
(u, u)

w=v—
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Entonces:

() " {u,u)
() - (=)
= (1) = G o) i ) 0 )
- 0= g )~ g )+ oy e
= (v,0) - ézg (u,v)

Puesto que (w,w) > 0, entonces

(v, v) (u, uy — (u, v>2
w0

)

y, como (u,u) > 0, obtenemos que
<Ua U> <U, u) - <u7 U>2 >0,

de donde se verifica que
(,0)? < (v, 0) (u,u).

Por lo tanto:

| (u,0) | < Vs up/ (v, 0).

Definicion 4.14 (Norma) Sea (V,K, +, -) un espacio vectorial. Una norma sobre V' es una fun-
cion ||-|| : V' — R que satisface las siguientes propiedades:

1. Positividad : (Yv € V. —{0,})(||v]| > 0).
2. Homogeneidad : (VA € K) (Vv € V)(||[Av] = A [|v]])-

3. Desigualdad triangular : (Vu € V)(Vo € V)(|lu+ v|| < |Jul| + [|v]]).

A un espacio vectorial junto con una norma definida sobre él se le conoce con el
nombre de espacio normado.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz puede ser reformulada de la siguiente manera
mediante la norma:

| s 0) | < el o]l

para todo u y todo v en un espacio normado V.
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Teorema 4.28 (Norma inducida) Sea (V, K, +, -) un espacio vectorial sobre el que se ha definido
un producto interno (- , -). Entonces la funcién de ||-|| : V' — R definida por

[o]] = v/ {v, v)

para todo v € V es una norma sobre V.
A esta norma se le conoce con el nombre de norma inducida sobre V por el producto interno
sobre V.

Demostracion. Sean u 'y v elementos de V' y A un escalar.

1. Positividad. Supongamos que v # 0,. Entonces, por la positividad del producto
interno, tenemos que (v,v) > 0. Por lo tanto, |[v||* > 0, de donde ||v|| > 0.

2. Homogeneidad.

IAol* = (hw, Av)
= M\ (v, )
= [A]”[Jo]>.

Por lo tanto, [[v|| = |A|||v]].

3. Desigualdad triangular. La demostracion de esta propiedad se realiza tnicamente
para el caso en que K = R.

lu—+v|)* = (u+v,u+v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
= [lull® + (w,0) + (u, v) + [Jo]|*
= Jlul® +2 (u, v) + [|o]
< Jull® + 2| (u, o) [ + [|v]*
< JJull® + 2 | [l + [lo]?
= ([lull + flv])*.

Por lo tanto, ||u + v|| < [Jul| + ||v||-

Ejemplo 4.62 En el espacio (R* R, +,), con el producto interno usual, tenemos que

(4, -2,0,3)||1* = ((4,—2,0,3), (4, 2,0, 3))
=4 x4+ (=2)(=2) + (0)(0) + (3)(3)
=16+4+09.

Por lo tanto, |[(4,—-2,0,3)| = v/29. ¢
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4.13 Ortogonalidad

Definicién 4.15 (Vectores ortogonales) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial y (- , -) un producto
interno definido sobre V.

1. Dos vectores u 'y v de V' son ortogonales si y solamente si (u,v) = 0.

2. Un conjunto S de V' es ortogonal siy solamente si todo par de elementos distintos de S
son ortogonales.

Observaciones

1. El vector nulo 0, es ortogonal a cualquier vector, pues (0,,v) = 0 para todo v € V.

2. Si S C V es distinto de {0,}, para que sea un conjunto ortogonal, debe tener al
menos dos elementos.

Ejemplo 4.63 En el espacio (R?, R, +,), con el producto interno usual, el conjunto
S={(1,0,-1), (2,1,2), (—-1,4,-1)}
es ortogonal pues:

((1,0,—1),(2,1,2)) =2+ 0—2=0;
((1,0,-1),(-1,4,-1)) ==14+0+1=0;
((2,1,2),(=1,4,-1)) = —2+4 -2 =0.

En otras palabras, hemos mostrado que (u,v) = 0 para todo u € S y todo v € S tal que

u # v. ¢

Teorema 4.29 Sean (V, K, +, ) un espacio vectorial, (- ,-) un producto interno sobre V'y S C V
tal que 0, ¢ S. Si S es un conjunto ortogonal, entonces S es linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos que S = {v; : i € I, = {1,2,...,n}}. Sean «; con i € I,
escalares tales que:

> aw; =0, (4.30)
i=1
Sea j € I,,. Entonces:

0= <Ov, Uj>

n
= E iV, Uj
i=1
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= a; (v, 7)) ,
pues, por ser S ortogonal, (v;,v;) = 0 para todo i € I,,, tal que i # j. Por lo tanto:
% <Uj, Uj) =0. (431)

Puesto que v; # 0, (ya que 0, ¢ 5), entonces (v;,v;) > 0. Esto significa que la
igualdad (4.31) implica que a; = 0.

En resumen, hemos probado que la igualdad ( ) implica que a; = 0 para todo
j € I,; es decir, hemos probado que S es un conjunto linealmente independiente. [

Ejemplo 4.64 En el espacio (R3, R, +,), el conjunto
s={(1,0,-1), (2,1,2), (—1,4,—1)}

es una base, ya que es linealmente independiente, pues es ortogonal —como se prob6 en el
ejemplo anterior.

Recuérdese que es suficiente probar que S es linealmente independiente para que sea una
base de R?, ya que S tiene tres elementos y la dimension de R? es 3. ¢

Teorema 4.30 (Proceso de Gram-Schmidt) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial y (- ,-) un pro-
ducto interno sobre V. Si el conjunto S1 = {v; € V : i € I, = {1,2,...,n}} es linealmente
independiente, entonces existe un conjunto ortogonal Se = {w; : ¢ € I,,}, donde:

1wy =wvy1y

i1
<U'7w’> . .
2. w; =v; — Z mwj para cada i € I, — {1};
j=1

y tal que (S2) = (S1).

Definicién 4.16 (Base ortogonal) Sean (V,K, +,-) un espacio vectorial y (- ,-) un producto in-
terno sobre V. Una base B de V' es ortogonal su B es un conjunto ortogonal.

Ejemplo 4.65 En (R3 R,+,"), el conjunto
B ={(1,0,-1), (2,1,2), (-1,4,-1)}

es una base ortogonal. ¢

Teorema 4.31 Todo espacio vectorial de dimension finita mayor que o igual a dos sobre el cual
se ha definido un producto interno tiene una base ortogonal.
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Demostracion. Sea By una base de V', un espacio vectorial tal que dim(V') > 2. Enton-
ces Bj tiene al menos dos elementos. Si se aplica el proceso de Gram-Schmidt, a partir
de B; se obtiene un conjunto ortogonal B con el mismo niimero de elementos que B
y tal que (B) = (B;y). Como B; genera V, entonces B también genera V. Entonces
B es una base pues tiene el mismo ntimero de elementos que la dimensiéon de V. En
resumen, B es una base ortogonal de V. 0

Teorema 4.32 Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial, (- ,-) un producto interno sobre V'y S C V.
Si S = {v; :i € I,,} es ortogonal, entonces el conjunto

S = {)\zvz 11 € In}

es ortogonal, donde \; # 0 para todo i € I,,.

Demostracion. Sean i € I, y j € I,, tales ¢ # j. Vamos a probar que \;v; y A;v; son
ortogonales:

<)\ivi7 /\jvj> = /\ )\_ <UZ', Uj)
Aidj X 0=0,

pues S es un conjunto ortogonal. [

Definicién 4.17 (Conjunto ortogonal) Sean (V,K, +, ) un espacio vectorial, (- ,-) un producto
interno sobre V' y .S C V. El conjunto S es ortonormal si es ortogonal y la norma de cada uno de
sus elementos es igual a 1. En particular, una base es ortonormal si es un conjunto ortonormal.

Corolario 4.33 Todo espacio vectorial de dimension finita mayor que o igual a dos sobre el cual
se ha definido un producto interno tiene una base ortonormal.

Demostracion. Sea B’ una base ortogonal para el espacio vectorial, que existe por el

teorema . Definamos entonces B de la siguiente manera:
1 !/
B=<S—v:iveD
o]
Entonces B es ortogonal, ya que B’ lo es (teorema ). Ademas, cada elemento de B

tiene norma igual a 1. En efecto:

[ = o= =

Finalmente, B es linealmente independiente, ya que es ortogonal (teorema ).
Por lo tanto, B es una base ortonormal de V. O
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Corolario 4.34 Si B = {v; : i € I,,} es una base ortogonal de un espacio vectorial V', entonces
cada elemento u de V' se escribe en la forma

_ i <u7vi>v'
= ;.
v |*

i=1

Demostracion. Dado que B es una base de V', cada v de V' es combinacién lineal tinica
de elementos de B. Esto significa que existen n escalares tinicos a; con i € [, tales que

n
u = E ;U;.
1=1

n
(u,v;) = < aivi,vj>
i=1

= E (av;,v5)
n

E i (v, vj)

=1

= a; (v;,v5)

Sea j € I,,. Entonces:

pues B es un conjunto ortogonal, por lo que (v;,v;) = 0 para todo i # j. Por lo tanto:

2
(u,v;) = a; (vj,v5) = ay |||

para cada j € I,,.

Ahora bien, como B es una base, ningtn v; puede ser igual a 0,. Por lo tanto,
tenemos que ||vj|| # 0. Entonces, tenemos que las coordenadas de u respecto de B
estan dadas por:

(u’vj>
Qj = o
vl

para cada j € I,, lo que implica que:

Ejemplo 4.66

Sea

W:{(Z Z) :a—i—d:b—i—c}

un subespacio vectorial de (Maxo, R, +,) dotado con el producto interno usual.
Encontrar una base ortonormal de W.
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Solucion. En primer lugar, vamos a encontrar una base para W. A continuacién, utilizaremos
el proceso de Gram-Schmidt para obtener, a partir de dicha base, una ortonormal.

1. Puesto que:

b b c 0 —d 0

b0 O () ber cer acr)
1 1 1 0 -1 0

= (0 0>+c<1 0>+d(0 1>.beR,ceR,deR},
1 1 1 0 -1 0

5={(00) (o) (0 1))

genera el subespacio W. Es facil probar que Bj es linealmente independiente, por lo que
se deja esta tarea al lector. Por lo tanto B; es una base de W.

i

:{<b+z_d Z) :beR, ceR, deR}
i
{b

el conjunto

2. Ahora apliquemos el proceso de Gram-Schmidt (teorema 4.30) para obtener, a partir de
Bj, una base ortonormal para W.

Nombremos con v1, vy y v3 los elementos de By (en el orden de izquierda a derecha en
el que estan escritos arriba). Sea By = {w1,ws,ws} la base ortogonal producida por el
método de Gram-Schmidt. Entonces:

11
wp = V1 = 0 0/

(v2, w1)
(wr, wy)

El elemento wy se define asi:

wy = Vg —

Ahora bien, tenemos que:

o o= [ 2) ][ D )= D)=
o =ty =e[(3 ) ] D )= )

Entonces:
1 0y 1/11 T -1
wo = — = = .
1 0 2\0 O 1 0

Por ultimo, el elemento w3 se define de la siguiente manera:

B (v3,w1) (v3,w2)
w3 =V3 — ———W] — ———Wa.
<w1,w1> <w2,w2>

Para encontrarlo, realicemos los siguientes calculos:

(a) (vg, 1) = tr(vgwl) = tr [(‘01 ?) G 8)} — (‘11 8) )
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o =t~ (3 94 D] )%

() w0z} = tn(ezt) = o |

AN N AR N E AN
“=\o 1)72\0 0/ 31 o)7L 1)

Ya tenemos, entonces, una base ortogonal de W: el conjunto By = {w1, wa, w3}.

o

= N[
|
N —
N——
N\
I o= NI
DO
S =
N——
[
Il
—+
=
VR
N[O
= o=
N——
Il
N

Por lo tanto:

Wl
Wl

3. Nos falta tinicamente obtener la base ortonormal. Eso lo hacemos a partir de Bs al multi-
plicar a cada vector de By por el reciproco de su norma. Sean e; tales que:

1
€ = T—W;.
[[will

Ya conocemos las normas de wy y wo. Calculemos la de ws:

= | (1) G D= DG D]

Entonces, B = {ej, e3,e3} es la base ortonormal de W:

o= {20620 D)

Definicién 4.18 (El ortogonal de un conjunto) Sean (V, K, +,-) un espacio vectorial, (- ,-) un
producto interno sobre V' 'y W un subespacio vectorial de V. El ortogonal de W, representado
con W+, se define por:

Wh={ueV:vVweW)(u,uw) =0)}.

Es decir, el ortogonal del subespacio vectorial W esta constituido por todos los vectores de V'
gue son ortogonales a cada uno de los elementos de W.

Es sencillo probar que el ortogonal de un subespacio vectorial también es un subes-
pacio vectorial. Asi que esta demostracion se deja como ejercicio para el lector. En el
siguiente teorema, se enuncia esta propiedad y, ademaés, se enuncia una caracterizacion
del ortogonal de un subespacio: para saber si un vector es elemento del ortogonal, basta
comprobar que ese elemento es ortogonal a cada uno de los elementos de la base del
subespacio vectorial.

Precisemos estas ideas en el siguiente teorema.

Teorema 4.35 Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial, (- ,-) un producto interno sobre V'y W un
subespacio vectorial de V. Entonces:

1. W es un subespacio vectorial de .
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2. Si B es una base de W, entonces:

W' ={ueW: (Vwe B)({(u,w) =0)}.

Demostracion. Demostraremos tinicamente el segundo punto. Es claro que
W' c{ueW: (Ywe B)({u,w) =0)}.
Por lo tanto, para establecer la igualdad, supongamos que u es tal que
(u,w) =0

para todo w € B = {v1,v9,...,v,}, una base de W, y probemos que v € W*.
Sea v € W. Existen, entonces, n escalares «; con i € [, tales que

n
v = ZOZZ‘UZ'.
=1
Por lo tanto:
n n
<U, U> = <U, Z&ivi> = Za_l <U,’Ui> = 07
=1 =1

pues (u,v;) = 0 para todo i € I,, ya que v; € B. Por lo tanto, v € W' con lo que
queda el teorema demostrado. O

Teorema 4.36 Sean (V,K,+, ) un espacio vectorial de dimension finita, (- ,-) un producto in-
terno sobre V' 'y W un subespacio vectorial de V. Entonces V =W ¢ W .

Demostracion. En primer lugar, vamos a demostrar que V = W + W'y luego que
WwWnw' ={0,}.

1. Como V es de dimension finita, W también lo es. Sea B = {e¢; : i € I,} una base
ortonormal de V' (teorema 4.31 y proceso de Gram-Schmidt).

Dado v € V, vamos a construir un w € W y un elemento w’ € W' tal que v = w+w'.

Esta claro que, si encontraramos, por ejemplo w € W, entonces w’ se definiria por
!/

w =v—w.

El w € W que buscamos, debe ser de la forma

w = Z a;e;, (4.32)
i=1

yva que B es una base de W. Por lo tanto, todo el trabajo que vamos a realizar a
continuacion esta dirigido a saber como son esos ;.

En primer lugar, v — w debe ser un elemento de W . Esto significa que

(v—w,u)y=0
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para todo u € W.

En particular, esta igualdad debe ser verdadera para cada elemento de B:
(v—w,e;) =0 (4.33)

para todo j € I,.

Entonces, a partir de las igualdades (4.32) y 4.33, tenemos las siguientes equivalen-
clas:

n

= (v,€;) = Zai (e, ;)
i—1

= (v,e;) = a; (ej,€) = .

La pentltima igualdad en la dltima equivalencia se verifica porque (e;,e;) = 0 si
i # j, ya que B es ortogonal. Y la tltima igualdad es verdadera ya que la base es
ortonormal, por lo que la norma de cada vector e; es igual a 1.

En resumen, tenemos que

(v—w,e;) =0<= a; = (v,¢e;).

Por lo tanto, si definimos w como

n

w = Z (v,€j) e,

j=1

entonces v — w es ortogonal a cada elemento de la base B, por lo que, por el
teorema 4.35, tenemos que v — w es ortogonal a todo elemento de W. Esto significa
que v —w € WT. Sea, entonces, w' = v — w. Entonces w’ € W' y, por lo tanto,
v=w+w conw e W yw € WT. En otras palabras, tenemos que V=W + W '.

2. Probemos ahora que WNW T = {0,}. Para ello, sea u € WNW . Entonces u € W.
Por lo tanto:

(u,v) =0

para todo v € W. En particular, para v = u, ya que u € W. Asi, tenemos que:
(u,uy = 0.

Pero esto implica que u = 0,. Es decir, WNWT ={0,}.
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Ejemplo 4.67

Sea
W ={p € Pala] : (va € B)[p(a) = p(z + D]}.

Entonces W es un subespacio vectorial de (Z%2[z], R, +, ). La funcion (- ,-) : Pafz]| X

Ps[x] — R definida por ;
(p,q) = /0 p(z)q(z)dz

es un producto interno sobre Zs[x].

1. Obtener una base para W.

2. Encontrar W',

3. Tlustrar que Po[z] =W oW .

Solucion.

1.

W = {a+ bz + cx?® € Pz :
= {a +bx + cx? € Pylz] :
={a+br+cr’ e Pyfx]:a=a+b+c, b=b+2c, c=c}
={a+bx+c’e Pylx]:b+c=0, 2c=0}
={a+br+cr’c Polx]:a€R, b=0, c=0}
={a € Py[z] :a € R}.

a+br+cz?=a+bx+1)?%+c(z+1)%}
a+br+cz?=(a+b+c)+ (b+2c)z + cz?}

Por lo tanto, el conjunto B = {p} donde p(z) = 1 para todo x € R genera el subespacio
W. Es, ademaés, base de W porque es linealmente independiente (tiene un solo elemento

diferente del vector nulo).

. Por el teorema 4.35, tenemos que

W' ={qe P]: (g,p) =0},

donde p(z) = 1 para todo = € R. Entonces, si ¢ € W T, tenemos que:

(¢,p) = /Ol(a + bx + cz?)(1)dz = 0,

donde q(z) = a + bz + cz?. Esto significa que:

t2btse=0
a 9 30— .

En resumen:
W' = {a+bx+cx® € Pox] : 6a+ 3b+2c = 0}.

En primer lugar, si p € WNW T tal que p(z) = a + bx + cz?, tenemos que:

6a+3b+2c=0, =0, c=0.

Entonces a = 0. Es decir, p = 0,. Por lo tanto, W n W T = {0,}.
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Por otro lado, como W puede expresarse de la siguiente manera:

b
WT:{a+bx+cx2€92[x] :a:—§—§}

b
:{_E—g—i—bx—i—chGe@g[x]:bER, CGR}

:{b(—%—l—x)—l—c(—%ﬂ-f) € Palz] :beR, CER},

tenemos que el conjunto
1 n 1 4
—— 4z, -+
2 "3

Ademas, es sencillo probar que este conjunto es linealmente independiente, por lo que
también es una base de W . Asi que dim(W ") = 2. Sabemos que dim(W) = 1, de donde:

genera W',

dim(W + W) = dim(W) + dim(W ") = dim(WNW ') =1+2-0=3,

lo que prueba que W @ W' = Py[x].

Definicion 4.19 (Base ordenada) Sean (V, K, +, -) un espacio vectorial y B una base de V. Se
dice que B es ordenada si sus elementos son considerados como una sucesion.

Al decir que los elementos de B son considerados como una sucesion, estamos
suponiendo que existe una funciéon f: I, — V., donde n es el nimero de elementos
de B, tal que a cada j € I,,, f(n) es un elemento de B. El orden que hay entre los
elementos de I, es el que impone el orden en B. Asi, el 1 es el primer elemento de
I,,, entonces, v; = f(1) sera el primer elemento de la base; vy = f(2) sera el segundo
elemento de la base, pues 2 es el segundo elemento de [,,, etcétera.

La siguiente definiciéon impone la nocién de orden a las coordenadas de un vec-
tor respecto de una base. Asi, podemos hablar de la primera coordenada, la sequnda
coordenada, etcétera, de un vector respecto de una base ordenada. Precisemos esta
idea.

Definicién 4.20 (Coordenadas de un vector respecto de una base) Sean (V, K, +, ) un espacio
vectorial de dimension ny B = {v; : i € I} una base ordenada de V. Para cada v € V, el
elemento (aq, g, - -+ , ) en K" tal que

n
vV = E (07X ¥
=1

se denomina coordenadas de v respecto de B. El escalar o es la j—€sima coordenada de v.

Dado el vector v, sus coordenadas respecto a la base ordenada B, se representa por
[v]g. Es decir, [v]p € K",
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Es comun representar también las coordenadas de un vector v como una matriz de
una sola columna. En efecto, si (aq, aq, -, ay) son las coordenadas de v respecto de
una base B, entonces las coordenadas también se representan por:

aq
(8%

Qn

Ejemplo 4.68

R (N NG N )

una base ordenada del espacio vectorial (Maxo, R, +,-). Encontrar las coordenadas

del vector
(1 2
L

Solucion. Debemos encontrar el vector (o, 3,7,d) € R* tal que

S R U R U RSl R R Pt}

Entonces, los escalares o, 5, v v d satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

respecto de B.

@ —0= 1
- p +6= 2
B~ _ 1 (4.34)
@ + v = 2
Resolvamos este sistema:
10 0 -—-1|1 1 0 0 -1|1
0 -1 0 1] 2 0 -1 0 1 ]2
0 1 -1 0 ]|-1 0 0 -1 1|1
10 1 0] 2 0 0 1 111
1 0 0 -1|1 1 0 0 0]2
0 -1 0 1 ]2 0 -1 0 0|1
0 0 -1 1|1 0 0 -1 0|0
0 0 0 2|2 0 0 0 1|1
Por lo tanto:
a=2, f=-1,v=0, 06 =1.
Entonces, las coordenadas del v es el vector de R*: (2,—1,0,1). ¢

Definicion 4.21 (Angulo entre dos vectores) Sean (V, KK, +,-) un espacio vectorial, u € V'y
v € V. El &ngulo formado entre uy v es el nimero f talque 0 <0 < rmy

(u, v)

cosf = ——"—.
[[ul f|o]l
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Ejemplo 4.69 Sean p(z) = = + 22 y q(r) = —1 + x elementos de %;[x]. Entonces, el
adngulo 0 formado entre u y v cumple la siguiente igualdad:

(z+a% -1+ O)E=D +MA) + (1)(0) 1 1
cosf = 5 == = =,
|+ 22| | -1 4 || V2 12412/(-1)2+ 12402 V2v2 2

Por lo tanto, = % (es decir, 30°). ¢

Definicién 4.22 (Proyeccion ortogonal) Sean (V, K, +, ) un espacio vectorial, u € Vyv € V.
La proyeccion ortogonal de u respecto a v es el vector av donde

o= (u,v2>.
[[v]]

La proyeccion awv es representado por Proy, (u).

Notese que el vector u — av es ortogonal a v, pues

{u, v)

(u—awv,v) = (u,v) — a{v,v) = (u,v) — (v,v) = (u,v) — (u,v) = 0.

(v,0)

Esta situacion se ilustra en el siguiente dibujo:

Ejemplo 4.70 En el espacio (R?,R,+,-), el vector u = (1,0,1) tiene como proyeccion
respecto de v = (—1,1,2) al vector:

(u,v) —-142 111
= = —1 1 2 = —_—— -, — .
v ||U||2v 1+1+4( 1,2) 66”3
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Aplicaciones
lineales

El objetivo general de este capitulo es:

Resolver problemas sobre transformaciones lineales, definidas sobre un es-
pacio vectorial de dimension finita, utilizando la matriz asociada respecto
de cualquier base, a un nivel reproductivo.

Para alcanzar el objetivo general, se proponen los siguientes objetivos especificos:

. Identificar una aplicaciéon lineal a partir de su definiciéon y familiarizarse con sus
propiedades.

. Calcular bases para el ntcleo y la imagen de una aplicacion lineal usando la definicion
y las propiedades a un nivel reproductivo.

. Resolver problemas de biyectividad a partir de las definiciones y propiedades de una
aplicacion lineal a un nivel reproductivo.

. Resolver problemas con las operaciones entre las aplicaciones lineales y la inversa
de una aplicacion lineal usando las definiciones y sus propiedades a un nivel repro-
ductivo.

. Calcular la matriz asociada a una aplicacion lineal respecto de dos bases, una del
dominio y otra del espacio de llegada, respectivamente, donde las dimensiones de
ambos espacios no sea mayor que 4, y utilizando los elementos esenciales que los
tipifican a un nivel reproductivo.

. Resolver problemas sobre las matrices asociadas a una aplicacion lineal mediante
las propiedades que la tipifican a un nivel reproductivo.
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5.1 Introduccion

Las funciones continuas son aquellas que conservan ciertas propiedades topologicas de
los ntimeros reales. En los espacios vectoriales interesa, en cambio, conservar las estruc-
turas algebraicas (operaciones como la suma y el producto por un escalar); es decir, se
trata de que la aplicaciéon sea tal que “conserve” las dos operaciones fundamentales que
definen la estructura de espacio vectorial.

En el conjunto de todas las funciones, las lineales son las méas importantes. Una
buena parte de las Matematicas esta dedicada a resolver interrogantes relacionadas con
las aplicaciones lineales. Por otra parte, éstas son de interés en si mismas, y muchas
aplicaciones importantes son lineales. Adicionalmente, es posible, a menudo, aproximar
una aplicacion arbitraria mediante una aplicacion lineal, cuyo estudio es mucho més
sencillo que el de la aplicaciéon original.

Definicion 5.1 (Aplicacién lineal) Sean (V. K, +,-) y (W, K, @, ®) dos espacios vectoriales (am-
bos estan definidos sobre el mismo campo ). Una funcion de V. en W, f: V — W, es una
aplicacion lineal siy solo siparatodo o € K, u € Vyv € V se verifica que:

1. Conservacién de +: f(u+v) = f(u) ® f(v).

2. Conservacion de -: f(a-u) = a® f(u).

Obsérvese que una aplicacion es lineal cuando “conserva’” las dos operaciones del
espacio vectorial de salida.

En efecto, si u y v estan en V', y f(u) y f(v) son sus imagenes en W bajo f,
entonces, la primera condiciéon de la definicion asegura que la imagen de la suma de
u + v tiene que ser, necesariamente, la suma de las imagenes de u y de v.

Lo mismo sucede con el producto por un escalar: si a € K, la segunda condicion
afirma que la imagen de au bajo f debe ser el producto de a por la imagen de u bajo
f. Este es el significado de “conservacion” de las dos operaciones.

Es facil demostrar el siguiente teorema, por lo que se deja al lector su prueba, que
permite simplificar la demostracion de que una aplicacion es lineal:

Teorema 5.1 Sean (V,K,+,-) y (W,K,®,®) dos espacios vectoriales sobre el mismo campo
K. Una funcién f: V — W es lineal siy solo si

flarutv)=a0 f(u)® f(v)

paratodou € V,v e Vya e K.

Vamos a representar con .Z(V, W) al conjunto de todas las aplicaciones lineales de
V en W. Es decir:
LVW)={f:V — W : f es lineal.}

Un nombre alternativo para las aplicaciones lineales es el de transformaciones
lineales. En este texto, utilizaremos preferentemente el primero. En la definicion de
aplicacion lineal, cuando los espacios V' = W, se suele utilizar el nombre operador
lineal sobre V' en lugar de aplicacion lineal; y, cuando W = K, el nombre que se
utiliza es forma lineal sobre V.
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De aqui en adelante, no diferenciaremos las operaciones de V' y de W, pues, en el
contexto, siempre se podra distinguir si el uso de + se refiere a la operaciéon en V' o
en WW. También omitiremos la mayoria de las veces el simbolo para el producto por un
escalar; asi, escribiremos solamente au en lugar de « - u.

Los dos teoremas siguientes confirman el hecho de que una aplicacion lineal conserva
la estructura de espacio vectorial del espacio de salida. En efecto, el primer teorema
muestra que una aplicacion lineal hace corresponder el vector nulo del espacio de salida
con el vector nulo del espacio de llegada.

Teorema 5.2 Paratoda f € .Z(V, W), se verifica que f(0y) = Ow.

Demostracion. Dado que Oy = 0 - v para todo v € V, entonces, ya que f es una
aplicacion lineal, tenemos que:

f(Ov) = f(0-v) =0f(v) = Ow.
]

Si no hay lugar a confusion, utilizaremos 0 para indicar tanto el elemento neutro
de K como el vector nulo de cualquier espacio vectorial.

El siguiente teorema muestra que el “inverso aditivo” se conserva; es decir, el inverso
aditivo de la imagen de un vector es la imagen del inverso aditivo del vector.

Teorema 5.3 Paratodo v € V ytoda f € £(V,W), se verifica que f(—v) = —f(v).

Demostracion. f(-v) = {((-1)v) = (-D)f(v) = -f(v). O

De este teorema, es inmediato que si f es lineal, entonces f(u —v) = f(u) — f(v).

5.1.1 Ejemplos
1. Aplicacion lineal nula: es la funciéon O¢: V' — W definida por
O¢(v) =0
para todo v € V. Es facil ver que esta aplicacion es lineal.
2. Aplicacioén lineal identidad: es la funcion /: V — V definida por
I(v) =
para todo v € V. Es facil constatar que esta aplicacion es lineal.

3. Reflexiéon con respecto al eje horizontal x: es la funcion p: R? — R? definida
por'
plz,y) = (x,—y).

Probemos que p es una aplicacion lineal.

Escribiremos f(z,y) en lugar de f((x,y)) siempre que no haya lugar a confusion.
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Demostracion. Sean u = (r1,72) y v = (y1,y2) elementos de R? y o € R. Entonces:

plau+v) = pla(r,22) + (y1,92))
plaxy + yi, axs + y2)
(azy +y1, —(az2 + y2))
(v, —axs) + (Y1, —Y2)
a(zy, —x2) + (Y1, —Y2)
ap(x1, z2) + p(Y1, y2)
= ap(u) + p(v)

definicion de u y v,

suma en R?,

definicion de p,

suma en R?

producto por un escalar en R?,
definiciéon de p,

definicion de u y de v.

4. La funcién f: R — R definida por f(z) = 2% no es una aplicacién lineal.

Demostracion. Sean x € R y y € R. Por un lado, tenemos que

flx+y)=(z+y)’ =2+ 2zy + v

Por otro lado, se cumple que

flx)+ fly) = 2* + 4,

Entonces, f(x +y) = f(x) + f(y) si y solo si 0 = 2xy; es decir, si y solo si z =0 o
y = 0. Por lo tanto, si x # 0 y y # 0, se tiene que

flx+y) # f(x)+ f(y).

Esto significa que f no es una aplicacion lineal.

O

5. ¢Eslafuncion g: C — C, definida por g(z) = Z, una aplicacion lineal si se considera
C un espacio vectorial sobre C? ;En el caso de que C sea un espacio vectorial sobre

R?

Desarrollo.

(a) Si C se considera como un espacio sobre C, g no es lineal, pues, por un lado se

tiene que:

gl +2) =g(t—=1) = =1 -1,

pero por el otro lado, que:

w(l+1)=1—1;

es decir:

g(1(1+1)) #1g(1 +12).

Por lo tanto g no es lineal.
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(b) Si C es el espacio vectorial sobre R, tenemos que para cualquier escalar «a, se
cumple que:

glau+v) =au+v
=ou+7v
=ou+v
= qu + Ve,
~ ag(u) + g(v),

ya que @ = « (ya que « es un namero real). Por lo tanto, ¢ si es una aplicacion
lineal.

O

6. Sea W un subespacio vectorial de un espacio vectorial V' provisto de un producto
interno. Dado v € V, existe un tnico vector proyeccion de v sobre W dado por:

donde n es un vector ortogonal a W. En el siguiente dibujo se ilustra la relacion
entre v, wy n:

(v, 1)
2

Il

La aplicacion p: V. — W definida por

=0 — (v, n>n
P =0

es una aplicacion lineal, lo que es sencillo probar pues el producto interno es lineal
respecto a la primera componente.

7. Sea f: R3> — R? definida por
f(:E,y,Z) = (:L‘ —Z,y—f‘Z)

Entonces f es una aplicacion lineal.

Demostracion. Sean v = (x1,22,73) ¥ v = (y1,¥2,y3) elementos de R®* y a € R.
Entonces:

flou+v) = fla(xr, 2, 23) + (Y1, Y2, Y3))
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= f(ax + y1, axy + Y2, a3 + y3)

= (axy +y1 — (ax3 +y3), (ars + y2) + (ax3 + y3))

= (az1 — 23) + (y1 — y3), (2 + 3) + (2 + ¥3))

(a1 — x3), a(e + 23)) + (Y1 — Y3, Y2 + Y3)
a(ry — 3,72 +23) + (Y1 — Y3, Y2 + ¥3)

= af(z1, 22, 23) + f(y1,¥2, y3)-

Por lo tanto, la funciéon f es una aplicacion lineal. O

5.2 Isomorfismo entre espacios vectoriales

Definicién 5.2 (Isomorfismo) Una aplicacién f: V — W es un isomorfismo entre Vy W siy
solo si f es lineal y biyectiva. Dos espacios vectoriales V' y W son isomorfos siy solo si existe
un isomorfismo de V sobre W. Se utilizara la notacién V' = W para indicar que V' y W son
isomorfos.

Ejemplo 5.71

Sea f: Z,[x] — R""! definida por

f(p) = (a0, a1, ..., an)

para todo p € &, [z] tal que
n
p(x) = Z a;x’t.
j=1

.Es f un isomorfismo entre &,[z] y R"1?

Solucion.

1. Veamos si f es una aplicacion lineal. Para ello, sean a € R, p y g en &, [z], donde

p(z) = Zajxj y q(z)= ijxj.
j=1 j=1

Entonces:
n

(ap +q)(2) = ap(e) +q(z) = ) _(aa; + b))z’
j=1

Por lo tanto:

flap+q) = (aag + by, aay + by, ..., a, + by)

= (aag,aay,...,aay) + (bo,b1,...,by)
= afag,a1,...,an) + (bo,b1,...,by)
= af(p) + f(q).

Es decir, f es una aplicacién lineal.
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2. Veamos ahora si f es inyectiva. Para ello, supongamos que f(p) = f(g), donde

p(z) = Zajxj y q(z)= ijxj.
j=1 j=1

Entonces

(GO,Gl,. .- 7an) - (b07b17' .- 7bn)7

de donde, por la igualdad en R"*! tenemos que a; = b; para todo j € {0,1,...,n}. Por
lo tanto p = q. Es decir, f es inyectiva.

3. Finalmente, veamos si f es sobreyectiva. Para ello, sea v = (ag, a1, ..., a,) € R*"1. Vamos
a averiguar si existe p € &, [z| tal que f(p) = v.
Si se define

n
p(z) =Y aj!
j=1

para todo x € R, entonces es inmediato que f(p) = v. Es decir, f es sobreyectiva.

Tenemos, entonces, que la aplicaciéon f es lineal y sobreyectiva. Por lo tanto, es un isomorfismo
entre Z,[z] y R*HL. ¢

Teorema 5.4 El conjunto £ (V, W) es un subespacio vectorial del espacio de todas las funciones
de V en W con las operaciones usuales. Es decir:

lL.sife ZV,W)yge Z(V,W),entonces f+ge L(V,W);y
2. sife Z(V,W)ya €K, entonces af € Z(V,W).

En otras palabras, la suma de aplicaciones lineales es una aplicacion lineal, y el producto de un
escalar y una aplicacion lineal es una aplicacion lineal.

Demostracion. Sean a € K, f € L(V,W)y g € Z(V,W). Entonces, para todo u € V'
y todo v € V:

(f+g)aut+v) = flau+v)+ glau+v) definicién de suma de fun-
ciones,

= [af(u)+ f(v)] + [ag(u) + g(v)]  f y g son aplicaciones li-

neales,

= a[f(u)+ g(u)] + [f(v) + g(v)] asociativa, conmutativa y
distributiva en W,

= a(f+g)(uw)+(f+9)(v) definicion de suma de fun-
clones.

Por lo tanto, f+¢g € Z(V,W).
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Ahora probemos que A\f € Z(V,W)si A € K. Sean « € K, u € Vywv e V.
Entonces:

A )au+v) = Af(au+v) definiciéon del producto de un
escalar y una funcion,
= Maf(u)+ f(v)] f es una aplicacion lineal,
= arf(u)+ Af(v) distributiva en W y conmuta-
tiva en K,

= a(Af)(u)+ (Af)(v)  definicion del producto de un

escalar y una funcion.

Por lo tanto, \f es una aplicaciéon lineal de V en W. O

La composicion de dos aplicaciones lineales también es una aplicacion lineal, como
lo probamos a continuacion.

Teorema 5.5 Sean f € L(V,W)yge L (W,U).Entonces go f € Z(V,U).

Demostracion. Sean o € K, u € V' y v € V. Entonces:

(go filau+v) = g(flau+v)) definicion de composicion de
funciones,
= glaf(u)+ f(v)) f es lineal,
= ag(f(u))+g(f(v)) g es lineal,
= afgo f)(u)+ (go f)(v)  definicibn de composicion de
funciones.
Por lo tanto g o f € Z(V,U). O

Otra operacion que preserva la linealidad es la inversion de funciones.

Teorema 5.6 Sea f € .Z(V, W) y biyectiva. Entonces f~! € Z(W, V).

Demostracion. Sean o € K, u € Wy v € W. Vamos a probar que
[ au+v) = af Mw) + ().
Para ello, sea w = f~!(au +v). Entonces, por la definicién de inversa, tenemos que
fw) =au+wv.
Ahora bien, como f es sobreyectiva, existen tnicos © € V y v € V tales que

uw=f(a) y v=[f(0)
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Por lo tanto,
fw) = af(a)+ f(v),

de donde, como f es lineal, tenemos lo siguiente:

Y, como f es inyectiva, entonces:

que, como @ = f~Hu) y o = f~1(v), equivale a:

fHautv) = af () + [ (v).

Es decir, f~! es una aplicacion lineal. O

Ejemplo 5.72

Sean f: V — U y g: U — W tales que g o f es lineal y g es lineal e inyectiva.
Probemos que f es lineal.

Solucion. Sean a € K, u € V y w € V. Vamos a probar que

flau+v) = af (u) + f(v).

Como g o f es lineal, tenemos que

(go flau+v) =algo f)(u) + (g0 f)(v).

De la definicién de compuesta, esta igualdad se escribe asi:

(g0 f)lau+v) = ag(f(u)) +g(f(v)).

Como g es lineal, tenemos que:

9(f (e +v)) = glaf(u) + f(v)).
Y, esta igualdad, junto con la inyectividad de g, implica que
flau+v) = af(u) + f(v).
Es decir, f es lineal. ¢

El siguiente ejemplo es similar al anterior, salvo que se elimina la hipotesis de que
g sea inyectiva. /Se mantiene la conclusiéon de que f es lineal?

Ejemplo 5.73

Sean f: V — Uy g: U — W tales que go f es lineal y g es lineal. ; Es f es lineal?
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Solucion. La condicién de inyectividad para g es inevitable para que f sea lineal. En efecto,
si f: R?2 — R? definida por
fx,y) = (2%, y),
entonces f no es lineal, como el lector puede verificar facilmente.
Por otro lado, sea ¢ la aplicacién lineal de R? en si mismo definida por

g(z,y) = (0,y).

Esta funcién es lineal pero no inyectiva. Lo primero es de demostracién sencilla. Lo segundo
se obtiene al observar que

9(1’ 1) = (0’ 1) = g(—l, 1)’

pero (1,1) # (—=1,1).
Finalmente, es facil probar también que g o f es lineal. ¢

Teorema 5.7 Una aplicacion lineal de un espacio lineal de dimension finita queda completamente
determinada por lo valores que tome en la base. De manera mas precisa, sean V' es un espacio
de dimensién finita n y W un espacio vectorial, ambos sobre un campo K, B = {¢;} una base
deVy fe Z(V,W).Entonces, f queda determinada por los valores f(e;).

Demostracion. Sea v € V. Como B es una base de V', existen escalares «; tales que

n
v = E czjej.
Jj=1

Entonces, como f es lineal, tenemos que
f(0) =) a;f(es).
j=1

Es decir, el valor de f(v) para todo v € V queda determinado por f(e;), a mas de los
aj propios de v. O

En otras palabras, para definir una aplicaciéon lineal en un espacio de dimension

finita, es suficiente con definir la aplicacién para cada uno de los elementos de una base
del espacio.

Ejemplo 5.74

Sea f € Z(R?,R3) tal que
f(17_1) = (1727_1) Yy f(lv 1) = (27_173)'

Determinar f.
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Solucion. Dado que B = {(1,—1), (1,1)} es una base de R?, podemos obtener f(x,y) para
todo (z,y) € R2.

Para ello, encontremos, en primer lugar, las coordenadas de (z,y) respecto de B. Sean
a € Ry B R tales que

(z,y) = (1, 1) + B(1, 1).

Entonces, a y § satisfacen el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales:

a+fB=z
—CM‘I—B:y,

cuya tunica solucion es facil hallar:

T Y PT T
Entonces:
f(@,y) = fla(l,-1) + 5(1,1))
=o(1,2,-1) + (2,-1,3)
= (a+28,2a — B, —a + 3p).
Como:
r—y z+y 3r+y
2 == 2 =
a+ 26 5 + 5 2
%0 — = Ty r+y _ T — 3y
2 2 2
—a+3ﬁ=—x_y—|—3x+y =z + 2y,
2 2
se tiene que
Jr+vy x—3y
f(z,y) = ; ,2+2y ).
2 2
¢
Teorema 5.8 Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, B = {v1,v9,...,v,}
una base de V, y sean wq, wo, ..., w, elementos distintos de W. Entonces, existe una sola

aplicaciéon f € Z(V, W) tal que f(v;) = w; paratodoicon1l <i < n.

Demostracion. Sea v € V. Entonces, existe un tinico conjunto de escalares aq, as, ...,
a, tales que
n
v = E Oéj’Uj.
j=1
Definamos la aplicacion f de V en W de la siguiente manera:
n
flv) = g QW;j.
j=1

Dada la unicidad de los o, f esté bien definida.
Ahora probemos que f es lineal y que f(v;) = w; para cada j con 1 < j < n.
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1. Sean u € V y v € V. Entonces existe escalares a; y 3; tales que:
n n
u:Zajvj y v:Zijj.
i=1 j=1
Entonces, tenemos que
n n
flu) =Y ajw; vy fl)=) Buw,
j=1 j=1

Para A € K tenemos que:

n

)\U + v = Z(/\Oéj + ﬁj)vj.

Por lo tanto:

Es decir, f es lineal.

2. Para cada 7 con 1 <7 < n, se tiene que

n
E i

vV, = 5]-’Uj,
j=1

s 1 sii=i,
710 sig#i

j=1

donde

Por lo tanto:

Finalmente, el lector puede probar facilmente que f es tnica.

Ejemplo 5.75

Sea
W={(z,y,2) ER*:z—y+2=0}.

Definir una aplicacién lineal de R? en W,
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Solucion. Consideremos la base candnica en R? y los vectores wy = (1,1,0) y wy = (0,1,1)
son elementos de TW. Entonces, por teorema 5.8, existe un tnica aplicacion lineal f de R? en
W tal que

fL,0)=w y f(0,1) =w,.
Ahora bien, dado (z,y) € R?, tenemos que

f(,y) = f(2(1,0) +4(0,1))
xf(1,0) +y/f(0,1)
w1 + Yyws
=z(1,1,0) + y(0,1,1)
= (z,2+y,y).

En resumen, f es una aplicacion de R? en W definida por

flzy) = (v, 2 +y,y).

Teorema 5.9 Sean V y W dos espacios vectoriales de igual dimension finita,
B, ={v1,v2,...,0,} 'y By ={wi,wa,...,w,}
bases para V'y W respectivamente, y f € £ (V, W) tal que
flvi) = w;

para todo i con 1 < i < n. Entonces f es un isomorfismo.

Demostracion. Debemos probar que f es biyectiva.

1. Inyectividad: sean uw € V y v € V tales que f(u) = f(v). Vamos a demostrar que
u="0.

Existen escalares o; vy 3; tales que

n n
u = E v,y U= g Bjv;.
=1 j=1

Por lo tanto, de f(u) = f(v), obtenemos que

n n
E OéjijE Bijw;,
=1 =1

de donde:

n

> (= Bj)w; =0.

j=1
Puesto que B,, es linealmente independiente, entonces
a; —f;=0
para todo 7 tal que 1 < j < n.

Pero esto significa que «; = [3; para todo j de donde u = v.
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2. Sobreyectividad: sea w € W; debemos hallar v € V' tal que w = f(w).

Como B, es una base de W, existen escalares «; tales que

n
w = E Oéj’wj.
J=1
Dado que f(v;) = wj, el v que buscamos es
n
v = E OéjUj.
J=1
En efecto, tenemos que

flv) = Zozjf(vj) = Zajwj = w.

]
Ejemplo 5.76
Sea f: R? — R? definida por
fl@,y,2)=(@-y+zz+ty+tzz+y—2).
Probar que f es biyectiva.
Solucion. Es facil probar que f es lineal. Ahora, apliquemos el teorema 5.9 para mostrar que

f es un isomorfismo, con lo cual probaremos que f es biyectiva.

Probemos, entonces, que f aplica la base canénica de R? en una base. De manera mas

precisa, probemos que el conjunto

B = {f(lv 070)7 f(O, 170)7 f(O, 0, 1)}

es linealmente independiente (con lo cual ya sabriamos que es una base de R?).
El conjunto B es
B={(1,1,1), (-1,1,1), (1,1,-1)}.

Sean a, (8 y 7 escalares tales que
a(l,1,1) + p(—=1,1,1) +~(1,1,-1) = 0.

Entonces estos escalares satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

a—pB+~v=10
at+B+y=10
a+pf—v=0.

Ahora bien, el determinante de este sistema es igual a:

1 1 1 1 1 1
-11 1}|=10 2 0
1 1 -1 1 1 -1
1 1

:2‘1 -1

— 440,

Por lo tanto, el sistema tiene una tnica solucién y esa solucion es la trivial: o = =~ = 0.

En resumen, f es un isomorfismo.

¢
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5.3 Nucleo de una aplicacion lineal

Definicién 5.3 (NUcleo) Sea f € Z(V,W). El nicleo de f, representado por A/(f) es el con-
junto de todos los elementos v de V' tales que f(v) = 0; es decir:

N(f)={veV: f(v)=0}

En la caracterizacion de una aplicacion lineal, el nucleo, junto la imagen, juegan
un rol fundamental. Recordemos que la imagen de una funcién, en particular de una
aplicacion lineal f es el conjunto

Im(f)={weW:BveV)(fv)=w)}

Teorema 5.10 Sea f € .Z(V,W). Entonces N (f) es un subespacio vectorial de V'y Im(f) son
subespacio vectorial de W.

Demostracion.

1. En primer lugar, 0 € N'(f) pues f(0) = 0. Por otro lado, si & € K, u y v en N(f),
entonces:

flou+v) =af(u)+ f(v)=a-0+0=0,

ya que f(u) = f(v) = 0. Por lo tanto au+v € N(f). Hemos demostrado, entonces,
que N (f) es un subespacio vectorial de V.

2. Dado que f(0) = 0, se tiene que 0 € Im(f). Ademés, w; y wq en Im(f), entonces
existen vy y vy en V tales que

wr = f(v1) ¥y w2= f(v2).
Ahora, si a € K, entonces

awy + wy = C(f(Ul) + f(’UQ) = f(OéUl + Uz).

Por lo tanto aw; + we € Im(f), ya que av; + vy € V. Esto prueba que Im(f) es un
subespacio vectorial de WW. U

Ejemplo 5.77

Sea f: R? — R? definida por
flz,y,2)=(x—y+z,z+y+2z,x—3y+2).

Encontrar la dimension de N'(f) y de Im(f).

Solucion.
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1. Para determinar la dimension de N (f) caractericemos, en primer lugar, sus elementos; y
luego encontremos una base para él.

Dado que

N(f)

) : f(z,y,2) =0=(0,0,0)}
)i (@—y+zz+y+zz—3y+2z) =(0,0,0)}

{(z,y, 2
{(z,y,2

el nicleo de f es el conjunto solucién del sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
cuya matriz ampliada es la siguiente:

1 -1 1|0
1 1 1|0
1 =3 110
Ahora bien, tenemos que:
1 -1 1|0 1 -1 110 1 0 110
1 1 1/0]~10 2 0j0)]~(0 1 010
1 -3 1|0 0O 0 010 00 0]0
Por lo tanto:
N(f) ={(z,y,2) :z+2=0yy =0}

={
={(z,0,—x) :x € R}.

Ahora, una base para N(f) la obtenemos asi:

N(f)={(z,0,—x) : 2 € R}
={z(1,0,-1) : x € R}
- <{(1707_1)}> .

Y como el conjunto B = {(1,0,—1)} es linealmente independiente (ya que tiene un so-
lo elemento diferente de 0), tenemos que B es una base para N(f), y, por lo tanto,

dim(N(f)) = 1.

2. Hagamos un procedimiento similar para obtener la dimensién de la imagen de f. Por un
lado, tenemos que:

(r,s,t) : B2, y,2))(f(2,y,2) = (r,5,1))}
(rys,t) : (3(z,y,2)((zr —y+2z,x+y+2z,0—-3y+2) = (rst))}

Entonces, la imagen de f es el conjunto solucion del sistema de ecuaciones cuya matriz
ampliada es:

1 -1 1|r

1 1 1|s

1 -3 1|t

Con el mismo procedimiento realizado en el caso del ntcleo, obtenemos que

1 -1 1
1 1 1
1 -3 1

1 01 T
~10 2 0 s—r
0 0 O|t—2r+s

+~ » 3
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Entonces:

Im(f) ={(r,s,t) : t —2r + s =0}
={(r,s,2r—s):reR, seR}
={r(1,0,2) +s(0,1,-1) : r € R, s € R}.
Esto significa que
B =1{(1,0,2), (0,1,-1)}

genera Im(f). Ademaés, como B es linealmente independiente (algo que es facil demostrar,
por lo que se deja al lector la tarea), tenemos que dim(Im(f)) = 2.

Teorema 5.11 Sea f € Z(V,W). Entonces, f es inyectiva siy solo si N'(f) = {0}.

Demostracion.

1. Supongamos que N(f) = {0}. Vamos a probar que f es inyectiva. Para ello, sean u
y v en V tales que f(u) = f(v). Entonces, dado que f es lineal, tenemos que:

Flu) = F(v) = 0= flu—0v) =0.

Y, como el unico elemento de V' cuya imagen bajo f es 0, ya que N(f) = {0},
tenemos que u — v = 0, de donde u = v. Por lo tanto, f es inyectiva.

2. Supongamos que f es inyectiva. Dado que 0 € N/(f), solamente nos resta por probar
que N (f) C {0}. Para ello, sea v € N(f). Entonces f(v) = 0. Como f(0) = 0,
entonces f(v) = f(0), de donde, por la inyectividad de f, concluimos que v = 0.
Por lo tanto N(f) C {0}. O

Teorema 5.12 Sean f € Z(V, W), w € Wy, € V tales que f(vg) = w. Entonces, la solucion
general de la ecuacion

fla) =w (5.1)

es de la forma

donde u € N(f).

Demostracion. Que vy + u sea una solucion de la ecuacion (5.1) se deduce de:
flvo +u) = f(vo) + f(u) =w+0=w.

Por otro lado, supongamos que v es una solucién de la ecuacion (5.1). Vamos a
probar que existe u € N(f) tal que v = v + .
Es claro que u debe ser v — vg. En efecto:

fu)=f(v—19) = f(v) — f(vg) =w —w = 0. O
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Ejemplo 5.78 Sea f € Z(R3 R?) tal que
Flz,y,2) =(x —y+z,2+y—2).

Es claro que f(1,1,1) = (1,1). Entonces la solucién general de la ecuacion

(x—y+z,o+y—2)=(1,1) (5.2)
es
(1,1,1) 4+ u,
donde u € N(f). Por lo tanto, para encontrar la solucion general de 5.2, encontremos el nicleo
de f.

Para ello, debemos hallar la solucién de la ecuacién
(z—y+z,2+y—2)=(0,0).

O, de manera equivalente, debemos resolver el sistema de dos ecuaciones con tres incognitas
cuya matriz ampliada es:
1 -1 1|0
1 1 =110/
Ahora bien, dado que:
1 -1 110 1 -1 1|0 0 -1 110
1 1 =110 2 0 010 1 0 0(0/)°

N(f)={(z,y,2) eR}:2=0, y=2} ={(0,2,2) : z € R}.

tenemos que

Por lo tanto, la solucién general del sistema 5.2 es:
(1,1,1) +(0,2,2) = (1,1 + 2,1 + 2)
para todo z € R. ¢

El siguiente teorema afirma que la independencia lineal es conservada por las apli-
caciones lineales inyectivas.

Teorema 5.13 Sea f € Z(V,W) tal que N(f) = {0}. Entonces, si B = {v1,v2,...,0,} CV
es linealmente independiente, entonces S = {f(v1), f(v2), ..., f(v,)} es linealmente indepen-
diente.

Demostracion. Sean «; escalares tales que

Z ozif(vi) = 0.

Vamos a probar que «; = 0 para todo ¢ € I,,.
Dado que f es lineal, tenemos que

Z&if('ui) =f (Z cm%-) = 0.
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Como el niicleo de f contiene tinicamente a 0, esta igualdad implica que

n
E o;0; = 0.
J=1

A su vez, esta igualdad implica que todos los «; son iguales a 0, pues B es un conjunto
linealmente independiente. Por lo tanto, S también es linealmente independiente. [

El siguiente teorema afirma que la imagen por una aplicacion lineal de un conjunto
generador del espacio de salida es igual a la imagen de la aplicacion.

Teorema 5.14 Sea f € Z(V,W). Si B = {v1,v2,...,v,} genera V, entonces f(B) genera la
imagen Im(f) de f.

Demostracion.

1. Probemos que (f(B)) C Im(f). Para ello, sea w € (f(B)). Entonces existe escalares
a; tales que

w = Z a; f(vi),
pues f(B) = {f(v;) : i € L.}.

De la linealidad de f, obtenemos que:

w = Z%‘f(vi) =f (Z ai”i) .

Si definimos
n
v = E (0 7X%T:
j=1

entonces v € V', ya que B genera V', y w = f(v). Por lo tanto, existe v € V' tal que
w = f(v). Esto significa que w € Im(f).

2. Ahora probemos que Im(f) C (f(B)). Para ello, sea w € Im(f). Existe, entonces,
v eV tal que w = f(v). Como B genera V, entonces existen escalares «; tales que

v = iajvj.
Entonces
w=fv)=f (Z&jvj> = Zajf(vj).

Es decir, w € (f(B)). O
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Corolario 5.15 Sea f € Z(V,W) tal que N(f) = {0}. Entonces, B = {v; : j € I,,} es una
base de V siy solo si S = f(B) es una base de Im(f).

En otras palabras, la dimension de la imagen de f es igual a la dimension de V.

Demostracion. Si el conjunto B es una base de V', entonces B es linealmente inde-
pendiente y genera V. Por lo tanto, dado que [ es inyectiva, ya que N(f) = {0}
(teorema 5.11), por el teorema 5.13, f(B) es linealmente independiente; y por el teo-
rema 5.14, f(B) genera Im(f). Por lo tanto, f(B) es una base de Im(f).

Reciprocamente, si f(B) es una base de Im(f), entonces es un conjunto linealmente
independiente y genera Im(f). Probemos que B es una base de V.

Para ello, sea v € V. Entonces f(v) € Im(f). Por lo tanto, existe escalares o tales
que

F0) = asf ().

Por la linealidad de f, de esta igualdad obtenemos que:

flo)y=Ff (Z Oéﬂ’j) :

Y por la inyectividad de f, esta igualdad implica que:

n
V= E Oéj’Uj.
j=1

Por lo tanto, B genera V.
Ahora probemos que B es linealmente independiente. Sean «; escalares tales que

Z ozjvj =0.
j=1
Entonces, por la linealidad de f, obtenemos que:
f <Z C(jUj) = ZOéjf(Uj) = f(()) =0.
j=1 j=1

Como f(B) es linealmente independiente, concluimos que todos los a; son iguales a 0.
Entonces, f(B) es linealmente independiente. O

Teorema 5.16 Sea f € £ (V,W) con V un espacio de dimension finita. Entonces:

dim(V) = dim(N(f)) + dim(Im(f)).

Demostracion.
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1. Supongamos que N(f) = V. Entonces f(u) = 0 para todo v € V. Por lo tanto,
Im(f) = {0}. Entonces

dim(N(f)) + dim(Im(f)) = dim(V) 4+ 0 = dim(V).

2. Supongamos que N(f) # V. Sea u € V tal que f(u) # 0. Entonces Im(f) # {0}.

Si N(f) = {0}, por el corolario 5.15, la dimension de Tm(f) es igual a la dimension
de V. Entonces:

dim(V) = dim(Im(f)) = dim(Im(f)) + dim(N(f)),

ya que dim(N(f)) = 0.

Ahora supongamos que N (f) # {0}. Sean W = {w; : j € I} una base de Im(f)
y B ={v; : j € I} donde f(v;) = w;. De la definicion de funcion, se colige que la
cardinalidad de B es s.

Sea C' = {uy : k € I.} con r < s una base para N (f). Probemos que
T ={vju,:jels kel}

es una base para V', lo que probaria que la dimensiéon de V' es igual a la suma de las
dimensiones del niicleo y de la imagen.

En primer lugar, siv € V, entonces f(v) esta en Im( f). Existen, entonces, s escalares
a; tales que

flv) = Z%’wj = Z%’f(’vj)-

De esta igualdad, por la linealidad de f, obtenemos que:

f (v — Zajv]) = 0.
j=1
Entonces

U—Zajvj e N(f).

j=1

Por lo tanto, existen r escalares 3; tales que

s r
v — E Q05 = E ﬁjuj.
J=1 J=1
Entonces, se verifica que
s T
v = E ozjvj—l— E ﬁju]'.
j=1 j=1

Por lo tanto v € (T); es decir, T genera V.

Ahora probemos que T es linealmente independiente. Para ello, sean «; s escalares
y Bj r escalares tales que

Z QU + Zﬁjﬂj = 0. (53)
j=1 j=1
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Entonces:
f (Z a;jv; + Zﬁj%’) = Z a; f(v;) + Zﬁjf(“j)
j=1 j=1 j=1 j=1
= Z a;w; = O,
j=1

ya que u; € N(f).
Como B es linealmente independiente, tenemos que los a; = 0 para todo j € I.

Entonces, la igualdad 5.3 se expresa de la siguiente manera:

Zﬁjﬂj =0.
j=1

Pero C' es linealmente independiente. Entonces, esta ultima igualdad implica que
B; = 0 para todo j € I, lo que termina por demostrar que 7" es linealmente
independiente y, por lo tanto, es una base para V.

O

Teorema 5.17 Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimensién ny f € Z(V,W). Entonces
f es inyectiva si y solo si es sobreyectiva.

Demostracion.

1. Supongamos que f es inyectiva. Entonces dim(V) = dim(Im(f)), ya que N(f) =
{0}. Como dim W = n, entonces dim(Im(f)) = n, de donde Im(f) = W; es decir, f
es sobreyectiva.

2. Ahora supongamos que f es sobreyectiva. Por el teorema de la dimension, esto
significa que dim(N'(f)) = 0, de donde N (f) = {0}; es decir, f es inyectiva. 0O

Teorema 5.18 Sea f € .Z(V,W) con V' y W espacios de dimension finita. Entonces, si f es
biyectiva, entonces dim (V') = dim(W).

Demostracion. Como f es inyectiva, N(f) = {0}, de donde, por el teorema de la
dimensién tenemos que

dim(V) = dim(Im(f)).
Como f es sobreyectiva, Im(f) = W; entonces, dim(V') = dim(W). O
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Ejemplo 5.79

Sea f e Z(V,V) tal que
fP-2f+Iy =0,

donde Iy es la identidad en V' y f # [,. Demostrar que existe u € V tal que u # 0
y f(u) = u. El vector u se denomina punto fijo de f.

Solucion. Sea v € V. Entonces

Por lo tanto:

[ ) =2f () + Iy (v) = f(f(v)) = f(v) = f(v) +v
= [f(f(0)) = f(0)] = [f(v) - ]
= f(f(v) =) = [f(v) =] =

De modo que
f(f(w) —v) = f(v) —v.
Como f # Iy, existe w € V tal que f(w) # w. Sea, entonces, u = f(w) — w. Esto significa
que u # 0y que

Ejemplo 5.80

Sean f y g elementos de Z(V, V). Demuestre que:
1. Sif=fogyg=gof, entonces N(f) = N(g).

2. Si f=fof, entonces N(Iy — f) = Im(f).
3. N(f)nIm(f) ={0} siysolosi f(f(v))=0= f(v) =

Solucion.

1. Sea v € N(f). Entonces f(v) = 0. Por lo tanto:

Es decir, v € N(g).

Hemos demostrado, entonces, que N (f) € N (g). El mismo razonamiento, pero aplicando
la hipotesis f = f o g nos permite establecer que N'(g) C N(f).

2. Sea v € N(Iy — f). Entonces (I, — f)(v) = 0; es decir, se verifica que f(v) = v. Por lo
tanto, v € Im(f).

Reciprocamente, si v € Im(f), existe u € V tal que v = f(u). Entonces

f) = f(fw) = (fof)u) = f(u) =v.
Por lo tanto, f(v) = Iy (v), de donde v € N (Iy — f).
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3. (a) Supongamos que N(f) NIm(f) = {0}. Sea v € V tal que f(f(v)) = 0. Entonces
f() € N(f). Pero f(v) € Im(f); es decir, v € N(f)NIm(f). Como el anico elemento
comtn entre N(f) y Im(f) es el vector 0, entonces, necesariamente, f(v) = 0.

(b) Supongamos que f(f(v)) =0= f(v) =0. Seau € N(f)NIm(f). Vamos a demostrar
que u = 0.

Como u € Im(f), existe v € V tal que f(v) = w. Por lo tanto, f(f(v)) = f(u) =0,
pues u € N(f). Entonces, por hipotesis, f(v) = 0; es decir, u = 0, ya que u = f(v).

¢

Ejemplo 5.81

;Existe una aplicacion lineal f de R? en R3 tal que
N ={21}) vy Im(f)=({L1,-1}7

En el caso de que exista tal aplicaciéon, describirla. jEs tnica?

Solucion. El teorema de la dimension (teorema 5.16) asegura que si f es lineal, entonces
dim(N(f)) 4 dim(Im(f)) = dim(R?).

Como las dimensiones de los conjuntos A = ({2,1}) y B = ({1,1,—1}) son 1 y 1, respec-
tivamente, entonces, en caso de existir tal f, su existencia no contradiria con el teorema de la
dimensién. De modo que, podemos intentar encontrar una tal f.

Para la construccion de f, podemos utilizar la idea de la demostracién del teorema de la
dimensién para encontrar una base del espacio de salida, R? a partir de las bases de N(f) y
de Im(f), respectivamente.

Si el lector lee con atenciéon la demostracion citada, encontraré que, si f es una aplicacion
lineal con niicleo del conjunto A y con imagen el conjunto B, entonces una base para R? es
la siguiente: C' = {(2,1), (z1,x2)}, donde f(x1,z2) = (1,1, —1). Por lo tanto, para definir f
basta elegir (x1,x2) tal que C' sea linealmente independiente (con lo cual ya serd una base de
R?) y asignar (1,1,—1) como imagen de (x1,z2) bajo f.

Por ejemplo, (21, z2) puede ser el vector (1,0). Entonces, f(1,0) = (1,1,—1). Ahora, para
cualquier (z,y), ya que C es una base de R?, existen escalares a y 3 tales que

(z,y) = a(1,0) + 5(2,1).

Es facil mostrar que a« = x — 2y y que [ = y.
Ya podemos determinar f:

f(,y) = f(e(1,0) + B(2,1)) = af(1,0) + Bf(2,1)
—a(l,1,-1)+B-0=(z —2y)(1,1,—1)
= (z —2y,x — 2y,2y — x).

El lector puede comprobar facilmente que f es lineal y que su ntdcleo e imagen son los
indicados en el enunciado del ejemplo. Ademas puede constatar que f no es tnica, porque
depende de el elemento que se elija para definir la base C'; por ejemplo, determine el lector la
aplicacion f que se obtiene si se elige (0,1) para obtener C. ¢



Aplicaciones

lineales y
matrices 6

En este capitulo, los elementos de K™ seran vistos tanto como vectores que se escriben
horizontalmente:

X = (x1,29,...,2,)

o como matrices de n filas y una columna:

€
)
X = (21,29,...,2,) =

Tn

6.1 Aplicacion lineal asociada a una matriz

Teorema 6.1 Dada la matriz A = (a;;) € M, xn, la aplicacion f4 definida por

fa: KM — K™
X s fa(X) = AX

es una aplicacion lineal; es decir, f4 € £ (K", K™). Esta aplicacion se denomina aplicacion
lineal asociada a la matriz  A.

Demostracion. Las propiedades de espacio vectorial del espacio de matrices nos permite
probar que f4 es lineal. Para ello, sean X y Y en K" y a en K. Entonces:

fa(aX +Y)=AaX +Y)
= A(aX)+ AY
= aAX + AY = afa(X) + fa(Y). O

Ejemplo 6.82 Dada la matriz

1 -1 1
A_<2 -1 0)’
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la aplicacion lineal asociada es f4: R3 — R? tal que

X

Jfa(z,y,2) =Aly
V4

x
(1 -1 1 C(r—y+z
AX_<2 -1 0) i _<2x—y>’

falz,y,2) = (x —y + 2,2z —y).

Puesto que

tenemos que

Teorema 6.2 Sean Ay B dos matrices de M,,,«,. Entonces f4 = fgsiysolosiA =B

Demostracion. Tenemos fy = fp si y solo si para todo X € K", se verifica que
fa(X)=AX = f(X) = BX.

Pero esta igualdad se verifica si y solo si para todo X € K", se verifica que (A—B)X = 0.
A su vez, dado que esta tltima igualdad es verdadera para todo X € K, se tiene que
(A— B) =0, lo que es equivalente a A = B. O

La aplicacion lineal asociada a una matriz permite expresar la soluciéon de un sis-
tema de ecuaciones lineales en términos de aplicaciones lineales. En efecto, el conjunto
solucién del sistema homogéneo

AX =0,

se expresa como el conjunto de todos los X € K" tales que
fa(X) =0.

Es decir, el conjunto soluciéon del sistema homogéneo no es mas que el niicleo de la
aplicacion lineal asociada a la matriz de coeficientes del sistema lineal homogéneo.

6.2 Matriz asociada a una aplicacion lineal

Este estudio se va a dividir en dos casos: cuando la aplicaciéon lineal es de K™ en K™ y
cuando es entre dos espacios vectoriales de dimension finita.

Teorema 6.3 Sea f € Z (K", K™). Entonces existe una matriz A = (a;;) € M,,x, tal que
f(z) = Ad'

para todo z € K.




6.2 Matriz asociada a una aplicacion lineal 183

Demostracion. Sean C,, = {e; : 1 < j <n}y C, ={f;: 1 <j < m} las bases orde-
nadas canoénicas de K" y K™ respectivamente. Entonces, para todo x € K", tenemos
que

n
r = E ijej.
j=1

Por lo tanto, de la linealidad de f, tenemos que
flx) = a;f(es).
j=1
Pero, como f(e;) € K™, existen escalares a;; tales que

f(ez'> = Z aijfi-

Por lo tanto:

Por lo tanto:

7j=1
= Ax,
donde
ai; a2 A1n
a1  A22 A2n,
A= ]
Am1 Am2 = Amp

Las columnas de la matriz A son, entonces, las coordenadas de las imégenes de los
elementos de la base candénica de K™ bajo f respecto de la base canénica de K™. O

Definicion 6.1 (Matriz asociada a una aplicacion lineal) La matriz A se denomina matriz aso-
ciada a la aplicacion lineal  f respecto de las bases canénicas C,, y C,,. Se la representa
asi:

A=[flgr.

Si las bases estan sobre entendidas, entonces se escribira simplemente [f] para indicar la matriz
A.
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Ejemplo 6.83 Sea f € Z(R3 R?) definida por

flx,y,2) = (x+ z,y — 22).

Vamos a encontrar la matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R3 y R? respec-
tivamente.
Recordemos que los conjuntos

By :{(17070)7 (07170)7 (0707 1)} y By :{(170)7 (07 1)7}

son las bases canonicas de R3 y R? respectivamente. De la demostracion del teorema 6.3, la
matriz asociada a f es de orden 2 x 3 y tiene por columnas las coordenadas de las imégenes
de los vectores de la base candnica de R? respecto de la base canoénica de R2. Por ello, el
procedimiento que vas a seguir es el siguiente:

1. Calcular f(Cy), la imagen de cada uno de los elementos de la base canénica de R3.
2. Calcular las coordenadas de cada elemento de f(Cy) respecto de Co.
Procedamos.

1. £(1,0,0) = (1+0,0—0) = (1,0), £(0,1,0) = (0,1—0) = (0,1) y £(0,0,1) = (0+1,0—2) =
(1,-2).

2. 100, = (o). 11610e = (§) v 110 le. = ().

Por lo tanto, la matriz asociada a f es:

a=ng=(5 1 L)

Por la construccion de A, debe verificarse que f(x) = AX?, lo que sucede efectivamente:

1 0 1 x_:c—l—()—l—z_x—l—z
01 -2 *Z “\o+y-2:) " \y-2:/)-

Ejemplo 6.84 Supongamos que f € .Z(R?,R?) representa la rotacion de un vector u un
angulo 6. Encontremos la matriz asociada a esta rotacién respecto de la base canénica de R?.
Para ello, encontremos la ley de asignaciéon de f en

primer lugar. En el dibujo, esta la informacién necesaria Y
para calcular f(u) dado u. Tenemos, entonces que si u = y' H---- (u)
(x,y), entonces : \\\\
| N
z=|[ul[cos¢ y y=]lullsen . l A
I \
Ademas, si (2,y') = f(u), entonces B o \ "
|
[
o' =||f(w)[cos(p+0) y y =]|f(u)l|sen(¢+0). l |
| |
Por lo tanto, 0 | :
¢ 0 [
2’ = ||f(u)||[cos ¢ cos @ — sen ¢ sen 0] z’ z
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y
y' = ||f(u)]|[sen ¢ cos O + sen O cos ¢)].
Por otro lado, se tiene que ||f(u)|| = ||u||. Entonces:
2’ = [||u]| cos @] cos O — [||u]|sen ¢]sen§ vy 3y = [||u||sen ¢]cos O + [||ul| cos ¢] sen O,

de donde obtenemos que
2 =xzcos —ysenf y vy =ycosl+ xsend.
Por lo tanto, para cada (z,y) € R?, f se define asi:
f(z,y) = (zcosh —ysenh, ycosh + xsenh).

Ahora bien, calculemos las coordenadas de f(1,0) y f(0,1) respecto a la base canoénica.
Puesto que

f(1,0) = (cos — 0,0 + senf) = (cos @,send)
£(0,1) = (0 —sen®,cosf +0) = (—senb,cosb),

tenemos que:

[f(1,0)] = (cosf,senf) y [f(0,1)] = (—senb,cosb).

Por lo tanto, la matriz asociada a f es:

senf cosf

A [fl— (cose —sen¢9>.

Por ejemplo, el vector que resulta de rotar 45 grados al vector (2,1) tiene por coordenadas

Vi V2
cos4b —sen4b 2\ 2 2 2\ 2
sendbs cos4b 1) V2 V2 1) 32
2 2 2

¢

La matriz asociada a una composicion de aplicaciones lineales resulta ser el producto
de las matrices asociadas a las aplicaciones que se componen. De manera mas precisa,
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.4 Sean f € Z(K",K™)yg e Z(K™,K"), entonces [g o f] = [g][f]-

Demostracion. Sean A la matriz asociada a f y B la asociada a g. Entonces:

fx)=Az y g(y)= By

para todo = € K" y todo y € Im(g) C K™. Por lo tanto, para todo x € K", tenemos
que:

(g0 f)z) =g(f(x)) = B(f(z)) = B(Ar) = BAz.
es decir, [go f] = BA = [g][f]. [
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Ahora estudiemos el caso general.
Teorema 6.5 Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo K. Sean

By ={vj:jel,} yBy ={wj:j € I,} bases ordenadas de V' y W, respectivamente. Sea
también f € Z(V,W). Entonces existe una matriz A € M,,,»,, tal que

paratodov € V.

Demostracion. Sean v € V' y x; para j € I, las coordenadas de v respecto de B;.
Entonces

OEDIET O}

Existen, entonces, escalares o;; tales que

Fu) = aiw;
i=1

para cada j € I,,.
Por lo tanto:

n m n n
f(U) = E &€ Qi Wy = E QL5 | Wy.
J=1 i=1 i=1 j=1

Tenemos, entonces, que:

n
> oy
j=1
n ai; a2 - Qip
Za%xj Qg1 Gz - QA2 1
ol = | S [ ( | )
. To . Ip
n : m1  Gm2 Amn
D s
j=1
De manera que:
[f(v)]BQ = Av.

O

Como se puede ver, la matriz A es la matriz cuyas columnas son las coordenadas
de las imagenes de los vectores de la base By bajo f respecto a la base By. La matriz
A es denominada matriz asociada a la aplicacion lineal f respecto a las bases
ordenadas B; y B;. Se la suele representar con | f]g;

Con esta notacion, la propiedad de la matriz asociada se expresa de la siguiente

manera:

[f(v)]32 - [f]g; [U]Bl’
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Ejemplo 6.85 La aplicacion f € £ (Mayo, P2[x]) se define por

a b . 2
f(c d>—a—|—(b c)x + dx”.
Encontremos la matriz asociada a f respecto a las bases canénicas:
_ 10 01 00 0 0 _ 9
Para ello, es suficiente con calcular las imagenes de los elementos de la base By bajo f:

10 9

f <0 0> + (0—0)x + Ox ,
0 1\ _ 9

f(o 0)—0—!—(1 0)z + 0z* = z,

f<(1) 8>=0+(0—1)x+0x2:—x,
0 1

f(o 0) =04+ (0—0)z + 122 = 22,

Entonces, las coordenadas de esta cuatro imégenes respecto a la base canénica dan la siguiente
matriz:

10 0 O
01 -1 0
Lf1= 00 0 O
00 0 1

Ahora calculemos la matriz de f, pero respecto de las siguientes bases:

R (N AT N O RS

Para ello, debemos obtener las imagenes de los elementos de la base By bajo f y, luego,
las coordenadas de estas imagenes respecto de la base Bs. Empecemos con el calculo de las
imagenes:

) +(1—0)x+02% =1+,
1
< 0> (=1 —1)z + 02 = —2z,

f<0 1>—1+(0 0)z + 2% =1+ 22

0—1x—|—x :—x+x2,

Ahora encontremos las coordenadas de estos cuatro vectores respecto de la base Bs. Para
ello, encontremos una férmula general para encontrar las coordenadas cualquier elemento de

Pylz].

Sea p € P[] tal que p(z) = a + bz + cz®. Buscamos los escalares a; tales que

a+ bz +cx? = ar1(1 — z) + az(2?) + az(z + 22).
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De esta igualdad, obtenemos que los escalares «; deben satisfacer el siguiente sistema de
ecuaciones lineales:
a1 = a
—Qq + a3 = b
a9 + g = C.

Las siguientes equivalencias:

1 0 0la 1 0 0 a 100 a

-1 0 1|b]~[0 O 1ja+b|]~|0 0 1 a+b ,

0 1 1fc 011 c 01 0|-a—b+c
implican que a; = a, as =a+ by ag = —a — b+ c. Entonces:

[a 4 bz + cz?]p, = (a, a+b, —a—b+c).

Con ayuda de esta férmula, obtenemos las coordenadas de las cuatro imagenes calculadas:

1 1\]
f =[1+zlp =1, -2, 2),
00/,
- 2
0 —1\]
f = [_2:6]32 = (0’ 2, _2)’
1 0/],
=)
0 0\]
f = [~z +2%p, = (0, 2, —1),
1 1)),
- 2
1 0)]
[f( ) =1 +2%p,=(1, 0, 1).
01
1B,
Y ya podemos obtener la matriz asociada a f respecto de las bases By y Bo:
1 0 0 1
floi=1-2 2 2 0
2 -2 -1 1

Con ayuda de esta matriz podemos calcular las coordenadas del vector

6ol

Para ello, usaremos la matriz | f]g;, pues se verifica la igualad siguiente:

[f(@)]B, = (151l

Entonces, lo que primero tenemos que hacer es obtener las coordenadas de x respecto de Bj.
Estas coordenadas son la solucion del sistema cuya matriz ampliada es:

1 0 0 111
1 -1 0 0|0
0O 1 1 010
0 1 110
Y, puesto que
1
1 00 0] =
2
1 0 0 1]1 01001
1 -1 0 0]0 9
0O 1 1 0}0 1]’
0 1 1|0 00 1 0)=5
0001l
2
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tenemos que

1 1 1 1
[‘T]Bl - (55 55 _5’ 5)
Por lo tanto:
1
11 1 0 0 1 i
[f<0 oﬂ =1-2 2 2 0] AH]=0 -1 1).
B2 2 -2 -1 1 12
2

Definicién 6.2 (Rango de una aplicacion lineal) Sea f € Z(V,W) donde V' y W tienen di-
mension finita. Sea A la matriz asociada a f respecto a dos bases cualesquiera en V'y W
respectivamente. Entonces, el rango de f es la diferencia entre la dimension de V' y el nicleo
de f:

ran(f) = dim(V) — dim N(f).

Por lo tanto, el rango de f es igual a la dimensiéon de la dimensién de la imagen de f.

Cuando el espacio de salida y el de llegada sean el mismo y la matriz asociada sea
respecto de la misma base en ambos espacios, por ejemplo si B es la base, entonces
usaremos la notacion [f]p para la matriz asociada.

Ejemplo 6.86

Sea f € £(C?,C?) definida por
f(zl, 22) = (zzh (1 T 2)22 — zl).

El conjunto
B = {(7’7 0)7 (07 1)}

es una base de C? sobre C. Calculemos la matriz asociada a f respecto de B.

Solucion. En primer lugar, calculemos las imagenes de los elementos de la base B:

f(2,0) = (0, (1412)-0—12) = (-1, —1),
f0,1)=(2-0, (14+2)-1—0)= (0, 1+2).

Ahora bien, las coordenadas de cualquier elemento (21, z2) de C? respecto de B se obtienen

de la siguiente equivalencia:
1 02 1 0| (=2
0 1|z 01| =z )

(21, 22)]B = ((=2)21, 22).

Entonces

En particular, para calcular [f(z,0)]p, hacemos z; = —1 y 29 = —:u. Entonces:

[f(2,0)lz = (=)(=1), =1) = (1, —1).
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Y, para calcular [f(0,1)]p, hacemos z; = 0y z9 = 1 + . Entonces:

[f(ov 1)]3 = ((_’L)(O)’ 1 +’L) = (07 1+ ’L)'

ne= (2,15

Por lo tanto:

Ejemplo 6.87

Sea f € Z(R3,R3) definida por

f(:c,y,z) = (y—z,x+z,—:c+y).

El conjunto
B ={(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)}

es una base para R3.
1. Calcular la matriz asociada a f respecto de B y C' (la primera vista como base
del espacio de salid y la segunda, como base del espacio de llegada).

2. Si f es invertible, determinar f1.

Solucion.

1. Las imagenes bajo f de cada elemento de B son:

f(1,1,0) = (1,1,0),
f(1,0,1) = (=1,2,-1),
£(0,1,1) = (0,1, 1).

Por lo tanto:

[f(1,1,0)]c = (1,1,0),
[f(1,0,D]e = (=1,2,-1),
[£(0,1,1)]c = (0,1,1).
Entonces:
1 -1 0
=11 2 1
0 -1 1

2. Se tiene que |[f]Z| = 4. Por lo tanto, la matriz asociada es invertible. Esto significa que
[f1ele]s = 0= [z]p = 0. (6.1)

Por lo tanto, si x € N(f), entonces f(z) = 0, de donde, por la implicacion (6.1), todas las
coordenadas de x respecto de B son iguales a 0; es decir = 0. Por lo tanto N (f) = {0}.
Entonces, f es invertible.

Para hallar f~! debemos resolver la ecuaciéon

f(x,y, Z) = (a’ b, C) (6'2)
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para todo (a,b,c) € R3, pues
f_l(aa b7 C) = ((I,', Y, 2,’)

La igualdad (6.2) implica que (z,y, z) deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

Yy—z=a
r+ +z=0
—r+y =c

Como la solucién de este sistema es
1 1 1
xzi(aﬂ—b—c), y:§(a+b+c) y z:i(—a—l—b+c),

entonces

1
f‘l(a,b,c):g(a+b—c, a+b+ec, —a+b+o).

6.3 Matriz de cambio de base

Sea V' un espacio vectorial sobre K tal que dim V' =n. Sean B = {v;} y S = {w;} dos
bases ordenadas de V. ;Cual es la relacion entre las coordenadas de cualquier v € V
respecto de la base B y las coordenadas de v respecto de la base S7 Este es el problema
que pretendemos resolver a continuacion.

Sea f la funcion identidad definida sobre V. Es decir, para todo v € V| se tiene que

f(v) =w.

Por lo tanto, f € Z(V, V).
Las coordenadas de v respecto de S pueden ser vistas como las coordenadas de f(v)
respecto de S. Entonces, la relaciéon buscada es

[v]s = [f(v)]s = [f]§ [V]5-

En otras palabras, la relacion entre ambos conjuntos de coordenadas esta dada por
la matriz asociada a f respecto de las bases B y S. A esta matriz se la conoce con
el nombre de matriz de cambio de base de S a B. También se la conoce con el
nombre de matriz de transicion de B a S.

Esta claro que si las matrices B y S son iguales, entonces la matriz de cambio de
base es la matriz identidad.

Teorema 6.6 Sean f € L(V,W)yg € L(W,U) tales que dim(V) = n, dim(W) = my
dim(U) = r. Sean B;, By y B3 bases de V', W y U, respectivamente. Entonces

lgo fI5: =92 A5
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Demostracion. Sea v € V. Por un lado, tenemos que:

(g0 F)()]B, =g o fl]E,. (6.3)
Por otro lado, como (g o f)(v) = g(f(v)) v f(v) € W, tenemos que:
[(g 0 F)(W)]B, = l9(f(v))]Bs
=

5[5 v]s

= (l922[f152) W],
Es decir:
[(g o ()]s = (l92[f15) s
para todo v € V. Y esta igualdad, junto con (6.3), nos permite concluir que
g0 fls, = l915: [f]5)-
O

En otras palabras, la matriz asociada a una composiciéon de aplicaciones lineales
es igual al producto de las matrices asociadas a las aplicaciones de la composicion,
multiplicacion que tiene el mismo orden que el de la composicion.

Corolario 6.7 Sean By S dos bases de un espacio vectorial V. Entonces la matriz de cambio
de base B a S es invertible y su inversa es igual a la matriz de cambio de base de S a B.

Demostracion. La matriz de cambio de base de B a S esté asociada a la identidad de
V. Sea [I/]5 la matriz. Con esta misma notacion, [I/] representa la matriz de cambio
de base de S a B. Ahora bien, como I, = Iy o I}, entonces

[Iv]E = VSIS vy VIS = [IvIIIv)E.

Pero, como
(V)5 =Ivls =1,
entonces
I = [IVIS[IV]E = [Iv]B[Ivs.

Lo que demuestra el corolario. O

Corolario 6.8 Sean f € Z(V,W) unisomorfismoy By S bases ordenadas de V'y W respecti-
vamente. Entonces la matriz asociada a f~! respecto de Sy B es la matriz inversa de la matriz
asociada a f respectoa By S.

Demostracion. Dado que f es un isomorfismo, existe f~!. Puesto que f~lo f = I,
entonces

I=[f"131415,

con lo cual el corolario queda demostrado. O
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Ejemplo 6.88

Sea f € Z(R3, P,[x]) tal que su matriz asociada respecto de las bases canénicas en
ambos espacios es

1 -1 0
fl=(1 o 1
0 —1 1

Encontrar:
1. la aplicacion f,

2. el valor de f(1,-1,2),y

3. bases para N (f) y para Im(f).

Solucion.
1. Dado que
[f (u,v,w)] = [F[(u, 0, w)],
entonces
1 -1 0 U U—v
[flu,v,w)]=11 0 1 v =1 utw
0 -1 1 w —v 4w

Y, dado que la bases consideradas son la candnicas, tenemos que
flu,v,w) = (u—v) + (u+ w)z + (—u + 2)z?

para todo (u,v,w) € R3.

Cf(L,-1,2)=(1+1)+ (1 +2)z+ (—142)2? =2+ 3z + 2°.

. Tenemos que

{(u,v,w) € R®: f(u,v,w) = 0}

{(u,v,w) €R®: (u—v) + (u+v)x + (—u +w)z? = 0}
{(u,v,w) ER?:u—v =0, u+v=0, —u+w =0}
{(u,v,w) ER®:u=v=w=0} ={(0,0,0)}.

N(f)

Por lo tanto, la tinica base posible para N(f) es el conjunto vacio. Esto significa que la

dimension de N (f) = 0, de donde:
dim Im(f) = dim(R?) — dim(N(f)) = 3.

Luego, como dim(Ps[z]) = 3, Im(f) = H2[z], de donde la base candnica de Ha[z]| es una
base de Im f.
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Ejemplo 6.89

Los conjuntos

S={((1,1), (_171))} y T:{(Q,—l), (172)}

son bases de R2. Determinar:
1. la matriz de transicion de S a T y de T a S; y

2. las coordenadas del vector v = (—3,4) con respecto a la base T si se sabe que
las coordenadas de v respecto a la base S son % y %

Solucion.

1.

Para encontrar la matriz de transiciéon de S a T', debemos hallar las coordenadas de los
elementos de S respecto de T'. Para ello, encontremos las coordenadas respecto de T de
cualquier elemento de R2.

Sea (a,b) € R2. De las siguientes equivalencias, podemos obtener las coordenadas de este

elemento:
a) <0 5 a—|—2b> 0 1 |« 0 1|«
b -1 2] b 1 -2 —b 1 0|2t/

2 1
-1 2
Por lo tanto: 5 , o
a — a +
blr = .
(@0l = (250, 52

[@nh:<§;,%g>:(ég>

= (2 22) - (32).

Tenemos ya la matriz de transicion de S a T"

[\

En particular:

[gs]? =

ot w ot =
=

. La matriz de transicion de T a S es la matriz inversa de la matriz de transicion de S a T'.

Por lo tanto:

[Tes]§ = ([Igs]?
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3. Dado que
1
2
(=3.4)s = <7> ,
2
tenemos que
1 _3 1
5 5 2
a0 ) ()
5 5 2
(-2
=)
¢

Ejemplo 6.90

rotaciéon de 6 + « unidades; es decir:

unidades. Es decir:

Sea pg € £ (R? R?) una rotaciéon de § unidades. Entonces:
1. Una rotaciéon de 6 unidades seguida de una de « unidades es igual a una tnica

Pa © Po = Py+p-

o’ = pp-

2. Deshacer una rotacion de 6 unidades es igual a realizar una rotacion de —0

Solucion.

1. Dado que [pg © pa] = [po][pa] y que tenemos que:

[P0 © pal = [pol[pal
__(cosf —senf Ccos o
~ \senf cosé sen o
_ (cosfcosa — senfsen o
" \senfcosa + cosfsen o

_ (cos(0+ )
~\sen(0+a) cos(f+ )
Por lo tanto, se verifica que pg 0 po, = pota-

2. Dado que [p, '] = [pg] ' v que:

cos@ —send
senf cosf
cosf senf
—senf cosf
cos(
—sen(

Por lo tanto, se verifica que ,0;1 = p_yp.

—sen(f + «)

—sena

Ccos

—cosfsena — sen 6 cos a
cos 0 cos o — sen 6 sen «

) = lonsal

o !

)
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Teorema 6.9 Sean V' y W dos espacios vectoriales tales que dim(V) = ny dim(W) = m,
fe LWV, W), Sy Ss dos bases ordenadas de V', y 71 y T, dos bases ordenadas de V.
Entonces:

1132 = QAP
donde P = [Iv]2 y Q = [Iw]7:.

Demostracion. Con ayuda de siguiente diagrama, podemos visualizar las relaciones
existentes entre las coordenadas de v y f(v) segtn las bases que se elijan en los espacios
VyW:
f
(V.51) —— (W.T1)

el
(V,S2) —1= (W)

Por ejemplo, si leemos la segunda linea horizontal, tenemos que para todo v € V:

[f(0)]z, = [f172 V] s, (6.4)
Ahora, si leemos la columna de la derecha, tenemos que
[f(0)]z, = Uwlzs [ (0))n. (6.5)
En cambio, la fila superior nos dice que

()] = [f171 0] s, (6.6)

Entonces, de las igualdades (6.6) y (6.5), obtenemos que
[F (0, = DI /17 []s,. (6.7)

Por lo tanto, de las igualdades (6.4) y (6.7), resulta que
/172 0], = [Iwln[f17 V] s, - (6.8)

Ahora, la lectura de la columna de la izquierda nos informa que

[U]Sl = [Iv]gi [U] 525

que al reemplazar el lado derecho de esta igualdad en (6.8) nos permite proceder de la
siguiente manera:

[F132[0)s, = Uw]B [F15 o),
= (w13 ()22 [v]s,
= (Iw]2) 7 A5 V]2 ] s,

Por lo tanto: B
7 = (Iwlz) 7S,

que es lo que queriamos demostrar. O
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Ejemplo 6.91
Dada
-1 0 1
[fls={o0 1 1],
1 -1 0
donde
B ={(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)}
y S es una base de R3.
1. Determinar [Ips]$, donde C' es la base canénica de R®.
2. Determinar [£].
Solucion. En primer lugar, del teorema (6.9), tenemos que
(118 = [rs]3[118 Irs)G = (/18 [Irs]5, (6.9)

ya que [IRs]g =1

1. Como C' es la base canoénica, la matriz [IRs]g tiene por columnas las coordenadas de los
elementos de B respecto de C. Por lo tanto:

110
Ies]Z =11 0 1
01 1
Entonces
. R
[IRB]B:GIRB]C) ;11 11
-1 1 1

2. Ahora ya podemos calcular [f]g a partir de la igualdad (6.9):

115 = (18 T
1 10 1 1 1 -1
=11 01 5 1 -1 1
011 -1 1 1
(a8
2 0 1 -1

Corolario 6.10 Sean f € Z(V,V), B,y Bs dos bases de V. Entonces existe una matriz inver-
sible P tal que

[f152 = P fIBP.
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Demostracion. Del teorema 6.9, tenemos que:
/15 = IV 5 V]G
Sea P = [Iy]p!. Entonces P~ = [Iy/]5?. Por lo tanto:
15 = P If]P. O

El proposito de representar mediante una matriz una aplicacion lineal es trabajar
con la matriz en lugar de la aplicacion. En el siguiente capitulo, se estudia como obte-
ner una matriz que tiene propiedades que hacen el “trabajo” mas sencillo que hacerlo
directamente con la aplicacion.

Ejemplo 6.92 Sean f € .Z(R? R?) definida por
f(z,y) = (z + 6y, 3z + 4y)

y el conjunto
B = {(2’ _1)’ (1’ 1)}

una base de R?. Encontremos las matrices asociadas a f respecto, en primer lugar, de la base
canodnica tanto en la salida como en la llegada y, en segundo lugar, respecto de la B tanto en
la salida como en la llegada.

1. Puesto que

tenemos que

2. Dado que

f2,-1) = (=4,2) = (=2)(2,-1) + (0)(1, 1)
FL1) = (7,7) = 0(2, 1) + 7(1,1).

5= (3 9):

tenemos que

¢

En este tltimo ejemplo, podemos ver que las dos matrices que representan a f, la
segunda es diagonal. Esto la hace “mas sencilla” en el sentido de que en las operaciones
que se hagan con ella, el trabajo requiere menos esfuerzo (por la presencia de los ceros,
excepto en la diagonal).

Definicién 6.3 (Matrices semejantes) Dos matrices cuadradas A y B de orden n son semejan-
tes o similares si existe una matriz P inversible tal que B = P~ ' AP.

De esta definicién, es inmediato que dos matrices asociadas a una misma aplica-
cion lineal f de un espacio vectorial en si mismo son siempre semejantes, gracias al
corolario 6.10 en la pagina 197.
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Definicién 6.4 (Diagonizable) Sean V' un espacio vectorial de dimension finitay f € Z(V, V).
Una base B de V diagonaliza a f si y solo si la matriz asociada a f respecto a B, es de-
cir, la matriz [f]g, es una matriz diagonal. En este caso, se dice que la aplicacion lineal f es
diagonizable .

No toda matriz es diagonizable. En el siguiente capitulo, se estableceran condiciones
necesarias y suficientes para que una matriz sea diagonizable.

Teorema 6.11 Sean V' un espacio vectorial real de dimensién n, By = {u;} y By = {v;} dos
bases ortonormales de V. Entonces la matriz [Iv]g; es ortogonal.

Demostracion. Sea P = [Iv]g;. Debemos probar que P~! = P*. Para ello, calculemos
en primer lugar P y luego P~!.

1. Dado que B, es una base ortonormal de V', para cada j, podemos escribir u; de

la siguiente manera:
n

U; = Z <Uj, ’Ui> V;.

i=1

Por lo tanto, las coordenadas de u; respecto de Bj son:

[w;lB, = ((uj,v1), (uj,v2), ..., (uj,v;)) .
Entonces:
(ug,v1) (ug,v1) ... (up,vy)
[Iv]g; _ <U1,'1)2> (ug,vo) ... <un?v2)
<u1,' Un) (u2;vn> coe {Up,vp)

En otras palabras, el término general de la matriz P es (u;, v;).

2. Recordemos que la inversa de [Iv]g; es [Iv]gi (ver el corolario 6.7 en la pagi-
na 192). Ahora bien, tenemos que

P = [Iv]5, = ((uy, 0)).
Si intercambiamos By con B; en el calculo de P, obtenemos que

Pt = [Iv]g: = ((vj, ui))-

Ahora solo falta probar que P~ = P!. Pero esto es inmediato, ya que

(uj, vi) = (Vi uj) = (vi, u ),

ya que V' es un espacio vectorial sobre R. Por lo tanto, la inversa de P es la transpuesta
de P. O
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Ejemplo 6.93

Sean
B={(% %) (% #)} v 2={¢ D ¢ -

dos bases ortonormales de R2. Encontrar la matriz de transicion de By a Bs.

Solucion. Sean uy, los elementos de B y vy los de Bsy. Entonces, por el teorema , la matriz
de transicién de By a By es:

[r2]5y = ((ug,vi).

Asi que, calculemos todos los productos escalares (u;, v;):

mo=(( #)-4 D) =575

e =((% H).¢ D) =575
o) =((-% %)-¢ D) =575
e =((~% F).¢ -D)=-55

Por lo tanto:

El siguiente ejemplo utiliza la siguiente propiedad general del producto escalar:

Popiedad 6.1 Sean A una matriz de orden n por m y u y v elementos de R™. Entonces

(Av,u) = (v, Alu).

Demostracion. La igualdad es facilmente obtenida de la siguiente manera:
(Av,u) = (Av)'u
= (v'A"u
= v(A'u) = (v, A'u). O

Ejemplo 6.94

Sea f € Z(R™,R") tal que
I1f @)l = [lull

para todo u € R™. Demuestre que:
1. Para todo u € R™ y todo v € R", se verifica que

(f(w), f(v)) = (u,0).)

2. La matriz [f] es ortogonal.
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Solucion.
1. Dado que
[1f (w =)l = Jlu—ul,
y que f es lineal, tenemos que
1 (w) = F@)* = u— o] (6.10)

Por otro lado, tenemos que

1f(u) = FIIP = (f(w) — f(v), f(u) — f(v))

De donde, concluimos que:
1 () = f)I* = £ @)1* = 2(f (), f(0)) + | F ()] (6.11)

Por otro lado, también tenemos que

Hu—v||2 =(u—v,u—v)
= (u,u) — 2 (u,v) + (v,v),

de donde obtenemos que:

2 2
[ = ol = [lull® = 2 (u, v) + [[v]| " (6.12)

Finalmente, la propiedad transitiva aplicada a las igualdades (6.10), 6.11 y 6.12 muestra
que

LFC)l® =2 (f (@), f(0)) + If ()I* = [lull® =2 (w, 0) + [[o]*,

de donde obtenemos que
es decir:

que es lo que queriamos demostrar.

2. Sea A = [f]. Debemos probar que A~! = A’. Para ello, vamos a utilizar la propiedad 6.1
v la igualdad establecida en el numeral anterior.

Sea v € R™. Entonces
f(v) = Av,

y, dado que (f(u), f(v)) = (u,v), se verifica la siguiente igualdad:

(Au, Av) = (u,v).

Ahora bien, por la propiedad 6.1, la dltima igualdad implica que
<u, AtAv> = (u,v),

de donde
<u, At Ay — v> =0

para todo u € R™.
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Esto significa que A'Av —v € {R"}+ = {0}, de donde
AlAv —v =0

para todo v € R"; es decir:

AtAv = .
Por lo tanto, A’A = I, de donde A~! = A’

Ejemplo 6.95

Sea f € Z(R3,R3) tal que

f(l,l,()) = (17 17_1)7 f(lvovl) = (17_171)7 y f(()?la 1) = (_17 171)

Sean
Blz{(l,O,l), (0,1,1), (1,1,1)} y Bgz{(l,l,l), (1,1,0), (1,—1,1)}

dos bases de R3. Determine:

wslZ2, (13 13 v (B

Solucion. Sea C' la base canoénica de R™.

1.
[Trs)5? = [Trs] B, [Irs] 0
= () ol
101\ '/11 1
—lo 1 1 11 -1
111 10 1
Entonces
0 -1 2
[Tps]i? = (0 -1 0
1 2 -1
2,

1

ton [t e
=(0 11 -1 1 1
111 Lo
2
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Por lo tanto:

=~
Sl

Il
~/
| o
[

Il v o
—_
= O O
~_ —

Por lo tanto:

|
~/_
_ o O
o
(R
|
}—‘OM
~
|
—
/=
I o w
—_
|
}—‘MO
= o O
~_ —

Por lo tanto:

0o 2 1
A2 =10 —2 0
1 -1 0
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Valores y
vectores
Propios

El objetivo general de este capitulo es

Resolver problemas de diagonalizacion de matrices a partir de las propieda-
des de los valores y vectores propios de las matrices, a un nivel productivo.

Para alcanzar el objetivo general se proponen los siguientes objetivos especificos.

. Identificar los valores y vectores propios de un operador lineal y sus propiedades a
partir de las definiciones.

. Calcular el polinomio caracteristico y los valores y vectores propios de una matriz
de orden n.

. Calcular los valores propios de una matriz simétrica usando sus propiedades a un
nivel productivo.

. Fundamentar la diagonalizaciéon de una matriz de orden maximo 4 a partir de las
propiedades béasicas de los valores y vectores propios, a un nivel reproductivo.

. Resolver problemas de diagonalizacién de una matriz de orden maximo 4 a partir
de las propiedades basicas de los valores y vectores propios, a un nivel reproductivo.

. Calcular la matriz ortogonal semejante a una matriz diagonalizable dada de orden
méaximo 4, a un nivel productivo.
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7.1 Introduccion

Una de las aplicaciones de las ecuaciones homogéneas se da en el anélisis de proble-
mas de ingenieria en los cuales se usan los valores y vectores propios en areas tales
como analisis de vibraciones, anélisis de circuitos eléctricos, teoria de elasticidad, etc.
Cuando se desarrollan los modelos matematicos de problemas que aparecen en las areas
indicadas, aparecen sistemas de ecuaciones que generalmente tienen la forma

(an — )\).’L’l -+ a12C9 + -+ ATy = O,
a1 + (a22 — )\).’L’Q + -+ Aonly = O,
an1 21 + Una®y + -+ (Apn — A)1g = 0,

en donde los coeficientes a;; son nimeros reales, los x; son las variables del sistema y
A es un parametro particular del sistema que toma valores desconocidos.

En el modelado matematico de problemas en los cuales se usan las ecuaciones
de Lagrange o las leyes de Newton aparecen ecuaciones diferenciales de la forma
X'(t) = AX(t). Por ejemplo, en un sistema vibratorio con varias cuerpos sujetos a
varios resortes, los valores de los coeficientes a;; dependeran de las masas m; de los
cuerpos y las constantes elasticas k; de los resortes, las variables x; seran los desplaza-
mientos de los cuerpos, y los valores A resultan ser los cuadrados de las frecuencias de
oscilacion del sistema vibratorio.

Los valores y vectores propios también se usan en la solucion de sistemas de ecua-
ciones diferenciales lineales homogéneas, en estadistica, en las cadenas de Markov que
se usan para la prediccion de eventos futuros o para analizar modelos de crecimiento
de una poblacién, en geometria analitica para identificar y graficar conicas y cuadricas,
etc. El problema original radica en modelar el sistema, analizarlo y sacar conclusiones
sobre su aplicabilidad.

7.2 Nociones fundamentales

Definicion 7.1 (Valor propio y vector propio de una aplicacion lineal) Sea f una aplicacion lineal
de un espacio vectorial V' sobre un campo K en V. Se dice que un vector v € V no nulo es un
vector propio de la aplicacion lineal f asociado con valor propio A € K si se cumple que

flv) = .

En la literatura matematica es comun llamar a los valores y vectores propios valores
y vectores caracteristicos, autovalores y autovectores, o eigenvalores y eigenvectores,
respectivamente.

Ejemplo 7.96 Sea la aplicacion lineal f € Z(V,V) tal que f(v) = v. Entonces A = 1 es
un valor propio de f y todo vector v € V no nulo es un vector propio de f asociado con valor
propio A = 1. ¢
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Ejemplo 7.97 Sea la aplicacion lineal f € Z(V,V) tal que f(v) = Oy. Entonces A = 0 es
un valor propio de f y todo vector v € V no nulo es un vector propio de f asociado con valor
propio A = 0. ¢

Teorema 7.1 Sean f € Z(V,V)y Vy = {v € V| f(v) = Av}. Entonces V) es un subespacio
vectorial del espacio vectorial V.

Demostracion.
1. Oy € V) puesto que f(Oy) = 0y = A0y ya que f es aplicacion lineal.
2. Por demostrarse que

(Va e K)Vu,v € V): au+v € V).

En efecto,
flau+v) = af (u) + f(v)
= a(Au) + (\v)
= AMau + v),
por lo cual au+v € V). O

El subespacio vectorial V) es el conjunto de todos los vectores propios de la aplica-
cion lineal f asociados con valor propio A, unido con el conjunto que contiene el vector
nulo 0y. Al conjunto V) se le llama el subespacio vectorial propio de la aplicaciéon
lineal f asociado con valor propio \.

Recordemos que a una aplicacién lineal se le puede asociar una matriz. Sea [f]5 la
matriz asociado a la aplicacion lineal f: V — V con respecto a la base ordenada B del
espacio vectorial V. Sea [v]p el vector coordenado de un vector v € V' con respecto a
la base ordenada B. Entonces podemos escribir

[f ()]s = [f15[v]5,

donde [f(v)]p es el vector coordenado de la imagen del vector v por la aplicacion f con
respecto a la base ordenada B. Por otro lado el vector coordenado del vector Av con
respecto a la base ordenada B es

[)\U]B = )\[U]B.

Supongamos que v es un vector propio de la aplicacion lineal f asociado con valor
propio A. Entonces podemos escribir las siguientes expresiones:

fw) = w,
[F(0)l5 = ],
[F1B1v]s = Auls
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Si la dimension del espacio vectorial V' es n, entonces [f|5 € M, y [v]p € Muxi.
Notemos A = [f]5 v u = [v]p. La expresion [f]5[v]z = A[v]p la podemos escribir asf:

Au = \u.

Este resultado muestra que los valores propios de la aplicacion lineal f y su matriz
asociada son los mismos. Ademés, motiva la siguiente definicion.

Definicién 7.2 (Valor propio y vector propio de una matriz) Sea A una matriz cuadrada de orden
n sobre el campo de los nimeros complejos. Se dice que un vector v € M, 1 no nulo es un
vector propio de la matriz A asociado con valor propio A € K si se cumple que

Au = M\u.

Independientemente de que una matriz cuadrada sea o no la representacion matricial
de alguna aplicacion lineal, con la definicion anterior podemos hablar de los valores y
vectores propios de esa matriz.

Los valores propios y los elementos de los vectores propios de una matriz sobre
el campo de los ntimeros reales pueden ser nimeros complejos. Esto no es ningin
inconveniente pues toda matriz sobre el campo de los nimeros reales es una matriz
sobre el campo de los niimeros complejos.

Si A es una matriz cuadrada de orden n diremos que V), C M, es el subespacio
vectorial propio de la matriz A, asociado con valor propio A.

Teorema 7.2 Sean f € Z(V,V)y X € K. Sea A la matriz asociada a f. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

a) A es un valor propio de A (o de f).
b) La matriz (A — AI) no es inversible (0 f — AIy no es inversible.

c) |[A—XI|=0.

Demostracion.

1. a) = b): si A es un valor propio de f, entonces existe un vector v no nulo tal que
f(v) = Av que se puede escribir como

(f = My)(v) =0
y como v # 0 podemos escribir
N(f = My) # {0v},

de donde concluimos que f — Aly no es inyectiva y, por lo tanto, no es inversible.

2. b) = ¢):si f — Ay no es inversible, entonces A — Al no es inversible, razén por la
cual det(A — A\I) = 0.
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3. ¢) = a): si det(A — AI) = 0, entonces existe un vector v no nulo tal que
(A—X)v=0.

Esta dltima expresion es un sistema lineal homogéneo que tiene soluciones no nulas
y lo podemos escribir asi:

Av — Nv =0,
Av =X v+ O,
Av = M.

Esta ultima expresion muestra que A es un valor propio de la matriz A o de la
aplicacion lineal f. O

El teorema anterior permite encontrar los valores propios A de una aplicacion lineal
f o de su matriz asociada A por medio de la soluciéon de la ecuacion

det(A — ) =0.
Los vectores propios v de la matriz A se encuentran resolviendo el sistema lineal ho-

mogéneo

(A= X)v=0.

Ejemplo 7.98

Hallar los valores y vectores propios de la matriz
10 —18
A= ( 6 —11) ’

Solucion. Para hallar los valores propios de la matriz A resolvemos la ecuacion |A — AI| = 0:

(2 )6 e

0-x 18 |_
6 —11—-A

(10 = A)(=11 = ) + 108 = 0,
N 4+A—2=0,

(A—1)(A+2) =0.

Luego los valores propios de la matriz A son Ay = =2y Ay = 1.
Calculemos ahora los vectores propios de la matriz A.

e Sea el valor propio Ay = —2. Para hallar los vectores propios v asociados con valor propio
A1 = —2 resolvemos el sistema lineal

(A — )\1[)’[) = O,

10—)\1 —18 (5] . 0
6 —11—)\1 u9 - 0 ’
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(7 ) ()= )
(5 =) ()-0)

Para resolver el sistema lineal homogéneo

12uq — 18us = 0,
6U1 — 9U2 = 0,

hallamos su matriz escalonada reducida por filas:
12 —-18 |0 2 =3 |0
A— NI = T o~ ).
(A=MI10) (6 -9 | 0,> (0 0 | 0,>
Sea ug = 2r € R\ {0}. Entonces u; = 3ry

v:(;’:> reR\ {0}

nos da el conjunto de vectores propios de la matriz A asociados al valor propio A\; = —2.
En particular, si 7 = 1 obtenemos
-2
U1 = 9/

un vector propio de la matriz A asociado al valor propio Ay = —2.

El subespacio vectorial propio asociado con valor propio A\{ = —2 es

G

e Sea el valor propio A9 = 1. Solo indicamos los pasos de obtencion del vector propio asociado
a )\21

Sea ug = r € R\ {0}. Entonces u; =2ry

2
v= <:), reR\ {0}
nos da el conjunto de vectores propios de la matriz A asociados al valor propio Ao = 1. En

particular, si » = 1 obtenemos
vy =
9 = ,

un vector propio de la matriz A asociado al valor propio Ao = 1.

El subespacio vectorial propio asociado con valor propio Ao =1 es

- ()
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Verifiquemos que (37), r € R\ {0} da el conjunto de vectores propios de la matriz A

asociados con valor propio \; = —2:

10 —18\ (3r —6r 3
Av = (6 _11) <2r> = <—4r> =-2 (27") = A\iv, para todor € R.

Definicién 7.3 (Polinomio y ecuacién caracteristicos) Sea la matriz A € M,,. A P4(\) = |A— ]|
se le llama polinomio caracteristico  de la matriz A. La ecuacién P4(\) = 0 recibe el nombre
de ecuacion caracteristica de la matriz A.

Las raices del polinomio caracteristico son los valores propios de la matriz A.

Teorema 7.3 Los valores propios de la aplicacion lineal f € £ (V, V') no dependen de la eleccion
de la matriz asociada a f.

Demostracion. Sean Sy T dos bases del espacio vectorial V. Sean A = [f]2 y V = [f]&
las matrices asociadas a la aplicacion lineal f, respectivamente. Si P = [Iy/]§ es la matriz
de cambio de base de T a S, entonces B = P~'AP. Por demostrar que Pg(\) = Pa()).
En efecto, tenemos las siguientes expresiones:
Pp(\) = |B — M| =|P 'AP — M|

= |P'AP - AP 'P|=|(PT'A—- AP Y)P|

= |(P'A=XP')P|=|(P'A— P '\ P|

— |PH A= ADP| = [P A= | |P|

— [P |PIJA= | = |P'P| A - AT

=I[|[A=X|=1]A— X

=|A— M|

= Pa()).
Como los polinomios caracteristicos de las matrices A y B son iguales, entonces los
valores propios de A y B son los mismos. O

Los valores propios de una matriz asociada a una aplicacién lineal f con respecto
a cualquier base son los valores propios de la aplicaciéon lineal f.

Estamos en condiciones de delinear el siguiente procedimiento para hallar los valores
y vectores propios de una aplicacion lineal f: V — V:

1. Hallar la representacion matricial de la aplicacion lineal con respecto a cualquier
base B del espacio vectorial V.

2. Hallar los valores y vectores propios de esa representacion matricial de f.

3. Los valores propios de la representaciéon matricial son también los valores propios
de la aplicacion lineal.

4. Los vectores propios de la representacion matricial son los vectores coordenados
de los vectores propios de la aplicacion lineal.
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Ejemplo 7.99

Sea la aplicacién lineal f € .Z(R?,R?) tal que f(z,y) = (—z — 2y, —7x + 8y). Hallar
los valores y vectores propios de la aplicacién lineal f.

Solucion. Primero hallamos los valores y vectores propios de una matriz A asociada a f con
respecto a cualquier base. Por ser mas comodo escogemos la base canénica C' = {ej, e} =
{(1,0),(0,1)}. No es dificil hallar la matriz

a=115= (5 3)

Hallemos los valores propios de la matriz A:

|A— M| =0,

—1-X 2
-7 8—A

(A—1)(A—6) = 0.

-0

Los valores propios de la matriz A son Ay =1y Ay = 6.
Hallemos los vectores propios de la matriz A.

e Sea el valor propio A\; = 1.
(A-—MIv=0,
-1-1 2 ur\ _ (0
-7 8-1 - \0)”’
-2 2 (75} . 0
-7 7 u9 o 0 ’
El sistema lineal se reduce a la ecuacion u; — ug = 0. Sea ug = r, r € R\ {0}. Entonces

up =r. Sir =1 tenemos que
o — 1
AN

es un vector propio de la matriz A asociado con valor propio A; = 1.
e Sea el valor propio Ao = 6.

(3 ) -0
= 9(-0)

El sistema lineal se reduce a la ecuacion —7u; +2ug = 0. Sea ug = 7r, r € R\ {0}. Entonces
up = 2r. Si r = 1 tenemos que
_ (2
Vo = 7>

es un vector propio de la matriz A asociado con valor propio Ay = 6.



7.2 Nociones fundamentales 213

Los vectores propios vy y v9 de la matriz A son los vectores coordenados de los vectores propios
u1 y ug, respectivamente, de la aplicacion lineal f. Es decir, v1 = [w1]c y v2 = [wi]c. Por lo
tanto,

w; =1-e; +1-ey=1(1,0) +1(0,1) = (1,1) € R?

es un vector propio de la aplicacién lineal f asociado con valor propio A\ =1,y
wy=2-e1+7-ey=2(1,0) +7(0,1) = (2,7) € R?

es un vector propio de la aplicacién lineal f asociado con valor propio A = 6.
Los conjuntos

Wa=1={@L1D}) vy Wr-={2 7}

son los subespacios vectoriales propios de la aplicacion lineal f asociados a los valores propios
A1 =1y Ay = 2, respectivamente. ¢

7.2.1 Polinomio caracteristico

Hay una forma interesante para escribir el polinomio caracteristico de una matriz.

a b
a= (0 ),

entonces el polinomio caracteristico de la matriz A puede escribirse como

1. Si tenemos la matriz

pa(A) = [A— Al
la—=A b
c d— X\
=\ — (a+d)\+ (ad — be)

=\ —tr(A)A + |A|.

2. Si tenemos la matriz

a; by
A=lax by |,
az by c3

entonces el polinomio caracteristico de la matriz A puede escribirse como

pa(A) = |[A = Al
ap — A bl C1
= a9 bg - A Co
as b3 C3 — A
= 2N+ tr(A)A? — kX + 4],

donde
bg Co
b3 C3

a; by
as by

a G
as cs|’
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3. Si tenemos la matriz

a;ix Q2 -+ Aip

a1 Q22 -+ A2y
A= . . ,

Ap1 Gp2 - App

entonces el polinomio caracteristico de la matriz A puede escribirse como

pa(A) = A = A|

a; — A a12 ce A1n
a21 gy — A - A2p,
an1 an?2 App — )\

donde
o, = tr(A4),
_ Qg4 aij
09 = a s )
iy | Qi

O3 = E aji ajj ajr,

i<g<r |Api  Qpj  Qpyp

o, = |A|.

Podemos decir que o3 es la suma de todos los menores diagonales de segundo orden
de la matriz A, o3 es la suma de todos los menores diagonales de tercer orden de la
matriz A, etc.

Antes de dar la siguiente definiciéon recordemos que un polinomio de grado n tiene
n raices no necesariamente distintas.

Definicién 7.4 (Multiplicidad algebraica y geométrica) Sea p4(\) el polinomio caracteristico de
grado n de la matriz A de orden n. el polinomio tiene n raices y puede escribirse como

pa(A) = (A= A)" (A= A2)"% - (A= Am)"™,
donde rqy +ro + -1y =n.
1. Se llama multiplicidad algebraica del valor propio A; al nUmero r;, ¢ = 1,2,...,m.

2. Se llama multiplicidad geométrica  del valor propio A; a la dimensién del subespacio
vectorial Vy,, ¢ =1,2,...,m.

En otras palabras, la multiplicidad algebraica de un valor propio es el ntimero de
veces que se repite dicho valor propio, y la multiplicidad geométrica es el nimero de
vectores propios linealmente independientes que genera el valor propio. Si la multipli-
cidad algebraica de un valor propio es 1, entonces la multiplicidad geométrica también
es 1. Pero si la multiplicidad algebraica es p > 1, p < n, entonces la multiplicidad
geométrica puede ser 1 o 2 o hasta p. Todo valor propio tiene asociado con menos un
vector propio.
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Ejemplo 7.100

Hallar las multiplicidades algebraica y geométrica de los valores propios de la matriz
2 -1 1

3 -1

1 3

A=10
2

Solucion. Hallemos los valores propios de la matriz A:

2-X -1 1
paAN) =] 0 3-X —1|=-X4+8\2-20A+16=—(A—2)*(A—4)=0.
2 13-

Entonces A1 = 2y Ay = 4 son los valores propios de la matriz A, de multiplicidades algebraicas
2 y 1, respectivamente. La multiplicidad geométrica de A\ es 1.
Hallemos los vectores propios de la matriz A.

e Sea el valor propio \; = 2.

(A—)\lf)’UZO,
0 -1 1 | 0 10 1 |0
(A=MI10)=10 1 -1 ] 0]~|0 1 =1 ] 0
2 1 1 | 0 00 0 | 0

Sea ug =r € R\ {0}. Entonces, uy = —ryus=ry
v= | r r € R\ {0}

es el conjunto de vectores propios de la matriz A asociados con valor propio A\; = 2. Si
r =1, tenemos
-1
V1 = 1
1

que es un vector propio de la matriz A asociados con valor propio \; = 2, y

-1
Voos = < | >
1

es el subespacio vectorial propio de la matriz A asociado con valor propio A\; = 2. Como la
dimensién del subespacio vectorial propio Vy,=2 es 1, entonces la multiplicidad geométrica
del valor propio Ay =2 es 1.

e Sea el valor propio Ao = 4.

(A—)\QI)'U:O,
-2 -1 1 | 0 10 -11]0
(A=XI|O)=|0 -1 -1 | 0]~{0 1 1 | 0
2 1 —-11]0 00 0 | 0
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Entonces

v=|-—r re R\ {0}

es el conjunto de vectores propios de la matriz A asociados con valor propio Ao = 4. El

vector
1

Vo = -1
1

es un vector propio de la matriz A asociado con valor propio Ay =4,y

1
V>\2:4 = < -1 >
1

es el subespacio vectorial propio de la matriz A asociado con valor propio Ay = 4. La

multiplicidad geométrica del valor propio Ao =4 es 1.

Teorema 7.4 Sea la aplicacion lineal f € Z(V,V). Sean A1, A1,..., A\x, k valores propios de
f distintos dos a dos. Entonces los k vectores propios asociados con los valores propios \;,

1=1,2,...,k, son linealmente independientes.

Demostracion. Sean v; los vectores propios asociados con los valores propios A; para

i=1,2,..., k. Es decir f(v;) = \v; parai=1,2,... k. Por demostrar que si

a1V + oy + - - -+ ALV = OV,

entonces oy = g = --- =y, = 0.
La demostracion es por induccion.

i. Demostracion para k = 1. si ayv; = Oy entonces a; = 0, puesto que vy # Oy .

ii. Suponemos que es verdad para j y demostraremos para j + 1. Sea

a1V + (65X + -+ OZjUj + Oéj+1Uj+1 = Ov.

Entonces
al)\jH’Ul + 042)\j+1v2 + -+ Oéj)\jJrlUj + Oéj+1)\j+11}j+1 = Ov.
De (7.1):
Oélf(Ul) + C(Qf(’UQ) + -+ Oéjf(’Uj) —+ C(jJrlf(UjJrl) = Ov.
Entonces

Q1A U1 + Qg doUg + - - -+ Oéj)\j'Uj + Oéj+1)\j+1/Uj+1 = Oy.

Hacemos (7.2) - (7.4):

Ozl(/\j_H — )\1)1)1 + OZQ()\j_H — )\2)1)2 + -+ OZj()\j.H — /\j)vj = Ov.

(7.2)

(7.3)

(7.4)
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Como los valores propios son distintos dos a dos tenemos que \j ;3 — A; para j =
1,2,...,k — 1. Luego de (4) se concluye que

Oz1:O[2:"':O[j:0,

por hipétesis inductiva. De (7.1) se tiene aj11v,41 = Oy, por lo cual aj1; = 0 pues
vj+1 7 Oy. Por i. y ii. se concluye el teorema.

O

Corolario 7.5 Sea la aplicacion lineal f € Z(V, V) tal que dim(V') = n. Si A;, A1,..., A, sonn
valores propios de f distintos dos a dos, entonces los n vectores propios vy, vs, . . . , v, asociados
forman una base del espacio vectorial V.

7.3 Matrices simétricas

Teorema 7.6 Toda matriz simétrica A € M, (R) posee n valores propios reales, no necesaria-
mente distintos.

Demostracion. Sea A un valor propio de la matriz A. Entonces existe una matriz v no
nula tal que Av = Av. Por demostrar que A = A. Tenemos que

(Av,v) = (M, v) = Mo, v) = AlJvl?, (7.6)
(Av,v) = (v, A'v) = (v, Av) = (v, o) = A{v, v) = Mo (7.7)
De (7.6) y (7.7) tenemos que )
Allvll* = Aljo].
Como v # Oy, A = X. Es decir, A es un ntimero real. O

Teorema 7.7 Los vectores propios de una matriz simétrica real, asociados a valores propios
distintos, son ortogonales.

Demostracion. Sean A; y A; dos valores propios de una matriz simétrica A € M(R)
tales que A\; # A;. Sean v; y v; los vectores propios asociados de la matriz A asociados
a los valores propios \; y A;, respectivamente, es decir:

Av, = Ny Avj = \ju,.
Por demostrar que (v;,v;) = 0 para i # j. En efecto:
(Avi,vj) = (ANvi, v;) = Ai(vs, v;), (7.8)
(Avi,vj) = (vi, A'vy) = (i, Avj) = (v, \jog) = i, v5) = Aj{vi, v5). (7.9)

De (7.8) y (7.9):
(A = Aj) (vi, v5) = 0.

Pero (\; — A;) # 0, por lo cual (v;,v;) = 0. O
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Corolario 7.8 Sean la aplicacion lineal f € £ (V, V) y la matriz simétrica A € M,,(R) asociada
a f con respecto a cualquier base. Si la matriz A tiene n valores propios distintos dos a dos,
entonces los vectores propios de f forman una base ortogonal del espacio vectorial V.

Ejemplo 7.101

Sean f € Z(R3,R?) y

9 -3 0
A=[15=]-3 12 -3
0 -3 9

Calcular los valores y vectores propios de la matriz A y de la aplicacion lineal f.

Solucion. Hallemos los valores propios de la matriz A:

pa(A) = [A = A

9-) -3 0
=| -3 12-) -3

0 -3 9-\
= —(\* — 30\% 4 279\ — 810)
=—(A=6)(A—9)(\—15)
:()7

de donde encontramos
A1=6, X=9, y A3=15

que son los valores propios de la matriz A y la aplicacion lineal f.
Encontremos los vectores propios de la matriz A:

e Sea el valor propio \; = 6:
0 1
(A=MI1]O=-3 6 -3 | 0]~10
0 0
de donde tenemos que
es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio \; = 6. Facilmente se encuentra

que u; = (1,1,1) es un vector propio de la aplicacion lineal f asociado al valor propio

A1 = 6.

e Sea el valor propio \s = 9:

0 -3 0 | 0 1010
(A-MI|0=[-3 3 =3 | o|~[0 1 0] 0],
0 -3 0 | 0 000 |0
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de donde tenemos que
1
Vo = 0
-1

es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio Ay =9 y ug = (1,0,—1) es un
vector propio de la aplicacién lineal f asociado al valor propio As = 9.

e Sea el valor propio A3 = 15:

-6 -3 0 | O 10 -1 1] 0
(A-MI|O=|-3 -3 -3 | 0)]~|O 1 2 | 0],
0 -3 —6 | O 00 O | O
de donde tenemos que
1
V3 = —2
1

es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio A3 = 15y ug = (1, —2,1) es un
vector propio de la aplicacion lineal f asociado al valor propio A3 = 15.

La matriz A de este ejemplo es simétrica y podemos verificar las propiedades enunciadas
anteriormente para las matrices simétricas:

e Los valores propios de la matriz, Ay =6, Ao =9, y A3 = 15, son nlimeros reales.

e Como los valores propios de la matriz A son distintos dos a dos, los vectores propios de la
matriz A también son distintos dos a dos y, por ser matriz simétrica, son ortogonales:

(v1,v2) = tr(vlvé) =0,
(v1,v3) = tr(vyvh) =0,
(vg,v3) = tr(vgvé) =0.

Igual cosa sucede con los vectores propios de la aplicacién lineal f:

<U1, U2> = <(1, 1, 1), (1, 0, —1)> == 0,
(ug,us) = ((1,1,1),(1,-2,1)) =0,
(ug,us) = ((1,0,-1),(1,-2,1)) = 0.
e Los vectores propios de la matriz A constituyen una base
1 1 1
By ={vi,vp,v3}=q (1|, 0 ],[-2
1 -1 1

ortogonal del espacio vectorial M3x1, y los vectores propios de la aplicacién lineal f cons-
tituyen una base

By = {uy,u9,us} = {(1,1,1),(1,0,-1),(1,-2,1)}

del espacio vectorial R3.



220 Valores y vectores propios

Teorema 7.9 Sean la aplicacion lineal f € .Z(V, V') y una matriz simétrica A € M, (R) asociada
a f con respecto a una base B del espacio vectorial V. Entonces existe una base ortogonal de
V' formada por vectores propios de la aplicacion lineal f.

Demostracion. Se hace la demostracion por induccién sobre la dimension del espacio
vectorial V. Sea dim(V') = n.

1. Sin =1, no hay dada que demostrar pues para hablar de base ortogonal se necesita
que la base tenga al menos dos vectores.

2. Sea n > 1. La matriz A tiene al menos un vector propio. Sea v; ese vector propio el
cual satisface la ecuacion Av; = A\jv;.
Sea
W= {{v} U'={ueV|{uv) =0}
Es claro que dim(W) =n — 1.

Sea f|lw € Z(W, W) la aplicacion lineal f restringida al subespacio vectorial . La
matriz asociada a esta aplicacion lineal sigue siendo simétrica. Luego, por hipotesis
inductiva, se tiene que existe una base ortogonal de vectores propios de f para el

subespacio vectorial W. Sea S = {uy, us, ..., u,_1} dicha base.

Como (u;,v1) = 0 paratodoi =1,2,...,n—1, el conjunto B = {vy,uy, ug, ..., Up_1}
es una base ortogonal para el espacio vectorial V', formada por vectores propios de
f. O

De esta propiedad se deduce que de toda matriz simétrica real de orden n se pueden
obtener n vectores propios ortogonales. Esto significa que la multiplicidad geométrica
de un un valor propio de una matriz simétrica real es igual a la multiplicidad algebraica
de dicho valor propio.

Ejemplo 7.102

Sea la matriz

A=

=N W
N O N
W N &~

asociada a la aplicacion lineal f € .Z(R3,R3) con respecto a la base canénica.
a. Calcular los valores propios de la matriz A y la aplicaciéon lineal f, y los
vectores propios de f.

b. Construir una base ortogonal del espacio vectorial R3, formada por vectores
propios de f.

Solucion.
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a. Hallemos los valores propios de A y f:
pa(A) = [A = M|
3—X 2 4
= 2 A 2
4 2 3-=A
= —(X3 =62 — 15\ —8)
= —(A+1)*(\—8)
= O’
de donde encontramos
Al=—-1, v X =38,
que son los valores propios de la matriz A y la aplicacion lineal f. El valor Ay = —1 es

de multiplicidad algebraica 2 y Ao = 8, de multiplicidad algebraica 1. Como A es una
matriz simétrica, la multiplicidad geométrica de los dos valores es necesariamente igual a la
algebraica: esto significa que A1 genera dos vectores propios y Ag genera un vector propio.

Encontremos los vectores propios de la matriz A:

— Sea el valor propio A\ = —1:
4 2 4 ] 0 21210
(A-MI]O=|2 12 | 0]~|0 0O | O],
4 2 4 ] 0 000 O
de donde tenemos que
1 0
vy = | —2 y va=|-2
0 1
son dos vectores propios de la matriz A asociados al valor propio A\; = —1. De donde

up = (1,-2,0) y wue=(0,-2,1)

son dos vectores propios de la aplicacion lineal f asociados al valor propio A\; = —1.

— Sea el valor propio Ay = 8:

-5 2 4 ] 0 10 -1 1] 0
(A-\I|O=12 -8 2 | 0]~|0 2 =1 | O
4 2 =510 00 0 | O
de donde tenemos que
2
V3 = 1
2

es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio Ao =8 y

us = (2,1,2)

us = (2,1,2) es un vector propio de la aplicaciéon lineal f asociado al valor propio

Ay =8.
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b. Debido a que A es matriz simétrica, el vector propio ug es ortogonal a uy y us:

<u3) u1> = ((2’ 1, 2)’ (1’ -2, 0)>
<u3) u2> = ((2’ 1, 2)’ (0’ -2, 1)>

0,
0,

pero uj y uz no son necesariamente ortogonales, como en efecto es el caso:
<’U,1, u2> = <(1, —2, 0), (0, —2, 1)> =4 7& 0.

Sin embargo el conjunto {u1, us} se puede ortogonalizar con el proceso de Gram-Schmidt; el
nuevo conjunto esta formado por vectores que siguen siendo vectores propios de la aplicacion
lineal f asociados al valor propio A\; = —1. Ortogonalicemos, pues el conjunto {u,us}:

Sean

wy = ug — (2 1) 1
[ |2
—(0,-2,1) - ((0,-2,1),(1,-2,0)) (1,-2,0)

||(1’_2’0)H2
4
=(0,-2,1) — g(l, —2,0)

4 -8
=(0,-2,1)— | =,—,0
0.-2.1) - (5.50)

_,1),

B = {w1,ws, ws} — {(1,—2,0), (-%,-%,1) ,(2,1,2)}

I
/T\
SIS
(G20 \V]

Si llamamos ws = us = (2,1,2),

es una base ortogonal del espacio vectorial R? formada por vectores propios de la aplicacion
lineal f.

7.4 Diagonalizacion

Definicién 7.5 (Diagonalizable) Sea f € .Z(V, V). Se dice que f es diagonalizable siy solo si
existe una base B tal que la representacion matricial de f respecto de B es una matriz diagonal.

Observaciones

1. Una matriz A = [f]S es diagonalizable si y solo si existe una base B tal que

/15 = [Id5lf]elrd)e

es una matriz diagonal.
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2. Una matriz A es diagonalizable si y solo si existe una matriz P inversible tal que la
matriz

D =P AP
es una matriz diagonal.

3. Si una matriz A es diagonalizable, entonces A es semejante a una matriz diagonal

D.

4. Dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios.

Teorema 7.10 Sea f € .Z(V,V) tal que dim(V') = n. Entonces f es diagonalizable si y solo si
f tiene n vectores linealmente independientes.

Demostracion. Sea A = [f]S.

1. Supongamos que f tiene n vectores propios linealmente independientes. Demostre-
mos que f es diagonalizable. Para ello, mostraremos que hay una base B de V
respecto de la cual la matriz A es diagonal.

Sean v1 = (v11 Va1 -+ V1)t vg = (V12 Va2 o+ U)oy U = (V1g Van ccc Up)?

los n vectores propios linealmente independientes y sean Ay, Ao, ..., A, los valores
propios asociados, respectivamente (no todos los \; son necesariamente distintos).
Sea

U1 V12 0 Vlip
pP— V21 V22 -+ U2p
Unl Un2 *°° Unn
Como el conjunto {vy,vs,...,v,} es linealmente independiente, entonces la matriz

P es inversible. Ademés, se tiene que:

a1 @12 - Aip V11 Viz - Uip
AP — G21 G2 -+ d2p Vg1 V22 -+ Ugp
Ap1 QAp2 - App Un1 Un2 -°° Unn
= (Avl Avy - -- Avn)
= (/\1U1 /\QUQ e )\nvn)
MU A1z - AU,
_ AMUa1 AgUap  + -+ AyUa,
Alvnl )\2vn2 e )\nvnn
V11 Viz - Uip M0 - 0
Vg1 V22 -+ Ugp 0 A -+ 0

Un1 Un2 - Unpp 0 0 )\n
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Por lo tanto

AP =PD, (7.10)
donde D = diag{\i, \s,...,\,} es una matriz diagonal cuya diagonal tiene a los
valores propios de A.

Finalmente, de (7.10), tenemos que
D = P 'AP;

es decir, la matriz A es semejante a una matriz diagonal; por lo tanto, A es diago-
nalizable, como se queria demostrar.

2. Supongamos, ahora, que f es diagonalizable. Probemos que f tiene n vectores pro-
pios linealmente independientes.
Como f es diagonalizable, la matriz A también lo es; por lo tanto, existe una matriz
P, inversible, tal que la matriz
D= P AP (7.11)
es una matriz diagonal. Sean vy, vs, ..., v, las columnas de la matriz P; entonces,
cada v; es un vector de V. Sean \; los elementos de la diagonal de D.

Por un lado, tenemos que:

A O 0
PD=(0 vy o) |0 O
0 0 An
= (/\11)1 AQUQ te Anvn) .
Por otro,
AP:A(Ul Vg - ’Un) = (A’Ul Avy -+ A’Un).
Por lo tanto, por la definicién de igualdad de matrices aplicado a (7.11), podemos
concluir que
AUZ' = )\zvz;

es decir, los vectores v; son los vectores propios de A y \; los valores propios aso-
ciados. Finalmente, como P es inversible, el conjunto {vy, v, ..., v,} es linealmente
independiente. O

De la demostracion, podemos ver que si una aplicacion lineal f es diagonalizable,
existe siempre una matriz P inversible tal que D = P~![f]SP que es diagonal, donde
los elementos de esta diagonal son, precisamente, los valores propios de [fS], y las
columnas de P son los vectores propios correspondientes; es decir, la matriz asociada
a f respecto a la base formada por estos vectores propios tiene una representacion
diagonal.

Corolario 7.11 Si A € M, tiene n valores propios distintos dos a dos, entonces A es diagonali-
zable.
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Corolario 7.12 Toda matriz simétrica A € M, (R) es diagonalizable.

Teorema 7.13 Sea f € Z(V,V) y dim(V) = n. Si f tiene una representaciéon matricial A
simétrica, entonces existe una matriz ortogonal P tal que la matriz Pt AP es una matriz diagonal
donde los valores propios de A son los elementos de la diagonal.

Demostracion. Como A es simétrica, es diagonalizable. Entonces, por el teorema ,
la matriz P de los vectores propios de A tal que

D =P AP (7.12)

es la matriz diagonal de los valores propios de A.
Tenemos, ademas, que PP = I, puesto que los vectores columnas de I son orto-
normales, de manera que P~! = P! Asi, por ( ), tenemos que D = P'AP. O

Definicién 7.6 (Matriz diagonalizable ortogonalmente) Una matriz A € M, se dice que es diago-
nalizable ortogonalmente si y solo si existe una matriz ortogonal P tal que la matriz D = P*AP
es diagonal.

Ejemplo 7.103

Determinar una matriz P ortogonal tal que D = P'AP sea diagonal, donde A es la
matriz simétrica real
3 2 4
A=12 0 2
4 2 3
Solucion. Por el teorema , la matriz buscada es la matriz de los vectores propios orto-
normales.
La matriz tiene dos valores propios: Ay = —1 y Ao = 8. Hay dos vectores propios asociados
a A1 y son:
1 VB[4 2
=—(1,-2,0 =—|—-=,—=,1).
o - B4
El vector propio asociado a Ao es:
1
vy = 3(2, 1,2).
Por lo tanto, la matriz P buscada es:
N ERE R
— (-6 -2 V5

3Vh\ g 5 2v
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A pesar de que no es necesario, pues el teorema 7.13 nos lo garantiza, verifiquemos que
P!AP es la matriz diagonal de los valores propios:

1 -3 6 0 3 2 4 3 —4 25
PtAP:E 4 2 -5 2 0 2 -6 -2 5
16v/5 8/5 16v/5/) \4 2 3 0 5 2v5
L [0 0
S —45 0
45
0 0 360
= diag{—1, —1, 8}.

7.5 Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov se emplean para analizar sistemas que en un momento dado
pueden estar en un estado de nimero finito de estados; asi, una persona puede tener
una deuda o no tenerla; el clima puede estar seco o himedo; un sistema mecanico puede
estar en equilibrio o bien fuera de equilibrio. En cada caso, el sistema puede cambiar de
un estado a otro. Ademas, existe una probabilidad de transcicion de un estado a otro,
entre tiempos de observacion sucesivos. El objetivo del analisis de Markov es calcular
la probabilidad de que un sistema se encuentre en un estado en particular en un tiempo
futuro, y determinar el comportamiento del sistema a largo plazo.

Ejemplo 7.104 Se considera el sistema de un estudiante E quien puede estar en los
estados:
{31 . calificacion p < 7.5

s 1 calificacion p > 7.5.

Se supone que la calificaciéon maxima es 10 y que p es la calificacion de una prueba. El
resultado de las observaciones en el nivel de ensenanza media es que si E se halla en estado
s1 en una prueba, entonces estudiard més para la proxima prueba y lograra el estado s con
una probabilidad de 0.8, y, en consecuencia, la probabilidad de que un estudiante esté en el
estado s1 es de 0.2.

Pero, si E se encuentra en s en una prueba, para la siguiente prueba se relajara y caera
en el estado s; con una probabilidad de 0.3, y, en consecuencia, estaré en el estado sg con una
probabilidad de 0.7.

En este ejemplo, se ha supuesto que el desempenio de E en una prueba estd determinado
dinicamente por su motivaciéon debida a su calificaciéon de la prueba anterior.

Las probabilidades anteriores se llaman probabilidades de transicion, y se las dispone en

una matriz:
Estado en el tiempo Tj_1

0.2 0.3 . .
M = (0.8 0.7> z; Estado en el tiempo T}
Obsérvese que la suma de cada columna es igual a 1.

La matriz M es denominada matriz de transicion para la cadena de Markov.

Como ejemplo, supongamos que el estudiante tiene una nota de p = 7 en la primera
prueba. Entonces, F se halla en el estado s1, y éste se representa mediante un vector de



7.5 Cadenas de Markov 227

estado:

1
g_ (0> FE se encuentra en sp

FE se encuentra en so

0.2
us=(o3)

representa las probabilidades de estar en s1 y sg después de un prueba con p < 7.5 inicialmente.
Las probabilidades de estar en s1 y so después de n pruebas sera M"S.

Ahora, el problema radica en calcular M™. Para ello, se calculan los valores propios y
vectores propios de M que, en este caso, son A\ = 1y v; = (3,8),y Ag = —0.1 con vy = (1,—1).
Por lo tanto:

M"™ =pp"p~!

- L (2 _11> <c1) (—091>") (é —13>

1 (348(=0.1)" 3—3(=0.1)"
1 <8 —8(—0.1)" 8+ 3(—0.1)n) '

Las probabilidades de que E esté en los estados s1 y so después de 4 pruebas sucesivas es

1o [0.2728) |
M7S = (0.7272 ’

es decir, la probabilidad de que E tenga una nota p superior a 7.5 en la cuarta prueba es de

0.727 2. ¢

Ejemplo 7.105

Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales:

{w’l(t) = 3z1(t) — 2o(t)
xh(t) = —2x1(t) + 2x2(t);

es decir: X'(t) = AX(¢), que es un modelo matemético, el cual representa el com-
portamiento que se da entre dos especies.
Si se supone que las poblaciones iniciales para cada especie (para el tiempo ¢t = 0)
son 21(0) =90 y x2(0) = 150,

a) calcule la poblacion de cada especie para un tiempo t > 0; y

b) calcule el tiempo para el cual una de las dos especies se elimina (si esto suce-
diera) y calcule la poblacion de la otra especie.

Solucion. La solucion general de un sistema X'(t) = AX(t) es

2
X(t)= Z cietity;,
i=1

siempre que A sea diagonalizable, donde ¢; son constantes arbitrarias, que se determinan a
partir de las condiciones iniciales del sistema, los A; son los valores propios de A y los v; son
los vectores propios asociados a los valores \;, respectivamente.
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a) Los valores y vectores propios de A son A\; = 1 con v; = (1,2), Ao =4 con ve = (1,-1).
Entonces la solucién general del sistema es:

(o) =ee (o) +e (L)

{xl(t) = cret + coett

es decir:

zo(t) = 2cge! — coe,

Para hallar las constantes ¢;, se utilizan las condiciones iniciales:

1‘1(0) =c1+c=90
562(0) == 261 — Cy = 150.

Luego de resolver este sistema de ecuaciones lineales, se obtiene que ¢; = 80 y ¢2 = 10. Por
lo tanto, la solucion particular del sistema de ecuaciones diferenciales, bajo las condiciones
iniciales es:

r1(t) = 80e’ + 10e*

x2(t) 160e! — 10e*.

Si ¢ se mide en anos, al cabo de 6 meses (¢t = 1/2), se tiene que las poblaciones son
x1(t) = 206 ejemplares y x2(t) = 190 ejemplares.

b) Segun la soluciéon particular, se tiene que x1(¢) no se anula para ninguan valor de ¢, y que
xo(t) si se anula. En efecto, 160e! — 10e*" = 0 implica que ¢ ~ 11 meses; es decir, al cabo
de aproximadamente 11 meses, la especie x5 se elimina.

7.6 Ejercicios resueltos

1. Demostrar que los valores propios de una matriz A y de su transpuesta A’ son los
mismos.

Demostracion. Es suficiente demostrar que el polinomio caracteristico de A es el igual al
polinomio caracteristico de A’; es decir, vamos a demostrar que p4 = pa::

pa(A) = |A — )\I|
= [(A = AD)|
= |A" = M| = pat(N). O
2. Sea A una matriz de orden n diagonalizable, y sean \; con i € {1,2,...,n}, los

valores propios de A (no necesariamente distintos). Demuestre que:
(a) Tr(A) =Y A\ ) |A] = H Ai.

Demostracion. Como A es diagonalizable, existe una matriz P inversible tal que

diag{\1, Xa,..., A\, } = PTLAP.
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(a)

(b)

Tenemos que A = PDP~!. Por lo tanto:

= Tr(D) = Zn: \i.
=1

De A= PDP~!, tenemos que:

Al = [(PD)P|
=|P||D||P~!|

= |D| = ﬁ)\ O
i=1

Los resultados demostrados son validos, aunque la matriz A no sea diagonaliza-

ble; sin embargo, la demostracion requiere de la teoria de las formas candnicas de
Jordan, tema que no se trata en este libro.

Ademas, estos resultados son ttiles ara calcular los valores propios de una matriz

de orden 2 sin hallar el polinomio caracteristico, pues se tiene dos ecuaciones no
lineales con dos incognitas. También pueden ser ttiles para verificar que los valores
propios encontrados en una matriz son correctos.

3. Sea f € Z(V,V) una aplicacién biyectiva. Demuestre que

a) todos los valores propios de f son no nulos; y

b) si A es un valor propio de f, entonces A~! es un valor propio de f~!.

Demostracion.

(a)

Supongamos que 0 es un valor propio de f; entonces, existe v € V tal que v # 0
y f(v) = 0v = 0. Por lo tanto, v = 0, pues f es biyectiva, lo que es imposible. La
contradicciéon también puede verse con el hecho de que si 0 fuera una valor propio,
entonces el niicleo de f seria distinto del espacio nulo, lo que es imposible por ser f
inyectiva.

Si A es un valor propio de f, entonces A # 0. Sea v € V tal que v # 0y f(v) = lv.
Por lo tanto, por ser f~! una funcién, tenemos que

FHf W) = 71 0w),

de donde:
v=X""(v),
lo que implica que
FHw) = A"

es decir, A1 es un valor propio de f~L.
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Cuando f € Z(V,V) es una funcion biyectiva, la matriz asociada f con respecto
a cualquier base es inversible. Luego, si A es un valor propio de una matriz inversible,
entonces A # 0 y A~! es un valor propio de A~!. Nétese también que los vectores
propios de A y de su inversa son los mismos.

4. Sean f € Z(V,V) y A un valor propio de f. Determine los valores propios de f?,
2y ffconneN.

Solucion. Si X es un valor propio de la aplicacion lineal f, existe un vector no nulo v € V/
tal que f(v) = Av.

Entendemos f2 como fo f. Tomando en cuenta que f es aplicaciéon lineal, tenemos que

F0) = F(f(0) = F(h0) = Af(v) = A(ho) = N0;
es decir, f2(v) = A?v, por lo cual A? es valor propio de f2.

Entendemos f2 como f o f o f. De manera similar, y usando el resultado anterior,
tenemos que

FP) = F(2(0) = FA0) = X f () = X2 (W) = AP,
por lo que concluimos que A3 es un valor propio de la aplicacion lineal f3.
Demostraremos por induccién que si A es valor propio de la aplicacion lineal f, entonces
A" con n € N, es valor propio de f™.
i. Anteriormente demostramos para n = 2.

ii. Suponiendo que es verdad para n, demostraremos que es verdad para n + 1.
Si A es un valor propio de la aplicacion lineal f, existe un vector no nulo v € V tal
que f(v) = .
Por hipétesis inductiva, el niimero A" es valor propio de la aplicacién lineal f™. Por
lo anterior, y tomando en cuenta que la aplicacion f™ es lineal, podemos escribir

[ ) = F( () = FN"0) = X f () = X" (W) = A" o

es decir,
fnJrl(v) — )\nJrlv7

que es equivalente a decir que A"t es valor propio de la aplicacion lineal f*+1. O
5. Los vectores v y vy son dos vectores propios de una aplicaciéon lineal f, asociados

a los valores propios distintos A; y Ag, respectivamente. Si av; + fvy (con v € Ky
B € K) es un vector propio de f, entonces &« =0 o = 0, pero no ambos.

Demostracion. Si vy y vy son vectores propios, son vectores no nulos. Decir que vy y v9
son dos vectores propios de una aplicacién lineal f es equivalente a decir que

flor) =X vy f(v2) = Aava.
Por ser f una aplicacion lineal, podemos escribir:
flavi + Bua) = af (v1) + Bf(v2) = a(Av1) + B(Azv2).

Pero, por hipotesis
flavi + Bua) = A(awr + Bug).
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Por transitividad, tenemos que
(A1) + B(Agv2) = Mawvr + Bug) = (ad)vy + (BA)vz,

de donde
ali=al y [Pl =0

Supongamos que o # 0y 8 # 0. Entonces Ay = Ay Ay = A, es decir A\ = Ag, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, o bien o = 0 o bien g = 0.

Tampoco es posible que o = 8 = 0, pues, en ese caso, el vector 0 seria un vector propio,
ya que
avy + By =0

es un vector propio por hipotesis. [
6. Sea la aplicacion lineal f € (V, V) tal que dim(Im(f)) =1y dim V' > 2. Demostrar
que

a. existe un vector v € V tal que f(v) es un vector propio de la aplicacion lineal
/s
b. A = 0 es un valor propio de f.

Demostracion.

a. Como V = Ny @ Im(f), entonces existe un vector v € V' tal que v = w+ f(v), donde
f(v) # 0y, pues Im(f) # {0,} y w € Ny. Es decir,

flw)=v—w.

La aplicacion f es lineal y podemos escribir

f(Fw) = flv—w) = f(v) = f(w).

Pero como w € Ny, f(w) =0,y

que significa que f(v) es un vector propio de la aplicacion lineal f asociado al valor

propio A = 1.
b. Como dim Ny = dimV — dim(Im(f)) y, ademas, dim(Im(f)) = 1 y dimV > 2,
entonces
dim Ny > 1,
lo cual significa que
Ny # {0s}.

Entonces, existe un vector w € Ny no nulo tal que f(w) = 0,, y podemos escribir

f(w) = 0w,

lo cual significa que w es un vector propio de la aplicacién lineal f asociado al valor
propio A = 0.

O
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7. Sea la aplicacion lineal f € L(Py(t), Py(t)) tal que
fla+bt+ct?) =c+ (b—a)t+ (a—b+ )t
a. Encontrar los valores y vectores propios de la aplicacion lineal f.

b. jEs diagonalizable la aplicaciéon lineal f7

Solucion.

a. Para encontrar los valores y vectores propios de la aplicacién lineal f necesitamos
primero hallar una representaciéon matricial de ella, y encontrar los valores y vectores
propios de esa matriz. Los valores propios de la matriz son también los valores propios
de la aplicacién lineal.

Sea el polinomio p(t) = a + bt + ct?. Por facilidad escogemos la base canénica C =
{e1,e2,e3} = {1,t,t?} del espacio vectorial P5(t). Claramente, tenemos los vectores

coordenados
plc= 0], [f#)c=]| —a+b
c a—b+c

Tenemos que

1
[flez)le =[ft)]e=1+t]c= |0
1

Con los tres vectores coordenados anteriores, escritos como columnas, obtenemos la
representacion matricial [f ]g de la aplicacion lineal f con respecto a la base candnica

0 0
1

fle=| -1

1
0
1 -11

Sea A= f]g Verifiquemos que la Matriz A representa a la aplicacion lineal f:

0 0 1 a a
AEp®le=[-1 1 o) |b]=[ —a+b | =[fle®)]c-
1 -1 1 c a—b+c

Hallemos los valores propios de la matriz A, los cuales también son los valores propios
de la aplicacion lineal f:

—A 0 1
pAN) =JA=X|=|-1 1-X 0 |=-X\-2)=0.
1 -1 1-=X
Los valores propios de la matriz A y la aplicacién lineal f son A\; = 0 de multiplicidad
algebraica 2, y Ao = 2 de multiplicidad algebraica 1 y geométrica 1.

Hallemos los vectores propios de la matriz A y de la aplicacién lineal f.
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— Sea el valor propio A\; = 0. Para hallar los vectores propios v asociados con el
valor propio A\; = 0 resolvemos el sistema lineal

U1
(A— )\1[) v=0, donde v=|us
us

Para hallar el vector v resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

110 0 01 1] 0
0] 0)J]~|-1 1010
110 0 00 ] O
y encontramos que uz =0y ug = uy. Si ug =1, ug = 1.
1
De donde v1 = | 1 | es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio
0
A1 = 0. El vector propio v1 de la matriz A es el vector coordenado del vector
1
propio p1(t) de la aplicacion lineal f. Por lo tanto, si [pi(t)]c = v1 = | 1],
0

0 0
(A-MI10)=(-1 1
1 -1

entonces pi(t) = 1 +1t.

— Sea el valor propio Ay = 2. Hallemos rapidamente su vector propio asociado:

-1 0 1 ] 0 -2 01| 0
(A—)\QI\O): -1 -1 0 | O0O)~f1 101 0]},
1 -1 -1 | 0 0 00 | O
de donde ug =2u; y ug = —ui. Siug =1, uo = -1 y ug = 2.
1
Por lo cual vo = [ —1 | es un vector propio de la matriz A asociado al valor
2

propio Ay = 2.
Entonces pa(t) = 1 —t+ 2t es un vector propio de la aplicacién lineal f asociado
al valor propio Ay = 2.

Verifiquemos que pi(t) y p2(t) son vectores propios de la aplicacion lineal f:

f(p1(t))
f(p2(t))

fA4+)=0+0-1t+(1—=1+0>=0=0(14+1t) = A\ p1(2),
Fl—t+2%) =24+ (=1 =1t + (1 +14+2)t> =2(1 —t + 2t) = Xapa(t).

. Debido a que la representaciéon matricial de la aplicacion lineal f tiene un valor propio
repetido, ella no es diagonalizable. En consecuencia, la aplicacion lineal f tampoco
es diagonalizable. O

8. Demostrar que si A = PDP~!, entonces A"® = PD"P~! para todo n € N.

Demostracion. Demostraremos por induccion.

(i) Paran=1.

Si A= PDP~! entonces A' = PD'P~! pues A= A' y D= D!
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(ii) Suponemos que es verdad para n y demostraremos que es verdad para n + 1.
Es decir, si A" = PD"P~! es verdadero, por demostrar que A"t! = PDP~1.
En efecto,
A™Hl = AnA

= PD"P~'PDP~! por hipétesis inductiva

= PD"IDP!

= PD"DP!

= pprtipt

Por (i) y (ii) se tiene que si A = PDP~!, entonces A" = PD"P~! paratodon € N. [

N O N

1 1
9. Dada la matriz A = | 2 2 |, hallar la matriz A™.
1 1

Solucion. Primero hallemos los valores propios de la matriz A.

1—X 2 1
pAN =[A—M|=| 2 X 2 |=- A+2)(A—4)=0
1 2 1-—AX

Los valores propios de la matriz A son
AM=-2, X=0, A3=4.

Debido a que los tres valores propios son distintos entre si la matriz A es diagonalizable.
Ahora encontremos los vectores propios de la matriz A.

e Sea el valor propio A\; = —2. Para hallar los vectores propios v asociados con el valor
propio A\; = —2 resolvemos el sistema lineal
U1
(A - )\1[) v=0, donde v=|wuo
us

Para hallar el vector v resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

321 1] 0 1 0 -1 | 0 10 -1 ] 0
(A-=MI|O)=(2 2 2 | 0]~|1 1 1 | O0]~|21 0 | O
1 2310 -10 1 | O 00 0 | O
y encontramos que ug = w1 y Uz = —2ui. 9i uy = 1, ug = —2 y ug = 1. De donde
1
vy = | —2 | es un vector propio de la matriz A asociado al valor propio \; = —2.
1
e Sea el valor propio Ao = 0. Resumimos el hallazgo del vector propio asociado:
1210 020 ] 0
(A=XI|O)=(2 0 2 | 0O)J~|1 0 1 | O},
12110 000 ] O

1
de donde uo =0y ug = —uq. Si u; = 1, ug = —1. De donde vy = ( 0 | es un vector
-1

propio de la matriz A asociado al valor propio As = 0.
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e Sea el valor propio A3 = 4. Hallemos el vector propio asociado:
-3 2 1 | 0 -4 0 4 | O 1 0 -1 |
(A-xI|0)=(2 -4 2 | o|l~[2 -4 2 | 0]~|0 -1 1 |
1 2 =310 3 =2 -1 1] 0 0 0 0 |
1
de donde ug = ug = u1. Si ug = 1, ug = ug = 1. Asi, pues, v3 = [ 1| es un vector
1

propio de la matriz A asociado al valor propio A3 = 4.

Por el Teorema 4 de la pagina 160 los 3 vectores propios, por ser distintos entre si, son li-
nealmente independientes. Por el Corolario 1 de la pagina 169 la matriz A es diagonalizable.

Es decir, existe una matriz P inversible tal que

D =P AP

donde las columnas de la matriz P son los vectores propios de la matriz A y los elementos
de la diagonal de la matriz diagonal D son los valores propios de la matriz A. Sea la matriz

P formada con los vectores propios v1, vo y vs de la matriz A:

1 1 1
P=|(-2 0 1
1 -1 1
Su matriz iIlVGI‘S& es
L1 21
P1t=-(3 0 -3
6l2 2 2

Se deja como ejercicio verificar que la matriz P~' AP es la matriz diagonal

-2 0 0
D=|0 00
0 0 4
Por ser D una matriz diagonal tenemos que
(=)™ 0 0
D" =2" 0 0 0
0 0 27
Por el ejercicio anterior tenemos que
A" =PD"P —1
on 1 1 1 (=)™ 0 0 1 -2 1
=5 -2 0 1 0 0 0 3 0 =3
1 -1 1 0 0 27 2 2 2
g (11 1\ (1" 21 (-1
=—1-2 0 1 0 0 0
6 1 -1 1 on+1 ogn+1 ogn+1
on 2n+1 + (_1)n 2n+1 _ 2(_1)n 2n+1 + (_1)n
=5 2ntl — (1) 2nFl 4 4(—1)m 2nt —2(—1)"
2n+1 + (_1)n 2n+1 _ 2(_1)n 2n+1 + (_1)n
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