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1.

3.7

Calcule el limite de la trayectoria « en 5, donde

xRN {0} — R3

y — <y3—|—5,y2,y;1> .

Solucién. Primero, definamos las funciones componentes de &, tenemos a1, a2, #3: R — R definidas por

y

amy)=v’+5 wly) =y vy a®y)

para x € R, asi, se tiene que para todo x € R

a(x) = (a1(x), a2(x), a3(x)).

Luego, gracias a que

z Z. — 1 — 6
ilil‘% ap(x) = 130, ;L}n;zxz(x) =25y ;L)rréa3(x) =z

se sigue que lin% a(x) existe y
y—

lima(x) = (lim aq(x), lim ap(x), lim a3 (x)>
y—5 y—5 y—5 y—5

6
130,25, - ). O
(30,55)

* Dada la trayectoria

t |
<Sen< ) op € ) sit 0,
I — t t

X sit=20,

con x € R3. ;Cuél es el vector x para que a sea continua en 0?

Solucién. Para que la trayectoria sea continua en este punto se debe cumplir que
lima(t) = a(0) = x.
t—0

Por lo tanto, procedemos a calcular el limite:

t__
lima(t) = (lim Sen(t),limth,lime ; 1)

t—=0 t=0 f t—=0 t—0
=(1,0,1).
Entonces la tratectoria « es continua en 0 siy solosi x = (1,0,1). O

Dada la funciéon
a:[-1,1] {0} — R?

t — (Sengm),e“ _ t2> .




Estudie la continuidad de la funcién a en 0, ;existe }in& a(t)? Si Fn& «a(t) existe, halle su valor.
— —

Solucién. Dado que 0 ¢ dom(w), se tiene que «(0) no existe, luego a no es continua en 0. Por otra parte,

para que
Iim a(t
t—0 ( )
exista, deben existir
. sen(7tt)
lim ———~%

lim 3 — 2.
t—0 t y

t—0

Ahora bien, como }irr(} sen(mtt) =0y %in&t = 0, por la regla de L'Hopital, se tiene que
— —

sen( 7tt 7T cos( 7Tt
lim (t) = lim (7t) = rrcos(0) = 7.
t—0 t t—0 1
Por otra parte, como
ts et — 2

es continua en 0, se tiene que

lirr[}eg't — =0 =1.
t—

Por lo tanto, Fn& a(t) existe y
H
lima(t) = (7, 1). O

t—0

* Dada la trayectoria

a:R — R3
X — (x—|—2,x2,x4+x2),

calcule la derivada de « y evaltela en x = 10.
Solucién. Primero, definamos las funciones componentes de &, tenemos a1, a2, a3: R — R definidas por
m(x)=x+2,  ax)=x* y  ax)=x"+2%
para x € RR, asi, se tiene que para todo x € R
a(x) = (a1(x), a2(x), a3(x)).

Luego, gracias a que a1, & y a3 son derivables en R (puesto que son funciones polinomiales), se sigue
que « es derivableen Ry

o' (x) = (aq(x), @3(x), a3(x))

= (1,2x, 4x3 + 2x)
para todo x € R. Finalmente, evaluando en x = 10 tenemos que

a'(10) = (1,20,4020). 0

* Dada la trayectoria

a:R — R?

2
X — | 5——,x|x| ).
x2+17
Demuestre que « es derivable en todo su dominio y halle su derivada.

Solucién. Vamos a probar que cada componente es derivable. Tenemos que sus componentes son
a1:R — R
x2 y
x2+1

azi]R — R

X — x — x|x|.



La funcién a; es derivable en todo R pues es el cociente de dos polinomios y su denominador nunca se

anula. Ademas,

2
awy(x) = <x2—|—1)
_ 2x(x? +1) — 2x(x?)
N (x2+1)2
B 2x
pEE

para cada x € R. Por otra parte, por la definicién del valor absoluto,

B —x2 six <0,
#2(%) = x? six > 0.

Es claro que a; es derivable para todo x # 0y se tiene que
—2x six <0,

ay(x) = .
2x six > 0.

Ahora analicemos la derivada de a; en 0. Para todo & # 0, se tiene que

wa(h) — 22(0) _ hlh|

h h
= [nl.
Asi,
oy 22 =y =

pues el valor absoluto es una funcién continua, y se sigue que
a5(0) = 0.

Entonces,

,( ) —2x six <O,
s (x) =
2 2x six >0,

de donde ) (x) = 2|x|. Por lo tanto, a es derivable en todo su dominio y

para todo x € R.

* Dada la trayectoria

a:R — R3
R i+1_t2
142 1+ 2

comprobar que el dngulo que forma a(t) con &/ (t) es constante para todo t € R.

2t 1—+#2
oc(t) = <1+t2’1—{—t2’1>

para todo t € R, ademds, podemos apreciar que cada funcién componente es derivable, por lo tanto

o [ 2(P=1) 4
“(t)_( (2+1)* (t2+1)2'0>

t— aft)

j Tk

Solucién. Notemos que




10.

para todo t € IR. Ahora, para calcular el &ngulo entre los dos vectores, tenemos que, para todo t € R
at)-a'(t) =0,
ademas,
a(t) 70y () #£0,

por lo tanto, podemos calcular el &ngulo formado por los vectores y este es

) a'(t) arc cos(0) = =
ar“"s(Ha(t)HHa'(t)u)‘ 0=z

para todo t € R. O

Seaa: I — R™, conm > 1, una trayectoria derivable en el intervalo I. Si existe una constante k € R tal
que ||a(t)|| = k para todo t € I, demostrar que «a(t) y a’(f) son ortogonales para todo t € 1.

Dada una trayectoria a: R — IR®, que tiene tres derivadas, se define la funcién

u:R — R
t— u(t) =alt) (&' (t) x a”(t)).

Comprobar que u es derivable y que

u'=a-(a xa”).

Solucién. Dado que f tiene tres derivadas, entonces f' y f” son derivables, por lo tanto, f’' x f" es deri-
vable y por lo tanto f - (f’ x f”) es derivable, es decir, u es derivable. Ademads, se tiene que:

u' = (a-(a/ xa"”))
=a (& xa")+a-(a xa)
=0+a-(a" xa’"+a' xa)
=a-(0+a" xa”)

=a-(a xa”). O

Dada una trayectoria a: [ — R3, se define

B:1 — R3
t— a(t) x a/(t).

Comprobar que B es derivable y hallar su derivada.

Solucién. Se tiene que « y &’ son derivables, por lo tanto, B es derivable. Ademds, se tiene que
B'(t) = (a(t) x a'(t)) = a'(t) x &' (t) +a(t) x & (t) = a(t) x a”(t),

pues &/ (t) x a/(t) = 0. O

Sean a, B,7: I — R trayectorias derivables. Comprobar que « - (8 X 7) es derivable y que

(a-(Bx7) =a-(Bx9)+a- (B xy)+a" - (Bx7).

Solucién. Dado que By <y son derivables, B x 7 también lo es. Ademds, dado que « es derivable, se tiene
que « - (B x ) es derivable y se tiene:

(a-(Bxy) =a - (Bxy)+a-(Bx7)
=o' - (Bxy)ta- (B xy+pxq)
=a-(Bxy)+ta-(B xy)+a-(Bx7). O

4



11.* Dada la funcién
a:R — R3

t — (cos(t),1,—=2t).

/Onzx(t)dt

Solucién. Para que a, sus componentes a1, p y a3(t) deben ser integrables. Como son funciones conti-

nuas, son integrables. Dado que
7T 7T
/ &y (1)t = / cos()dt
0 0

—0,
T 7T
/(xz(t)dt:/ dt
0 0

=m—0

Si existe, calcule la integral.

:7‘[,

7T T
/ s (1)dt = / 2tdt
0 0

:7T2—02

= 71°.

7T
Por lo tanto, / a(t)dt existe y
0

/noc(t)dt = (0,7, ).
0

12.* Dada la trayectoria
xR — R3
t — a(t) = (t —cos(t),1—cos(t),t)
y la funcién
u:[-1,1 — R
z  — u(z) = arcsen(z).

Utilizando la regla de la cadena para funciones vectoriales determine (« o u)(z) para cadaz € |—1,1].

Solucién. Notemos que u es derivable en (—1,1) con derivada
1

u'(z) =
€)= ——
paracada z € |—1,1[, ademads, img(u) = {_g, g}

Por otro lado, las funciones a1, a3, x3 son derivables y
aj(t) =1+sen(t), wy(t) =sen(t) y  az(t)=1
paracadat € IR, luego, « es derivable y
a'(t) = (1 +sen(t),sen(t),1)

para cada t € R, en particular, a es derivable en u(z) paracadaz € |—1,1][.



Gracias a lo anterior, aplicando la regla de la cadena para funciones vectoriales se tiene que para
cadaz € ]-1,1],

(wou)'(z) = u'(z)a’(u(z))

__ 1 (1 + sen(arcsen(z)),sen(arcsen(z)),1)

V1—22
_< 1+z z 1 )
V1I—22'V1-22"V1-22)

Por lo tanto, la derivada de « o u estd dada por

(ocou)’(z)< 1+z z 1 )
V1—22'V1—22" V1 - 22
paracadaz € |—1,1]. O
13. Dada la trayectoria
a:R — R”

x — a(x) =e*a+e b
cona, b € R" fijos no nulos. Comprobar que a”(x) tiene la misma direccién que a(x), para todo x € R.
Solucién. Se tiene que dos vectores tiene la misma direccién si uno es multiplo del otro, por lo tanto,

para comprobar que a”(x) tiene la misma direccién que a(x), para todo x € R, procedemos a derivar
dos veces, asi

' (x) = 2e**a — 2e>*D,
2 (x) = 4e**a + 4e” 2D,

para todo x € R. Dado que
o (x) = 4a(x)

para todo x € R, se tiene que a(x) y a’’(x) tienen la misma direccion. O

14.* Encontrar una funcién a: ]0,00[ — R" continua, tal que

a(x) = xe* A+ 1/ a(t)dt
X J1

para todo x > 0,con A € R".

Solucion. Es equivalente escribir
X

xa(x) — x?e*A = / a(t)dt (1)

1
para todo x > 0, con A € R". Por el primer teorema fundamental del célculo se tiene que

w(x) + xa/(x) — x2e* A — 2xe* A = a(x)
para todo x > 0, simplificando la expresion anterior se obtiene
o (x) = xe"A+2e*A
= (xe* +e")A+e'A
= (xe*)A+e*A

para x > 0. De donde
a(x) =xe*A+e"A+k

parax > 0yk € R".



Reemplazando «(x) en (1) y por el segundo teorema fundamental del calculo, se tiene
X
X2 A + xe" A+ kx — x** A = / (te! A4 e'A+k)dt
1
X
xe* A+ kx = (te! A + kt) ‘1
xe*A+kx =xe"A+kx—eA—k
de aqui k = —eA. Finalmente se tiene que
a(x) =xe"A+e*A—eA

paratodox >0y A € R".

Ejercicios clase CP: 1,2, 3, 4, 5, 6,11, 12, 14.



