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1.* Sea el campo escalar
f: R”? — R
(x,y) — xy*.

Dado que f es un polinomio, f es continuo y se cumple que

lim  f(x,y) = f(3,2) = 12.
s F 5 y) = £(3,2)

Para € = 1, determine explicitamente un § > 0 tal que

(V(x,y) € R)([(x,y) = (3,2)] <6 = |xy* — 12| < 1).

Solucién. De la definicion de norma, para cada (x,y) € R?, se tiene que

I(xy) — 3,2 =/ (x—3)2 +(y - 2),
luego ||(x,y) — (3,2)]| > |x = 3| y || (x,y) — (3,2)|| > |y — 2|. Queremos acotar el término

|xy? — 12|
cerca del punto (3,2). Con esto y dado que (x,y) — (3,2), |x — 3| y |y — 2| deben ser términos pequefios,
se tiene que para cada (x,y) € R?,
lxy? —12] = |(x — 3)(y* — 4) + 4x + 3y — 24|
= |(x =3)(y* —4) +4(x = 3) + 3(y* — 4)|
< |x = 3|y* — 4] +4[x — 3| + 3|y* — 4
=[x = 3[ly = 2[ly + 2| +4fx =3[ + 3]y — 2[|y + 2|.

(1)

Asi, debemos acotar cada uno de los términos anteriores. Como el § debe ser pequefio, podemos suponer
que 6 < 1. Entonces si (x,y) € R? tales que

I(x,y) = (3,2)[ <é <1,

se tiene que
=3[ <ll(xy)=B2l<é v ly-2[<lxy)-G2)l<d

Ahora bien, como |y — 2| < 1, se tiene que |y + 2| < 5. Por todo esto,
|x = 3|ly —2||ly + 2| + 4|x — 3| + 3|y — 2||ly + 2| < (6)()5 + 45 + 3()5 = 56* + 196.

De la tltima desigualdad y (1), es suficiente encontrar § > 0, tal que

56> 4+195 < 1
lo qué ocurre cuando
0<s< 7“381_19.
10
Por lo tanto, es suficiente tomar
V381 —1
o= % ~ 0,0519. d



2.* Suponga que estd trabajando en una empresa de productos ldcteos cuyo producto estrella es un yogur,
que se vende en un envase cénico de altura 30 cm y de radio 20 cm. La empresa cuenta con un sensor
que llena el envase de yogur “exactamente” hasta la altura determinada. Al momento de elaborar el
envase se podria tolerar errores en la altura o el radio, pero el error en la cantidad del liquido que se
coloca no puede ser mayor a 1 decimetro ctibico. Usted estd encargado de resolver este problema. Para
ello determine una funcién que modele la aprobacién o rechazo de los envases y el rango en el cual
pueden estar la altura y radio de los mismos.

Solucidén. Si x es la altura y y el radio del envase medido en decimetros, se tiene que su volumen es

L
~TTYX.
37

T . .
Como la constante 3~ 1, no va a alterar los célculos ;por qué? No la vamos a considerar y se define la

funcién
f:RT x Rt — R*
(x,y) — xy*
El caso ideal es cuando x = 3y y = 2, ahora queremos saber que tan cerca pueden estar estas variables

para que el volumen del liquido no sea muy diferente al ideal. Lo que queremos saber es que tolerancia
6 > 0, me permite deducir

VE =32+ (y -2 <6 = |2 12| < 1.
Por el ejercicio anterior, conocemos que esto se verifica para cualquier

0<s< @ ~ 0,0519.
10
Puesto que entre mds precisién tenga la maquina de medicién, més costosa y sensible serd, se considera
la tolerancia permitida mayor 0,0519 decimetros; es decir, el radio debe estar en el rango [1,9481;2,0519]
y la altura en el rango [2,9481;3,0519] en decimetros. En otras palabras, el radio debe estar en el rango
[19,481;20,519] y la altura en el rango [29,481;30,519] en centimetros; pero ambos valores no son inde-

pendientes, su distancia a (3,2) debe ser menor a 0,0519. O

3. Calcular, paso a paso
lim lim f(x,v),

x—2y—0

donde
f:10,3] x [-1,1] — R

(x,y) — flx,y) =2 +y+2.

Solucién. Para x € [0,3], definimos

fx:[—l,l] — R
Yy — foly) =2 +y+2

Notemos que, para x € [0, 3], fijo, se tiene que
li = lim x? 2=x*+2.
Wi fx(y) = Mty +2 ="+
Por lo tanto, podemos definir la funcién

¢:[0,3] — R
x o g(x) =22 42
Finalmente, tenemos que

lim g(x) = lim x*> +2 = 6.

x—2 x—2

2



Por lo tanto,

lim lim f(x,y) = 6. O

x—2y—0

4" Seaf: Q) — R, con () C R2. Se sabe que si

lim x,y) =1L
(xry)%(ﬂ,b)f( 2

y existen los dos limites iterados

lim lim f(x,y) y lim lim f(x,y)

xX—a yﬁb y*)b x—a
entonces estos son iguales a L.
a) Sea
g: O — R
r—Yy
X, —
() — 5y
donde Q = {(x,y) € R? : x +y # 0}. Verificar, cuando (x,y) — (0,0), que los limites iterados son
diferentes y deducir que g no tiende a un limite.
b) Sea
g: O — R
x.y) X2y
xX,Y) —
27+ (x =)
donde O € R%\ {0}. Demostrar que aunque los limites iterados son iguales cuando (x,y) — (0,0),
la funcién g no tiende a ningtn limite.
c) Sea
¢g: R — R
1
X sen <> siy #0,
(x,y) — Y
0 siy =0.
Verificar que
lim x,y) =0,
(xy)=(0,0) 8lxy)
sin embargo los limites iterados son diferentes.
Solucion.
Se tiene que
c 1 -1
lim lm g (x,y) =1,
mientras que
lim lim g(x,y) = —1.
y—0x—0
Si el limite
lim (x,
(xy)—(0,0) 8(xy)
existe, ya que los dos limites iterados existen entonces estos deberian ser iguales, lo cual es una
contradiccién. Finalmente, se puede decir que ya que los limites iterados existen y no son iguales
entonces el lim, ,)_, ¢,0) (%, y) no existe.
b) Se tiene que

lim lim g(x,y) =0,

x—0y—0

3



mientras que
lim lim g(x,y) = 0.

y—0x—0

Noétese que la existencia del limite

lim X,
(xy)—(0,0) $txry)

implica la igualdad de los limites iterados si estos existen, no reciprocamente. Por esto la igualdad
de los limites iterados no nos dice nada sobre el lim, ), (,0) §(%, ¥)-
En este ejemplo, si calculamos el limite de ¢ cuando (x,y) — (0,0) por la trayectoria inyectiva
a:R — R?
t— (4,1),

se tiene que a(0) = (0,0), entonces

) ,#
() =l

=1

De esta manera se concluye que el ( l)mrE : g(x, y) no existe ya que deberia ser tnico.
x,y)—+(0,0

c) Se tiene que
lim lim ¢(x,y) = lim (lim x sen 1)
y—0x—0 y—0 \x—0 y

=1im0
y—0

=0.

Por otro lado

lim lim g(x,y) = lim <limxsen (;))

x—0y—0 x—0 \y—0

1
no existe ya que sen <y) no tiende a un limite cuando y — 0.

Si al menos uno de los limites iterados no existe, entonces no se puede concluir nada sobre el

lim X, ).
(xy)—(0,0) 8(xy)

1
Ademéds, nétese que sen (y) ,cuando y — 0, varia entre [—1, 1], por lo que

lim xsen <1> =0.
(xy)—(0,0) Y

A pesar de la existencia de este limite, no se puede concluir que los limites iterados son iguales
ya que uno de ellos no existe.

O

5. Dadas la funcion
FR2{(1,0)} — R
x% —2xr —1

X — :
(x1—1)2 + x3

y la trayectoria
w:R — R?
t— (t,1—1#).

¢Existe el limite de f en (1,0) por la trayectoria a?

4



Solucién. Se puede observar que « es inyectiva. Ademds, para todo t € R \ {1}, se tiene que

fla(t)) = f(t,1-1)

2 —2(1—t)—1
V=2 (A -1?
P +2t-3
V2|t -1
_ (#+3)(t—-1)
V2|t —1]
t+3
- t<1
- t\éi
Tt
—_— sit>1,
7

de donde

Asi, el limite

lim £ (a(t))
t—1
no existe. O
6.” Dado el campo escalar:
f: O —R
xy +1
(x/y) — m

donde O = {(x,y) € R? : x* # y?}. Determine el limite de f cuando (x,y) — (1,—1) a través de las

trayectorias:
x:R — R?
t — (t,—1)
y
B:R — R?

s — (s, —s%)

¢Qué se puede concluir?

Solucién. El limite de f cuando (x,y) — (1, —1) a través de las trayectorias a(t) y B(t) son distintos, por
lo tanto se puede concluir que el limite de f cuando (x,y) — (1, —1) no existe. 0

7. Dado el campo escalar
f: R”? — R
sen(x? + y? ,
oy | T S0 200,

1 si (x,y) = (0,0).

Probar que f es continuo en (0,0).

Solucién. Para que el campo f sea continuo en (0, 0), necesariamente se debe dar que

lim x,y) = f(0,0),
L fny) = £0,0)



para lo cual se analiza la existencia del limite de f cuando (x,y) — (0,0). Se realiza el cambio de variable
0 = x* + y?, ademéas nétese que si (x,y) — (0,0) entonces § — 0, de aqui

ol ) = iy 55
=1
= £(0,0).
Con esto se verifica que f es continua en (0,0). O
8. Dado el campo escalar:
f: R”? — R
1 siy> x4,

(x,y) — {1 siy <0,

0 caso contrario.

Obtenga los siguientes limites o explique porqué no existen:
o Jm fy)
(xy)—(01

b) hm f(x y)
(xy)—

9, yl)m} f<x v)

Solucion.

a) o 1)1rr} f(x,y) = 1 porque cualquier camino que pase por (0,1) y su entorno, satisface la condi-
xy)—
ciony > > x* en dicho punto.

b) ( l)lrr} f(x,y) = 0 porque cualquier camino que pase por (2,3) y su entorno, no satisface las
xy)—
cond1c10nes y < x* oy > x* en dicho punto.

c) Tomando las trayectorias,
a:R — R?

— (0, 1)

nétese que «(0) = (0,0), entonces

lim f (a(t)) = 1

t—0
B:R — R?
t— (%)
noétese que B(0) = (0,0), ademds, paracadat € |—1,1[~\ {0},

(foB)(t) = f(B(t) = f(t,1°) =0,
de donde
lim £ (B(£)) = 0

t—0

Por lo tanto el limite no existe en (0, 0).



9.

10.

11.

12.%

Determinar el valor de « € R para que el campo escalar
f:R? — R
X3+ xy? + 2x% 4 2y
i 7 0/0 7
o e si(x,y) # (0,0)
bt si(x,y) = (0,0)
sea continua en (0,0).
Solucion. a = 2. O

Considere el campo escalar
f: R — R
Bx — 1)+ (x— )P+ (x— 1>+
(x,y) — (x—12+y° si (x,y) # (1,0),
: si (x,4) = (1,0).

Estudie la continuidad de f en (1,0).

Solucién. Para determinar si f es continua en (1,0) estudiemos la existencia del limite de f cuando (x, y)
tiende a (1,0).

Iniciemos analizando la existencia de los limites iterados, notemos que

lim lim f(x,y) = limlim f(x,y) =1,
x—=1y—0 y—0x—1

dado que los limites iterados existen y son iguales, si el limite existe, debe ser igual a 1.
Ahora, analicemos la existencia del limite mediante la trayectoria
xR — R?
t— (tt—1),

se tiene que a(1) = (1,0). Entonces, el limite de f a lo largo de la trayectoria « cuando t tiende a 1 es

lim f(«(t)) = lim f(t,t —1) =3,

t—1

por lo tanto, si el limite existe, debe ser igual a 3, lo que contradice lo anterior. De aqui, concluimos que
no existe el limite de f cuando (x, y) tiende a (1,0), lo que implica que f no es continua en (1,0). O

Considere el campo escalar
fi R — R
2
Xy ,
[ O/
(oy) s Tyt 0T

0 six =0.

Muestre que no es continuo en el origen.

Considere el campo escalar

f: R —R
xy +yz? + xz2
(x y Z) — m 51 (X,y,Z) 7é (01010);

0 si (x,y,z) = (0,0,0).

Muestre que f es no es continuo en el origen.



Solucién. Analicemos este limite por trayectorias, tomemos k € IR y consideremos la trayectoria

ap: R — R3
t— (k2 £2,1).

Notemos que si a(t) = (0,0,0), entonces t = 0. Luego, tenemos que

kt* + 4 +kt* 2k+1
li £)) = lim f(kt?, t2,t) = Ii = )
lim f (e (t)) = M (K 45 8) =l o @ = k212

Ya que el limite anterior toma valores distintos que dependen del valor de k, concluimos que no existe
el limite de f cuando (x,y,z) tiende a (0,0,0), lo que implica que f no es continua en el origen. O

13.* Determine, utilizando cambio de variable, la existencia de los siguientes limites

a)
P
(xy)—(0,0) X2 + 2
b)
2
lim ot
(xy)—(0,0) X* + Y
c)
1
lim S i
(xy)—(00) sen(/x2 + y?)
d)

2
oYY
(xy)—(0,0) X% + >

Solucién.  a) Utilizando cambio de variable, coordenadas polares:

x = rcos(0)

y = rsen(6)

Se escribe F en coordenadas polares

¥ +yt _ (p-cos(0))* + (p - sen(6))*

)
X2 4y> (o cos(6))? + (o - sen(6))?

X4 gy
XZ—f—ZZ = p?(cos(6)* + sen(6)*)

La funcién se puede acotar. El limite cuando p tiende a cero converge independientemente del valor
de 0.

1£(0,0) = 0] = p*(cos(6)* + sen(0)*)
por una funcién H(p) que tienda a cero cuando lim,_,, se habrd encontrado del limite
p?(cos(8)* + sen(6)*) < p?, V6 € [0,27r)
Ademas

lim H(p) = lim p*> = 0
0—0 0—0

Por lo tanto existe el limite de F cuando (x,y) tiene a (0,0) y es 0.
b)
2

z

lim s
(xy)=(0,0) X~ + Y

8



Escribiendo la funcién en coordenadas polares:

x = rcos(0)
y = rsen(6)
Se obtiene
2 , 2
x* (p-cos(0)) — cos(6)?2

x2+y? (p-cos(8))*+ (p-sen())?

Se observa que el limite solo depende de 0

lim cos(#)* = cos(0)?
o0—0

Por lo tanto el limite no existe, pues depende de la direccién con la que se acerca al punto (0,0).

c) Escribiendo la funcién en coordenadas polares:

x = rcos(0)
y = rsen(6)
Se obtiene
a1
e
f(p,0) =

Por lo tanto,

e ~
lim ,0) = li =
(xy) (o,O)f (66) p—0 sen(p)
d)
. 3x%y

1 __ J
(14)+(00) X2+ 12

Escribiendo la funcién en coordenadas polares:

x = rcos(6)
y = rsen(6)

Se obtiene
3x?y  3(p-cos(6))%p - sen(h)

2412 (p-cos(0)2+ (p-sen(6))? 3p -cos(0) sen(®)

Se observa que p - cos(0)?sen(6) estd acotado,
|f(0,8) — 0 = 3p - cos(6)* - sen(6)
por una funcién H(p) que tienda a cero cuando limp_m,

—1 < |cos(8)? - sen(h)| < 1,V0 € [0,277)

. 3x . 2 _
(x,yl)lg}o,()) oy EE(‘J 3p - cos(8)“sen(8) =0

Ejercicios clase CP: 1, 2,4, 6,9, 12, 13.



