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1. Dado el campo vectorial
F:R>\ {0} — R?

x1xp  x3x3
. X242 2422 )
1T X X+ X3

Estudie la existencia del limite de F cuando x tiende a (0, 0).

Solucion. Definamos las componentes de F:

.2
fi:R? — R f2: R — R
2.2
X X1X2 y X1X5
X2 + x2 x 2,2
1 2 x] + x5

Para determinar si existe
X1X2

Ii =1
x1£>r(1)f1 (x) xli% x% + x%

analicemos sus limites por dos trayectorias. Sean la trayectorias

a;: R~ {0} — R? ay: R~ {0} — R?
Foes ) Y Eo o (5 ).
Asi,
lim fy(r1 (1)) = lim fu(t,£) = lim o = Jim & = 1
f507 01 Tno/ N T 5022 T m02 - 2
y
lim f1(r2(t)) = Um f1 (¢, —t) = lim_—t2 = lim—1 !
f507 1V im0’ 0212 150 20 2
de donde x
] o 1X2
At = e g

no existe. Como la primera componente no tiene limite en (0,0), no hace falta estudiar la existencia del
limite de la segunda componente, y se deduce que lil’l'(l) F(x) no existe. O
x—

2.* Sea la funcién:
F: R? — RS
(x,9) — (¢, x)

Hallar la derivada F’(a;y) en el punto a = (1,1) y la direccién y = (1,2).

Solucién. Por definicion de derivada de F : R> — R3 en a € R? respecto a y € R2.

f(ay) = (fily), Hay), f3(ay))



La derivada de cada campo escalar sera:

filay) = }g%fl(“*hyh) — fi(a)

o A +R(1L,2) - AL

h—0 h
o Al 1420 - A1)
h—0 h
plth _ ol
= 1i
hlg(l) h
h_
_m e =1
h—0 h

=€

f(a+hy) — fo(a)

fa(a;y) = lim

—0 h
o 1-21 _ -1
= If
hlg(l) h
a1 (,—2h _
— lim 2¢ (e 1)
h—0 —2h
_ 2
e

fala+hy) — f3(a)

f3(a;y) = lim

h—0 h
~ lim (1+h)(1+2h)

h—0 h

. 14+2h+h+20% -1
= lim

h—0 h
=3

Por lo tanto F'(a;y) en el punto a = (1,1) y la direccion y = (1,2) es:

Fl(a;y) = (e, _62,3> )

Alternativamente

3." Dado el campo vectorial
F: R® — R?
(v y) — (" —y,xy).

Suponiendo que F es diferenciable, calcular F'(1,1).

Solucién. Suponiendo que F es diferenciable, se tiene que

[F'(1,1)(h, k)] = Jr(1,1)[(h, k)]
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para todo (I, k) € R2. Por lo tanto, empecemos calculando la matiz jacobiana de F,

Ji(xy) = ["‘; ;1] ,

]F(lll) = [i _11] .

de donde

Asi, tenemos que

[F'(1,1)(h, k)] = Jr(1,1)[(h, k)] = E _1] m -

para todo (i, k) € R?, por lo tanto
F'(1,1)(h,k) = (2h — k,h + k),
para todo (I, k) € IR%. Con esto, se tiene que

F'(1,1): R? — R?
(h,k) — F'(1,1)(I k) = (2h — k, b + k).

. Dada la funcién vectorial

F: D — R

1
(x1,x2) — <ex1+x2,x1,sen(x1x2)>

donde D = {(x1,x2) € R?>: x; # 0}. Paraa = (—1,0) y y € R?, determine la derivada de F respecto al
vector y en el punto a.

Solucion.
ey +e
O
“ Dado el campo vectorial
F:R? — R?

x — (X2 — xp, x123).

Mostrar que F es diferenciable en todo R

Solucién. Primero calculemos su matriz Jacobiana:
ZX1 -1
X)) =
Je(x) ( x% 2x1x2>

Ahora, sea a € R?, vamos a demostrar que F es diferenciable en a. Se tiene que

para todo x € RZ.

F'(a1,a2)(h1, ha) = (2a1hy — ha, a3hy + 2mazhy),
para todo h € R2. Por otro lado, paracadah € R? no nulo, se tiene que

F(a+h) —F(a) — F'(a)(h) = ((a1 + h1)* — (a2 + ha), (a1 + h1) (a2 + h2)?) — (aF — a, a143)
— (lelhl — hy, a%hl + 2a1a2h2)



= (hi,a1h3 + 2ash1hy + hyh3) ,

por lo tanto

F(a+h)—F(a)—F'(a)(h) [ k5 a1h3 + 2azh1ha + hyh3
1] <Hh|\' 1] >
Dado que
|| < |||
parai € {1,2}, se sigue que

2 2 kol ]
0< —L<|h|, 0<—2<]|h 0 < 2l 17
iy < 1A g < Wy = 2

de donde, por el teorema del Sanduche,

lim h% 0 y lim th% + 2ash1hy + hlh%

i G =0.
h—0 || 1| h—0 |7l

De esta manera, se tiene que
lm F(a+h) —F(a) — F'(a)(h)

=0
h—0 |||

lo que significa que la funcién f es diferenciable en a.

. Dado el campo vectorial
F: R? — R?
(xy) — (x+y%y = 2xy)

Verifique que F es diferenciable en el punto a = (2,1).

Solucién. Para que F sea diferenciable en 4, debe existir una aplicacién lineal T: R? — RR?, tal que:

I F(a+h)—F(a) —T(h)

=0
h—0 |||

Para h € R? tal queh # 0,
Fa+h)—F(a) = ((ag + 1) + (a2 + 12)?, (a2 + hp) — 2(ay 4 hy) (a2 + ho)) — (a1 + az, a0 — 2a1a5)
= (h] + 2a2h2 + h%, hz — 2a1h2 — 2a2h1 — 2h1h2)
= (hy + 2azhp, hy — 2a1hy — 2a3hy) + (H3, —2h1hy)

1 2612 h1 2
= h5, —2hihy).
(—2&2 1-— 2611) (hz) + ( ! ! 2)

Usando el Jacobiano de F en 4, consideremos definir

T:R? — R?
1 2112 hl
h
— (—2&2 1 —26!1) (hz)

F(a+h) — F(a) = T(h) _ (13, —2hihy)
1] 1]

pues esta es lineal. Asi,

entonces, por el teorema del Sanduche

h2, —2hih

lim M —0.
h—0 ||7]]

En efecto, para todo i # 0,

[l <|inlly  lhef < |l



de donde

BB |l
0< |2 | =2 < 12—
Wl = e < ar = W
’ mha| 2l 2l
—2h1hy 2|hq||hy 2
0< — < =2|lh
‘ Tl Tl < e = 2
lo que implica que
h3 —2hyhy
{ —= = 0 1/ =
w0 [[A]] Yol ]

Por la definicién de limites de campos vectoriales,

(W3, —2h1hy)

Ii =0.
R T
Por todo esto,
_ _ 2 _
lim F(a+h)—F(a) —T(h) ~ lim (h5, —2h1hy) _0
h—0 ||7]] h—0 |||

con T lineal. Por tanto f es diferenciable en todo punto a.

7.7 Dados los campos vectoriales

G: R — RS F: R®B — R
(r,s) — (r—+s,r—s,rs) (x,y,2) —> (x2 —yz,xyz,XZ—i—yz—i—z)

Determine Jr.g(1,2).

Solucién. Si G es diferenciable en a y F es diferenciable en G(a), entonces

Jroc(a) = Jr(G(a))]c(a)
Se debe plantear la jacobiana de F y de G

2x =2y O
Je(x,y,z) = |yz xz  xy
2x 2y 1
1 1
Jolrs) =11 -1
s 7
Evaluando la jacobiana de F en G(r, s)
2(r+s) —2(r—s) 0
Je(G(r,s)) = | (r—s)rs (r+s)rs (r+s)(r—s)
2(r+s) 2(r—s) 1
Operando
2r+2s —2r+2s 0
Je(r,8) = | ?s —rs?2 125 +rs? 12 —¢?

2r +2s 2r — 2s 1

Entonces calculamos (F o G)'(r,s)

2r+2s —2r—+2s 0 1 1
(FoG)(r,s) = |r’s—rs? r’s+rs> r2—s2| |1 -1
2r + 2s 2r — 2s 1 s r



10.

4s 4r
(FoG)'(r,s) = | 3r%s —s®> 13 —3rs?
4r +s 4s +r

Entonces
8§ 4
(FoG)'(1,2) = | -2 —11
6 9
O
Dados los campos vectoriales
F: R® — R? G: RP — R
(x,y,2) — (¥* +y+z,2x+y+2°) y (u,v,w) — (uv*w? w?sen(v), u?e’)
Determinar la matriz jacobiana de F o G en (u, v, w).
Considere las funciones
f: R”? — R G: R? — R?
(x,y) — xy y (u,v) — (cos(v+ u),sen(v — u)).
Determine D1 (f o G) y Da(f o G) en cualquier (1,v) € R?.
Solucion. Se tiene que
D1(f o G)(u,v) = — cos(2u).
y
Dy(f o G)(u,v) = —cos(2v).
Ul

Supongamos que:

G: RB — R®

fr O —R
i y (r,s,t) — (1+rsel,rs

(x,y,z) —> xy+yz+¢ (y)

2=t r2ssen t)
Donde ¢ : R — R es una funcién derivable y Q = {(x,y,z) € R® : y # 0}. Determinar Dy(f o G) en el

punto (2,1,0) sabiendo que ¢’ <2) = -1

Solucion. Se tiene que

Dy(f o G)(r,s,t) = Vf(G(r,s,t)) - D2G(r,s,t)

donde .
x x\ —x
v (x/ /Z) = ( + ! () *,x—}—Z—}— ! () A )
flxy y+¢ )y ¢ ) 7Y
entonces
B 1+ rset 1 1+4rset\ —1 — rset _
_ 2 ¢ / ) / 2 ¢
V£(G(r,s,t)) = (rs e+ ¢ ( sy > rsze*t’1+rse +rissent + ¢ ( o ) (rsze—f)Z'rS e '],
ademas

D2G(r,s,t) = (re!,2rse™",r? sent),
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de aqui

Da(f o G)irs ) = (15t +of (LEE0) ) ()

rs2e—t ) rs2e—t
1 E\ —1 — rset
+ | 14 rse’ +r’ssent + ¢’ +ree rse (2rse™")
rs2e—t (rsze—f)z

+ (rsze’t) (r2 sent) .

Evaluando en el punto (2,1,0) y conociendo que ¢’ (
_|_

Dfo0)210) = (244 (3) (3) )@+ (3+¢ (3) (T)) 0+ @0
_ (2—;) 2) + (3+Z> ()

=3+15
=18.

11.* Dados
f: R — R
(x,y) — x>+ 1>

G: R? — R?
(,0) — ("%, u* +0)
Determinar Di(f o G) en (1,1).

Solucion. Se tiene que
D1(f o G)(u,v) = Vf(G(u,v)) - D1G(u,v)
= (2"77,2u% 4 20) - (€17, 2u)
= 26220 4 1 4y,
De aqui
Di(foG)(1,1) = 2¢* +8.

12.* Sea
f: R? — R

xy ,
e +e¥+ ——~— si(xy) #(0,0),
(,y) — flxy) = S
2 si (x,y) = (0,0).
Hallar Dlllf(O, 0) y Dz,lf(O, 0)
Solucién. Calculemos en primer lugar D; f. Nétese que para todo (x,y) € R2\ {(0,0)}

3,2
_x, ¥ =Xy
Dif(x,y) =" + 2122
mientras que si (x,y) = (0,0), se tiene que

_ _ h_
lim f(0+h,0)— £(0,0) _ lm f(h,0) — £(0,0) ~ tim 1 1
h—0 h h—0 h h—0 h




13.

14.

Por tanto,
Dif: R? — R?
3_ 42
y—xy .
x 79 . .o\ s O/O 7
(X,]/) — D1f(x,y) — e’ + (x2+y2)2 51 (x y) 7é ( )
1 si (x,y) = (0,0).
Calculemos ahora D 1(f)(0,0),

D1f(0+h,0) — D1£(0,0)

D1,1f(0, O) = }llim

-0 h
~ lim D1f(h,0) — D1£(0,0)
h—0 h
h _
CmE Lo
h—0

es decir, D11£(0,0) = 1. Finalmente, tenemos que

1im 2S00+ 1) = Dif(0,0) _ . Di1f(0,h) — D1£(0,0)

h—0 h h—0 h
= 1i
nao h2
= +OO,
es decir, D, 1 f(0,0) no existe. O

Sea el campo escalar:
fr O —R
xty
y—2'
donde O = {(x,y,z) € R3:y # z}. Obtenga su matriz Hessiana en el punto a = (0,1, —1).

(x,y,z) —

Solucion. . 11
R S

Hy(a) = a1

I

Dada la funcién
f: R —R
(x,y,z) — sen(xyz),

determinar Vf(x,y,z) y Hf(x,y,z) para todo (x,y,z) € R>.

15.% Sea el campo escalar

f: R”? — R
(x,y) — x2e*7V.

a) Encuentre la aproximacion lineal en el punto (1,0).
b) Encuentre la aproximacion cuadratica en el punto (1,0).

¢) Calcule con ambas aproximaciones estime f(1,0) y f(1,1); y compare con su valor real.

Solucion. f es diferenciable pues es la multiplicacion de un polinomio con una funcién exponencial. Asi,

Vf(a) = (ar1(ar+2)e" ™, a7 (—e" "))
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Hy(a) = ate™ T2 4 dgye™ T2 4 M2 g2 (—eMT02) — 2g M2
A a%(—em12) — 2a1eM 12 ale™ ™

para todo a € IR?. Por lo tanto la aproximacion lineal de f en el punto a = (1,0) para (x,y) € R? cerca
deaes

fxy) = f(1,0)+ Vf(a)-((x,y) —a)
~e+ (3e,—e) - (x—1,y)
~e(l+3x—3—y)
~e(l+3x—y—3).

Ademés, la aproximacion cuadrética de f en el punto a para (x,y) € R? cerca de a es

fxy) = f(1,0)+Vf(a) ((x,y) —a) + %((x/y) —a)Hg(a)((x,y) —a)!

1 7 -
ze(1+3x—y—3)+(x—1,y)< ¢ 36) (x—1,y)

N

—3e e

ze(1+3x—y—3)+§(7x2—6xy—14x+y2+6y+7)
¢
2

Por lo tanto, la aproximacion lineal de f en (1,0) para (1,0) es

e(1+3(1)—(0)—3)=e

(7x* — 6xy — 8x +y* + 4y + 3).

~
~

y la cuadratica es

%(7—8—}—3):6.

Lo que indica que ambas aproximaciones coinciden con f(1,0) = e, lo cual es lo esperado ya que estds
aproximaciones entre mds cerca al punto a = (1,0) son mejor. La ventaja es que para niimeros cercanos
a (1,0) también funcionan. En efecto, ambas aproximaciones para (1,1) son

e(1-1)=0 vy 5%1,36,

respectivamente. Comparado con el valor f(1,1) = 1 la aproximacién cuadrética es mejor. En la prac-
tica es mds comodo trabajar con aproximaciones pues son polinomios aunque se pierda un poco de
exactitud. O

16. Dada la funciéon
f: RZ — R

(x,y) — f(x,y) = sen(x) cos(y),

determinar la aproximacién lineal y la aproximacién cuadratica de la funcién alrededor del punto (0,0).

Solucién. Llamemos F; a la aproximacioén lineal de f en (0,0), tenemos que
Fi(x,y) = f(0,0) + V£(0,0) - ((x,y) = (0,0)),
para todo (x,y) € R?, por lo tanto, empecemos calculando el gradiente de f,

Vf(x,y) = (cos(x) cos(y), — sen(x) sen(y)),
para (x,y) € R%. Con esto, se tiene que
V£(0,0) = (1,0).
Por lo tanto, la aproximacion lineal de f en (0,0) es

Fi(x,y) = £(0,0) + V£(0,0) - ((x,y) — (0,0))

9



17.

18.*

=0+(1,0)- (xv,y)

I
e

para (x,y) € R2.

Ahora, llamemos F; a la aproximacién cuadratica de f en (0,0), tenemos que

Fa(x,y) = £(0,0) + V£(0,0) - ((x,y) = (0,0)) + %[(x,y) —(0,0)]"Hf(0,0)[(x,y) — (0,0)],

para todo (x,y) € R?, por lo tanto, empecemos calculando la jacobiana de f,

[ —sen(x)cos(y) —cos(x)sen(y)
Hylwy) = <—COS(X) sen(y) Sen(x)(_cos(y)))> ,

para (x,y) € R%. Con esto, se tiene que

H/(0,0) = (8 8) ,

Por lo tanto, la aproximacién cuadratica de f en (0,0) es

By (x,y) = £(0,0) + V£(0,0) - ((x,y) = (0,0)) + l[(x/y) — (0,0)]"Hf(0,0)[(x,y) - (0,0)]
0
0

—os0- w6 ) (09 ()

_= x,
para (x,y) € R>. O

Utilizando el ejercicio anterior, encuentre una estimacién del valor de sen(0,2) cos(0,1). Para esto, utilice
la aproximacién lineal y la aproximacién cuadrética de la funcién.

Solucion. Tomemos la aproximacion lineal de la funcién del ejercicio anterior, asi, se tiene que
sen(0,2) cos(0,1) = £(0,2,0,1) ~ F(0,2,0,1) = 0,2.
d

Considere ¢: R> — R una funcién diferenciable tal que g(x, f(x)) = 0y una funcién diferenciable
f: R — RR. Exprese la derivada f en términos de las derivadas parciales de g.

Solucién. Se sabe que
8(x, f(x)) =0
Jg _
2 (x,f(x) =0,
aplicando la regla de la cadena se tiene que
g B 0
22 (x, £ (x)) = V8(x, f(2) - = (x, f (1))

— (Dig(x, £(x)), Dag(x, f(x))) - (
£

= Dig(x, f(x)) + Dag(x, f(x)) =5 =~ =0,

de donde
) _ D130 fay).

ox Dyg

10



19.

20.*

21.%

22.

23.%

Suponga que la funcién f : R> — R cumple que
eV — VW) 4 f(x,y)e" —1=0

para todo (x,y) € R?. Determine Dy f y D,f en el punto (0,0).

Solucion.
D1£(0,0) = —1.
D,£(0,0) = 1.
O
Suponga que la funcién f: R?> — R, verifica que
FfA(xy) +xyt = f(xy) +4yf(xy) =5,
para todo (x,y) € R?. Determinar D1 f(x,y) y Da2f (x,y) para (x,y) € R?.
Solucién. Derivando la ecuacién con respecto a x y y respectivamente se tiene
2xf2 4+ 22 fDif +y* —3f°D1f +4yDif =0 y
2x? Do f +2xy — 3f°Dyf +4f +4yDyf =0,
de aqui
2xf2(x,y) +y?
Dif(x,y) = —
T T o T
2xy +4f(x,y)
Dof(x,y) = —
) = =5,y — 3 () + By
para todo (x,y) € R? tal que 3f%(x,y) — 2x*f(x,y) — 4y # 0. O

Del ejercicio anterior, si se sabe que f(1,1) = 1, determine la derivada de f en el punto (1, 1) con respecto
al vector (3,4).

Solucion.

£1((1,1); (3,4)) = —11.

Consideremos las funciones f,h: R? — RR. Si se cumple que
fx+y+h(xy),x*+y*+h(x,y) =0

para todo (x,y) € R?, determinar las derivadas parciales de h para (x,y) € R? en funcién de las deriva-
das parciales de f.

Las funciones f,¢: R? — R verifican

*g(x,y) +y(f(xy) — g (x,y) =1 1)
X*f(x,y) —xg(x,y) +y = 0. )

Suponiendo que f y g tienen derivadas parciales, determinar las derivadas parciales de f y g en (1,0).

11



Solucién. Derivamos ambas ecuaciones con respecto a x

2xg +x*D1g +2y(fDif —gD1g) =0y
2xf + x*D1f — g —xD1g =0,

para (x,y) = (1,0), de (1) y (2) se tiene que f(1,0) = 1y g(1,0) = 1, entonces se tiene el sistema
2+ Dyg(1,0) =0
2+ Dif(1,0) — 1 — Dyg(1,0) =0,
de aqui D1g(1,0) = =2y D1 f(1,0) = —3.

De manera similar, derivamos (1) y (2) con respecto a y

¥*Dag + f* — &% +2yfDaf —2ygDrg = 0
X*Dyf —xDag +1=0,

para (x,y) = (1,0) se tiene el sistema

D»g(1,0) =0
D,f(1,0) — D,g(1,0)+1 =0,

de aqui D»¢(1,0) =0y Dyf(1,0) = —1.

Ejercicios clase CP: 2, 3, 5,7, 11, 12, 15, 18, 20, 21, 23.
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