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1.*

Clasifique los puntos criticos de la funcién

C:R> — R
X+ 3x7 + 2x1xp + 4x3 — 12x; — 2613 + 50.

Solucion. Las derivadas parciales del campo escalar C son
DiC(x) =6x1+2x—12 'y DyC(x) = 8xp +2x1 — 26

para todo x € R?. Ahora, para encontrar los puntos criticos del campo escalar debemos resolver el
sistema

63(1 + 2X2 =12
8xy + 2x1 = 26,

que es equivalente a VC(x) = 0. La solucién del sistema anterior es x; = 1y x, = 3. Para determinar si
el punto critico (1,3) es un minimo o un maximo debemos hallar la Hessiana. Asi,

o)

para cada x € R2. La matriz Hessiana es constante y
Hf(x); =48 —-4=44>0
Hf(x)1 =6>0.

Como los dos menores de la matriz Hessiana son siempre positivos, por el criterio de Sylvester, se
deduce que f alcanza su minimo en (1, 3) y este minimo es

£(1,3) =3+2(3) +4(9) — 12 — 26(3) + 50 = 5.

“ Sea

f: R — R
X, — 44+ 33 4 3—3x,
Y Y Y

clasificar sus puntos criticos.

Solucién. Notemos que f es derivable para todo (x,y) € R?, con gradiente
V(x,y) = (3x* — 3y,3y> — 3x),

para todo (x,y) € R?, ademas, sus dos primeras derivadas parciales D; f y D, f son continuas para todo
(x,y) € R?, por lo tanto f es diferenciable con continuidad en todo IR>.

Encontremos los puntos criticos de f, para obtenerlos igualemos el gradiente a cero, es decir
Vf(xy) = (0,0).
A partir de lo cual se obtiene el siguiente sistema

3x2 -3y =0,



3y* —3x = 0.
Resolviendo el sistema anterior se tienen los puntos criticos de f
m=1(0,0), y ax=(11).

La matriz hessiana de f estd dada por
T 6x —3
H¢(x,y) = (Jvf(x,y))" = [_3 6 |

para todo (x,y) € R2.

a) Ahora, si analizamos la matriz hessiana de f en a;, obtenemos

Hf(a1) = (Jyf(m))" = [_03 _03] '

dado que los valores propios son 3 y —3, se concluye que a; es un punto de ensilladura de f.

b) Y si analizamos la matriz hessiana de f en a;, obtenemos

Hp(az2) = (Jys(a2)" = !_63 _63] ,

dado que los determinantes de los menores principales son positivos, se concluye que f en a,
alcanza un minimo relativo con valor igual a 3.

Finalmente, se concluye que en a; = (0,0) hay un punto de ensilladura y que en 2, = (1,1) f alcanza
un minimo relativo con valor igual a 3. O

. Se conoce que el campo escalar

f: R* — R
4y3+2w2_y2_w3

(w,x,y,z) —>

1+ x2 + 222
tiene dos puntos criticos
4 1
= YA b - O/ 01 ~r O .
a < 3 0,0 0) y < G )
Ademds, se conoce que
4 — 6w 0 0 0
0 2w’ —4w? —8y3 +2y? 0 0
H =
0 0 0 4w’ —8w? —16y° +4y?

para cada w,y € R. Determine la naturaleza de los puntos criticos.

Solucién. Por las hipétesis, se tiene que

-4 0 0 0 4 0 0 O
0 —gi; 0 0 , 0 51—4 0 0
pum— H pum—
Hl=149 ¢ 2 o yoOHB=1 0
128 1
0 0 0 — 5 0 0 0 >
Por Algebra Lineal sabemos directamente que
64 128
Ty TPY T



son los 4 valores propios de H¢(a); luego, por el criterio de los valores propios, Hf(a) es definida nega-
tiva, de donde f alcanza un maximo relativo en a. De igual forma,

1 1
s 2 Yy
son los 4 valores propios de Hy(b); luego, por el criterio de los valores propios, H¢(b) es definida posi-

tiva, de donde f alcanza un minimo relativo en b. Por lo tanto,

fa=2 vy f)=-1g

son un maximo y un minimo local, respectivamente. O

4,

“ Dada la funcion

u: R® — R
(x,y,2) —> —x? —2y> — 2> + xy + 75z + 16x + 27y + 120

Determine sus puntos criticos y su naturaleza

Solucién. Se encuentran los puntos criticos de u, para ello debe cumplirse que Vu(x,y,z) = 0.

Se tiene que:
Diu(x,y,z) = —2x+y+16 =0
Dou(x,y,z) = -4y +x+27 =0
Dsu(x,y,z) = —32*> +75 = 0.
Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene dos puntos criticos (13,10,5) y (13,10, —5), para deter-

minar si es un méximo o minimo aplicamos el criterio de Sylvester. Entonces la matriz Hessiana de u
estard dada por

-2 1 0
H,(x,yz)=]11 -4 0
0 0 —6z
En (x,y,z) = (13,10,5),
-2 1 0
H,(13,105) = 1 -4 0
0 =30

de donde se obtiene que sus determinantes menores son
Hy(13,10,5) = -2
H>(13,10,5) =7
H3(13,10,5) = —210,
la matriz Hessiana se define negativa, por lo que en el punto (x,y,z) = (13,10,5) hay un méaximo.

Mientras que en (x,y,z) = (13,10, —5),

-2 1 0
H,(13,10,-5)=| 1 —4 0
0 0 30

de donde se obtiene que sus determinantes menores son
H:(13,10,5) = —2
H>(13,10,5) =7
H3(13,10,5) = 210,

por lo que la naturaleza de este punto es un punto silla; es decir, no es ni maximo ni minimo. O



5.7

Dada la funciéon
f: I —R
1
2 2
(xy) — x"+y + P

conI = {(x,y) € R?: x #0Ay # 0} determinar la naturaleza de sus puntos criticos.

Solucién. Primero se buscan los puntos criticos, estos son los puntos en donde el gradiente es cero

Vi(x,y) = (Zx— 22,2y 2 )

x3y N x2y3

Las soluciones del sistema

2
2x—=—55=0
Xy

2

son (1,1), (1,-1), (—1,1) y (=1, —1). Para determinar si estos puntos son méximos, minimos o puntos
de silla, se analiza la matriz hesiana

21 0 2

4,2 3.,3

Hy(x,y) = Y
B3 X2

Se verifica que Hy(a,b)2 > 0y Hf(a,b); > 0 donde (a,b) es cualquiera de los puntos criticos. Entonces
en cada punto critico hay un minimo y f(a,b) = 3 para todos los puntos criticos. O

Dada la funciéon
w:RT xRt — R

y_x Y

(x,y) »—>655x+468y+30 10 80

determinar sus puntos criticos y naturaleza.

Solucién. Para optimizar la funcién, calculamos primero su gradiente y obtenemos

y _x x_ Yy
- Lo AG8  — —
Vulx,y) = (655+ 35— 535468+ 35~ 15)
Se calcula los puntos para los cuales Vu(x,y) = (0,0) y se determina que su punto critico es a =

(230220, 325680). Para determinar su naturaleza, calculamos la matriz hessiana

-1 1
Hu(oy)={ & 73
30 10

Se verifica que para todo (x,y) € RT x R

1 1 1
Hl/l(a)l ——E <0 y Hl/l(ﬂ)z—%—% >0,
se concluye que la funcién u tiene un valor méximo relativo en el punto a = (230220, 325680). O

* Una empresa de Quito produce principalmente arroz y café. Imagine que es contratado para determinar

la cantidad que debe producirse de cada uno para que el costo de produccion sea lo menor posible.
Empiricamente se conoce que los costos de produccion del arroz y café estdn dados respectivamente

por
3¢ —12x+15 y  2y*—13y+5



donde x y y representan la cantidad en toneladas de arroz y café producidos. Por otro lado, por la época
de sequia, la produccion de café es el doble de costosa que lo normal. Finalmente, el costo del transporte
de ambos productos estd dada por

25+ 2xy

donde x y y representan la cantidad en toneladas de arroz y café producidos, respectivamente. Determi-
ne la cantidad de arroz y café que debe producir la empresa para que el costo sea minimo.

Solucién. Se utilizard la siguiente notacién

e x : cantidad producida de toneladas de arroz
e y : cantidad producida de toneladas de café

e C(x,y) : costo de produccion.

Se sabe que el costo de produccién resulta de la suma del costo de produccién de arroz, costo de pro-
duccién de café y costo de transporte. Ademads, durante el mes en anélisis, el costo de produccién del
café es el doble de lo normal, entonces el costo de produccién total viene dado por

C:R* x Rt — R
(x,y) +—— (8x® —12x +15) +2(2y* — 13y + 5) + (25 + 2xy) = 3x° + 2xy + 4y* — 12x — 26y + 50.

Es importante tomar en cuenta que como no existe produccién negativa se debe considerar el dominio
deCaR™ x RT.

La funcién C es la que se quiere optimizar, encontrar el minimo en este caso. De acuerdo al ejercicio
1, la produccién de arroz y café, para que el costo de produccién sea minimo, debe ser 1 y 3 toneladas
respectivamente. O

“ Una fébrica produce dispositivos de dos tipos, A y B, cuyos precios por unidad son 700 y 500 délares,

respectivamente. El costo de producir x dispositivos tipo A y y dispositivos tipo B estd dado por la

siguiente funcién

C:R* xR¥ — R
2 2
xy %y
y) o 45x 43— Y X Y
(xy) Y930 10 8o

Determine los valores de x y y para que la utilidad sea maxima.

Solucién. Primero, utilizaremos las siguientes notaciones:

e x : cantidad de objetos A producidos,

e y : cantidad de objetos B producidos,

e U(x,y): Utilidad, en dodlares, al vender x dispositivos tipo A y y dispositivos tipo B,

e V(x,y): ingreso, en dolares, producido al vender x dispositivos tipo A y y dispositivos tipo B,

e C(x,y): costo de produccion, en doélares, de x dispositivos tipo A y y dispositivos tipo B.

Se sabe que la utilidad es la diferencia entre el ingreso y el costo de produccién. El ingreso viene dado
por
V:Rt xRT — R
(x,y) +— 700x + 500y,

por tanto la funcién a maximizar es

U:RT" xRt — R

2 2

oy
4 = — — 4 =
(x,y) +—— 655x + 468y + 30 80 + 10
Del ejercicio 6 se sabe que si se producen 230220 dispositivos de tipo A y 25680 dispositivos de tipo B,
la utilidad sera méxima. O



9.* Dado los campos escalares

O — R

1
(x,y,z) — z — x—y

d: O — R 8
(x,y,z) —> x2+y2+22 y

con Q) = {(x,y,z) € R®: x # 0 Ay # 0}. Resolver el problema

Opt. d(x,y,2)

sujeto a:

g(x,y,2z) =0.

Solucién. Para resolver el problema, se define la funcién L: R x QO — R

L(A,x,y,2z) =d(x,y,2) = A(g(x,y,2) =0) = x> + > + 2" — A <z - xly>

! ! y, xy, x y, y xy !

para (A, x,y,z) € R x Q). Los puntos en los que VL(A, x,y,z) = 0, es decir, los puntos criticos de L son:

=(2,1,1, 1)
= (2, 1),
=(-21,-1,-1) 'y
=(-2,-1,1,-1).
Para determinar la naturaleza de los puntos criticos, se calcula la matriz hesiana
1 1
—2y gz 1
x7y Xy
1 2A A
oy 2Ty ey O
Hi (A, x,y,2) =
1 A 2A
_ IS, i
xy2 x2y2 + Xy’ 0
-1 0 0 2
Con esto se tiene
o -1 -1 -1
-1 6 2 0
H = ,
) =11 52 6 o
-1 0 0 2
0 1 1 -1
1 6 2 0
H = ,
1(@2) 1 26 0
-1 0 0 2
0 1 -1 -1
1 6 -2 0
H -
) =14 5 6 o
-1 0 0 2



1 6 -2 0
Him)=| 1 5 6 o
1 0 0 2

Por otro lado se tiene que n = 3 y m = 1 entonces se calcula para cada punto critico (—1)"Hpy41 y
(=1)™H 44, entonces

—Hp,(m)=8 vy — Hp,(11) =48,

—Hp () =8 y — Hp,(a2) = 48,

—Hp,(a3) =8 y — Hp,(a3) = 48,

—Hp,(as) =8 y — Hp,(a4) = 48.
Se puede notar que, para todos los puntos criticos, la secuencia de determinantes consta solamente de
nuimeros positivos, entonces d tiene un minimo, con un valor de 3, en todos los puntos criticos. O

“ Dado Q = {(x,y,z) e R®: x+y—z =1 A x = 2y}, encuentre los extremos relativos del campo escalar

fr O —R
(x,v,2) — x* — xy + xyz°.

Solucién. Dado que el dom(f) # IR?, debemos utilizar multiplicadores de Lagrange para determinar los
extremos relativos de f. Definamos

L: RZxQO —R
(M, Aax,y,2) — f(x,y,2) —M(x+y—z—1) — Ay(x —2y).

Por definicion de gradiente y hessiana, se tiene que para todo (A1, A2, x,y,2) € R x O,

VLA, A, x,y,2) = (1+z—x—y,2y — x,2x—|—y(z2 —1)— A1 — Az,x(zz —1) — Ay 4+ 275, 2xyz + Aq)

y
0 0 -1 -1 1
0 0 -1 2 0
Hr(M, A2, x,y,2)=| -1 —1 2 22—-1 2yz

-1 2 z2-1 0 2xz
1 0 2yz 2xz  2xy

Se puede ver que el tnico punto tal que VL(A1, Ay, x,y,z) =0esa = (0,0,0,0,—1).

Se tiene que

0 0 -1 -11
0 0 -1 2 0
H@)=|-1 -1 2 0 0
-1 2 0 0 0
1 0 0 0 0

Dado que m = 2y n = 3, se analiza (—1)?H(a)s.

Se tiene que
HL(Q)5 = 8,

entonces f alcanza un minimo relativo en (0,0, —1).



11. Dado los campos escalares
m: R3S — R p: R3 —s R
(x,y,2) l—>6x—y2—|—xz—|—60 (x,v,2) >—>x2~|—y2+22

Hallar los minimos de

Opt. m(x,y,z)
sujeto a:

p(x,y,z) = 36.

Solucion. Definimos el campo

h: R* — R
(A x,y,z,) — m(x,y,z) — A(p(x,y,z) — 36).

Notemos que se tiene que
h(A,x,y,z) = (6x — y* + xz + 60) — A (x* + y* + z* — 36)
para todo (x,y,z,A) € R?*, ademads, h es una funcién diferenciable en R*, con vector gradiente

—(x* +y* + 2> - 36)

6+ 2z —2Ax
Vh(A, x,y,z) = oy~ 22y
x —2Az

Determinemos ahora, los puntos criticos de h, para esto igualamos el vector gradiente a 0, es decir,
hacemos Vh(A, x,y,z) = 0, obteniendo el siguiente sistema:

x> +y* 42> =36

6+2z=2Ax
-2y =2y
x =2Az

Las soluciones de este sistema son: (0, 0,0, —6), <\/§/2, 3v/3,0, 3) , (—\/5/2, —34/3,0, 3) y(—1,—4,+4,2).
La matriz hessina de / viene dada por

0 —2x —2y —2z

—2x —=2A 0 1
Hvxy2) =1 50 0 a-an o
2z 1 0 -2A

para cada (A, x,y,z) € R%.

Analizando la naturaleza de los puntos criticos, se determina que m tiene minimos en (—4, +4,2) O

12.* Dado los campos escalares
f: R® — R ¢g: RB — R h: R® — R
(x,y,z) — xy+zy, (x,y,2) —> x>+ ¢? (x,y,z) — yz
Resolver el problema
Opt. f(x,y,z)

sujeto a:
gloyz)=2 'y
h(x,y,z) = 2.



Solucién. Para resolver el problema, se define la funcién L: R> - R
L(A1, Ao, x,y,2) = f(x,y,2) —M(g(x,y,2) —2) — Aa(h(x,y,2) —2) = xy+2zy — Ay (¥ + > —2) — Ay (yz — 2)
cuyo gradiente es
- (*+y*-2)
—(yz—-2)
VL(AM, AL, x,y,2) = Yy —2Mx
X+z—2My — Az
y—Ay

Los puntos criticos se obtiene igualando el gradiente a 0. Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtie-

4 = (;,1,1,1,2),
1
(—2,1,1,—1, —2) )
1
(—2,1, —1,1,2) )
1y = (;,1,—1,—1, —2).

Para determinar la naturaleza de estos puntos se calcula la matriz hesiana

nen los siguientes puntos criticos

ap

as

0 0 —-2x 2y 0

0 0 0 -z -y
Hp(M, Ay, x,y,z) = =20 0 =21 1 0 ,
-2y —z 1 —2M 1=
0 -y 0 1—Ap 0
de donde
o 0 -2 -2 0
o o0 o0 -2 -1
Hi(m1)=]1-2 0 -1 1 01,
-2 -2 1 -1 0
O -1 0 0 O
0O 0 -2 20
0O 0 0 21
HL(az) = -2 0 1 1 0 ’
2 2 1 10
0O 1 0 0O
O 0 2 -2 0
0O 0 0 —2 -1
Hi(az) =12 0 1 1 0|,
-2 =21 1 0
0O -1 0 0 O
y
00 2 2 0
00 o0 2 1
HL(a4) = 2 0 -1 1 0
22 1 —-10
01 0 0



13.

14.%

Notese que en este caso m = 2y n = 3 entonces para cada punto critico se busca el valor de (—1)" Hpy, 11,
se tiene

HL5 (612) = 16,
HL5 (a3) = 16,
HL5(Q4) =—16

Analizando la secuencia de gradientes para cada punto critico, se puede ver que en los puntos a; y a4 se
tiene un maximo de valor 3 y en los puntos a; y a3 se tiene un minimo de valor 1. O

Dadas la funciones
V: R — R
(x,y,z) — xyz

A: R® — R
(x,y,2) —> 2xy + 2xz + 2zy.
Resolver el problema
Opt. V(x,y,z)
sujeto a:
A(x,y,z) = 21600.

Se tiene una superficie de ecuacién z = v con (x,y) € R? tal que xy # 0. Hallar los puntos de la

superficie mas cercanos al origen.

Solucién. Se utilizard la siguiente notacién

e (x,y,z) : punto sobre la superficie
e d(x,y,z) : distancia del punto (x, y) al origen, en unidades de longitud

e D(x,y,z) : cuadrado de la distancia del punto (x,y, z) al origen.

Se sabe que la distancia de un punto al origen viene definida por d = /x2+y%+ 22, como d > 0
entonces la distancia serd minima cuando x? + y? + z? sea minimo. Finalmente se definen las funciones

D: R® —R

(x,y,z) —> x2+y2+22

g R*xR* xR — R
R — Z— i
xYy
Con esto se tiene el problema
Opt. D(x,y,z)
sujeto a:
8(x,y,z) =0.
Del ejercicio 9, se sabe que la distancia es minima en los puntos (1,1,1), (1,—1,-1), (-1,—-1,1) y

(=1,1,-1) yserdd = V3.

Otra forma de optimizar este problema se detalla en el ejercicio 5.

10



15.

16."

17.

Dado un ntmero natural mayor que cero, dividirlo en tres sumandos de manera que su producto sea el
maximo.

Se desea instalar un radiotelescopio sobre la superficie de un planeta recién descubierto. Para minimizar
la interferencia, se quiere colocar el radiotelescopio donde el campo magnético del planeta sea més débil.
El planeta es esférico con un radio de 36 unidades. Con base en un sistema de coordenadas cuyo origen
es el centro del planeta, la fuerza del campo magnético estd dada por m(x,y,z) = 6x —y? + xz + 60.
¢Doénde se debe ubicar el radiotelescopio?

Solucidén. Se usard la siguiente notacion

e (x,y,z) : punto sobre la superficie del planeta,
e m(x,y,z) : fuerza del campo magnético, unidades de fuerza.
Se quiere encontrar el punto donde la fuerza ejercida por el campo magnético sea minima. Ademas los

puntos donde se quiere medir este campo estd sobre la superficie del planeta, entonces se definen la
funciones

m: R* — R p: RB — R
(x,y,2z) — 6x —y* +xz + 60 (x,y,2z) — X +y* + 2%
Se quiere optimizar
Opt. m(x,y,z)
sujeto a:
p(x,y,z) = 36.

En base al ejercicio 11, los puntos donde la intensidad del campo magnético es minima, donde se deberia
instalar el radiotelescopio, son (—4,4,2) y (—4, —4,2).

O

La temperatura en un punto (x,y, z) del espacio tridimensional estd dada por la funcién
T: R® —R
(x,y,2) — xy +zy.
Determinar los puntos donde la temperatura es maxima y minima, sobre la interseccién de las superfi-

cies de ecuacién x? + y> =2y yz = 2.

Solucion. Se utiliza la siguiente notacién
e (x,y,z) : punto del espacio R® que pertenece a las superficies de ecuacién x> + y> = 2y yz = 2,
e t(x,y,z) : temperatura en el punto (x, v, z), en unidades de temperatura.

Se definen las funciones
t: R® — R gt RB — R h: R® — R
(x,y,z) — xy+zy (x,y,z) — x2 +y2 y (x,y,z) — yz.

Se quieren encontrar los puntos donde la temperatura es méxima y minima, entonces se resolverd el
siguiente problema de optimizacién

Opt. t(x,y,z)

sujeto a:
glvyz) =2y
h(x,y,z) = 2.

Del ejercicio 12, se tiene que en los puntos (1,1,2) y (—1, —1, —2) la temperatura es maxima e igual a 3,
mientras que en los puntos (1, —1, —2) y (—1,1,2) la temperatura es minima e igual a 1. O

11



18.*

19.

20.

21.

Se desea construir una cisterna hermética, en forma de un paralelepipedo regular de drea 21600 m?, de
tal forma que su el volumen sea maximo. Encontrar las dimensiones que debe tener la cisterna.

Solucién. Primero utilizaremos las siguientes notaciones:

e x: ancho de la cisterna en metros,

e y:largo de la cisterna en metros,

e z: altura de la cisterna en metros,

e V(x,y,z): volumen de la cisterna en metros ctibicos,

e A(x,y,z): area de la cisterna en metros cuadrados.

Noétese que se quiere encontrar el valos maximo de V sabiendo que tiene una limitacién (restriccion),
el drea. Por otro lado, sabemos que las dimensiones de la cisterna serdn reales positivos. Se definen las
funciones
V:R" x Rt xRt" — R
(x,y,2) — XYz
Y
A:R" XxR" x Rt — R
(x,y,2) — 2xy + 2xz + 2zy.
Se quiere resolver el problema
méax V(x,y,z)
sujeto a:
A(x,y,z) = 21600.

En base al ejercicio 13, se tiene que las dimensiones de la cisterna, para que el volumen de ésta sea
méximo, son (60, 60, 60). Notese que el punto critico (—60, —60, —60) no es considerado ya que no son
parte del dominio de V en este problema. O

La temperatura en cualquier punto de coordenadas (x,y,z) ubicado en la esfera de ecuacién x> + y? +
z? = 11 viene dada por T(x,y,z) = 20 + 2x + 2y + z%. Determinar las temperaturas extremas sobre la
curva de interseccion de la esfera con el plano P de ecuacion x +y +z = 3.

En RR?, hallar el punto del plano P de ecuaciéon 2x — 2y + z = 4, que estd mds préximo al origen de
coordenadas.

Se tiene material para elaborar 1507t cm? de ldminas de aluminio. Si se desea construir un recipiente
cilindrico, determinar sus dimensiones para que su volumen sea maximo.

Solucién. Primero, utilizaremos las siguientes notaciones:

e 7:radio del cilindro en cm.

e /1: altura del cilindro en cm.

e V(r,h): volumen del cilindro de radio r y altura &, en cm?.

e A(r,h): material utilizado en un cilindro de radio r y altura &, en cm?.

Con esto, se tiene que
V:RT" xRt — R
(r,h) +—— V(r,h) = nr’h
y que
A:R" xRT — R
(r,h) = A(r,h) = 27trh + 27012
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Con esto, debemos optimizar
max V(r, h)
sujeto a:
A(r,h) = 1507t.

Luego del proceso de optimizacién, se tiene que las dimensiones para que el volumen sea méximo son
5 cm de radio y 10 cm de altura. O

Ejercicios clase CP: 1,2,4,5,7,8,9,10, 12, 14, 16, 18.

13



