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1. MATRICES

1.2 Operaciones con matrices

“ DEFINICION 11: Traza de una matriz

Sea A € K"*". La traza de una matriz A es un escalar que notaremos como
Tr(A) tal que:

n
A) = 2 {1]]
j=1

“ TeorEMA 8 “
Sea A,B € K"y a € K. Se tiene que:
o Tr(aA) = aTr(A);
e Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B);
o TH(AT) = Tr(A); y
(A

o Tr(AB) = Tr(BA).

1.3 Tipos de matrices

“ DEFINICION 12: Matriz diagonal -

Sea A € K"*"". Se dice que A es una matriz diagonal si verifica que:
le'j =0

paratodoi € Jyj € Jconi # j.

“ DEFINICION 13: Matriz escalar

Sea A € K"*". Se dice que A es una matriz escalar si es una matriz diagonal
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que verifica:

paratodoi € J,cona € K.

“ DEFINICION 14: Matriz simétrica

Sea A € K"*". Se dice que A es simétricasi AT = A.

“ DEFINICION 15: Matriz antisimétrica ~

Sea A € K"*". Se dice que A es antisimétrica si AT = —A.

“ DEFINICION 16: Matriz triangular
Sea A € K"*". Se dice que A es
e una matriz triangular superior si a;; = 0 para todoi > jconi,j € J;y

e una matriz triangular inferior si 4;; = 0 para todo i < jconi,j € J.

“ DEFINICION 17: Matriz nilpotente *

Sea A € K"y r € IN. Se dice que A es nilpotente de orden r si r es el menor
entero positivo tal que
A" =0.

“ DEFINICION 18: Matriz idempotente

Sea A € K"*". Se dice que A es una matriz idempotente si A% = A.

2. SISTEMAS DE ECUACIONES

a ~ Q . a
DEFINICION 1: Sistema de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de m ecuaciones lineales
en las cuales figuran n incégnitas a las que notaremos por: x1,xy, ..., X;. Asi,
dadosa;; € Ryb; € Reoni € Iy j € ], fijos, un sistema de ecuaciones es:

a11X1 + apxy + - -+ aguxy = by,

ap1x1 + axpxy + - -+ ax,x, = by,
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A1 X1 + QX2 + -+ AmnXn = by

2.1 Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales

“ DEFINICION 2: Matriz aumentada

Dado un sistema de ecuaciones lineales de m ecuaciones lineales en las cuales
figuran n incognitas:

a11x1 + apxy + -+ -+ ayuxp = by,

A21X1 + apxy + -+ -+ axuxn = by,

A1 X1 + QX + -+ A Xy = by,

dondes;; € Ryb; € Rconi € lyj€ J. Alamatriz

ain 412 0 A

a1 a2 - A2
A =

Aml  Gm2 - Amn

se la llama matriz de coeficientes del sistema y a

by X1

b2 X2
b= . y %=

by, Xn

es la representacion matricial del sistema de ecuaciones.
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“ DEFINICION 3: Matriz ampliada

Sean A € K™ y B € K"*?, se define la matriz ampliada de A y B al
elemento de K"*("+7) dado por:

ayn ap o ay | b b oo by
Ay ap - a4y | by bn - by
Aml Am2 " Amn | bt bma - bmp

y se la denota por (A|B).

“ DEFINICION 4 ©

Dado el sistema de ecuaciones lineales en forma matricial
Ax=1b
con A € K"™"y b € K™, se dice que
(Alb)

es la matriz ampliada asociada al sistema.

“ DEFINICION 5: Matriz escalonada reducida por filas -

Se dice que una matriz estd en forma escalonada reducida por filas cuando
satisface las siguientes propiedades:

1. Todas las filas que constan de ceros, si las hay, estdn en la parte inferior
de la matriz.

2. La primera entrada distinta de cero de la fila, al leer de izquierda a
derecha, es un 1. Esta entrada se denomina entrada principal o uno
principal de su fila.

3. Para cada fila que no consta sélo de ceros, el uno principal aparece a la
derecha y abajo de cualquier uno principal en las filas que le preceden.

4. Si una columna contiene un uno principal, el resto de las entradas de
dicha columna son iguales a cero.
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Se dice que una matriz estd en forma escalonada por filas si satisface las pri-
meras tres propiedades .

“ DEFINICION 6: Operaciones elementales de fila B
Dada una matriz A € K"*", una operacion elemental por filas sobre A es

una de las siguientes:

e Intercambio de filas: dados i,j € I, intercambiar la fila i por la fila j,
denotado por

F < F]',
es reemplazar la fila
(al-l app ... uin)
por la fila
(ajl ajz 000 a]'n)

y viceversa.

e Multiplicar una fila por un escalar: dadosi € Iya € K,cona # 0y
a # 1, multiplicar la fila i por «, denotado por

aF;, — F,
es reemplazar la fila
(El,‘l app ... ain)
por
(D(ﬂil Xdjpp ... aain) .

e Sumar un miltiplo de una fila con otra: dados i,j € I y « € K, multi-
plicar la fila i por « y sumarlo a la fila j, denotado por

aF; + F] = Fj,
es reemplazar la fila
({1]‘1 {Iljz ce a]-n>
por
((xal-l +ap aaptap ... adp+ ajn) .
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“* TeoremMa1 “

Dada una matriz A € K™*", a cada operacién elemental de filas e, le co-
rresponde una operacién elemental de filas e~ 1, del mismo tipo de ¢, tal que,
e(e1(A)) = e (e(A)) = A.

! A la operacién elemental e~! se le llama operacién elemental inversa de e. '

“ DEFINICION 7: Matriz elemental “

Dada una operacién elemental por fila, se lama matriz elemental correspon-
diente a la operacion al resultado de aplicar dicha operacién a la matriz iden-
tidad.

“* TEOREMA 2 “

Sean E € K™ ™ una matriz elemental y A € K"*", el resultado aplicar la
operacion por filas correspondiente a E a la matriz A es EA.

“ DEFINICION 8: Equivalente por filas -

Sean A,B € K"*", se dice que la matriz A es equivalente por filas a una
matriz B, denotado por A ~ B, si B se puede obtener al aplicar a la matriz A

una sucesion de operaciones elementales por fila.

I Si A es equivalente por filas a B, entonces es B equivalente por filas a A. '

“* TEOREMA 3 “

Toda matriz A € K™*" es equivalente por filas a una matriz escalonada re-
ducida por filas.

“ TEOrREMA 4 “

Toda matriz A € K™*" es equivalente por filas a una tinica matriz en forma
escalonada reducida por filas.

El proceso para obtener una matriz escalonada reducida por filas a partir de

una matriz cualquiera se conoce como eliminacién de Gauss-Jordan.
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Eliminaciéon de Gauss - Jordan
Dada la matriz A € K"*", sean aq,ay,...,ap € R\ {0}, i,pelyjge].

1. Determine la primera columna g (de izquierda a derecha) tal que no
todas sus entradas sean cero. Esta es la columna pivote.

. Identificar la primera entrada p (de arriba hacia abajo) distinta de cero
en la columna pivote. Este elemento es el pivote.

. Intercambiar, en caso necesario, la primera fila por aquella fila donde
aparece el pivote, de modo que éste se encuentre ahora en la primera
filay p = 1. Llamaremos a la matriz resultante B € IK""*".

. El pivote es el elemento en la posicién p, g.

. Siby, # 1,dividir By, para by,. Llamaremos a la matriz resultante C €
IKmXﬂ‘

. Realizar operaciones de fila a;F, + F; — F; paratodo j € I, j > p para
que las entradas debajo de la posicién pivote sean cero.

. Considerar la matriz D € IK("~?)*" obtenida al omitir la fila p. Repetir

los pasos 1 al 6 con la matriz D.

“ DEFRINICION9 “

Sean A, B € K™*" la matriz escalonada por filas equivalente a A. El rango de
A, denotado por rang(A), es el nimero de filas no nulas que tiene la matriz
B.

PROPOSICION 5. Sean A, B € K"*". Se tiene que si A ~ B, entonces

rang(A) = rang(B).

PROPOSICION 6. Sea A € K™*". Se tiene que si A es una matriz escalonada,

entonces rang(A) es el ntimero de filas no nulas que tiene A.
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