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3. ESPACIOS VECTORIALES

3.1 Definicién y propiedades

“ DEFINICION 1: Espacio Vectorial -

Dados un campo K, un conjunto no vacio E y dos operaciones

®: EXE — E ®: KxE — E
(x,y) — xDy, Y (a,x) — a®x

llamadas suma y producto, respectivamente; se dice que (E, ®, ®,K) es un
espacio vectorial si cumplen las siguientes propiedades

1. asociativa de la suma: para todo x,y,z € E se tiene que
(xoy) @z=x®(yD2);
2. conmutativa de la suma: para todo x,y € E se tiene que
XOYy=y>dx;

3. elemento neutro de la suma: existe un elemento de E, denotado por O
o simplemente 0, tal que para todo x € E se tiene que

xd0=0dx =x;

4. inverso de la suma: para todo x € E, existe un elemento de E, denotado
por —x, tal que

5. distributiva del producto I: para todo x,y € E y todo a € K se tiene
que
2O (x@y)=a@x+a0y

6. distributiva del producto II: para todo x € E y todo «, 8 € K se tiene
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que
(a+B)Ox=a0xBpOX;

7. asociativa del producto: para todo x € E y todo «, B € K se tiene que
@p)Ox=a0 (BOx);
8. elemento neutro del producto: para todo x € E se tiene que
10x=ux,

donde 1 € K es el elemento neutro multiplicativo de K

OBSERVACION 1. Utilizamos los simbolos & y © para enfatizar el hecho de que,
en general, las operaciones definidas no son la suma y el producto estdndar que
utilizamos. Si no existe riesgo de confusién, utilizaremos la notacién

xXOy=x+y y xOx =ax

y diremos que el espacio vectorial es (E, +, -, K), es mds, en caso de que no exista
ambigtiedad en las operaciones utilizadas se dird simplemente que E es un espa-
cio vectorial.

Un error comtn es pensar que el elemento neutro es siempre el cero, ya que
dependiendo del espacio vectorial es que se tiene un determinado elemento
neutro. Por ejemplo:

e Para el espacio vectorial (R, +, -,R) tenemos que su elemento neutro
es justamente el 0.

e Para el espacio (R, ®, ®,R) donde

xBy=xy y aOx=x"

para todo x,y € R" y todo a € R, el elemento neutro es 1, esto es,
0 = 1. Notemos que 0 ¢ R*.

PROPOSICION 1. Los siguientes conjuntos son espacios vectoriales en el cam-
po R:

e R" conn € N*;
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R™*" conm,n € N*;

F(I)={f:I—R: fesunafuncién}, con I C R.

C(I)={f: 1 —R: fescontinuaen I}, conI C R.

CK(I) = {f: T — R : feskvecesderivableen Iy f* € C*(I)}, con
I CR.

R, [x] el conjunto de todos los polinomios de grado menor igual que n
en la variable x, con n € IN;

OBSERVACION 2. En cada espacio de la proposicién anterior se han considerado
las operaciones de suma de sus elementos usual y producto de un escalar por un
elemento usual.

Para todo espacio vectorial se puede mostrar que tanto el elemento neutro

como el inverso de cada elemento son tinicos.

EJEMPLO 1. Para cada espacio de la proposicién anterior su elemento neutro es:
e O = (0,0,...,0).
o Ormxn = Omxn.
* 0z(1) = Oc(1) = Ock(y = Of, donde
0p: I — R
x+— 0
conl C R.

® OR,x) =0+0t+--- + 0#"~1 + 0t" para todo x € R.

“ TEOREMA 2 “°

Sea (E,+,-,K) un espacio vectorial, se tiene que para todo u € E y todo
« € KK, se tiene que

1. Ou =0;
2. 20 =0;

3. siau = 0entoncesax = 0o u =0;

4. (-1)u = —u.
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