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5. APLICACIONES LINEALES

5.1 Definicién de Aplicacion lineal

“ DEFINICION 1: Aplicacién lineal -

Sean (E, +1,1,K) y (F, +2, -2, K) espacios vectoriales. A una funciéon T: E —
F se lallama una aplicacién lineal (transformacién lineal) si satisface que para
todo a € KK, y todo u,v € E se cumple

1. T(u+19) =T(u) +2T(0) y

2. T(a10) =a T(v).

OBSERVACION 1. En adelante, consideraremos (E, +1, 1, K) y (F, +2, -2, K) espa-
cios vectoriales. Notaremos por L(E, F) el espacio de las aplicaciones lineales de
EenF.

En caso de que no exista riesgo de ambigiiedad, dado T € L(E, F), se deno-
tara

1. Tu+v)=T(u)+T(v) y

2. T(av) = aT(v),

paraa € Kyu,v € E.

“ TeEorema1 “
Sea T € L(E,F).Paratodo u,v,v1,0,...,0, € Eyag,ap,..., 0, € K

1. T(0g) = Of.

2. T(u—v)=T(u) —T(v):y

3. T (i kavk> = ki DékT (Uk).
=1

k=1




Departamento de Formacién Basica

Resumen no. 10

EjEMPLO 1. Ejemplos de transformaciones lineales.

1.
T: E — E
U — OE
2.
T: E— E
U0 —— 0
3.
T: R® — R?
(xy,z) — (x,y)
4,
T: R? — R
(x,y) — (x,y,0)
5.
T: R® — R
(xy,z) — (x+y,y+2zx)
6.
T: R? — R>?
x 0
(x,y) — (O y)
7.
T: R — Ryt
(x,9,2) — x+ (x —y)t +zt?
8.
T: R — Ryt
(x,y,2) — x+ (x —y)t +zt
9.
D: C'([0,1]) — C([0,1])
f — Df
10.
C([O 1]) —

I—>/f
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“ TEOREMA 2 “

Se tiene que L(E, F) es un espacio vectorial.

5.2 Nicleo e imagen

- 4 2 . e e 1. a
DEFINICION 2: Nicleo e imagen de una aplicacion lineal

Sea T € L(E,F).
1. Elnucleo de T, denotado por ker(T'), esta definida por:

ker(T) = {v € E: T(v) = Of}.

2. Laimagen de T, denotada por img(T), esta definida por:

img(T) ={w € F:w = T(v) paraalginv € E}.
EJEMPLO 2. Sea T € L(R3,R®) definida por T(x,y,z) = (x,y,0) para todo
(x,y,z) € R3, entonces

ker(T) = {(x,y,z) ER:x=y=0,z¢ ]R}

con
img(T) = {(u,v,w) ER?:w= 0}.

PROPOSICION 3. Sea T € L(E, F), entonces
1. ker(T) es un subespacio vectorial de E.

2. img(T) es un subespacio vectorial de F.

PROPOSICION 4.Sea T € L(E,F). Se tiene que T es inyectiva si y solo si
ker(T) = {0g}.

“ DEFINICION 3: Nulidad y rango de una aplicacién lineal -
SeaT € L(E,F).

1. Se llama nulidad de T a dim(ker(T)).
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2. Sellama rango de T a dim(img(T)).
EJEMPLO 3. Considere la aplicacién lineal del ejemplo 2, se tiene que la nulidad

de T esigual a1y que el rango de T es igual a 2.

“ TEOREMA 5 “

Sea T € L(E,F) con E un espacio de dimension finita. Se tiene que

dim(E) = dim(ker(T)) + dim(img(T)).

EJEMPLO 4. Considerando la aplicacién lineal del ejemplo 2 y el resultado del
ejemplo 3, se tiene que dim(ker(T)) = 1y que dim(img(T)) = 2, a partir de lo
cual se verifica que

dim(R?) = dim(ker(T)) + dim(img(T)).

PROPOSICION 6.Sea T € L(E,F) con E un espacio de dimension finita. Si
dim(E) = dim(F), entonces se tiene que los siguientes enunciados son equi-
valentes

e T esinyectiva,

o T es sobreyectiva.

5.3 Propiedades de aplicaciones lineales

PROPOSICION 7.Sean Ty, T, € L(E,F)y B = {v1,0vy,...,0,} una base para
E.Si

T1(v;) = Ta(v;)

para todoi € {1,2,...,n}, entonces se tiene que T (v) = T»(v), para todo
v € E, es decir,
T, =Ty

PROPOSICION 8. Sea B = {v1,vy,...,v,} una base para E y sean
wy, W, ..., w, € F.Existe una tnica transformacién lineal T € L(E, F) tal
que

T(vi) = w;
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paratodoi € {1,2,...,n}.

PROPOSICION9.Sea T € L(E, F).Si {uy,uy,...,u,} es unabase de E, enton-
ces T estd completamente determinada por

{T(u1), T(uz),..., T(un)}.

Es decir, si se conoce {T(u1), T(u32), ..., T(un)}, entonces se conoce T (u) para
todou € E.

EJEMPLO 5.Sea T € L£(R?,R?). Dado que B = {uj,up} = {(1,-1),(=3,2)} es
una base de IR? junto con

{T(m1) = (0,2), T(u2) = (=3,2)}
se puede verificar que la aplicacion lineal T estd dada por
T(x,y) = (3x + 3y, —6x — 8y)

para todo (x,y) € R?.

“ TeorEMa 10 °
Sea T € L(E,F). Supongamos que dim(E) = n y que dim(F) = m, se tiene
que:

1. sin > m, entonces T no es inyectiva; y

2. sim > n, entonces T no es sobreyectiva.

EJEMPLO 6. Considere la aplicacién lineal

T: R® — R?
(x,y,2) — (x,y)

tenemos que T no es inyectiva.
EJEMPLO 7. Considere la aplicacién lineal

T: R? — R

x 0
(xy) — (0 y)
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tenemos que T no es sobreyectiva.

5.4 Isomorfismos

“ DEFINICION 4: Isomorfismo

Sea T € L(E,F). Se dice que T es un isomorfismo de E en F si T es biyectiva.

EJEMPLO 8.
1. Sea Ty : R? — R? dada por Ty (x,y) = (x — y,2x — y) es un isomorfismo.

2. Sea T»: R? — R? dada por T»(x,y) = (x +1v,2x +2y) no es un isomorfismo.

“ DEFINICION 5: Espacios isomorfos -

Sean (E,+,-,K) y (F,+,-,K). Se dice que E y F son isomorfos si existe un
isomorfismo T de E en F; se lo denota por E = F.

“ TeEOrREMA 11 °

Sea T € L(E, F) un isomorfismo, se tiene que

1. si{vy,vy,...,v,} genera a E, entonces
{T(v1),T(v2),...,T(vy)}

generaa F;

2. si{vy,v2,...,v,} son linealmente independientes en E, entonces
{T(v1), T(v2),...,T(vn)}
es linealmente independientes en F;
3. si{vy,vy,...,0,} esbase de E, entonces
{T(v1), T(v2),...,T(vn)}
es base de F;
4. si E es de dimensién finita, entonces F es de dimensién finita y

dim(E) = dim(F).




Resumen no. 10 Departamento de Formacién Basica

“ TEorREMA 12 “

Sean (E, +,-,R) y (F, +, -,R) espacios de dimension finita tales que
dim(E) = dim(F)

entonces E = F.

PROPOSICION 13. Se tiene que

1. R™*" = R™ conm,n € IN*.

2. Py[x] 2 R*"*1, conn € N*.

5.5 Isometrias

“ DEFINICION 6: Isometria

Sean (E, K, +,-) y (F,K, +-) dos espacios vectoriales con producto interno y
T € L(E,F), T es una isometria si para todo v € E

IT()|lF = [lvlle-

La notacién || - |g indica que la norma es obtenida a partir del producto

interno definido en E, es decir, || - [ = /(- -) -

“ TEOREMA 14 “

Sea T € L(E, F) una isometria, entonces

(T(u), T(0)) = (u,v)

para todo u, v € E, es decir, una isometria preserva los productos internos.

“* TeoOrREMA 15 “

Sea dim(E) =n,y T € L(E, E) una isometria.

1. Si {uy,...,u,} es un conjunto ortogonal , entonces {T(u1),..., T(uy)}
es un conjunto ortogonal.

2. T es un isomorfismo.
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a 2 . . R . a
DEFINICION 7: Espacios isométricamente isomorfos

Se dice que dos espacios vectoriales E y F con el mismo conjunto de escalares,
son isométricamente isomorfos si existe T € L(E, F) que sea una isometria y
un isomorfismo.

“ TEOREMA 16 °

Dos espacios vectoriales reales de dimension finita n con producto interno

son isométricamente isomorfos.

5.6 Vector de coordenadas

“ DEFINICION 8: Base ordenada

Sean (E, +,-,K) un espacio vectorial y B C E una base de E. Si B es una
sucesion, es decir,

B={vy,v2,...,0n},

se la llama una base ordenada.
a o a
DEFINICION 9: Vector de componentes
Sean (E, +, -, K) un espacio vectorial y
B={vy,v2,...,vn} CE

una base ordenada. Para u € E, se define el vector de componentes de u por

Xn

donde a1, a3, ..., 4, € K son tales que

U = K101 + a0 + - - - + &y 0y.

En la literatura, también se puede encontrar la definicién anterior bajo el

nombre de vector de coordenadas.




Resumen no. 10 Departamento de Formacién Basica

EJEMPLO 9. Considere el espacio vectorial R.
1. Sea By = {(2,0,1),(1,2,0),(1,1,1) } una base de R3, entonces las coordena-

das del vector v = (4, —9,5) respecto a la base B; es

4
[U] By — -5
1

2. Sea B, = {(6,—3,3),(4,—1,3),(5,2,2)} una base de R3, entonces las coor-
denadas del vector v = (4, —9,5) respecto a la base B, es

-5/2
v, =] 7/2
1

5.7 Matriz asociada

En adelante, consideraremos a E y a F espacios vectoriales de dimension finita
tales que dim(E) = n y dim(F) = m, y, que cada base considerada es una base
ordenada.

“* Teorema 17 “

Se tiene que L(E, F) es isomorfo a K"*", es decir

L(E,F) = K™*",

“ DEFINICION 10 ©

Sean T € L(E,F)y By, B, bases para E y F, respectivamente. Se tiene que
existe una tnica matriz de K", denotada por [T g;, tal que

[T(v)]s, = [T]3 [0],

para todo v € E. A esta matriz se la llama matriz asociada a la aplicacién
lineal T.

PROPOSICION 18.Sean T € L(E,F)y
Blz{Z]l/UZ/"-lvn} y BZZ{ulluZI'--/um}

bases para E y F, respectivamente.
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Se tiene que las columnas de la matriz [T g; son los vectores de coordena-
das de T(vj) en la base By, paraj € {1,2,...,n}, es decir

Tl = (IT@Dls, [T@)ls, - [T@a)ls,)-

PROPOSICION 19. Sea T € L(E, F) y sean B; y B bases de E y F, respectiva-
mente. Se tiene que T es biyectiva si y solo si [T] g; es invertible.

“ TEOREMA 20 “

Sean Ty € L(E,F)y T, € L(F,G), con G un espacio vectorial de dimensién
finita. Sean By, By y B3 bases de E, F y G, respectivamente. Se tiene que

B B B
[T2 0 Talg, = [T2] g2 [ Thl,-

“ TEOrREMA 21 “

Sea T € L(E,F) una aplicacién lineal invertible y sean By y B, bases de E y
F, respectivamente. Se tiene que

(i3 ™ = [

EJEMPLO 10. Sea T € £(R3,R?) tal que T(x,y,z) = (x +y,y — z), sean
By ={(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)} y  By={(1,2),(-11)}

bases de R3 y de IR?, respectivamente. Entonces

T(1,0,1)=(1,-1), T(0,1,1)=(1,0) y T(1,1,1) =(2,0).

Ahora, notemos que para todo (a,b) € R?, se tiene que

a+b
[(a/b)]B2: —25’+b
3
luego,
1 2
71,01, = ° T(0,1,1 3 T(1,1,1)]. = | 3
T 0= (), T =| 3] v Tain=| 3
3
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Por tanto,

En caso de no existir riesgo de confusién en las bases que se utiliza, se nota

simplemente [T] a la matriz asociada a la aplicacién lineal T.

5.8 Matriz de cambio de base

PROPOSICION 22. Sean [ € L(E,E) la aplicacion identidad, By y B, dos ba-
ses para E, considerando B; para el espacio de salida y a B, para el espacio
de llegada. Se tiene que [I ]g; es su matriz asociada respecto a las bases consi-
deradas.

“ DEFINICION 11: Matriz de cambio de base “

Sean By y By dos bases de E. Se llama matriz de cambio de base By a B, a la
unica matriz de K"*", denotada por [I ]g;, que cumple que

[0]5, = (113 0],

para todo v € E.

En la literatura, también se puede encontrar la definicién anterior bajo el

nombre de matriz de transicion y se utiliza también la notacion Pg,, .

EJEMPLO 11. Una matriz de cambio de base en R [t]. Sean:
31:{1+t,2—t} y BzZ{t,l—f}

dos bases de R [t]. Entonces, recordando que trabajamos con la aplicacién identi-
dad I: Rq[t] — Rq][t], y notando que para todo a + bt € Ry [t], se tiene que:

[(a+bt)]s, = ( - b) ,

a

05 = (f ;) -

11

podemos verificar que:
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“ TEOREMA 23 “

Sean B; y B, bases de E y sea [I] g; la matriz de cambio de base B; a B;. Se

tiene que [I] g; es no singular y que

-1
B B
(m3:) = Mz
EJEMPLO 12. Siguiendo con el ejemplo anterior, tendriamos que

08 = (%) =3 (_21 ‘21> -

“ TEOREMA 24 °
Sean T € L(E,F), By y B bases de E, y, D1 y D; bases de F. Se tiene que

[T1% = [P TIE 3.

Sean By, By y C bases de E, donde C es la base canénica de E. Entonces:

5.8.1. Rango de una matriz

“ DEFINICION 12: Espacio nulo y nulidad -

Sea A € K"*". El espacio nulo de A, que notaremos por nul(A), se define
como
nul(A) = {x e R": Ax =0}

y la nulidad es la dimensién del espacio nulo.

EJEMPLO 13. Dada la matriz

2 4 6 0
A=10 -2 2 2
3 3 12 9

12
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se tiene que
nul(A) = {(—Sx, x,x,0) €ER* : x € IR}

con nulidad igual a 1.

“ DEFINICION 13: Espacio filas y espacio columnas -

Sean A € K"™*", vy,...,vy las filas de A y uy, ..., uy las columnas de A. Al
espacio
span({vy,...,om}) CR"

se lo llama espacio filas de A y al espacio
span({uy,...,u,}) CR"

se lo llama espacio columnas de A.

EJEMPLO 14. A partir del ejemplo anterior tenemos que:
El espacio fila de A es,

gen ({(2,4,6,0), (0, -2,2,2),(3,3,12,9)}) = {(x,y,z,w) ERY: Bxtytz= o} .
El espacio columna de A es,

gen ({(2,0,3), (4,-2,3),(6,2,12),(0,2,9)}) = R>.

“ TEOREMA 25 “

Sea A € K"™*" entonces:
1. El espacio nulo de A es el complemento ortogonal del espacio fila de A.

2. Elespacionulo de AT es el complemento ortogonal del espacio columna
de A.

EJEMPLO 15. Continuando los dos ejemplos anteriores, tenemos que:
El complemento ortogonal del espacio fila de A es,

gen ({(—5,1,1,0)}) = nul(A).

De forma similar, para la matriz AT.
El espacio nulo de AT es nul (AT) = {0Ogs}. El complemento ortogonal del
espacio columna de A es {Ops }.

13
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PROPOSICION 26. Sean A,B € K"*". Si A y B son equivalentes por filas,
entonces los espacios filas de A y B son iguales.

PROPOSICION 27. Sea A € K"*". Se tiene que las dimensiones de los espa-
cios filas y columnas de A son iguales, es més, estas dimensiones son iguales

arang(A).

EJEMPLO 16. Notemos que a partir de los ejemplos 14 y 13, se verifica que la di-
mension tanto del espacio fila como del espacio columna de A es igual a 3.

“ DEFINICION 14: Matriz ortogonal *

Una matriz Q € K"*", se llama ortogonal si Q es invertible y

Q=g

EJEMPLO 17. La matriz A = ( ) es una matriz ortogonal que verifica

1 (1

V21 -1

1 (1 1)1 (1 1 10
=l )l )60

“ TEOREMA 28 “

La matriz Q € K"*" es una matriz ortogonal si y sélo si las columnas de Q
forman una base ortonormal de K".

“ TEOREMA 29 “

SeanT € L(E,E), By y By bases de E. T es una isometria si [T] g; es una matriz
ortogonal.

-~ . . . a
TEOREMA 30: Equivalencias no singulares

Sea A € K"*", se tienen que las siguientes son equivalentes:
1. A esno singular.
2. el sistema Ax = 0 tiene solamente la solucién trivial;

3. A es equivalente por filas a I;;

14
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4. el sistema lineal Ax = b tiene una solucién tinica para cada vector b &
K",

5. det(A) #0;
6. las filas de A forman un conjunto linealmente de vectores;
7. las columnas de A forman un conjunto linealmente;

8. rang(A) =n,y

9. lanulidad de A es 0.

15
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