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CAPITULO 1

INTRODUCCION

El andlisis geométrico de sistemas dindmicos se remite a finales del siglo pa-
sado, cuando Henri Poincaré (1854-1912) vié la utilidad de estudiar la estructura
topolégica de las trayectorias en el espacio fase; sin embargo el interés en los
sistemas disipativos tardé mucho tiempo en difundirse. Es aproximadamente
a mitad de este siglo cuando el estudio de sistemas dindmicos no-lineales disi-
pativos se hace mds comin. Con el objeto de entender mejor los complicados
sistemnas de alta dimensionalidad, se dedica mds tiempo al estudio de aquéllos
de baja dimensién, para después establecer relaciones. Fue asi, poco a poco,
como se encontraron resultados que muestran la a primera vista paraddjica co-
existencia del comportamiento azaroso y de una estructura bien definida, ahora
estudiada bajo el nombre de caos.

Este comportamiento fue encontrado en sistemas conocidos tales como los
péndulos disipativos y forzados, y en modelos como el de Lorenz, que pretendia
simular el comportamiento meteoroldgico. No obstante, es hasta la década pa-
sada que se ha manifestado gran interés en el estudio de los sistemas dinamicos
que exhiben caos. Actualmente se estudian sistemas eléctricos, dpticos, hidro-
dindmicos, mecanicos y biologicos cuyas inestabilidades dindmicas llevan a com-
portamientos cadticos. Es claro que el desarrollo de las computadoras ha jugado
un papel fundamental en el auge de esta nueva teorfa.

Las gotas que penden de un grifo y que se desprenden eventualmente, fue-
ron originalmente sefialadas por Réssler {1977) como un sistema dindmico que
podia presentar comportamiento cadtico. Afios mds tarde se lleva a cabo un ex-



perimento (Martien et al. 1985) que corrobora la prediccién, desencadenando
el interés en el comportamiento de este sistema y dando como resultado una
serie de artfculos acerca del tema (Nufez-Yépez el ol 1988, Cahalan 1990,
Dreyer et al. 1990, Austin 1991, Nifiez-Yépez et al. 1991, y varios mds que
pueden consultarse cn la bibliografia). En ese mismo trabajo, R. Shaw y los.
demds autores proponen un modelo mecinico que simula el comportamiento de
este sistema. Es precisamente ese modelo el punto de partida de este trabajo de
tesis.

En los capitulos 2 y 3 de este trabajo se presentan algunos de los conceptos
basicos del caos, asi como algunos de los sistemas mas conocidos que muestran
este tipo de comportamiento. En los capitulos 4 y § se explica en detalle cusl es
el sistema de la gota, cémo se comporta experimentalmente, y cudl es el modelo
propuesto, cuyo estudio es el objeto de este trabajo. Finalmente se muestran
los resultados obtenidos con el modelo y se compara su comportamiento global
con el de los sistemas analizados experimentalmente (capitulos 6 y 7). En los
apéndices se expone la informacidén basica de algunos de los mecanismos de
andlisis empleados.

Despedimos esta introduccién para entrar de lleno al tema, con la conviccién
de que csta nueva rama de la ciencia encargada del cstudio de los sistemas
dindmicos no-lincales, llamada caos, no necesitard de presentacién en el medio
cientifico al cabo de algunocs afios.



CAPITULO 2

ALGUNOS CONCEPTOS RELACIONADOS CON CAQOS

2.0 Introduccién

En este capitulo procuraremos poner al lector al tanto de los conceptos prin-
cipales que suelen manejarse al tratar con sistemas dindmicos. Definiremos en
lo posible el concepto de caos y algunas de las ideas bdsicas como la dimensidén
fractal, entropfa de Kolmogorov y exponentes de Liapunov, que de algiin modo
nos ayudan a caracterizarlo.

2.1 Sistemas Dinamicos

En términos generales definimos un sistema dindmico diferenciable por la
ecuacion de evolucion de la forma (caso continuo)

% - F(x), (2.1)
o por el mapeo ( caso discreto )
x(t+1) = f(x(2)), (22)

_3_



donde F y f son funciones vectoriales diferenciables y las variables x varian sobre
un espacio fase M.

La siguiente clasificacién que podemos hacer de los sistemas dindmicos (la
primera fue en discretos o continuos) los separa en dos grandes grupos : los
sistemas conservativos (o sistemas hamiltonianos) y los sistemas disipativos.

Los sistemas conservativos reciben su nombre por conservar la energia del
sistema, o en términos mds generales, por mantener constante el volumen V
asociado a un conjunto de condiciones iniciales en el espacio fase. Por su lado,
los sistemas disipativos pierden energia, es decir que el volumen en el cspacio
fase se contrae. Para el caso de sistemas continuos, esto nos lleva usando el
teorema de la divergencia a

dv:/v(gaﬂ) d"r , con x=(T1,T2..,Tm) , (2.3)

dt oz;

. . o . s .
definiendo los sistemas disipativos por ’TI;T < 0, y los conservativos por % =0.

Andlogamente, un sistema discreto es llamado disipativo si existe contraccién
del volumen en el espacio fase, es decir, si el valor absoluto del Jacobiano J
del mapeo, por el que un elemento de volumen se multiplica después de cada
iteracidn, es menor que uno:

|J|:‘det (g—i)fq ccon x(t) = (21(t), za(t), .. (1)) . (2.4)

( Por supuesto, para los sistemas discretos conservativos |J| =1 ).

Dadas las condiciones iniciales para un sistema disipativo, la érbita que seguird
dependeri por completo de sus ecuaciones de evolucién (o mapeo, en el caso de
un sistema discreto). Como acabamos de mencionar, por tratarse de un sistema
disipativo deberd haber algin término en sus ecuaciones que haga decrecer su
energia y volumen en ¢l espacio fase. En algunos casos, como por ejemplo, un
péndulo cuya friccidn con el aire no sea nula, el cambio en la érbita serd continuo
hasta que el sistema agote por completo su energia y se detenga. Si en cambio, el
mismo péndulo estuviera excitado por una fuerza periddica, su érbita cambiarfa
durante algiin lapso de tiempo hasta llegar a adquirir una frecuencia tnica y
continuar repitiendo indefinidamente la misma orbita.

_]‘_



En ambos casos podemos hablar de una etapa de cambios que pronto des-
aparece, conocida como los estados transitorios del sistema; y de otra en la que
el sistema llega a una situacidn estable,

Ademds nos damos cuenta que variando las condiciones iniciales, la trayectoria
en el espacio fase cambia al comienzo (durante los estados transitorios) pero no
asi para tiempos mayores, pues llega al mismo estado final. De ahi que llamemos
atractores a estos estados estables.

Sin embargo, el concepto de atractor es mds delicado de lo que aparenta la
idea expresada en el pdrrafo anterior. Tengamos en mente la imagen producida
por éste e intentemos profundizar un poco mds en dicho concepto.

2.2 Atractores

Introduzcamos ahora el operador de evolucién no-lineal f* con la propiedad

o=z y [fhttrgp= fhgrieg (2.5)

de modo que f* es un grupo en M. Como nuestro interés se centra principal-
mente en sistemas disipativos, en general podemos suponer que existe un con-
junto A en el espacio fase, llamado atractor, en el cual se acumulan los puntos
ftz para t suficientemente grande. Ademds definiremos la cuence de atraccidn
de este conjunto atractor como el conjunto de puntos z tales que f'z se aproxima
a A cuando ¢ — 0.

Por otro lado, un atractor serd en cierto modo :

. Irreducible : Uno puede elegir un punto z' € A tal que para
cada r € A existe una ¢ > 0 tal que f'z' se acerca arbitraria-
mente a z. De este modo consideramos como un atractor cada
parte irreducible que sea en verdad atrayente.

Otro punto que debe cumplir un atractor es :

. Estabilidad ante pequefias perturbaciones aleatorias: Un sis-
tema dinamico con pequeiias perturbaciones aleatorias como
las producidas por falta de precisién al hacer mediciones o
ruido de pequeia intensidad, debe evolucionar concentrandose
asintéticamente en los atractores. Ademads, su medida asintdtica
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p definida por la ecuacién 2.6, deberd ser estable bajo dichas
perturbaciones.

o9) = Jim 1 [ glae)] di (2.6)

De este modo vemos como los atractores nos dan informacion global del com-
portamiento asintético del sistema dindmico en cuestién. La medida de proba-
bilidad p recién definida, describe qué tan frecuentemente la drbita visita las
distintas partes del atractor. Recuérdese que cuando el sistema se halla en un
atractor, no es sélo x la que queda confinada. En gencral cualquier funcién ¢
tendrd el mismo comportamiento (por ejemplo la energia o la posicién). Como
va hemos dicho, al ser ésta una caracteristica del sistema de gran importancia,
p permaneceri inalterada ante la presencia de pequeiias alteraciones aleatorias.

Mencionemos ademas que generalmente es posible que coexistan varios atrac-
tores para un mismo sistema (y con exactamente los mismos valores de sus
constantes)., El que la trayectoria seguida caiga en uno u otro atractor depen-
dera dnicamente de la cuenca de atraccién a la que pertenezcan las condiciones
iniciales dadas en cada ocasidn.

Existen bdsicamente tres tipos de atractores : en equilibrio estable (puntua-
les), periddicos (ciclicos) y exiraiios (cadticos). Los atractores en equilibrio son
aquéllos cuye volumen en el espacio fase se contrae hasta hacerse puntual para
después permanecer en ese estado .

En el caso de atractores periddicos, el sistema sigue una trayectoria que al
contraerse se aproxima a una érbita bien delimitada que se repetird indefinida-
mente. En este caso, el sistema visita varios puntos del atractor (estados) con
cierto orden bien definido que después de completar un ciclo, volverd a recorrer.

Finalmente llegamos al caso de los atractores extranos también llamados
caoticos, que ademds de cumplir con las ya mencionadas caracteristicas de cual-
quier atractor, tienen las siguientes propiedades :

. Tanto el atractor como su cuenca de atraccién pueden tener
una estructura muy complicada. La trayectoria podria visitar
cualquier parte del atractor de manera irregular e impredecible.
Por el mismo motive, una coleccion de puntos aislados no es
un atractor sencillo.

. Su principal caracteristica es que son muy sensibles a pequefios
cambios en las condiciones iniciales. Esto significa que a pesar

-6 -



de la contraccién del volumen, las longitudes no necesitan en-
cogerse cn todas las direcciones, y los puntos en un comienzo
arbitrariamente cercanos, para tiempos suficientemente largos
se separan exponencialmente dentro del atractor. Esto con-
duce a una entropia de Kolmogorov positiva, como veremos
mas adelante.

Si bicn todos los sistemas disipativos encontrados hasta el mo-
mento ticnen dimensién de Hausdorff fractal (la cual definire-
mos mds adelante), ain no estd claro si esta caracteristica es
resultado de los incisos anteriores, o no.

Los atractores extrafios aparecen tipicamente cuando ¢l flujo contrae el ele-
mento de volunen en algunas direcciones, y a la vez lo cstira en otras. Simultanca-
mente, para permanccer confinado dentro de una regién acotada, el elemento de
volumncn se dobla, Es esta transformacion del elemento de volumen lo que da

lugar al movimiento cadtico dentro del atractor (fig. 2.1).

g F
e e

FIGURA 2.1. Transfonnaciones del volumen de un atractor extraiio (atractor de herradura).

En el préximo capitulo veremos algunos cjemplos de sistemas dindmicos con

atractores extranos.

2.3 Dimensiones Fractales

Hablando informalmente sucle decirse que la dimensién de un conjunto cs la
cantidad de informacién necesaria para especificar adecuadamente los puntos
contenidos en ¢, En general, describir el tamafio de un subconjunto de R™
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implica de modo natural el uso de la medida de Lebesgue (que para intervalos
de niimcros reales, coincide con la longitud). Sin embargo, en el cstudio de
sistemas disipativos, a menudo nos interesan conjuntos invariantes cuya medida
de Lebesgue cs cero. Es por eso que se usan algunos indicadores (dimensiones )
que permiten comparar dos conjuntos con medida de Lebesgue cero para ver
cuél de ellos es ‘mds grande’. Cuando la dimensidn del conjunto no coincide con
la dimensidn topolégica (en términos generales esto significa que resulta ser no
entera), entonces sc le llama dimensién fractal.

n=0
n=1
n=2

PIGURA 2.2. Construccién del conjunto de Cantor hasta el segundo paso (n=2).

Sea A un conjunto no vacio con una métrica, y N(r, A) el minimo nimero
de ‘bolas’ abiertas de radio 7 que se necesitan para cubrir A. Definimos la
dimension de capacidad del conjunto A por :

Deapl(4) = lim log N(r, A)

P8 og(1/1) @7

Para ilustrar esta definicidn veamos a modo de ejemplo ¢émo caleular la ca-
pacidad del conjunto de Cantor.

Este conjunto se forma al dividir el intervalo [0,1] en tres segmentos iguales y
sustraer del conjunto el del centro. Después, volvemos a dividir en tres partes
iguales cada uno de los dos intervalos que quedaban, para eliminar el tercio
central. Repitiendo indefinidamente la operacidn de quitar los tercios centrales
de cada intervalo, se obtiene ¢l conjunto de Cantor (Fig. 2.2).

Ahora veamos cudntas bolas y de qué tamaiio se necesitan para cubrir el
conjunto ¢n cada paso. En el primero (n = 0) se necesita una bola de¢ tamaiio 1.
En el segundo (n = 1) se necesitan 2 bolas de tamano 1/3. Para n = 2 serdn
4 bolas de tamaifio 1/9. De este modo vemos que r = 1/3" y que N = 2", y
entonces:

-8 -



n )
Deap = lim log2 log?2

din, 1 = 1oe5 = 06909 (2.8)

Por lo tanto el conjunto de cantor es algo més que un punto (dimensién 0)
pero algo menos que un intervalo (dimensidn 1).

Cuando el limite de la ecuacién 2.7 existe, puede uno preguntarse si otra
cubierta serd capaz de generar otro valor de Degp. La respuesta es si, y para
resolver este dilema se hace otra definicién bastante parecida a la de capacidad,
llamada dimensidn de Hausdorff, pero tomando la cubierta que dé como resul-
tado la menor de las dimensiones. Sin embargo, para los ejemplos mds comunes
de conjuntos fractales, ambas dimensiones coinciden (una definicién formal de
esta dimensién puede encontrarse en el libro de Ruelle 1989).

Otra de las definiciones de dimensidn es aquella llamada dimensién de corre-
lacidn, que nos habla de qué tan correlacionados se encuentran los & puntos del
atractor entre si, y se define como el exponente v tal que

C(ry~r" con

, 1 u
Clr) = "1151010 e .'jz=:1 O(r — Ix; — x;1),

(2.9)

donde O es la funcién de Heavyside (O(z) =lenz >0, y O(z)=0enz <0),
e, 7 son indices que ordenan las n parejas x. La suma en C(r) cuenta el niimero
de parejas de puntos del atractor cuya distancia es menor que 7.

La validez de la ley de potencias recién mencionada se limita a valores de
r, pequeiics con respecto al tamaiio del conjunto, y a la vez razonablemente
mayores que la distancia minima entre las parejas. La dimensidn de correlacién
asi calculada cumplird necesariamente con la relacién v < Dy. Esto se debe
a que v depende de la densidad de puntos, mientras que Dy solo depende de
la composicién geométrica del atractor (pues cuenta el nimero de hiperesferas
necesarias para cubrirlo); de este modo, si la densidad de puntos de una regién
del atractor es baja, la contribucién de esta zona a v serd pequefia, y no asi
para Dy. La igualdad entre ambos valores se dard entonces para conjuntos de
densidad uniforme.

Por ultimo mencionaremos que existen muchas otras definiciones de dimen-
siones, entre las que destaca la llamada dimensidn de informacién que puede
ser calculada sin mucha dificultad utilizando métodos computacionales. Sin em-
bargo no es nuestro interés entrar en detalles acerca del tema.

-9 -



2.4 Entropia de Kolmogorov

Para comenzar recordemos la entropia termodinamica S usada para medir el
‘desorden’ en un sistema dado, definida por la ecuacién

S =) PlogF; (2.10)
1

donde las P; son las probabilidades de encontrar al sistema en los estados i.
S puede pensarse como la cantidad de informacién necesaria para colocar al
sistema en un cierto estado i*, es decir, como una medida de nuestra ignorancia
acerca del sistema. Esto se ve claramente para casos sencillos como un gas
confinado en la mitad de una caja al cual se le permite repentinamente ocupar
todo el contenedor. El desorden en el sistema aumenta, pues las moléculas
estaran ahora mds scparadas entre si y serd mds dificil determinar cudl es el
estado actual. Nuestra ignorancia del sistema ha aumentado al igual que la
cantidad de informacién nccesaria para reproducir dicho estado, es decir que §
crecio.

La entropiu de Kolmogorov (K) mide ‘qué tan cadtico’ es un sistema dindmico,
y puede ser calculada de la siguiente manera: Considérese la trayectoria x(t) =
[z1(t),...x4(t)] de un sistema dindmico en un atractor extraflo, y supongamos
que el espacio fase de dimensién d es sometido a una particién en celdas de
tamaiio I¢. El estado del sistema es muestreado ahora en intervalos de tiempo .
Sea P, ., la probabilidad conjunta de encontrar que x(¢ = 0) estd en la celda
ig, X(t =) enlaceldaiy, ...,y x(t = nr) en la celda i,,. La cantidad

Ky=- Z Pl'a...l'.-. lOg Pin...in (2'11)
10...In

es proporcional a la informacidn necesaria para colocar al sistemna en una trayec-
toria dada ¢§... i} con precisién ! (donde uno conoce las probabilidades P, _;, ).
Asi, Kny1 — K, es la informacidn necesaria para predecir en que celda iy, es-
tard el sistema si antes estuvo en 7j...75. Esto significa que K41 — K mide
nuestra pérdida o ganancia de informacién acerca del sistema entre el tiempo n
y el tiempo n + 1,

- 10 -



La entropia de Kolmogorov se define como la razdén promedio de pérdida (o
ganancia) de informacién:

N-1

K = lim lm& hm -L Z(K,,.H K,) =
r—0i- =0
=~ limlim lim — Z Piginoy 108 Pyg.iyy s (2.12)

=0 {—0 N—oo IV
wiN—1

El limite ! — 0 (que debe ser tomado después de N — oo) hace que K sea
independiente de la particion. Para mapeos donde el tiempo es discreto, 7 = 1
y el limite 7 — 0 se omite.

Esta definicién de I{ es realmente una medida muy til en caos. Para movi-
miento regular, I\’ se hace cero; para sistemas completamente azarosos K se va
a infinito, mientras que para sistemas con caos deterministico, su valor es una
constante mayor que cero.

En general se dice que K es inversamente proporcional al intervalo de tiempo
sobre el cual un sistema cadtico puede ser predicho. Es tal el papel fundamental
de K que en adelante diremos que un atractor extraifio es un atractor con entropia
de Kolmogorov positiva.

En el siguiente inciso veremos la conexién entre X' y los exponentes de Liapunov.

2.5 Exponentes de Liapunov

Ya antes vimos que dos puntos adyacentes se separan o se juntan bajo la
accién del operador de evolucién f! de un sistema, dependiendo de si el sistema
y sus condiciones iniciales conducen a un atractor caético o no. Con el objeto
de simplificar las ideas pensaremos en lo sucesivo en un mapeo (caso discreto),
teniendo presente que el desarrollo serd igualmente valido para un sistema con-
tinuo (donde f* no se limitara a trabajar con ¢ enteras).

Generalmente llamamos a z* un punto fijo de el mapeo f(z) si

z* = f(z*). (2.13)

- 11 -



Ademds decimos que este punto es localmente estable si todos los puntos xo
en la vecindad de z* son atraidos hacia él, i.e., si la secuencia

T0,L1,%2...Tn-.. = 20, f{zo), F2(x0), - -, " (z0),-..
= zo, fze), flf(z0))y-- -, FIf--- F(z0) - )5 (2.14)

converge a x*. El criterio analitico para dicha estabilidad local es

<1, (2.15)

z*

d
’Ef(z)

pues la distancia ¢, de &, a * cambia de tamaiio de acuerdo a la expresidn:

entt = |zugr —2*| = [f(za) = 2°)

« 2.16
= I +e) o'l = [ F@)] e (210
c N iterations oA
X, XgE f(x,) | fix el

FIGURA 2.3. Definicién del exponente de Liapusov,

El exponente de Liapunov A(zg) mide la separacidn exponencial entre dos
condiciones iniciales adyacentes tal como se muestra en la figura 2.3. De ahi
obtenemos que

eeV2E0) = | 1Y (20 + &) — f¥ (o), (217)

lo cual, al ger evaluado en los limites e — 0 y N — 00, nos conduce a la expresién
para A(x) :

- 12 -



¥ (zo + f) fN¥(zo)

A(zo) = hm l:rn N log

(2.18)

Esto significa que €*(#0) es el valor promedio por el cual la distancia entre
puntos cercanos crece o decrece despues de cada iteracién.

Al aplicar la regla de la cadena y darse cuenta que

i 2 — _(i _ gl 1
&1 = 2| = fUes 219)
= f'(z1)f (),
encontramos otra forma de expresar la ecuacién 2.18 :
Naw) = Jim 1og| L e = tim Liog| TT (a0
=) = gim i 108 g5 (=) N N BT
. 1 N-1 , .
= Jim & E) log | f'(z)] . (2.20)

Esta ecuacion nos permite advertir que A es proporcional a la pérdida prome-
dio de informacién debida a f. Mads aiin, A es en este caso unidimensional, igual
a la entropia de Kolmogorov (K).

Ahora que conocemos el exponente de Liapunov, podemos ficilmente genera-
lizar el concepto a mapeos de d dimensiones donde tendremos d exponentes de
Liapunov (uno para cada direccién espacial), modificando el tercer miembro de
la ecuacién 2.20 de la forma siguiente:

o) = M) = (i deA) o AfGan) = ) = (3], (2
7

donde J es la matriz Jacobiana del mapeo x4 = f(Xn).
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De este modo obtenemos:

N-1
A=A )= A}gnw % log(magnitud de los eigenvalores de J] J(xa).

n=0
(2.22)

De manera andloga, para un flujo continuo como el de la ecuacién 2.1, los
exponentes de Liapunov vienen dados por

A=Az ) = ‘l_l.rg -}(magnitud de los eigenvalores de L;;(t)),  (2.23)
donde

Lij(t) = /m ok

g 2.9
) B, dt'. (2.24)

x=x[t',x(0)]

Es decir que a diferencia del caso discreto, el Jacobiano de la funcién se integra
con respecto al tiempo. Evidentemente la idea es la misma.

La interpretacién de los d exponentes de Liapunov para ambos casos (dis-
creto y continuo) es clara. La medida en que divergen las trayectorias de dos
condiciones iniciales originalmente separadas por el vector € (en el espacio d-
dimensional), puede depender no solamente de la magnitud sino también de
la direccidn de e. De esta forma siempre podemos encontrar el exponente de
Liapunov en cualquier direccion como una combinacién lineal de las ; en sus
respectivas direcciones, que son aquellas que diagonalizan la matriz Jacobiana
y por lo tanto son linealmente independientes.

Para el caso de sistemas disipatives continuos podemos hacer algunas afirma-
ciones acerca de la naturaleza de los exponentes. Siempre se tiene al menos un
exponente igual a cero (Ap = 0), cuya direccidn coincide con la de un vector
tangente a la trayectoria del punto del espacio en cuestion (pues ambos puntos
seguirdn siempre la misma trayectoria). Ademds es necesario que si existe algin
exponente de Liapunov positivo (A} > 0}, exista por lo menos uno negativo
(A= < 0) que mantenga a la trayectoria confinada (lo cual no serfa posible si
éste se mantuviera sin expansion en las direcciones cuyo exponente es nulo, y
creciera en todas las demds).
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El mayor exponente de Liapunov (A4 2> A¢), que se encuentra en la direccién
en que las trayectorias divergen lo mds rdpidamente posible , suele ser suficiente
para describir un sistema. Ademds los métodos numeéricos para calcular los
exponentes de Liapunov suelen dar como resultado precisamente a éste.

El conocer a los demds exponentes no sélo da informacion cualitativa del
sistema, sino que también nos da informacién sobre la entropia de Kolmogorov,
que se relaciona con ellos por medio de la expresidn:

K= / p(x) oA (X' (2.25)

donde p es la medida asintotica del atractor, y como en la mayoria de los casos
las A4, {positivas) son independientes de x, la integral se hace uno y X se reduce
a la suma de los exponentes de Liapunov positivos,
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CAPITULO 3

SISTEMAS DINAMICOS Y RUTAS AL CAQS

3.0 Introduccién

En este capitulo describiremos algunos de los sistemas dindmicos mds comunes
que en algin momento presentan comportamiento cadtico. Ademds, en el inciso
3.1, utilizando el mapeo logisitco se ilustrardn algunas de las distintas formas
en que un sistema puede llegar a un estado de caos.

3.1 EI Mapeo Logistico

Se le llama mapeo logistico a el mapeo cuadritico unidimensional definido por
la ecuacién

Tpe1 = fo(zn) Erzp(l = z2) , (3.1)

donde el dominio de z, es el intervalo [0,1], y r se limita a tomar valores dentro de
[0,4). A pesar de la sencilla apariencia que presenta (fig. 3.1) su comportamiento
es muy variado y por lo mismo 1til para ilustrar varios conceptos.

El andlisis del comportamiento de este sistema dindmico comienza dando valor
al pardmetro r y dando una z inicial (zp ), para a partir de ésta, iterar la funcién
y observar los subsecuentes valores z,, a los que conduce el sistema. Por ejemplo,
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si r < 1, no importa qué valor tenga g, &, se aproximara a ccro conforme crezca
la n. La curva no sobrepasa la identidad (fig. 3.2a), de modo que z,4| sicmpre
serd menor que x,. = = 0 es un punto fijo de f para todo r, ¥ en particular
para r < 1, como f1{0) =1 es menor que 1, T = 0 es un punto estable de f,.

t(x)
1

A

FIGURA 3.1. El mapeo logistico.

Tambicn debido a que la derivada de la funcién evaluada en cero vale r
sabemos que para r > 1 la curva pasa sobre la identidad y se da otra interseccién
entre ambas lincas(fig. 3.2b). Es claro que en dicha interseccion se satisface que
fr(z*) = z*, es decir que z* es un punto fijo. Resolviendo esta iltima ccuacion
se ve que 2* =1 — 1/r, y si ahora calculamos la derivada de f; en z*

A)=r(l-2z*)=2~r (3.2)

sabemos que #* es estable para } < r < 3 (pues aqui |f}] < 1).

i
i 1 l:'
1 ] i
1
i
| 0
E c) ‘1‘ I x
! 1 1
0% 0 1y I i
X O) 1 x b’x X ; ;
t
I
f
I
|
1
. L
0 5% 1 X

FIGURA 3.2. Puntos fijos de: a) fr parar <1y Db) frpara1 <r<3.¢c) fry f2 parar >3,
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Para r > 3 cl punto fijo se convierte en incstable. Si ahora prestamos atencion
a la grafica de f2 ( f[f(z)] ), vemos que precisamente para r > 3 se tiencn 3
intersceciones de esta curva con la recta identidad, es decir, 3 puntos fijos de f?
{fig. 3.2c). Esto significa que para cstos valores de z, la scgunda iteracién de
la funcién regresa al valor original. Sin embargo observamos que la pendiente
del punto central, de acuerdo a lo previsto (pucs este cs el punto fijo de f; ), es
mayor que uno, y por lo tanto, a diferencia de los otros 2 puntos fijos de f,?, no
es un punto estable,

De cste modo, tenemos que para valores de r un poco mayores que 3, el mapeo
tiene un atractor que consta de 2 puntos a los cuales visita alternadamente
(atractor periddico de periodo 2). Pero conforme r crece vuelve a suceder lo
mismo para cada uno de los puntos fijos de f2 : sc convierten en inestables y
dan lugar cada uno de ellos a 2 nucvos puntos fijos de la funcidn f1. A este
proceso sc le llama de bifurcaciones subarménicas o de duplicacidn del periodo
(fig. 3.3).

r=R, rR,
{ 12
1 1
a) d, cl
4%
——_-‘Il
. g/
! 1 '~r~-‘.:=
T
N t
: ] : :I
L R R S A A
f ! f | h
‘ ’ R
b) ! b 1
t o |
i .
4 s
0 1x 0 X

FIGURA 3.3. Bifurcaciones Subannénicaa.

Los periodos de los atractores crecen como potencias de 2 hasta llegar a un
valor critico de r cn el que el atractor tiene un nimero infinito de puntos (rq =
3.56994... ). Inmecdiatamente después de alcanzar este valor, el atractor sc
vuelve caético y salvo en algunos pequeiios intervalos, asi se mantiene hasta
llegar a r = 4. En la figura 3.4 se mucstra una grifica de los atractores del mapeo
logistico como funcién de r, asi como otra de sus correspondicntes exponentes
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‘

de Lyapunov. En ambos casos las graficas se obtuvieron mediante ¢l uso de una

computadora.
X

a)

bl

FIGURA 3.4. a) Tteraciones del mapeo logistico. b) Exponentes de Linpunov.

Pero aiin podemos decir algo acerca de la manera en que crece el niimero de
periodos del atractor para r < roo. Los valores r; de r para los que se dan las
bifurcaciones (fig. 3.5), estdn dados por

Th =Teo —cte.d™ para n>» 1, (3.3)

donde 6§ = 4.6692016091 ... cs una constante universal.

Consideremos ahora los puntos donde la curva de atractores de la figura 3.5
toma el valor de 1/2 (que definen a los valores de R; que también cumplen con
la ecuacién 3.3 aunque con una constante de proporcionalidad distinta). Para
estos valores del pardmetro r, cuya peculiaridad es tener derivada de la funcién
nula en uno de los puntos de su atractor (pues f/(1/2) = 0) y por lo mismo ser
muy estables (sucle llamdrseles ciclos superestables), definimos la distancia d,
tal como se muestra en la figura 3.5. Estas distancias se encuentran relacionadas
por la ecuacién

-i'l— =a para n>>l, (3.4)
du—f-l
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donde a = 2.5029078750. .. es la segunda constante universal que caracteriza a
este sistema.

La recién descrita manera en que un sistema pasa de un comportamiento
regular a otro cadtico es la llamada ruta de Feigenbaum o ruta de sucesivas
bifurcacioncs subarmdnicas, y se manifiesta no sélo en el mapco logistico sino
en todos los mapeos z,41 = f(z,) de primer orden con un solo miximo en el
intervalo donde 0 < 2, < 1 después de scr reescalado. Ademds los valores de
a y & que deseriben la forma en que el sistema cambia de escala conforme se
aproxima al caos, sdlo dependen del orden del maximo de la funcidn (los valores
aqui encontrados son los correspondientes al segundo orden, i.e., f'(Tmar) =0

Yy f”(il«'mar) # 0. ‘

!

FIGURA 3.5, Diagrama de bilurcaciones.

Como sc ve cn la figura 3.4, cxisten regiones para r > re en que parcce
imperar cl orden y donde incluso se tienen exponentes de Lyapunov negativos.
A estas regiones se les llama ventanas y cn ellas se encuentran bifurcaciones
inversas, ciclos dc periodos variados que se bifurcan (todos estos con las mismas
a y &), ¢ incluso zonas donde el nimero de periodos crece como potencias de
3,4, ctc., y con diferentes valores de o y d, aunque nuevamente universales.

Otra forina en que un sistema puede mostrar un cambio a un estado cadtico
es siguicndo la lamada rute intermitente. A pesar de que existen algunas varia-
ciones acerca de la manera en que se puede dar ésta, la idea principal detrds de
ella es que al crecer un parametro de la funcidn, la curva pierde su o sus intersec-
ciones con la recta identidad (y por lo tanto sus puntos fijos y atractores) de tal
modo que se manticne ain muy proxima a ésta (fig. 3.6). Asi, los valores de z
s¢ aproximarin a ¢ como si se tratase de un atractor, hasta que al alejarse de la
zona en que las curvas estdn muy cercanas, sus valores se disparen y alejen por
completo del supuesto punto fijo. Después de recorrer otras partes de la curva,
los valores volverdn a aproximarse a la zona de tangencia y de nuevo parecerd
que el sistema se cucuentra en un punto fijo. Si la funcidn se acerca mucho
a la identidad en la zona de tangencia, el sistema tardard bastante tiempo en
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recorrer los alrededores de z. y parecerd encontrarse en un punto fijo del cual
se saldrd intermitentemente para cacr en un comportamicnto caético.

<
a) b)

FIGURA 3.6. Ruta intermitente. a) Mapco de Poincaré para ¢ = 7 = re < 0 (r es cl valor critico del
pardmetro), b) Mismo mapeo para ¢ > 0, y traycctoria.

El nombre de la ruta se debe a que conforme se varfa un pardmetro de
la funcién, el sistema pasa de tencer puntos fijos estables, a un estado donde
esos puntos picrden dicha propiedad intermitentemente (alternando con lapsos
cadticos), para finalmente llegar a un estado completamente caédtico (en el mo-
mento cn que la funcion se aleja demasiado de la identidad).

En el mapeo logistico se presenta este comportamiento en una de las ventanas,
alrededor de rp = 1+ \/(8) En este caso el paso de periodicidad a intermitencia
y caos se da de acuerdo a la disminucién del valor de r disininuye, pues es para
r < e que la funcidén (en este caso f3) pierde sus intersecciones con la identidad
y se aleja de la misma.

De paso mencionaremos que se han estudiado otras rutas al caos, entre las
que destaca la de cuasi-periodicidad. Esta se caracteriza por tener érbitas que
se mueven cn dos o mds direcciones lincalmente independientes y cuyos periodos
son inconmensurables (su cociente es un nimero irracional). Esto condena a la
trayectoria a no ser cerrada (aunque queda muy cerca de serlo) y a cubrir todo
el espacio (ser ergédica). A modo de ejemplo, se sugicre consultar la discusién
del mapeo del circulo presentada en ¢l libro de Schuster (1988).

3.2 El sistema de Lorenz

Para ¢l caso de sistemas continuoes, uno de los modelos mds simples en los que
las ecuaciones difcrenciales presentan solucioncs cadticas es el primeramente
estudiado por Lorenz, Este modelo pretende simular el comportamiento del
sistema en ¢l experimento de Rayleigh-Bénard, cn el que un liquido en un reci-
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piente rectangular no muy profundo es sometido a un gradicnte de temperatura
constante en la dircecién vertical (fig. 3.7). Para AT pequeio la viscosidad del
liquido se impone, manteniéndolo en reposo y transmitiendo el calor por con-
ductividad térmica uniforme, mientras que a partir de un cierto valor critico de
este gradiente de temperatura, sc da ¢l fendmeno de ‘cilindros’ estacionarios de

conveccion (fig 3.7b).

T A ) A
T*AT/l ! ] 1 1
(a)

FIGURA 3.7. Experimento de Rayleigh-Bénard, a) Gradiente de temperatura, b) Cilindros de conveccidn,

Lorenz utiliza las ecuaciones diferenciales parciales del sistema como punto de
partida para derivar unas ecuaciones ntucho mas sencillas, usando los términos
de baja frecuencia de las serics de Fourier de las soluciones (Schuster 1988 y
Thompson 1986). Las ccuaciones del modelo de Lorenz son:

X =-o(X-Y),
V=RY-Y-X2Z, (3.5)
Z=XY -2

Considerando que el comportamiente de los cilindros es el misino en una de las
direcciones del espacio, el problema se maneja como si se tratase del movimiento
en circulos en un plano vertical. La variable X(#) representa el movimiento
convectivo del liquido en el plano. Y (t) describe la distribucién horizontal de
temperatura y Z(¢) la vertical. El parametro o tiene que ver con la viscosidad
y la conductividad térmica, R es proporcional a AT y b esta relacionada con el
tamaiio del sistema.

Escribiendo las ccuaciones 3.5 en la forma compacta

X = F(X), (3.6)

analicemos el comportamiento del sistema para cl estado de equilibrio (punto
fijo) Xg = 0 que evidentemente cumple con F(Xg) = Xg. La ecuacién de valores
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propios de la matriz linealizada de F nos permite hallar los valores propios A al
resolver

-A—0 o 0
det R -A-1 0 =0, 3.7}
0 0 —A-b
El valor propio A = —b correspondiente al vector propio (0, 0, 1) significa que

los pequefios cambios en Z seran llevados a cero (pues b es siempre positiva). Los
otros valores propios cuyos vectores se encuentran en el plano (X, '), se obtienen
resolviendo A% — (¢ + 1)A 4 (1 — R)o = 0. Para R préxima a cero, los valores
propios son aproximadamente —¢ y -1 , en cuyo caso el punto fijo en cuestidén
(Xy) es un atractor (punto estable). Si fijamos ¢, una raiz sélo cambia de signo
cuando R es mayor que 1. Observando ¢l comportamiento de los valores propios
cuando R crece y se acerca a 1, vemos que los dos mds negativos ( los proximos
a —by —o) cambian muy poco mientras que ¢l otro se aproxima rapidamente a
cero. En R = 1 se anula y para R mayor que 1 se hace positivo, dando lugar a un
cambio en la dinamica del sistema: el origen deja de ser un punto estable y da
lugar a 2 nuevos atractores que nacen a los lados de él, y conforme R aumenta,
se separan simétricamente sobre la direccion del vector propio correspondiente
al valor propio positivo.

Estos dos puntos de equilibrio se mantienen estables hasta que al acercarse
R a 28, se vuelven inestables en dos direcciones. De este modo atraen en la
direccién de uno de sus vectores propios, mientras que repelen espiralmente en
el plano tangente a éste. Las trayectorias en el espacio pasan de circundar a uno
de estos puntos hiperbélicos (pues atraen y repelen dependiendo de la direccién)
a hacer lo mismo en las vecindades del otro.

El atractor extrafio al que llegamos (fig. 3.8), también llamado atractor de
Lorenz, es un buen ejemplo de atractor cadtico. Para ciertos valores de los
pardmetros primero da algunas vueltas alrededor de uno de los centros, y después
algunas otras alrededor del otro, de manera tal que resulta imposible predecir su
ntimero. Ademads, aun si el cambio en las condiciones iniciales es muy pequefio,
la forma en que alterna estos ciclos cambia por completo. Tratdndose de un
sistema disipativo, el volumen en el espacio fase disminuye ( se hace cero),
y aunque la trayectoria parece confinarse en una superficie, la dimensién del
atractor es fractal {(Dy = 2.06, segun el libro de Schuster).
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FIGURA 3.8. Traycctorias en ¢l espacio fase (3-Dim) del Atractor de Lorenz para los valores: R=26 (arriba),
R=28 (centro) y R=30 (abajo).

3.3 La Banda de Rossler

Después de obscrvar el comportamiento del atractor de Lorenz, cabe cuestio-
narse hasta qué punto es éste el resultado directo de la naturaleza simétrica de
sus ccuaciones, Con afdn de responder ésta y otras preguntas, Rossler estudid el
comportamiento de un sistema de ecuaciones aiin mas simples que las de Lorenz,
pero que de algin modo reflejan su comportamiento global, dejando a un lado
la simetria. Estas ccuaciones son
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T =-—y—2z,
y=z+ay, (3.8)
2=b+z2(z ~¢),

y sélo tienen un término no lineal en la tercera ecuacidn.

Si nos olvidamos un momento de esta ecuacién y pensamos en el caso en que
z es muy pequefia, el sistema de ecuaciones se transforma en la correspondiente
a un oscilador lineal de segundo orden: # —az 4z = 0. Si a es positiva entonces
el término de ammortiguamiento es negativo y el origen se convierte en un foco
inestable (para 0 < a < 2). De aqui que ¢l comportamiento del sistema completo
cerca del plano (x,y) sea el de una espiral que expulsa del centro.

Cuando z sobrepasa el valor de ¢, la tercera ecuacién entra en juego: z crece
{con valor positivo si b > 0), saca la orbita del plano y confina los valores de =
e y. Por medio de la retroalimentacién entre z y z, las trayectorias se doblan y
reinsertan en el plano (x,y) cerca del origen, recomenzando el ciclo.

El resultado es un atractor confinado en una superficie bidimensional que se
dobla sobre si misma (fig. 3.9). Para algunos valores de los pardmetros las
trayectorias se cierran despuds de dar algunas vueltas alrededor del origen, pero
en la gran mayoria de los casos siguen dando vueltas sin cerrarse, formando as{
un conjunto con dimension fractal mayor que 1 y menor que 2.

Igualando las ecuaciones 3.8 a cero obtenemos las coordenadas de dos puntos
fijos del sistema, ambos de naturaleza hiperbélica. Uno de ellos muy cercano al
origen, que atrae en la direccidn de z y repele en el plano (x,y) (el responsable
de la espiral); el otro enfrente de la zona donde se da el doblamiento de las
trayectorias, con una direccién de salida y dos de entrada, de tal modo que
las espirales de entrada a él parecerian ser las responsables del doblamiento y
reinsercién de las trayectorias alrededor del origen.

Para entender mejor la naturaleza del atractor hagamos un mapeo de Poincaré
del sistema, tomando como seccién de Poincaré la interseccion del semiplano
y =0, z <0y el atractor. Como el conjunto asi generado consiste en varios
puntos, todos dentro de un segmento de linea, podemos trabajar como si se
tratase de un sistema unidimensional donde sélo cambia el valor de z, y hacer
un mapeo de Poincaré de = (z, vs. zn41, donde z, es el valor n-ésimo de la
variable, es decir, el valor de z en la n-ésima vuelta).
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FIGURA 3.9, Atractor de Riasler {traycctoria despuds del estado trasitorio) para los valores: £=0.398, L=2
ye=d.

"ra 08

FIGURA 3.10, Mapeo de Poincaré de las ccuaciones 3.8, Las letras corresponden a una accuencia de 7 puntos
sucesivos.
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FIGURA 3.11. Atractores periddicos y cadticos del sistema de Rissler,

El mapco asi generado (fig: 3.10) nos muestra una curva muy parecida a la del
mapeo Logistico (fig. 3.2a). Como cl andlisis de las bifurcaciones del inciso 3.1 es
cualitativamente vilido para funciones con un maximo suave, esperariamos cn-
contrar cierta correspondencia con el comportamicnto de esta funcion. Variando
los pardinctros de las ccuaciones 3.8 sc encuentra que existen ventanas con com-
portamiento periodico, intercaladas con rangos de las variables donde ¢l com-
portamicnto cs aperiédico. Esto, llevado al espacio completo, se traduce en
traycctorias que sc cierran después de dar algunas vucltas, y otras que nunca se
cierran. En la figura 3.11 se muestran las trayectorias para algunos valores de
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los pardametros. Con cl objeto de ver mis claramente el proceso de doblamiento
del atractor eadtico de la figura 3.9, en la figura 3.12 se exhibe la mancra en que
se transforma el segmento de linea que contiene a la scecidn de Poincard, al apli-
carle la transformacion de la figura 3.10. La figura se hizo de modo que la parte
inferior de las lincas cs la mds préxima al origen, y la superior la mds Icjana. La
linea de la devecha se transforma en la de la izquierda en la proporcién correcta
en la dircecion vertical (el ancho real de la regidn traslapada es mucho nienor
que el que se muestra). Se ve que ademds del doblamiento, parte del atractor
se estiva (@ — by d — ¢) mientras que otra sc contrae (b ~c y ¢ — d), lo cual
es una caracterfstica de vital importancia en el comportamiento de atractores
extraiios, pues les permite tener trayectorias divergentes y acotadas.

A partir del siguicnte capitulo nos enfocaremos en otro sistema dindmico cu-
yas propicdades, debido a lo reciente de su ‘descubrimiento’ como un sistema
cadtico, no han sido estudiadas tan extensamente. Por supuesto, nos referitos
al sistema de la gota. En lo sucesivo haremos uso de las herramientas de andlisis
introducidas cn los capitulos pasados.

a .

FIGURA 3.02. Dablamiento y estiramiento de una scccidn de Poincaré del atractor de fGasler,



CAPITULO 4

DESCRIPCION DEL SISTEMA DE LA GOTA

4.0 Introduccién

En este capitulo mencionaremos las fuerzas involucradas y el resultante com-
portamiento del sistema del grifo goteante. Describiremos los experimentos efec-
tuados para analizar minuciosamente dicho comportamiento y presentaremos los
resultados reportados por tres distintos grupos de investigadores.

4.1 La gota en el grifo

Imaginemos una gota de agua que pende de la boca de un grifo. La fuerza de
gravedad que jala a la gota hacia abajo es balanceada por las fuerzas cohesivas
que crean la tensién superficial, manteniéndola junta y regresindola hacia la
boca del grifo. Si el flujo de agua proveniente del grifo es pequefio, la masa
de la gota aumenta lentamente, estirindola hacia abajo. Mientras la masa de
la gota es pequeiia, la tensién superficial mantiene su forma esférica, pero a
medida que ésta crece, la fuerza de gravedad (que depende del volumen y no de
la superficie) cobra mayor importancia y la elonga. Este estiramiento provoca
la formacidn del cuello de la gota, el cual a medida que la masa crece, se estira
y adelgaza hasta romperse. Después del rompimiento, la gota cae oscilando
alrededor de una forma aproximadamente esférica, mientras que la columna de
agua permanece unida al grifo, oscilando alrededor de la posicién de equilibrio,
sujeta a las fuerzas de friccién que la frenan hasta dejarla en reposo y lista para
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formar otra gota con el continuo flujo de agua.

Mientras el flujo sea suficientemente pequeno, las oscilaciones del liquido se
atendan pronto y no tienen repercusién en la formacién de la siguiente gota.
Asi, la masa critica para el rompimiento es tan sélo un problema de equilibrio,
que aunque dependiente de las propicdades del agua y del grifo, es el mismo
para cada gota. Cada gota tendrd la misma masa al romperse y por lo tanto
le tomard el mismo tiempo reunirla, conduciendo esto al periodo constante de
goteo.

Por supuesto, para flujos de agua mayores la situacién cambia por completo.
La masa necesaria para el rompimiento se retine cuando el fluido atin estd osci-
lando debido al rompimiento de la gota previa. La resonancia entre la frecuencia
de oscilacién de la columna de agua y aquélla de la formacidn de la gota debida
al flujo entrante de agua, determina el nuevo comportamiento del sistema. Para
flujos aldn mayores, la complejidad del sistema conduce a comportamientos cuya
explicacién seria tan poco elocuente, que es mejor describirlos a través de los
resultados en los experimentos.

4.2 Dispositivo Experimental

A pesar de que cualquier grifo goteante muestra las mismas caracteristicas
dindmicas, los experimentos realizados en laboratorio se han disefiado siem-
pre de modo que se reduzcan al mdximo las fluctuaciones involuntarias de los
pardmetros y demds elementos del medio con influencia directa sobre el sistema
(tal es el caso de los desplazamientos laterales de las gotas o de las irregularidades
en el flujo de agua). Con este propdsito, el dispositivo utilizado por Niifiez-Yépez
et al. (1989) mostrado esquemadticamente en la figura 4.1, cuenta con un gran
depdsito de agua mantenido a presidn constante por medio de una valvula de
flotamiento. Este depdsito surte de agua a un delgado tubo de pldstico en cuya
punta en forma de aguja se forman las gotas. El flujo de agua es controlado por
una vilvula del carburador de un auto, de modo que la variacién minima de esta
valvula sca lo suficientemente pequefia como para poder llevar cierta continuidad
en las variaciones de los flujos. Asi, el tinico pardmetro con el que se trabaja
es el flujo de agua, manteniendo constantes todos aquellos que podrian tener
que ver con el liquido (como densidad, viscosidad, temperatura) o con el medio
ambiente (campos eléctricos, temperatura, humedad y otras caracteristicas del
aire),

- 30 -



Water inlet

Level control

Water bottle

Modified carburetor valve

Outlet nozzle

Interface

]
Em_iNer-derec tor #&-.,.

pair

L,
s ‘ffv«“v‘fﬁsg\eG
SRR

—he—

Microcomputer

FIGURA 4.1, Dispositive experimental.

190 - 190
it t
§ g
£ g
1--‘ ._z
(a) (b)
140 140
0 e 1000 0 e 1000
190 190 r— e e e e

T,imsec)—

N

FIGURA 4.2, Series e tiempos. a) Perfodo 1. b) Perfodo 2, ¢) y d) Gaos.

- 31 -



Las gotas al caer, interrumpen el haz de luz emitido por un fotodiodo de
modo que el fototransistor, normal receptor del haz de luz, produce un pulso
eléctrico que es transformado debidamente para ser leido por una computadora.
Los datos que s¢ almacenan en la computadora son los tiempos entre gota y
gota, es decir que se registra un periodo de tiempo para cada gota {desde que
cayd la previa hasta que cac ella).

Cabe aclarar que la descripcién completa de este sistema involucraria otras
variables ademds de los periodos de tiempo entre gota y gota. Para no ir muy
lejos basta pensar en la masa de cada gota que cae, o en la que queda pendiente
del grifo, después del rompimiento. No sdlo esperariamos encontrar gran varie-
dad en estas cantidades, sino también una estrecha relacidn entre el valor que
toman para una gota y las siguientes. Es de esperarse que todas las variables se
comporten del mismo modo, es decir que para un valor dado de los pardmetros,
se tenga el mismo nlimero de atractores en los valores de la masa y del tiempo,
o que si el comportamiento ¢s cadtico, lo sea para ambas,

De cualquier modo se eligid estudiar el sistema analizando en detalle los
periodos de tiempo, por considerarlos no sélo los de medicién mds sencilla y
precisa, sino también por ser los mds representativos del sistema, al menos desde
el punto de vista cotidiano.

4,3 Resultados de los Experimentos

Existen al menos tres grupos de investigadores que han realizado experimentos
con ¢l sistema de la gota con un dispositivo basicamente igual al descrito en el
inciso anterior, y todos han encontrado comportamientos cualitativamente muy
parecidos.

La figura 4.2 muestra algunas de las serics de 1000 datos (periodos de tiempo,
T,) encontradas por uno de los grupos (Cahalan et al. 1990) para valores
del flujo relativamente pequefios. En el caso (a), donde en promedio se tenian
5.70 gotas/s, aparece un solo periodo entre gota y gota. Para valores un poco
mayores del flujo (6.25 gotas/s) el sistema aumenta un poco el ritmo de goteo
hasta encontrar un atractor de periodo 2, en el que los tiempos entre gota y gota
son alternadamente 156 y 166 ms (caso (b)). Estos dos tiempos caracteristicos
son algo irregulares para las primeras 800 gotas, pero después de éstas, el sistema
se estabiliza y se dan con bastante precisién,

- 32 -



190

190
i - 1
o [
- = :‘1
{a) {b)
140 140 100
140 T, (mseci— 190 140 T, tmsec)
190 180
PPy — VR
Pt O
{ { b L
3 g :
E 1400 —o : 154 . 1H40d- e~ 184
- . b=
i i (c} ‘J\ d)
140 £ 140 ¢
140 190 140 190

T.imsec)-~

Taimsec)—

FIGURA 4.3. Mapeos de Poincaré de las scries de tiempos de 1 figura 4.2

FIGURA 4.4. Mapeo de Poincaré en tres dimensionea (Tn va. Tyyy va. Tuyz) de a) Los datos de la figura

4.2c. b) Un ateactor del mapeo de Henon,

-~ 33 -




Cuando el flujo crece mds, los periodos parecen hacerse totalmente irregulares
( casos (c) y (d)), sin embargo, usando mapeos de retorno (T, vs. Tp41) para
los datos de la figura 4.2, vemos que el comportamiento presenta caracteristicas
propias en cada caso (fig. 4.3). Las figuras 4.3a y 4.3b muestran datos alrededor
de los valores promedio de los periodos (atractores periédicos)., En 4.3c y 4.3d
vemos que los datos caen dentro de curvas relativamente bien definidas que
resultan ser atractores extraifios. Como estos atractores no son completamente
unidimensionales, suponemos que T, depende no sdélo de T,—; sino también
de T2 (esto se corrobora haciendo el mapeo tridimensional, T, vs. Tp4 vs.
Ts42, donde el atractor, a pesar de ser complicado y tener estructura fractal,
es claramente una funcién univaluada de T, y T4 [fig. 4.4]). Por supuesto
que tratdndosc de un atractor extrafio, conocer la funcidn T2 = F(T,,, Thy)
s6lamente serviria para determinar el comportamiento del sistema unos cuantos
periodos adclante, pues es extreinadamente sensible a las condiciones iniciales y
el conocimiento que podemos tener de ellas siempre serd limitado.

Aumentando el flujo de agua para valores promedio mayores a 8.10 gotas/s, se
encontrd el comportamiento cadtico que muestran los atractores de la figura 4.5.
Si bien la ‘pardbola’ de la figura 4.3a o la ‘cobra’ de 4.5a son curvas complejas
que abarcan grandes intervalos de valores de T, ocacionalmente los atractores
parecen mostrar regiones mds visitadas, es decir, donde los puntos se acumulan
en mayor nimecro. La mayorfa de los puntos en la ‘cobra’ se encuentran en
las proximidades de 3 valores de T (110, 117 y 134ms), y esto es todavia mds
notorio para el flujo promedio de 8.17 gotas/s de la figura 4.5b. Con algo de
imaginacién puede verse esto como un cambio paulatino a la ventana periddica
encontrada para valores alrededor de 9-10 gotas/s, En 4.5¢ se ve un anillo que
en la escala de tiempos donde se habia venido graficando pareceria un atractor
de periodo uno. Mas adelante se pierde la primera ventana periédica y aparecen
otros atractores extrafios hasta cencontrar una segunda ventana. En 4.5e se
muestra la parte periddica de los atractores de los datos de dos experimentos
distintos, uno con 11.88 gotas/s cuyo atractor de periodo 3 aparece marcado
por ‘triangulitos negros’, y otro con 13.28 gotas/s cuyo atractor de periodo 4 se
marcé con ‘triangulitos blancos’. Ambos estados del sistema son intermitentes:
sus atractores tienen una parte periddica (cuyos puntos aparecen en la grifica)
que se alterna con una parte de comportamiento cadtico {cuyos puntos no se
graficaron). La tltima figura (4.5f) muestra a la ‘esfinge’, posible pariente de la
‘cobra’, de dimensionalidad mds alta que no simplifica mucho su estructura aun
en un espacio tridimensional.
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Los resultados que acabamos de presentar coinciden cualitativamente con los
previamente obtenidos por Nifiez-Yépez et al. (1989), en donde ademds, para
valores crecientes del flujo siempre menores a 7 gotas/s, se observa una apa-
rente ruta de bifurcaciones del periodo (figuras 4.6a-c). Como se comenta en el
articulo, quiza debido al ruido inherente al sistema no se encontraron atractores
de periodo 8 o mayor, lo cual hubiera permitido calcular aunque sea burdamente
pardmetros universales como 8 (inciso 3.1). Para flujos mayores a 7 gotas/s se en-
contraron varios atractores cadticos (figs. 4.6d-¢ y 4.7). El denominado ‘México’
(fig. 4.7) parece mostrar el proceso de doblamiento y estiramiento caracteristico
de la evolucién de los atractores extrafios. La figura 4.8 muestra los atracto-
res obtenidos por R. Shaw (Martien et al. 1985), que aunque en intervalos de
flujo un poce diferentes a los de los dos trabajos posteriores que acabamos de
presentar, reflejan el mismo comportamiento,

Algunos de los atractores obtenidos cn los tres trabajos parecen repetirse,
mostrando esto que los sistemas de gotas en grifos poseen caracteristicas univer-
sales. En el siguiente capitulo haremos uso de este hecho, y de la aparentemente
baja dimensionalidad de la mayoria de los atractores para construir un modelo
del sistema.
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CAPITULO 5

DE OSCILADORES Y GOTAS

5.0 Introduccién

En este capitulo describiremos las ecuaciones utilizadas para modelar el sis-
tema de la gota, su origen y su forma final.

5.1 Un Modelo Mecanico

De acuerdo con la descripcién hecha en el incise 4.1 acerca de las fuerzas que
intervienen en el sistema de la gota, la frecuencia de oscilacién del agua que
pende de la llave y la magnitud del flujo de agua parecen ser puntos claves en
la dindmica del sistema. Por tanto no es de extrafiar que el primer intento de
modelar dicho comportamiento, esté basado en la idea de un oscilador {Martien
et al. 1985).

Para comenzar reduciremos los grados de libertad del sistema olviddndones
de los desplazamientos laterales, que aunque se dan en dos dimensiones, no
parecerian contener demasiada informacién acerca del comportamiento global
de la gota {pues son de magnitud mucho menor que aquéllos verticales y ademds
el sistema tiene simetria cilindrica).

Confinada a moverse en una sola dimension y sujeta a la fuerza de gravedad,
pensaremos en la gota como si se tratase de un cbjeto puntual ligado a la llave
por medio de un resorte, mismo que se encargard de sustituir las fuerzas de
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tensién superficial (recordemos que son precisamente estas fucrzas junto conlade
gravedad, las responsables del movimiento oscilatorio del sistema). Agregaremos
ademds un término dependiente de la velocidad, correspondiente a las fuerzas
de friccién internas de la gota. Por supuesto, el flujo de agua constante se
representard como el incremeneto lineal de la masa con el tiempo.

Es claro que la parte critica en el comportainiento del sistema es el momento
en que la gota se separa de lallave. Parte de la masa cae y se pierde, mientras que
el resto permanece unida a la llave como consecuencia de las fuerzas adhesivas.
El modelo supone que el rompimiento de la gota se da cuando ésta alcanza
una posicién limite. La masa de la gota que se desprende es proporcional a la
velocidad y a la masa, en el momento del rompimiento.

Asi, el sistema de ecuaciones que acabamos de describir es el siguiente (por
comodidad definimos la direccién positiva del eje de las X hacia abajo, es decir
con el signo invertido):

M(T) 51——%9 =GMT) - KX(T) - C dﬁ;T),
M
T = b ‘ (5.1)
dT
dX(T)

§X(T)=X, = AM =HMT) = .
T=T*

M es la masa de la gota, X es la posicién en el eje vertical, T es el tiempo y
AM es la masa de la gota que se desprende (es decir, el cambio en la masa de
nuestro sistema). F; H y X, son los pardmetros asociados al flujo, tamafio de la
gota y posicién limite, y C, G y K son las constantes de friccidn, de aceleracion
gravitacional y de Hooke, respectivamente.

Como se mencioné al comienzo de este capitulo, el modelo recién descrito
corresponde en su mayor parte al propuesto por R. Shaw, estudiado por él mismo
con una computadora analdgica. Acerca de la manera en que desarrolld y estudié
el modelo, no publicé nada. Sin embargo dice haber encontrado atractores
periddicos (de periodo 2) y otros extrafios (Martien et al. 1985), cuyos mapeos
de retorno se muestran en la figura 5.1.

En este trabajo se hicieron algunas modificaciones al modelo originalmente
propuesto. Por ejemplo, Shaw considera que la masa que se desprende al mo-
mento del alcanzar la posicidn limite, es proporcional a la velocidad, pero inde-
pendiente de la masa que colgaba en ese momento. Al hacer que nuestro modelo
varie la cantidad de agua de la gota que cae, en funcién de la masa total que
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se tenia oscilando, logramos no sélo hacerlo mis congruente con el sistema real,
sino ademads, reducir el ntimero de ocasiones en que la masa que queda en el
grifo después del rompimiento es demasiado pequefia. Esto, debido a la forma
de las ecuaciones (en las que la aceleracidn es inversamente proporcional a la
masa), es de gran utilidad, pues al tener masa cercana a cero, la aceleracién crece
demasiado alejdndose por completo de la situacién que se pretende modelar.

Ta+t

a b

'n‘-.\‘-‘ y/’ "\\\
. - \
\
‘ | N\

NS

Tn

FIGURA 5.1. Atractores encontrados con el modelo de R. Shaw (Martien et al. 1985). Las unidades de
tiempo son arbitracias.

También con objeto de evitar que toda el agua se desprenda del grifo y la
aceleracién crezca sin mesura, se modificé el modelo de modo que la masa del
agua que qucda colgando jamds pueda hacerse menor que una masa minima.
El valor de ésta se fijé arbitrariamente tomando en consideracién que fuese lo
suficientemente pequena para que la constriccidn se aplicase el menor niimero
de veces posible, y a la vez o suficientemente grande para evitar el crecimiento
desproporcionado de la accleracién.

Para terminar ¢on la descripcién del modelo mencionaré que la ecuacién 5.1
es el resultado del andlisis de las fuerzas que parecen interactuar en el sistema,
¥ que en principio hubiera sido posible partir de un anilisis de conservacién del
momento, como al parecer hace R. Shaw. Al comenzar con el trabajo de investi-
gacion, se construyeron unas ecuaciones tomando en cuenta esta consideracién.
Se encontrd que ¢stas eran muy parecidas a aqudllas obtenidas pasando por alto
el balance de momento (en las ecuaciones ya adimensionalizadas como aparecen
en el inciso 5.2, el cocficiente para X y X es el mismo, micntras que en el caso de
conservacién del momento, los coeficientes diferian por una constante). Ademds
era necesario forzar la conservacidn del momento en el instante del rompimiento
de la gota, lo cual daba una vista peculiar a las trayectorias en el espacio fase.
Después de estudiar el sistema bajo algunas condiciones, se llegd a la conclusién
de que parccia mds acertado y rico en espectativas trabajar con aquél obtenido
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sin imponer a la fuerza la conservacién del momento (como al parecer también
han preferido hacer otros autores (Cahalan et al. 1990, Austin 1991)).

Por tltimo haremos énfasis en el siguiente hecho: a pesar de que todos los
elementos que forman parte de las ecuaciones proviencen de una representacion
simplificada de las caracteristicas ‘reales’ del sistema de la gota, la intencién del
modelo se limita a simular el comportamiento cualitativo y global del sistema.
De ningiin modo se pretende que las ecuaciones sean capaces de predecir, por
ejemplo, la posicién o la velocidad de una gota algunos momentos después de
haber dado las condiciones iniciales (y esto independientemente de que cl sistema
se encontrase o no en un atractor periédico). El modelo sdlo trata de simular la
parte de la dindmnica responsable de que la series de tiempos entre gota y gota,
o las masas de éstas, tengan la estructura encontrada en los experimentos.

5.2 Los Parametros

Para trabajar con ¢l modeclo sc adimensionalizaron las ecuaciones, obteniendo
asf los pardmetros independientes del sistema, y variables adimensionales. Las
ecuaciones que se obtiencn en estas condiciones son:

m(t) T2 gy - o) - 28,
dm
F’t— = fs (5.2)
si z(t')y=1 = Am = hm(t*) g—z(ti)— ,

t=t®

donde las nuevas variables y pardmetros se relacionan con las anteriores de la
siguiente manera:

k X _k
t="c-T ; x:*z H m=§'1\/f,
_F _ Gc? _ HX,k
f=5 i es-xp ¢ hET (5:3)



Reescribiendo las ecuaciones de manera simplificada, tenemos que

¥ —(z+2)/m + ¢
m=f (5.4)

si =1 = Am=hmi,

donde  y & son la primera y segunda derivada con respecto a ¢.

Con este nuevo juego de ecuaciones en donde sdlo aparecen tres pardmetros
independientes, el control del sistema se simplifica bastante (esta es otra de las
ventajas de no forzar las la conservacion del momento en las ecuaciones 5.1, pues
de ser asi, el niimero de pardmetros independientes serfa 4). A pesar de que estas
cantidades adimensionales son una complicada combinacién de todas aquellas
originales que tenfan un significado fisico directo, la posicidn que ocupan en las
ecuaciones nos habla claramente de su nuevo cardcter. Todo parece seguir igual
exceptuando a la primera ecuacién, donde las tres constantes anteriores fueron
sustituidas por G, que se convierte ahora en el tinico pardmetro del que depende
el comportamiento del resorte. Notemos que si bien la posicidn limite para el
desprendimiento de la gota tiene ahora un valor fijo e igual a 1, esto no altera la
naturaleza del sistema, pues al ser arbitrarias las unidades de la posicidn, este
valor limite en realidad puede ser cualquiera.

De ahora en adelante, el estudio del sistema deberd hacerse levando a cabo
una cuidadosa inspeccion de su comportamiento en el espacio tridimensional de
los tres pardmetros de control (f, g y k).

5.3 Integracién Numérica

No obstante que las ecuaciones son aparentemente muy sencillas, debido a la
discontinuidad impuesta en la masa en el momento del rompimiento de la gota,
no pueden resolverse analiticamente. Es por esta razén que deben ser integradas
mediante alglin método numérico.

La mayor parte de estos métodos trabajan resolviendo ecuaciones acopladas
de primer orden, en vista de lo cual, reduciremos el orden de nuestro sistema de
ecuaciones. Con este fin introducimos la variable y definida como la derivada
de = con respecto a t (y es la velocidad de la gota), y sustituyendo en la ec. 5.4
obtenemos:
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- (E+y/m + g,
“? (5.5)

=1 = Am=hmy.

!

8 3 8w

En un comienzo se instrumentd el método de integracién Runge-Kutta de
segundo orden en Turbo Pascal en una computadora IBM PC. Después de dar
valores a los pardmetros y asignar las condiciones iniciales, las ecuaciones se
resolvian de acuerdo al algoritmo hasta legar al momento en que z alcanzaba
el valor de uno. En este momento, se media ¢l tiempo transcurrido desde la
dltima vez en que sc habia dado esta condicién, almacendndose este tiempo en
el archivo de datos correspondiente a los periodos. El valor de la variable y
en ese momento, y el valor de AM calculado mediante la ecuacién 5.5, eran
guardados en el archivo de datos de velocidades y en el de las masas de las
gotas, respectivamente. Después se sustraia este valor AM (la masa de la gota),
del valor de la masa al momento de alcanzar la posicidn limite, aplicando asi
la condicién de discontinuidad al sistema, y almacenando el valor de la masa
restante en un cuarto archivo creado con este fin. De este modo, en cada ocasién
que se alcanzaba cl valor limite de , cuatro datos eran almacenados, formando
asi con el transcurso del tiempo, cuatro series de datos (de 1024 elementos cada
una) que mas tarde serian usadas para extraer la informacién del sistema.

El método Runge-Kutta de segundo orden funcionaba bien para las regiones
del espacio de parametros donde el comportamiento del sistema era periddico.
Sin embargo, al integrar las ecuaciones en regiones de los parametros que con-
ducian a un atractor extrafio, la extrema sensibilidad a las condiciones iniciales
(y por tanto a la precisién del célculo), se manifestaba conduciendo a resultados
un poco diferentes al usar distintos pasos de integracién. Se intentd eliminar este
comportamiento reduciendo el tamafio de dicho paso, pero esto incrementaba
demasiado el tiempo de ejecucidén del programa, por lo cual se buscé un método
mas preciso.

-

Con este fin se usé el método Runge-kutta de cuarto orden, cuyo algoritmo
y la manera en que se aplicd al sistema de ecuaciones 5.5 se muestran en el
apéndice B. Ademads fue necesario tratar con especial cuidado la integracién del
instante en que la gota se desprendia, pues es en este punto donde la dinamica
del sistema cobra forma. Para esto se resolvieron las ecuaciones con el método
tradicional a lo largo de todo el espacio, exceptuando el momento en que la gota
se acercaba a la posicidn limite (z = 1), en cuyas vecindades se reducia el paso
de integracién hasta 10,000 veces.
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Resolviendo las ecuaciones de esta forma, el atractor obtenido con diferentes
pasos de integracién siempre tenia a simple vista la misma estructura. Sin
embargo, al analizar con mds detenimiento los datos (mediante el calculo de
sus espectros de potencias), volviamos a encontrar que no eran del todo iguales
(fig. 5.2). Como es de esperarse, las sospechas recayeron sobre el método de
integracién. Como al parecer, la precisidn no era suficiente, disminuimos de
nuevo el paso de integracién elevando a la vez el tiempo de cdlculo.

Con el objeto de mejorar la precisién y aumentar la velocidad del programa,
el método se transfirié al Fortran 77, de la MicroVax 3900 y de la estacidén de
trabajo DEC del IFUNAM. A pesar del manejo de los datos en doble precisién
de Fortran y de la reduccién del paso de integracién que se llevé a cabo en este
equipo, los resultados no presentaron cambios. El problema se resolvié cuando
se analizo el espectro de los atractores con muchos més datos (16 mil en vez
de los mil que se habifan estado usando {fig. 5.3]). Hasta ese momento no se
habia trabajado con el atractor completo, sino con partes que estaban siendo
seleccionadas por el paso de integracién. Variar este paso (y por lo tanto la
precisidén del caleulo), era como cambiar las condiciones iniciales, de modo que
siempre s¢ tomaban muestras de una parte distinta del mismo atractor. Esto
se corrobord al promediar los espectros de potencias de 30 series de mil datos,
correspondientes a los 30 atractores encontrados con los mismos pardetros
y paso de integracién, pero con condiciones iniciales distintas para cada uno
de ellos (elegidas al azar dentro de un intervalo razonablemente escogido). Al
comparar este espectro promedio, con el correspondiente de otros 30 archivos
generados con un paso de integracidn distinto, y con el de la serie de 16 mil
datos, se encontr que tenian el mismo comportamiento (fig 5.4). ( La frecuencia
méxima de todas las graficas del espectro es . La escala de los espectros de las
series de mil datos es siempre la misma).

Una vez devuelta la confianza al método de integracién, se procedié en el
sistema del DEC a estudiar las ecuaciones 5.5 en distintas regiones del espacio
de pardmetros, obteniendo asi los resultados que se muestran en el siguiente
capitulo.
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o)

b)

FIGURA 5.3. Espectros de potencias de 168 mil perfodos calculados con los valores f = .1, g= 34, h=Ty
pase de integracidn a) dt = 00029 y b) dt = .00030.
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‘Hagn ' . n=1023

FIGURA 5.4. Promedio de 30 espectros de potencias correspondientes a 30 series de 1024 perfodos calculados
;(;n condiciones iniciales al azar y con los valores f = .1, g = 34, h = 7 y paso da integracién a) dt = .00059 y
dt = ,00060.
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CAPITULO 6

RESULTADOS

6.0 Introduccién

No es de extrafiar que en un trabajo de esta naturaleza, donde gran parte
del esfuerzo consistié en hacer los programas de los métados de andlisis y en
interpretar los resultados para seguir buscando diferentes comportamientos, la
seccién de resultados sea la mas larga.

En esta seccidn se dard una idea de ¢dmo se calcularon algunas cosas, y sobre
todo, se mostrara lo que se encontré. La divisidn en incisos de este capitulo se
realizé con el objeto de facilitar la busqueda de resultados particulares; sin em-
bargo la informacién contenida en unas secciones, ataifie generalmente también
a las otras. Afortunadamente, al menos desde el punto de vista de un servidor,
los resultados se exhibirdn principalmente en gréficas,

6.1 El Espacio de Parametros

El andlisis del sistema se basd en las series de datos obtenidas tal como se des-
cribe en el inciso 5.3. Como ya se menciond, la atencién se centrd principalmente
en las series de periodos (por ser éstas las mds estudiadas experimentalmente).
Ademds, para los atractores mds relevantes, se analizaron las series de masas
de las gotas, y aunque no de manera sistematica, también se llevé un control
del comportamiento de las series de datos correspondientes a la velocidad con
la que se desprendia la gota, y la masa de la columna de agua que segufa sujeta
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del grifo después del rompimiento. Sin embargo, al no aportar nada nuevo al
comportamiento de las otras variables dindmicas, omitimos su estudio detallado.

En principio hubiera sido deseable llevar a cabo una exploracién minuciosa de
el sistema en todo el espacio tridimensional de sus pardmetros independientes
(f, g y h); sin embargo esto hubiera requerido excesivo tiempo de cémputo. Para
encontrar una aparente continuidad en el comportamiento del sistema al variar
uno solo de sus pardmetros, frecuentemente fue necesario tomar inerementos
de éste, de alrededor de un milésimo del intervalo total de sus valores posibles
(de ahi la imposibilidad de intentar recorrer minuciosamente todo el espacio).
Por este motivo la inspeccién del sistema se realizé tomando muestras en varias
zonas del espacio, escogiendo para una cxploracidn detenida aquellas regiones
cuyo comportamiento nos parecié mds interesante.

La regién total del espacio de pardmetros en que se llevd a cabo este proce-
dimiento fue delimitada por el modelo mismo, pues para valores fuera de ésta,
el sistema se ‘saturaba’. Esto sucedia, por cjemplo, cuando el parametro aso-
ciado al flujo de agua (f), y aquél que controlaba la fuerza de gravedad (g),
eran demasiado grandes: despuds de sobrepasar el valor ¢ = 1 (el momento del
desprendimiento), la masa crecia rdpidamente y su peso ganaba a la fuerza del
resorte quc intentaba regresarla, alejandola indefinidamente del punto de equi-
librio alrededor del cual oscilaba anteriormente (esto podria compararse con el
caso de la llave de agua real en que el flujo es tan grande que la caida de agua
se hace continua). Una situacidn similar se daba cuando el tamaifio de la gota
que se desprendfa (h) era demasiado grande. Por razones de esta naturaleza, la
regién aproximada de valores en los que se estudid el sistema fue: .05 < f <2,
d1<g<lyd<h<l1l,

8.2 Atractores Periddicos

Mientras se resolvian las ecuaciones, en la pantalla de la computadora se
graficaba la érbita del sistema usando 2 de las dimensiones del espacio fase: el
plano zy. Para trayectorias sencillas como las de los atractores periddicos, estos
diagramas eran muy claros. Cada vez que el sistema caia en un atractor de
periodo n, su drbita daba n vueltas antes de cerrarse (aprovechemos la ocasién
para comentar que en general llamaremos n, al ndimero de veces que la variable
z pasa de ser menor, a mayor que 1, y por lo tanto n serd también el nimero de
gotas que se desprendan). En las figuras 6.1a y 6.2a se muestran las irayectorias
en el plano ry de un atractor de periodo 1 y 2, respectivamente. En los incisos b)
de estas figuras se muestra el mapeo de Poincaré de los periodos de los atractores,

Es de vital importancia recordar que aunque en lo sucesivo trabajaremos con la
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proyeccién zy del espacio fase, en el que las trayectorias son continuas, las érbitas
en las demds proyecciones del espacio fase se ven radicalmente diferentes debido
a la discontinuidad en la masa. En la figura 6.2.1 se muestran las trayectorias
en el plano my, de los atractores de periodo 2 y 3 de las figuras 6.4b y 6.5a,
respectivamente.

Pensando en la posible existencia de atractores coexistentes, es decir, de 2 o
mas atractores distintos para los mismos parimetros del sistema, pero con dis-
tintas cuencas de atraccidn, siempre que se exploraba una regién del espacio de
pardmetros, se hacia con miltiples condiciones iniciales (ademads, por supuesto,
esto nos permitia corroborar que se trataba de un atractor). A pesar del énfasis
que se hizo en este punto, jamds se encontraron 2 o mas atractores para un sdlo
juego de parametros. En las figuras 6.3 y 6.4 se muestran las trayectorias resul-
tantes de dar 3 condiciones iniciales distintas a un mismo juego de pardmetros.
Después de algiin tiempo en el que siguen caminos diferentes, ambas trayectorias
convergen a una misima, que es el atractor del sistema (de periodo 2, en este
caso). Cabe aclarar que también los valores en los que se estabilizan las series de
datos asociadas a las variables, es decir las de periodos (P), las de masas de las
gotas (M), las de masas que quedan en el grifo (masas @} y las de velocidades
(Y) con que se desprende la gota, son independientes de las condiciones iniciales.
Ademas, como es de esperarse, los atractores periddicos siempre tienen el mismo
periodo en todas cstas variables.

En la figura 6.5 se muestra la trayectoria en el espacio fase de un atractor de
periodo 3. Aunque los estados transitorios de todos estos atractores periddicos
son muy cortos (la convergencia de las trayectorias a el atractor es muy rdpida),
en el diagrama se suprimié la primera parte de la orbita para evitar confusiones.
En la figura 6.6a, donde se muestra la serie de periodos del mismo atractor, po-
demos apreciar que para cstos valores de los pardmetros (y en general para todos
aquéllos que conducen a atractores periddicos), el sistema no sélo es muy estable
en el sentido de que cae inmediatamente en el atractor, sino que ademads permite
ser integrado en la computadora sin producir demasiado ruido numeérico. En la
figura 6.6b se muestra el espectro de potencias (magnitud de la transformada
de Fourier) de los datos del inciso a), calculado con el método de trensformada
répida de Fourier de Sande-Tukey (Ramirez 1980). El pico de la funcién aparece
en el valor de la frecuencia correspondiente a %, tal como era de esperarse para
un atractor de periodo 3. Tanto en ésta, como en todas las graficas de espectros
que se encuentren en este trabajo, el intervalo de graficacion de la frecuencia
vade0a %, pues es éste el valor de la frecuencia de Nyquist (la frecuencia de
Nyquist (z—g—t) es el valor mdximo de la frecuencia que puede ser detectada por
la transformada discreta de Fourier de una funcién muestreada a intervalos de
tiempo At (Ramirez 1980). En nuestro caso, At = An =1).

En las figuras 6.7, 6.8 y 6.9 aparecen los mapeos de Poincaré y los espectros
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de potencias de atractores de periodo 4, 5 y 8, respectivamente. Los espectros

muestran picos en las frecuencias principales (41, % y ;—) ¥ en sus correspondien-
L 1.2, ,2 3.1

tes armoénicos (3; £ Y 5, § ¥ 3)

Si prestamos atencién a las posiciones en que aparecen los puntos en los ma-
peos de Poincaré de todos los atractores periédicos mostrados hasta ahora, ve-
remos como parecen confinarse dentro de una curva que evoluciona, acercéndose
cada vez mds a aquélla mostrada en la figura 6.26a. De esta manera, variando
uno de los pardmetros del sistema (f), observamos una evolucién de sus atracto-
res, tanto en el periodo como en la forma que ocupan en el mapeo de Poincaré.
No es de extrafiar que esta curva que es la relacion funcional entre P, y Ppig,
mantenga la forma global de esta dependencia, aun variando los pardmetros.

En la tabla 6.1 se comparan algunos de los valores de f para los que se
siguid el comportamiento del sistema, con e} nimero de periodos a los que éstos
conducen. Como puede apreciarse, a medida que decrece el valor de f (con
h =10y g = .32), el periodo del atractor crece, hasta llegar a una zona donde
el atractor se vuelve cadtico. Por otro lado, para valores de f un poco mayores,
también se encuentra una regién con comportamiento cadtico (que se mostrard
en el inciso 6.3). Ademads son notorios algunos valores de f para los que el perfodo
se sale de la tendencia de crecimiento monétono. Esto resulta extraiio, aunque
corresponde a los resultados obtenidos al estudiar experimentalmente el sistema
de la gota (Wu y Schelly 1989, Nufiez-Yépez 1991). Este comportamiento podria
atribuizse a la existencia de ‘ventanas’ en donde la dependencia del periodo en
funcién de los parimetros, se da de manera similar aunque a distinta escala,
de modo que un analisis local de esa regién podria mostrar otros atractores de
distintos periodos. De acuerdo a la descripcién del sistema hecha en el capitulo 4,
hubiésemos esperado encontrar que el incremento de f provocase también un
incremento del periodo del atractor, y no lo contrario. Sin embargo, como ya se
menciond, aunque se revisaron algunos puntos intermedios que no aparecen en
la tabla y en éstos se tenfa el mismo periodo, podria haber secciones donde esto
no fuese asf.

Analizando en escalas muy pequeifias algunas de las regiones de los pardmetros
en donde el sistema pasaba de tener un atractor de periodo 2 a otro de periodo
4, se encontré que ocasionalmente se daba un proceso de bifurcacion, es decir
que no habia ningin otro atractor diferente entre ambos. Esto se esclarecié
al estudiar valores limite de los pardmetros, mismos que durante los estados
transitorios parecian conducir a periodo 2, y a medida que el tiempo transcurria,
descomponian en 2 cada una de sus drbitas, fermando asi el atractor de perfodo 4.
El mismo proceso se encontré en érbitas que pasaban de periode 1a 2,2al,y
2 a 4, tal como se ilustra en las figuras 6.9.1, 6.9.2 y en la tabla 6.1.
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6.3 Atractores Extranos

Ademas de los atractores periddicos, en varias regiones del espacio se encontra-
ron atractores extrafos, cuyo comportamiento merece ser estudiado con mucha
atencién. En la figura 6.10a se muestra el mapeo de Poincaré de los periodos
a los que conducen los valores f = .34, g = .32 y h = 10. Este atractor al que
llamamos PAR (por la forma parabdlica del conjunto del inciso a) } muestra una
estructura tal, que en una escala mayor de graficacién podria aparentar ser un
atractor de periodo b (como se ve cn el inciso b en donde se eliminaron los esta-
dos transitorios). Es por este motivo que al calcular el espectro de potencias de
esta serie de datos, la resolucién del método usado de transformada de Fourier
no fue suficiente para detectar el comportamiento cadtico, y mostré el resultado
correspondiente a un atractor de periodo 5. Sin embargo, al volver a aumentar
la escala de graficacidn (pues la fig. 10.6 ya era una amplificacién) para analizar
la seccidn del atractor encerrada por el recuadro de la figura 6.10b, vemos que
parece un segmento de recta (fig. 6.11a).

En la figura 6.11b tenemos el mapeo de Poincaré de las masas del atractor
PAR de la figura 6.10a. La forma global es algo mis complicada que en el
caso de los periodos, sin embargo también presenta la estructura parecida a
los 5 segmentos de linea, como puede apreciarse en la figura 6.12a donde se
eliminaron los estados transitorios, y en 6.12b donde se ampli el recuadro de
la figura anterior. El mismo comportamiento aparece al graficar las masas Q
del atractor (figs 6.13 y 6.14a) y las velocidades ¥ (figs 6.14b y 6.15), con la
salvedad de que para estas dltimas, uno de los 5 segmentos del atractor se dobla
(fig. 6.15b). Este hecho parece anteceder al comportamiento de otro de los
atractores que veremos enseguida.

En la figura 6.16a se muestra la trayectoria en el espacio fase, de un atractor
extrafio encontrado en otra de las regiones del espacio de pardmetros (f = .1,
g = .34 y h =7), al cual llamaremos ECG. La serie de tiempos P de la figura
6.16b muestra cémo a pesar de que la distribucién de los periodos se centra
principalmente alrededor de 2 valores, es continua en el intervalo que ocupa.
Esto se aprecia mejor en la figura 3.17a, donde se muestra el mapeo de Poincaré
de 16 mil datos (es debido a que esta curva parece un tipico electrocardiograma,
pero suavizado, que llamamos ECG al atractor). Es ficilmente apreciable que
la curva as{ obtenida, es una linea que de algiin modo se dobla y plicga sobre
si misma. Entre otras cosas, esto nos habla de la estrecha relacién entre un
periodo y el siguiente, pues podemos predecir el valor aproximado de P, si
sabemos cuanto vale P,_, pero también nos dice que si queremos mds precisién
en los valores, no basta saber esto (pues el valor de P, seguramente también
depende de P,_3). En la figura 6.18a se muestra la regién del atractor en donde
se encuentra uno de los extremos del lazo (el otro extremo se ve claramente en
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la figura 6.17a), y un lugar donde se cruza a sf mismo. En la figura 6.18b vemos
que con mas resolucién, una de las zonas de la curva que parecia ser una sola
linea, esta formada por 2.

El atractor mostrado en la figura 6.17a tiene algunas caracteristicas muy pa-
recidas a las de aquéllos obtenidos experimentalmente, mostrados en las figuras
4.6d, 4.7, 4.8¢ y 4.8f. También se parece a aquél obtenido mediante el modelo
analogico (fig. 5.1c). Al parecer, cl desdoblamiento de las lincas de los atractores
es algo que tanto los modelos, como el sistema real, tienen en comiin.

En la figura 6.19a se muestra el mapco de Poincaré de las masas del atractor
ECG, cuya complicada estructura suponeinos que se debe simplificar bastante
en un mapeo tridimensional. En las figuras 6.19b y 6.20a se ve que el com-
portamiento de las seccidnes del atractor encerradas en los recuadros 1 y 2, es
muy parecido al de aquéllas del mapeo de periodos de las figuras 6.18b y 6.18a
respectivamente. En la figura 6.20b se aprecia que en esa zona, el lazo no estd
formado por una sola linea, tal como se ve en la figura 6.20.1a, donde a pesar
de los escasos puntos, se ve el paso de 3 curvas. En la figura 6.20.1b se muestra
el atractor de las velocidades, que con la salvedad de la escala, es idéntico al de
las masas. La figura 6.21 ilustra el comportamiento cualitativamente parecido
del atractor de las masas Q.

Para algunos valores de los pardmetros muy préximos a los del atractor ECG,
una parte de la curva del mapeo de Poincaré de los periodos se acercaba bas-
tante a la recta identidad, dando como resultado un comportamiento parecido al
intermitente descrito en el inciso 3.1. Sin embargo los valores de los pardmetros
con los que se ensayd, nunca acercaron la curva lo suficiente como para encontrar
un verdadero comportamiento intermitente (en la tabla 6.1 se exhiben algunos
de estos valores).

Los espectros de potencias de las figuras 6.17a, 6.22 y 6.23 (que fueron descri-
tos para las series de periodos en el inciso 5.3), reflejan el mismo comportamiento
del atractor en todas sus variables. Como es caracteristico en los espectros de
sistemas cadticos, se presentan valores grandes a bajas frecuencias, y en este sis-
tema en particular aparecen 3 protuberancias principales. La mayor de ellas se
encuentra para valores de la frecuencia muy préximos a %, lo cual podria expli-
carse como una manifestacion de la alta densidad de datos centrados alrededor
de 2 valores (como se mostré en la serie de periodos de la figura 6.16b), pues
al ser tan alta esta densidad es muy probable que en varias ocasiones se pase
de una de estas regiones a la otra, simulando por momentos ser un atractor de

.periodo 2 (intermitenternente). Las otras protuberancias podrian ser el reflejo
de un comportamiento similar para frecuencias menores, o ser simplemente su-
barmoénicos de la frecuencia cercana a % (ndtese que sus centros aparecen muy

préximos a las frecuencias % y %)
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Después de observar la subestructura de los atractores en algunas de sus re-
gioncs, se decidid volver a amplificar las zonas donde los puntos no cafan exacta-
mente en la misma linea. Para ello se calcularon 130 mil periodos del atractor,
permitiendo asi encontrar suficientes puntos aun en regiones muy pequefias, Los
resultados se muestran en las figuras 6.24 y 6.25, donde se ampliaron los datos
hasta obtener la resolucién deseada. En la figura 6.24b se ve que la curva del
recuadro de la figura 6.24a, aparentemente formada por un sola linea, en reali-
dad estd constituida por 2. Al amplificar el recuadro v2, que parecfa contener
una sola linea, vemos en la figura 6.25a que en realidad contiene a 3. La am-
plificacién de v3 parece indicar que si se contase con mas puntos, cada una de
estas 3 lineas tendria a su vez subestructura. Al parecer, algunas regiones del
atractor son autosimilares.

El Gltimo de los atractores extrafios que describiremos encontrado para los
valores f = .10, g = .32 y h = 10, fue denominado ECGPAR por tener la forma
del atractor ECG y encoutrarse al variar uno solo de los pardmetros del atractor
PAR. En la figura 6.26a, donde aparece completo el atractor de los periodos,
se aprecia con facilidad que hay regiones del mismo mucho menos visitadas que
otras. Tal como lo muestran las figuras 6.261; y 6.27a, la estructura del atractor
es muy similar ala de los atractores vistos anteriormente. Como de costumbre, el
atractor de las masas (fig. 6.27b) manifiesta la discontinuidad de las ecuaciones
en esta variable, en la complicada forma de su mapeo de Poincaré. Ampliaciones
de dos de sus regiones son presentadas en la figura 6.28.

Otra manera de examinar los atractores fue mediante el cilculo de las di-
menstones de correlacion y de Hausdorf, utilizando para ello el método mostrado
en el articulo de Grassberger y Procaccia (1983), y el programa descrito en la
tesis de Oropeza, 1991. En esencia, el programa divide el espacio n-dimensional
en el que se encuentran los puntos, en rejillas de diferentes tamaios; cuenta
tanto el nlimero de casillas que contienen al menes un punto, como el nimero
de puntos que caen en cada casilla; y repite la operacién disminuyendo en cada
ocasién el tamafio de las casillas. Para evaluar la dimension de Hausdorf se gra-
fica el logaritmo natural de los tamaiios de las casillas contra aquél del niimero
de casillas ocupadas, para cada casilla; y la pendiente de la curva asi construida
(que se espera sea una recta), es la dimensién en cuestién. La dimensién de co-
rrelacién se obtiene siguiendo el mismo proceso, pero en vez de usar el nimero
de casillas ocupadas, se toma la suma de los cuadrados del niimero de puntos
por casilla, dividido entre el cuadrado del niimero de puntos totales (fig. 6.29).

Se utilizaron 130 mil datos para el cdlculo, dando como resultado las dimen-
siones que se muestran en la tabla 6.2. Como puede observarse, la dimensién
de correlacién asi obtenida para dos de los atractores es un poco menor que 1,
¥ para el tercero es un poco mayor. La dimensién de Hausdorf por su parte,
resulta ser 1, para dos de los atractores, y un poco mayor para el otro. Dada
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la incertidumbre de los datos, no es posible concluir si las dimensioncs son en
realidad diferentes de 1 o no. No ocultaremos que el resultado nos deja algo sor-
prendidos, sobre todo después de ver la subestructura de Jos datos de la figura
6.25, pues esperabamos que el cdlculo de la dimensidn resultase lo suficiente-
mente grande para que aun tomando en cuenta la incertidumbre, fuese mayor
que 1.

Por otro lado, €l exponente de Liapunov se intenté determinar mediante va-
rios métodos, el primero usando las ecuaciones del sistema para evolucionar un
vector de diferencia entre 2 condiciones iniciales (Liechtenberg et al. 1983); el
segundo utilizando las series de datos (Wolf et al. 1985). Sin embargo los resul-
tados obtenidos mediante estos métodos no parecian muy confiables, el primero,
por la dificultad de incluir la discontinuidad del modelo en las ecuaciones varia-
cionales; el segundo porque el programa de cleulo en la computadora saturaba
su capacidad con el gran niimero de datos y cifras significativas. Por esta razén
se implementd un método para calcular sélo de manera aproximada dicho expo-
nente. Este métedo parte del supuesto de que la mayor contribucién para que
uno de los exponentes de Liapunov sea positivo (lo cual es casi forzoso después
de ver los atractores que hemos visto), se da en el momento de la discontinuidad
de las ecuaciones. Por este motivo se analiza el cambio en la separacién de dos
puntos muy cercanos instantes antes de la discontinuidad, olviddndonos de la
manera en que evoluciona durante ¢l resto del tiempo.

Procediendo de esta manera, el resultado que se obtiene para el mayor ex-
ponente de Liapunov ¢s de 2.86. Este valor, que ¢s casi el mismo para los tres
atractores extranos descritos en este trabajo, sélo debe tomarse como una indi-
cacién de lo que en realidad vale el exponente. A modo de otra manifestacién
de la existencia de un exponente de Liapunov positivo, mencionaremos que al
calcular los periodos del atractor ECG con condiciones iniciales distantes entre
si 1x10~8 unidades, el periodo decimoséptimo de ambas trayectorias diferia en
.1 unidades. Esto, y el comportamiento global del sistema, son indicadores de
la existencia de un exponente de Liapunov positivo, y por lo tanto de caos en el
sistema.

Por dltimo mencionaremos que a pesar de que hubo regiones del espacio de
parametros cuyo estudio fue solamente parcial, la toma de muestras en las distin-
tas regiones indica que el comportamiento general y probablemente gran parte de
los resultados que fueron exhibidos, se repiten en multiples zonas. En términos
generales podriamos decir que la mayor parte del espacio de pardmetros conduce
a atractores periddicos como los descritos anteriormente, mientras que algunas
otras zonas mucho menos abundantes, albergan a los atractores mds complica-
dos. Si bien se encontraron atractores con las mismas propiedades en varias
regiones, creemos posible la existencia de otros con diferentes caracteristicas en
distintas zonas.
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Pinl

FIGURA 6.1, a) Orbita en ¢l espacio fase del atractor de perfodo 1 generado con f = .4, g =32y h = 10,
La trayectoria aparece desde el cotnienzo (zo = .7, yo = 0y ma = 1), b) Mapeo de Poincaré de los perfodos del
atractor mostrado en a).
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FIGURA 6.2, a) Orbita cn el espacio fase del atractor de perfodo 2 generndo con f = 3425, g = .32y h = 10,
La trayectoria aparece desde el comienzo (zo =.7, o =0y mo = 1). b) Mapeo de Poincart de los perfodos del
atractor mostrado en a).
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n=49

n=4?

FIGURA 6.2.1. Orbita en cl espadio fase my de  a) el atractor de perfodo 2 generado con f = .18, g = .34y
h =7 (fig. 6.4b). b) el atractor de perfodo 3 generado con f = .30, g = .32 y h = 10 (fig. 6.5a).
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n=23
P=0.030705%50103

a)

n=34

FIGURA 6.3. Orbitas cn cl espacio fase generadas con f = 18, g = .34 y h = 7, y condiciones iniciales
a)ro=.7, o= dy Moo=l D)Zo= S Yo=.Tyme=2
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=14.7491114730
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n=32
P=14.7490096640

b)

FIGURA 6.4, Orbitas en ol espacio fase generadas con f =

h = 7, y condiciones iniciales

vg =34y
a) ro =.2, yo = —.8y mo =.5; b) Atractor de perfodo 2 al que llcym las Fgurna 6.3n, 6.3b y 6.4a.
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.
. . e e e e e e e . PEnd

FIGURA 6.5. Atractor de perfodo 3 generado con f = .30, 9= .32y h = 10. a) Orbita en el espacio fase,
b) Mapeo de Poincaré de loa perfodos,
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Hagn. . ' n=3411

FIGURA 6.6. n) Serie de perfodos del atractor de la figura 6.5. b) Espectro de potencias del mismo atractor.
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Mavn. n=2%3

FIGURA 6.7. a) Mapeo de Poincaré de un atractor de perfodo 4 (f = .19, g = .32y h = 10). b) Espectro
de potencias de a).
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FIGURA 6.8. a) Mapeo de Poincaré de un atractor de perfodo 5 (f = .17, 9= .32y h = 10). b) Eapectro
de potencins de a).
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FIGURA 6.9. a) Mapeo de Poincaré de un atractor de periodo 8 (f = .18, g = .32y A = 10). b) Eapectro
de potencina de a).
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={2.652

[id 44 D1

FIGURA 6.9.1. a) Orbita de los transitorios de un atractor de perfodo 2, que comienza con 4 perfodos
distintos. b) Mapeo de Paincart de los perfodos de a).
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FIGURA 6.9.2. a} Orbita de los transitorios de un atractor de perfodo 2, que comienza con 2 perfodos casi
idénticos. b) Mapeo de Poincaré de los perfodos de a).
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FIGURA 6.10. a} Mapco dc Poincaré de los priteros 2100 periodos del atractor generado con f = .34, g = .32
y h = 10 (sin climinar los transitorios). b) Atractor de la figura a) eliminando los transitorios (primeros 100
periodos),
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FIGURA 6.11. a) Awplificacidn del recuadro de [a figura 6.10b.  b) Mapeo de Poincaré de laa primeras 2100

masas de las gotas del atractor gencrado con los valores de los pardmetros de la figura 6.10 (sin eliminar loa
transitorioa).
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FIGURA 6.12. a) Atractor de la figura 6.11b, climinando los transitorios (primeros 100 datos). b) Amplificacidn
del recundro de la figurn 6.12a.
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P=0.24155601L44
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:0.1378132069
0.0938967136 e e

FIGURA 6.13. a) Mapeo de Poincaré de las primeras 2100 masas @ del alractor generado con los valores
de los parimetros de la figura 6.10 {sin eliminar los transitorios). b) Atractor de la figura a) eliminando los
transitorios {primeros (00 periodoa).
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*0.1020711716 n=20%4
: P=0, 07492309933
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. 0.1000683286,

a) Awplificacidn del recuadro de la figura 6.13b. b} Mapeo de Paoincaré de las primeras 2100
velocidades (en & = 1) del atractor generado con los valores de los pardmetros de la figura 6.10 (ain climinar los

transitorios).
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FIGURA 6.15. a) Atractor de la figura 6.14b, eliminando los transitorios (primmeros 100 perfodos).  b) Amplificacién

del recumlro de la figura G.15a,
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FIGUIRA 6,16, a) Orbita en el eapacio fase, del atractor generadocon f =0, g = JMyhi=T7 (hasta n = 340},

b) Serie e 640 perfados del atractor de a),
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FIGURA G.17. a) Mapeo de Poincaré de 16 mil perfodos del atractor de Ia figura 6.16.

potencian de r).
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FIGURA 6.18. a} Amplificacion del recuadro 1 de la figura 6.17a, D) Amplificacion del recuadro 2 de la
figura 6.17a.
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FIGURA 6.19. a) Mapco de Poincaré de 16 il masas del atractor de la figura 6.16.  b) Amplificacién del

recundro 1 de Ia figura a).
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FIGURA 6.20. a) Amplificacién del recuadro 2 de Ia figura 6.10a. b) Ampliﬁca.cidn del recuadro 3 de Ia
figura 6.19a,
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FIGURA 6.20.1. a} Amplificacién del recuadro de la figura 6.20b.  b) Mapeo de Poincaré de 16 mil velocidades

(Y) del atractor de la figura 6.16.
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FIGURA 6.21. a) Mapeo dc Poincaré de 16 mil masas @ del atractor de la figura 6,16, b) Amplificacién del
recuadro de Ia figura a).

- 81 -



n=1023

':"Bﬂn Q)
UW‘ M\W

wMWN‘&‘“J’N“*'“‘f\\wwmv.w\hW‘W'WWW“W .

‘Magn nu:;
W»ﬁw

W»w-»wMvMW»‘WMWWMM,JWW

FIGURA 6.22. Promedio de 25 archivos de los cspectros de potencias de series de mil datos calculados con
condiciones iniciales al azar, con f =.1, 9= .34y h = 7. Lna series do datos corresponden a a) los perfodos {Ia
escala de graficacion cn el eje vertical es 900), b) las masas (1a escala de graficacién en el eje vertical es 8000).
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FIGURA 6.23. a) Promedio de 25 archivos de los eapectros de potencing de scries de mil datos caleulados con
condiciones iniciales al azar, con f = .1, g = .34 y h = 7. Los datos corresponden a las masas Q (la cacala de
graficacidn en ¢l cje vertical es 8000).  b) Espectro de potencias de 16 mil perfodos calculados con los mismos
pardmetros que en a) (cacalna difcrentea a las anteriores).
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FIGURA 6.24. a) Mapco de Poincaré de 130 mil perfodos del atractor de la figura 6.16. b) Amplificacién
del recuadro de la figura a).
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FIGURA 6.25. a) Amplificacién del recundro de la figura 6.24b.
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FIGURA 6.26. a) Mapeo de Poincaré de 16 mil perfodoa del atractor generado con f = .10,g = .32y A= 10

{ECGPAR). b) Amplificacién del recuadro 1 de la figura a).
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FIGURA 6.27. a) Amplificacidn del recuadro 2 de la figura 6.268a.  b) Mapeo de Poincaré de 18 mil masas
de las gotas del atractor ECGPAR (valores de los pardmetros de 1a figura 6.26a.
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FIGURA 6.28. a) Amplificacién del recuadro 1 de la figura 6.27b. b} Amplificadén del recuadro 2 de la
figura 6.27b.
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FIGURA 6.29. Calculo de la dimensién de correlacion de 130 mil masas del atractor ECG.
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TABLA 6.1, Atractores del sistcina para algunos valores de los pardmetros,
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ATRACTOR DATOS {Dcorr { Py

PAR Periodos | 0.92 [1.00

(f=0.34, g=0.32, h=10) | Masas | 0.92 [1.01

ECG Periodos | 1.01 |1.05

(1=0.10, g=0.34, h=7) | Masas | 1.05 |1.10

ECGPAR Periodos | 0.83 11.00

({=0.34, g=0.32, h=10) ; Masas | 0.84 [0.98

TABLA 6.2, Dimesiones de correlacidn y de Hausdorf de algunos atractores del sistema.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo hemos comprobado que si bien las ecuaciones del
sistema parecen muy simples a primera vista, el comportamiento de sus solucio-
nes es por demds variade. Después de trabajar con ellas durante largo tiempo,
podemos confirmar la impresién causada inicialmente y decir que aquello que de-
termina ¢l comportamiento irregular del modelo, es la discontinuidad impuesta
en la variacion de la masa.

Comparando la dindmica del sistema de la gota en el grifo de agua con la del
modelo, vemos que poscen caracteristicas comunes que los ubican dentro de un
mismo ‘grupo’. Mis ailn, para algunos valores de los pardmetros, la dindmica
del modelo es muy parccida a la del sistema. Tal es el caso de los atractores
periddicos, cuya estructura y evolucion de acuerdo al cambio de los pardmetros
se da del mismo modo en ambos sistemas. Incluso la aparicidn esporadica de
atractores extraiios, conforme se barre el espacio de pardimetros, es semejante.

En la seccién de resultados se hace notar la similitud en la forma de uno
de los atractores extranos del modelo (ECG), y la de varios de los encontra-
dos experimentalmente. Los mapeos de Poincaré de los atractores nos permiten
ver que la forma en que un periodo determina al siguiente, es muy parecida.
Desgraciadamente la informacidn obtenida experimentalmente acerca del sis-
tema es muy escasa, por lo tanto sélo son algunos pocos de los miiltiples re-
sultados obtenidos en cste trabajo, los que tienen un andlogo experimental que
pueda sonieterse a comparaciones.
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Por otro lado, la dindmica del modelo es tan variada, que por si sola constituye
un objeto de estudio amplio e interesante. Creemos que la estructura general de
los atractores, la subestructura encontrada, la sensible dependencia de las con-
diciones iniciales, las dimensiones obtenidas para los atractores, y la estimacién
del exponente de Liapunov, son suficientes para calificar como cadticos a los
atractores no periddicos encontrados (a pesar de que la obtencion del exponente
de Liapunov no fue exacta).

Esperamos que este trabajo sirva para suscitar interés en el modelo (o en
alguna variacidén de éste), permitiendo asi un posterior estudio atin mas detallado
de su comportamiento.
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