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Este	texto	está	diseñado	para	el	componente	Multivariable	o	de	Varias	Variables,	para	uno	de	tres	semestres	o	cuatro	trimestres	del	curso	de	cálculo	(en	las	escuelas	de	matemáticas,	ingeniería,	y	ciencias).El	Cálculo	no	ha	cambiado,	pero	los	estudiantes	si	lo	hacen.	Los	estudiantes	de	hoy	se	han	planteado	en	la	inmediatez	y	el	deseo	de	relevancia,	y
vienen	al	cálculo	con	diferentes	antecedentes	matemáticos.	Cálculo	de	Thoma’s	,	duodécima	edición,	ayuda	a	los	estudiantes	a	generalizar	y	aplicar	las	ideas	clave	de	cálculo	a	través	de	explicaciones	claras	y	precisas,	con	un	diseño	limpio,	con	ejemplos	cuidadosamente	escogidos,	y	una	serie	de	ejercicios	superiores.	Thomas	ofrece	la	combinación
adecuada	de	ejercicios	básicos,	conceptuales	y	desafiantes,	junto	con	aplicaciones	significativas.Entre	las	características	más	significativas	de	esta	revisión,	se	tienen	más	ejemplos,	más	ejercicios	de	nivel	medio,	más	figuras,	y	un	mejor	flujo	conceptual.	Capítulo	10	Secciones	cónicas	y	coordenadas	polares	Capítulo	11	Sucesiones	y	series	infinitas
Capítulo	12	Los	vectores	y	la	geometría	del	espacio	Capítulo	13	Funciones	con	valores	vectoriales	y	movimiento	en	el	espacio	Capítulo	14	Derivadas	parciales	Capítulo	15	Integrales	múltiples	Capítulo	16	Integración	en	Campos	Vectoriales.	
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Ejercicios	Resueltos	Thomas	Calculo	12	Edicion	PDF	En	la	novena	edición	de	Cálculo	de	thomas,	hemos	querido	mantener	el	estilo	de	las	versiones	anteriores	y	conservar	las	fortalezas	detectadas	en	ellas.	Nuestra	meta	ha	sido,	por	lo	tanto,	identificar	las	mejores	características	de	las	ediciones	clásicas	de	la	obra	y,	al	mismo	tiempo,	atender
cuidadosamente	las	sugerencias	de	nuestros	muchos	usuarios	y	revisores.Con	estos	altos	estándares	en	mente,	hemos	reconstruido	los	ejercicios	y	aclarado	algunos	temas	de	difícil	comprensión.	De	acuerdo	con	el	autor,	George	Thomas,	“hemos	intentado	escribir	el	libro	con	tanta	claridad	y	precisión	como	ha	sido	posible”.	Además,	hemos
restablecido	los	contenidos	para	que	sean	más	lógicos	y	congruentes	con	los	programas	de	estudio	de	mayor	difusión.	Al	revisar	esta	labor	en	retrospectiva,	nos	percatamos	de	que	los	muchos	conocimientos	adquiridos	nos	han	ayudado	a	crear	un	texto	de	cálculo	útil	y	atractivo	para	la	siguiente	generación	de	ingenieros	y	científicos.En	su	novena
edición,	el	texto	no	sólo	presenta	a	los	estudiantes	los	métodos	y	las	aplicaciones	del	cálculo,	sino	que	plantea	también	una	manera	de	pensar	totalmente	matemática.	bcbs	of	texas	medical	policy	manual	A	partir	de	los	ejercicios,	los	ejemplos	y	el	desarrollo	de	los	conceptos	que	revela	la	teoría	en	un	lenguaje	legible,	este	libro	se	centra	en	el
pensamiento	y	la	comunicación	de	ideas	matemáticas.El	cálculo	tiene	gran	relación	con	muchos	de	los	paradigmas	clave	de	las	matemáticas,	y	establece	los	fundamentos	reales	para	la	reflexión	precisa	y	lógica	en	torno	de	temas	físicos	y	matemáticos.	duel	links	meta	yubel	guide	Nuestro	propósito	se	centra	en	ayudar	a	los	estudiantes	a	alcanzar	la
madurez	matemática	necesaria	para	dominar	el	material	y	aplicar	sus	conocimientos	de	manera	íntegra.	El	razonamiento	que	se	deriva	de	la	comprensión	de	lo	analizado	en	las	páginas	de	esta	obra	hacen	que	el	esfuerzo	que	ha	implicado	su	creación	valga	la	pena.Más	de	un	millón	de	alumnos	han	cursado	Cálculo	con	la	obra	de	los	docentes	Thomas	y
Finney.	La	novena	edición	constituye	la	revisión	más	importante	desde	que	se	publicó.	Entre	las	características	más	relevantes	están:Ejercicios	y	proyectos	opcionales	para	el	uso	de	software.Ejercicios	revisados	y	reorganizados	por	tema,	clasificados	por	nivel	de	dificultad.Se	indica	con	una	figura	que	requiere	herramienta	adicional	para
resolverlos.Una	vez	analizado	el	contenido	de	este	libro,	los	estudiantes	estarán	bien	instruidos	en	el	lenguaje	matemático	que	se	necesita	para	aplicar	los	conceptos	de	cálculo	a	numerosas	situaciones	de	ciencias	e	ingeniería.	También	estarán	preparados	para	tomar	cursos	de	ecuaciones	diferenciales,	álgebra	lineal	o	cálculo	avanzado.	THOMAS
CLCULOVARIAS	VARIABLESDecimosegunda	edicin	FRMULAS	BSICAS	DE	LGEBRAOperaciones	aritmticas	asb	+	cd	=	ab	+	ac,	a	c	ad	+	bc	+	=	,	b	d	bd	Leyes	de	los	signos	-	s	-ad	=	a,	Cero	a	a	-a	=	-	=	b	b	-b	a0	=	1,	0a	=	0	ac	a#c	=	b	d	bd	a>b	c>d	=	a#d	b	c	La	divisin	entre	cero	no	est	definida.	0	Si	a	Z	0:	a	=	0,	Para	cualquier	nmero	a:	a	#	0	=	0	#	a
=	0	Leyes	de	los	exponentes	aman	=	am	+	n,	Si	a	Z	0,	am	=	am	-	n,	an	El	teorema	del	binomio	a0	=	1,	a-m	=	1	.	am	sabdm	=	ambm,	sam	dn	=	amn,	am>n	=	2am	=n	n	A	2a	B	m	Para	cualquier	entero	positivo	n,	nsn	-	1d	n	-	2	2	a	b	1#2	nsn	-	1dsn	-	2d	n	-	3	3	+	a	b	+	+	nabn	-	1	+	bn	.	1#2#3	sa	-	bd2	=	a2	-	2ab	+	b2	sa	-	bd3	=	a3	-	3a2b	+	3ab2	-	b3.	sa
+	bdn	=	an	+	nan	-	1b	+	Por	ejemplo,	sa	+	bd2	=	a2	+	2ab	+	b2,	sa	+	bd3	=	a3	+	3a2b	+	3ab2	+	b3,	Factorizacin	de	una	diferencia	de	potencias	iguales	de	enteros,	n>1	an	-	bn	=	sa	-	bdsan	-	1	+	an	-	2b	+	an	-	3b2	+	+	abn	-	2	+	bn	-	1	d	Por	ejemplo,	a2	-	b2	=	sa	-	bdsa	+	bd,	a3	-	b3	=	sa	-	bdsa2	+	ab	+	b2	d,	a4	-	b4	=	sa	-	bdsa3	+	a2b	+	ab2	+	b3	d	.
Cmo	completar	un	cuadrado	Si	a	Z	0,	ax2	+	bx	+	c	=	au	2	+	C	au	=	x	+	sb>2ad,	C	=	c	b2	b	4a	La	frmula	cuadrtica	Si	a	Z	0	y	ax2	+	bx	+	c	=	0,	entonces	x	=	-b	;	2b2	-	4ac	.	2a	REGLAS	DE	INTEGRACINFrmulas	generalesa	Cero:	Orden	de	la	integracin:	Mltiplos	constantes:	a	L	a	b	L	b	a	L	b	a	L	b	sxd	dx	=	0b	sxd	dx	=	-	a	L	sxd	dxb	ksxd	dx	=	k	a	L	sxd
dxb	scualquier	nmero	kd	sk	=	-	1db	a	L	-sxd	dx	=	-	a	L	sxd	dxb	Sumas	y	diferencias:	Aditividad:	a	L	b	a	L	ssxd	;	gsxdd	dx	=c	a	L	sxd	dx	;c	gsxd	dx	sxd	dx	b	a	L	L	Desigualdad	mx-mn:	Si	mx	f	y	mn	f	son	los	valores	mximo	y	mnimo	de	f	en	[a,	b],	entonces	mn	#	sb	-	ad	sxd	gsxd	sxd	0	enb	a	L	b	sxd	dx	+	sxd	dx	=	sxd	dx	mx	#	sb	-	ad.b	Dominancia:	en	[a,	b]
implica	a	L	b	sxd	dx	a	L	gsxd	dx	[a,	b]	implica	a	L	sxd	dx	0	Teorema	fundamental	del	clculo	Parte	1	Si	es	continua	en	[a,	b],	entonces	Fsxd	=	1a	std	dt	es	continua	en	[a,	b]	y	derivable	en	(a,	b)	y	su	derivada	es	(x);	F(x)	=	d	std	dt	=	sxd.	dx	L	ax	x	Parte	2	Si	es	continua	en	cada	punto	de	[a,	b]	y	F	es	cualquier	antiderivada	de	en	[a,	b],	entoncesb	a	L	sxd
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lgebra	por	computadora	(SAC)	463	Integracin	numrica	468	Integrales	impropias	478	PREGUNTAS	DE	REPASO	489	EJERCICIOS	DE	PRCTICA	489	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	491	9	Ecuaciones	diferenciales	de	primer	orden9.1	9.2	9.3	9.4	9.5	Soluciones,	campos	direccionales	y	el	mtodo	de	Euler	496	Ecuaciones	diferenciales	lineales
de	primer	orden	504	Aplicaciones	510	Soluciones	grficas	de	ecuaciones	diferenciales	autnomas	516	Sistemas	de	ecuaciones	y	planos	fase	523	PREGUNTAS	DE	REPASO	529	EJERCICIOS	DE	PRCTICA	529	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	530	496	10	Sucesiones	y	series	infinitas10.1	10.2	10.3	10.4	10.5	Sucesiones	532	Series	infinitas	544
Criterio	de	la	integral	553	Criterios	de	comparacin	558	Criterios	de	la	raz	y	de	la	razn	532	563	x	Contenido	10.6	10.7	10.8	10.9	10.10	Series	alternantes,	convergencia	absoluta	y	convergencia	condicional	Series	de	potencias	575	Series	de	Taylor	y	de	Maclaurin	584	Convergencia	de	series	de	Taylor	589	La	serie	binomial	y	aplicaciones	de	las	series	de
Taylor	596	PREGUNTAS	DE	REPASO	605	EJERCICIOS	DE	PRCTICA	605	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	607	568	11	Ecuaciones	paramtricas	y	coordenadas	polares11.1	11.2	11.3	11.4	11.5	11.6	11.7	Parametrizacin	de	curvas	planas	610	Clculo	con	curvas	paramtricas	618	Coordenadas	polares	627	Grficas	en	coordenadas	polares	631	reas
y	longitudes	en	coordenadas	polares	635	Secciones	cnicas	639	Secciones	cnicas	en	coordenadas	polares	648	654	PREGUNTAS	DE	REPASO	EJERCICIOS	DE	PRCTICA	655	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	657	610	VOLUMEN	II	12	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio12.1	12.2	12.3	12.4	12.5	12.6	Sistemas	de	coordenadas
tridimensionales	660	Vectores	665	El	producto	punto	674	El	producto	cruz	682	Rectas	y	planos	en	el	espacio	688	Cilindros	y	superficies	cudricas	696	PREGUNTAS	DE	REPASO	701	EJERCICIOS	DE	PRCTICA	702	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	704	660	13	Funciones	con	valores	vectoriales	y	movimiento	en	el	espacio13.1	13.2	13.3	13.4
13.5	13.6	Curvas	en	el	espacio	y	sus	tangentes	707	Integrales	de	funciones	vectoriales;	movimiento	de	proyectiles	Longitud	de	arco	en	el	espacio	724	Curvatura	y	vectores	normales	de	una	curva	728	Componentes	tangencial	y	normal	de	la	aceleracin	734	Velocidad	y	aceleracin	en	coordenadas	polares	739	PREGUNTAS	DE	REPASO	742	EJERCICIOS
DE	PRCTICA	743	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	745	715	707	Contenido	xi	14	Derivadas	parciales14.1	14.2	14.3	14.4	14.5	14.6	14.7	14.8	14.9	14.10	Funciones	de	varias	variables	747	Lmites	y	continuidad	en	dimensiones	superiores	755	Derivadas	parciales	764	Regla	de	la	cadena	775	Derivadas	direccionales	y	vectores	gradiente	784
Planos	tangentes	y	diferenciales	791	Valores	extremos	y	puntos	de	silla	802	Multiplicadores	de	Lagrange	811	Frmula	de	Taylor	para	dos	variables	820	Derivadas	parciales	con	variables	restringidas	824	PREGUNTAS	DE	REPASO	829	EJERCICIOS	DE	PRCTICA	829	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	833	747	15	Integrales	mltiples15.1	15.2
15.3	15.4	15.5	15.6	15.7	15.8	Integrales	dobles	e	iteradas	sobre	rectngulos	836	Integrales	dobles	sobre	regiones	generales	841	reas	por	doble	integracin	850	Integrales	dobles	en	forma	polar	853	Integrales	triples	en	coordenadas	rectangulares	859	Momentos	y	centros	de	masa	868	Integrales	triples	en	coordenadas	cilndricas	y	esfricas	Sustitucin	en
integrales	mltiples	887	PREGUNTAS	DE	REPASO	896	EJERCICIOS	DE	PRCTICA	896	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	898	836	875	16	Integracin	en	campos	vectoriales16.1	16.2	16.3	16.4	16.5	16.6	16.7	16.8	Integrales	de	lnea	901	Campos	vectoriales	e	integrales	de	lnea:	Trabajo,	circulacin	y	flujo	Independencia	de	la	trayectoria,	campos
conservativos	y	funciones	potenciales	920	Teorema	de	Green	en	el	plano	931	Superficies	y	reas	943	Integrales	de	superficie	953	Teorema	de	Stokes	962	El	teorema	de	la	divergencia	y	una	teora	unificada	972	PREGUNTAS	DE	REPASO	983	EJERCICIOS	DE	PRCTICA	983	EJERCICIOS	ADICIONALES	Y	AVANZADOS	986	907	901	xii	Contenido	17
Ecuaciones	diferenciales	de	segundo	orden17.1	17.2	17.3	17.4	17.5	Ecuaciones	lineales	de	segundo	orden	989	Ecuaciones	lineales	no	homogneas	996	Aplicaciones	1005	Ecuaciones	de	Euler	1011	Soluciones	en	series	de	potencias	1014	989	ApndicesA.1	A.2	A.3	A.4	A.5	A.6	A.7	A.8	A.9	Los	nmeros	reales	y	las	rectas	reales	AP-1	Induccin	matemtica	AP-
6	Rectas,	circunferencias	y	parbolas	AP-10	Demostraciones	de	los	teoremas	de	lmites	AP-18	Lmites	que	aparecen	con	frecuencia	AP-21	Teora	de	los	nmeros	reales	AP-23	Nmeros	complejos	AP-25	La	ley	distributiva	para	el	producto	vectorial	cruz	AP-35	El	teorema	de	la	derivada	mixta	y	el	teorema	del	incremento	AP-1	AP-36	Respuestas	a	los	ejercicios
con	nmero	impar	ndice	Crditos	Breve	tabla	de	integrales	A-1	I-1	C-1	T-1	PREFACIORevisamos	exhaustivamente	esta	edicin	de	Clculo	de	Thomas	con	la	finalidad	de	cubrir	las	necesidades	de	los	profesores	y	los	estudiantes	actuales.	

El	resultado	es	un	libro	con	ms	ejemplos,	ms	ejercicios	de	nivel	medio,	mayor	cantidad	de	figuras	y	mejor	flujo	conceptual,	adems	de	mayores	claridad	y	precisin.	Al	igual	que	las	ediciones	anteriores,	esta	nueva	edicin	ofrece	una	introduccin	moderna	al	clculo	que	apoya	la	comprensin	conceptual,	pero	conserva	los	elementos	esenciales	de	un	curso
tradicional.	le_petit_nicolas_film_summary.pdf	Tales	mejoras	se	relacionan	estrechamente	con	una	versin	ampliada	del	texto	de	MyMathLab	(al	que	nos	referiremos	ms	adelante),	el	cual	brinda	apoyo	adicional	a	los	estudiantes	y	flexibilidad	a	los	profesores.	Muchos	de	nuestros	alumnos	estuvieron	expuestos	a	la	terminologa	y	los	aspectos
computacionales	del	clculo	durante	el	bachillerato.	A	pesar	de	la	familiaridad	con	el	lgebra	y	la	trigonometra,	sus	habilidades	en	estas	materias	con	frecuencia	son	insuficientes	para	alcanzar	el	xito	en	el	clculo	universitario.	Con	este	texto	buscamos	equilibrar	la	escasa	experiencia	de	los	estudiantes	con	el	clculo	y	el	desarrollo	de	habilidades
algebraicas	que	podran	necesitar,	todo	sin	socavar	o	minar	su	confianza.	Adems,	hemos	tenido	cuidado	de	presentar	suficiente	material,	soluciones	detalladas	paso	a	paso	y	ejercicios	que	apoyen	una	comprensin	completa	para	alumnos	de	todos	los	niveles.	Animamos	a	los	estudiantes	a	ir	ms	all	de	la	memorizacin	de	las	frmulas	para	generalizar
conceptos	conforme	stos	se	presenten.	Nuestro	deseo	es	que	despus	de	cursar	clculo,	ellos	tengan	confianza	en	sus	habilidades	para	razonar	y	resolver	problemas.	redemptionis	sacramentum	pdf	english	El	dominio	de	un	tema	maravilloso	con	aplicaciones	prcticas	al	mundo	ser	su	recompensa,	pero	el	verdadero	regalo	ser	la	habilidad	para	pensar	y
generalizar.	Creemos	que	este	libro	brindar	respaldo	y	apoyo	para	ambas	cosas.	Cambios	en	la	decimosegunda	edicinCONTENIDO	En	la	preparacin	de	esta	edicin	hemos	conservado	la	estructura	bsica	de	la	tabla	de	contenido	de	la	edicin	anterior.	Hemos	puesto	atencin	a	las	peticiones	de	los	usuarios	y	los	revisores	de	posponer	la	introduccin	de
ecuaciones	paramtricas	hasta	despus	de	explicar	las	coordenadas	polares,	y	de	presentar	el	tema	de	la	regla	de	L	Hpital	despus	de	las	funciones	trascendentes.	Realizamos	numerosas	revisiones	a	la	mayora	de	los	captulos,	como	se	detalla	a	continuacin.	Funciones	Condensamos	este	captulo	an	ms	para	centrarnos	en	la	revisin	de	los	conceptos	sobre
funciones.	El	material	de	requisito	que	cubre	nmeros	reales,	intervalos,	incrementos,	lneas	rectas,	distancias,	circunferencias	y	parbolas	se	presenta	en	los	apndices	1	a	3.	66505976059.pdf	Lmites	Para	mejorar	la	continuidad	en	este	captulo,	combinamos	las	ideas	de	lmites	que	incluyen	infinito	y	su	relacin	con	las	asntotas	en	las	grficas	de	las
funciones,	colocndolas	juntas	al	final	de	la	ltima	seccin	del	captulo.	Derivadas	Aunque	utilizamos	tasas	de	cambio	y	tangentes	a	curvas	como	motivacin	para	el	estudio	del	concepto	de	lmite,	ahora	presentamos	el	concepto	de	derivada	en	un	solo	captulo.	Reorganizamos	e	incrementamos	el	nmero	de	ejemplos	de	tasas	relacionadas	y	agregamos	nuevos
ejemplos	y	ejercicios	sobre	graficacin	de	funciones	racionales.	xiii	xiv	Prefacio	Antiderivadas	e	integracin	Conservamos	la	organizacin	de	la	decimoprimera	edicin	al	colocar	las	antiderivadas	como	el	ltimo	tema	referente	a	las	aplicaciones	de	las	derivadas.	
Nuestro	objetivo	es	exponer	la	forma	de	recuperar	una	funcin	a	partir	de	su	derivada,	como	la	solucin	del	tipo	ms	sencillo	de	una	ecuacin	diferencial	de	primer	orden.	Las	integrales,	como	lmites	de	sumas	de	Riemann,	estudiadas	sobre	todo	a	la	luz	del	problema	de	determinar	reas	de	regiones	generales	con	fronteras	curvas,	son	un	nuevo	tema	que
forma	la	parte	sustancial	del	captulo	5.	
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Despus	de	un	cuidadoso	desarrollo	del	concepto	de	integral,	pusimos	nuestra	atencin	en	su	evaluacin	y	su	relacin	con	las	antiderivadas,	relacin	que	se	plasma	en	el	teorema	fundamental	del	clculo.	Las	aplicaciones	correspondientes	definen	diversas	ideas	geomtricas	de	rea,	volumen,	longitudes	de	trayectorias	y	centroides,	todas	como	lmites	de	sumas
de	Riemann	que	dan	lugar	a	integrales	definidas	que	pueden	evaluarse	determinando	una	antiderivada	del	integrando.	with	honor	certificate	template	Posteriormente,	regresamos	al	tema	de	resolver	ecuaciones	diferenciales	de	primer	orden	ms	complicadas;	despus	de	ello,	definimos	y	establecemos	las	funciones	trascendentes	y	sus	propiedades.
Ecuaciones	diferenciales	Algunas	universidades	prefieren	que	este	tema	se	incluya	en	un	curso	aparte	de	clculo.	Aunque	nosotros	tratamos	las	soluciones	de	ecuaciones	diferenciales	con	variables	separables,	cuando	tratamos	las	aplicaciones	de	crecimiento	y	decaimiento	exponenciales	en	el	captulo	de	funciones	trascendentes,	organizamos	todo
nuestro	material	en	dos	captulos	(que	pueden	omitirse	para	seguir	la	secuencia	de	clculo).	En	el	captulo	9	damos	un	tratamiento	introductorio	a	las	ecuaciones	diferenciales	de	primer	orden.	El	captulo	incluye	una	nueva	seccin	sobre	sistemas	y	planos	fase,	con	aplicaciones	a	modelos	que	incluyen	presas	y	depredadores.	En	el	captulo	17	presentamos
una	introduccin	a	ecuaciones	diferenciales	de	segundo	orden,	que	se	incluye	en	MyMathLab,	as	como	en	el	sitio	Web	del	texto,	www.pearsoneducacion.net/thomas.	Series	Conservamos	la	estructura	organizacional	de	la	decimoprimera	edicin	para	los	temas	de	sucesiones	y	series.	Agregamos	nuevas	figuras	y	nuevos	ejercicios	a	diversas	secciones,
pero	adems	revisamos	algunas	de	las	demostraciones	relacionadas	con	la	convergencia	de	series	de	potencia	para	mejorar	la	accesibilidad	del	material	a	los	estudiantes.	Uno	de	los	usuarios	del	texto	nos	dijo	que	cualquier	modificacin	que	hiciramos	para	que	este	material	resultara	ms	sencillo	para	los	estudiantes	sera	bienvenida	en	su	facultad;	ese
comentario	nos	gui	para	hacer	las	revisiones	de	este	captulo.	Ecuaciones	paramtricas	Varios	usuarios	pidieron	incluir	este	tema	en	el	captulo	11,	donde	tambin	se	tratan	coordenadas	polares	y	secciones	cnicas.	Lo	hicimos	luego	de	comprender	que	muchos	departamentos	eligen	cubrir	tales	temas	al	inicio	de	Clculo	III,	como	preparacin	para	tratar	el
clculo	con	vectores	y	de	varias	variables.	Funciones	de	variables	vectoriales	Redujimos	los	temas	de	este	captulo	para	dar	mayor	nfasis	a	los	conceptos	que	fundamentan	el	material	sobre	derivadas	parciales,	el	vector	gradiente	y	las	integrales	de	lnea.	Compactamos	el	anlisis	del	marco	de	Frenet	y	las	tres	leyes	de	Kepler	acerca	del	movimiento	de	los
planetas.	Clculo	de	varias	variables	En	estos	tres	captulos	resaltamos	el	diseo,	adems	de	aadir	muchas	figuras,	ejemplos	y	ejercicios	nuevos.	Reorganizamos	el	material	inicial	sobre	integrales	dobles.	Combinamos	en	una	sola	seccin	las	aplicaciones	de	integrales	dobles	y	triples	a	masas	y	momentos;	se	presentan	casos	tanto	de	dos	como	de	tres
dimensiones.	Dicha	reorganizacin	permite	una	mejor	exposicin	de	los	conceptos	clave,	junto	con	sus	propiedades	y	sus	aspectos	computacionales.	Al	igual	que	en	la	edicin	anterior,	en	sta	continuamos	haciendo	las	conexiones	de	las	ideas	de	varias	variables	con	sus	anlogos	de	una	variable	que	se	estudian	antes	en	el	texto.	
Campos	vectoriales	Dedicamos	un	considerable	esfuerzo	para	mejorar	la	claridad	y	precisin	matemtica	de	nuestro	estudio	de	clculo	integral	vectorial,	incluyendo	ejemplos,	figuras	y	ejercicios	adicionales.	Los	teoremas	y	los	resultados	importantes	se	enuncian	con	mayor	claridad	y	en	forma	completa;	se	incluyen	explicaciones	amplias	de	sus	hiptesis	y
consecuencias	matemticas.	El	rea	de	una	superficie	ahora	se	organiza	en	una	sola	seccin,	mientras	las	superficies	definidas,	explcita	o	implcitamente,	se	tratan	como	casos	especiales	de	la	representacin	paramtrica	ms	general.	

Las	integrales	de	superficie	y	sus	aplicaciones	se	estudian	en	una	seccin	separada.	El	teorema	de	Stokes	y	el	teorema	de	la	divergencia	se	siguen	presentando	como	generalizaciones	del	teorema	de	Green	a	tres	dimensiones.	Prefacio	xv	EJERCICIOS	Y	EJEMPLOS	Sabemos	que	los	ejercicios	y	los	ejemplos	son	componentes	fundamentales	en	el
aprendizaje	del	clculo.	En	virtud	de	tal	importancia,	actualizamos,	mejoramos	y	ampliamos	el	nmero	de	ejercicios	en	casi	todas	las	secciones	del	libro.	En	la	presente	edicin	incluimos	ms	de	700	nuevos	ejercicios.	Continuamos	nuestra	organizacin	y	la	agrupacin	de	ejercicios	por	tema,	como	en	las	ediciones	anteriores,	pasando	de	problemas
computacionales	a	problemas	aplicados	y	tericos.	Los	ejercicios	que	requieren	del	uso	de	sistemas	de	cmputo	(como	Maple	o	Mathematica)	se	colocaron	al	final	de	cada	seccin	de	ejercicios	con	el	ttulo	Exploraciones	con	computadora.	La	mayora	de	los	ejercicios	aplicados	tienen	un	subttulo	para	indicar	la	clase	de	aplicacin	adecuada	del	problema.
Muchas	secciones	incluyen	ejemplos	nuevos	para	clarificar	y	profundizar	en	el	significado	del	tema	que	se	estudia,	as	como	para	ayudar	a	los	estudiantes	a	comprender	las	consecuencias	matemticas	o	las	aplicaciones	a	la	ciencia	y	la	ingeniera.	Al	mismo	tiempo,	eliminamos	ejemplos	que	repetan	material	presentado	con	anterioridad.	DISEO	Por	su
importancia	en	el	aprendizaje	del	clculo,	continuamos	con	la	mejora	de	figuras	existentes	en	este	texto	e	incluimos	un	nmero	significativo	de	nuevas	figuras.	Continuamos	con	el	uso	del	color	de	manera	consistente	y	pedaggica	para	resaltar	la	idea	conceptual	que	se	ilustra.	
Tambin	revisamos	todas	las	leyendas	de	las	figuras,	poniendo	mucha	atencin	a	la	claridad	y	precisin	en	los	enunciados	cortos.	y	y	1	x	No	importa	qu	nmero	positivo	sea	,	la	grfica	se	encuentra	en	esta	banda	en	x	1	y	ah	permanece.	y	z	N	y	1	0	M	1	x	yx	Sin	importar	qu	nmero	positivo	sea	,	la	grfica	se	encuentra	en	esta	banda	en	x	y	ah	permanece.	1
FIGURA	2.50	La	geometra	dentro	del	argumento	del	ejemplo	1.	
FIGURA	16.9	Una	superficie,	como	una	red	o	un	paracadas,	en	un	campo	vectorial	que	representa	los	vectores	velocidad	del	flujo	de	agua	o	aire.	
Las	flechas	muestran	la	direccin	y	sus	longitudes	indican	la	rapidez.	MYMATHLAB	Y	MATHXL	El	aumento	en	el	uso	y	la	demanda	de	sistemas	de	tareas	en	lnea	ha	llevado	a	cambios	en	MyMathLab	y	MathXL	para	el	texto.	El	curso	MyMathLab	ahora	incluye	muchos	ms	ejercicios	de	todo	tipo.	Los	nuevos	applets	JavaTM	se	agregan	a	la	ya	significativa
coleccin,	para	ayudar	a	los	estudiantes	a	visualizar	los	conceptos	y	generalizar	el	material.	Otras	caractersticas	destacadasRIGOR	El	nivel	de	formalidad	es	consistente	con	el	de	las	ediciones	anteriores.	Seguimos	distinguiendo	entre	anlisis	formal	e	informal,	y	sealamos	sus	diferencias.	Consideramos	que	iniciar	con	una	idea	ms	intuitiva	y	menos
formal	ayuda	a	los	estudiantes	a	comprender	un	concepto	nuevo	y	difcil,	de	manera	que	luego	ellos	puedan	apreciar	cabalmente	su	precisin	matemtica	y	los	resultados.	Ponemos	atencin	en	definir	las	ideas	de	una	manera	detallada	xvi	Prefacio	y	en	probar	los	teoremas	adecuados	para	estudiantes	de	clculo,	aunque	mencionamos	temas	ms	profundos	o
sutiles	que	ellos	estudiarn	en	un	curso	ms	avanzado.	Nuestra	organizacin	y	las	distinciones	entre	tratamiento	informal	y	formal	dan	al	profesor	un	considerable	grado	de	flexibilidad	en	la	cantidad	y	la	profundidad	de	cobertura	de	los	diferentes	temas.	Por	ejemplo,	no	demostramos	el	teorema	del	valor	intermedio	ni	el	teorema	del	valor	extremo	para
funciones	continuas	en	a	#	x	#	b,	pero	enunciamos	dichos	teoremas	de	manera	muy	precisa,	ilustramos	su	significado	en	numerosos	ejemplos	y	los	utilizamos	para	demostrar	otros	resultados	importantes.	Adems,	para	aquellos	profesores	que	deseen	una	mayor	profundidad,	en	el	apndice	6	estudiamos	la	validez	de	tales	teoremas	con	base	en	la
completez	de	los	nmeros	reales.	EJERCICIOS	DE	ESCRITURA	Los	ejercicios	de	escritura	colocados	en	todo	el	texto	piden	a	los	estudiantes	explicar	una	variedad	de	conceptos	y	variaciones	del	clculo.	Adems,	al	final	de	cada	captulo	se	incluye	una	lista	de	preguntas	para	que	revisen	y	sinteticen	lo	que	aprendieron.	Muchos	de	estos	ejercicios	son
buenas	tareas	de	redaccin.	REPASO	Y	PROYECTOS	DE	FINAL	DE	CAPTULO	Adems	de	los	problemas	que	aparecen	en	cada	seccin,	cada	captulo	termina	con	preguntas	de	repaso,	ejercicios	de	prctica	que	cubren	todo	el	captulo,	y	una	serie	de	ejercicios	adicionales	y	avanzados	que	sirven	para	incluir	problemas	ms	desafiantes	o	que	sintetizan	el
conocimiento.	ventajas	y	desventajas	de	red	alambrica	e	inalambrica	La	mayora	de	los	captulos	tambin	incluyen	descripciones	de	varios	Proyectos	de	aplicacin	tecnolgica,	que	pueden	desarrollarse	de	manera	individual	o	por	grupos	en	un	periodo	ms	prolongado.	Dichos	proyectos	requieren	el	uso	de	una	computadora	con	Mathematica	o	Maple,	y	de
material	adicional,	el	cual	est	disponible	en	Internet	en	www.pearsoneducacion.net/thomas	y	en	MyMathLab.	ESCRITURA	Y	APLICACIONES	Como	siempre,	este	texto	contina	siendo	fcil	de	leer,	pues	tiene	un	estilo	conversacional	al	tiempo	que	es	rico	matemticamente.	Cada	nuevo	tema	se	plantea	mediante	ejemplos	claros	y	fciles	de	comprender;
adems,	el	tema	se	refuerza	mediante	aplicaciones	a	problemas	del	mundo	real	y	de	inters	inmediato	para	los	estudiantes.	Un	sello	distintivo	del	libro	han	sido	sus	aplicaciones	del	clculo	a	la	ciencia	y	la	ingeniera.	Estos	problemas	aplicados	se	han	actualizado,	mejorado	y	ampliado	de	manera	continua	durante	las	ltimas	ediciones.	TECNOLOGA	En	un
curso	que	utilice	el	texto,	la	tecnologa	puede	incorporarse	de	acuerdo	con	el	criterio	de	cada	profesor.	Cada	seccin	contiene	ejercicios	que	requieren	el	uso	de	tecnologa;	si	es	pertinente	el	uso	de	una	calculadora	o	una	computadora,	se	incluye	un	smbolo	T	en	los	ejercicios,	o	bien,	stos	se	agrupan	bajo	el	ttulo	Exploraciones	con	computadora	si	se
requiere	del	uso	de	un	sistema	algebraico	computacional	(SAC,	como	Maple	o	Mathematica).	lista	de	verbos	regulares	en	español	para	imprimir	Complementos	multimedia	y	apoyo	en	lneaMANUALES	DE	RECURSOS	TECNOLGICOSMaple	Manual	de	James	Stapleton,	North	Carolina	State	University	Mathematica	Manual	de	Marie	Vanisko,	Carroll
College	TI-Graphing	Calculator	Manual	de	Elaine	McDonald-Newman,	Sonoma	State	University	Estos	manuales	cubren	Maple	13,	Mathematica	7	y	las	TI-83	Plus/TI-84	Plus	y	TI-89,	respectivamente.	Cada	manual	ofrece	una	gua	detallada	para	integrar	un	paquete	especfico	o	una	calculadora	graficadora	a	lo	largo	de	todo	el	curso,	incluyendo	sintaxis	y
comandos.	Los	manuales	estn	disponibles	para	profesores	calificados	a	travs	del	Centro	de	Recursos	para	el	Profesor	de	Pearson,	www.pearsonhighered/irc	y	MyMathLab.	
SITIO	WEB	www.pearsoneducacion.net/thomasEl	sitio	Web	de	Clculo	de	Thomas	contiene	el	captulo	sobre	ecuaciones	de	segundo	orden,	incluyendo	las	respuestas	a	problemas	de	nmero	impar;	adems,	presenta	las	biografas	histricas	ampliadas	y	los	ensayos	a	que	hace	referencia	el	texto.	Tambin	est	disponible	una	coleccin	de	mdulos	en	Maple	y
Mathematica,	as	como	los	Proyectos	de	aplicacin	tecnolgica,	que	pueden	usarse	como	proyectos	para	los	alumnos,	ya	sea	que	trabajen	de	manera	individual	o	por	grupos.	Prefacio	xvii	Curso	en	lnea	con	MyMathLab	(se	requiere	un	cdigo	de	acceso)MyMathLab	es	un	curso	en	lnea	especfico	del	texto	y	fcil	de	personalizar	que	integra	instrucciones
interactivas	de	multimedios	con	contenido	del	texto.	MyMathLab	da	al	profesor	las	herramientas	que	necesita	para	poner	todo	su	curso	o	una	parte	de	ste	en	lnea,	si	sus	alumnos	estn	en	un	laboratorio	o	bien	trabajan	en	su	casa.	Ejercicios	interactivos,	correlacionados	con	el	libro	de	texto	en	el	nivel	de	objetivos,	se	generan	de	manera	algortmica	para
prctica	y	dominio	ilimitados.	La	mayora	de	los	ejercicios	son	de	respuesta	abierta	y	presentan	soluciones	guiadas,	problemas	de	ejemplo	y	apoyo	al	aprendizaje	para	ayuda	adicional.	the	odyssey	robert	fagles	pdf	with	line	numbers	pdf	s	Captulo	Cmo	prepararse:	incluye	cientos	de	ejercicios	referentes	a	las	habilidades	necesarias	de	lgebra	y
trigonometra.	Cada	estudiante	puede	recibir	apoyo	para	aquellas	habilidades	en	las	que	necesite	ayuda.	Plan	de	estudio	personalizado,	generado	cuando	los	estudiantes	completan	un	examen	o	un	cuestionario;	indica	los	temas	que	tienen	que	dominarse,	y	contiene	vnculos	a	ejercicios	tutoriales	para	mejorar	su	comprensin	y	desempeo.	Apoyo	de
aprendizaje	multimedia,	como	videoclases,	applets	de	Java	y	animaciones;	ayuda	a	los	estudiantes	a	mejorar,	independientemente	de	su	nivel	de	comprensin	y	desempeo.	Administrador	de	evaluaciones:	permite	crear	trabajos,	cuestionarios	y	exmenes	en	lnea,	que	se	califican	de	manera	automtica.	Basta	seleccionar	una	mezcla	adecuada	de	las
preguntas	en	el	banco	de	ejercicios	de	MyMathLab	y	de	los	ejercicios	creados	por	el	profesor.	Libro	de	calificaciones:	diseado	especficamente	para	matemticas	y	estadstica,	de	manera	automtica	hace	un	seguimiento	del	estudiante	y	brinda	al	profesor	control	para	calcular	las	calificaciones	finales.	Tambin	es	posible	agregar	calificaciones	extras	a	este
libro	de	calificaciones.	Diseador	de	ejercicios	MathXL:	permite	crear	ejercicios	fijos	y	algortmicos	para	las	tareas	en	lnea.	El	profesor	puede	utilizar	la	biblioteca	de	ejercicios	como	un	punto	sencillo	de	inicio.	MyMathLab	es	activado	por	CourseCompassTM,	entornos	de	enseanza	y	aprendizaje	de	Pearson	Educacin,	y	por	MathXL,	nuestro	sistema	en
lnea	de	tareas,	tutoriales	y	trabajos.	MyMathLab	est	disponible	para	maestros	calificados	que	adopten	el	texto.	Para	mayor	informacin,	comunquese	con	su	representante	de	ventas	local	de	Pearson.	Video	clases	con	captura	opcionalLas	presentaciones	de	las	clases	incluyen	ejemplos	y	ejercicios	del	texto,	adems	de	que	apoyan	un	enfoque	que	enfatiza
la	visualizacin	y	la	resolucin	de	problemas.	Est	disponible	por	medio	de	MyMathLab	y	MathXL.	Cursos	en	lnea	con	MathXL	(se	requiere	cdigo	de	acceso)MathXL	es	un	sistema	en	lnea	para	tareas,	tutora	y	asignacin	de	trabajos	que	acompaa	a	libros	de	texto	en	matemticas	y	estadstica	de	Pearson.	Ejercicios	interactivos,	correlacionados	con	el	libro	de
texto	en	el	nivel	de	objetivos;	se	generan	de	manera	algortmica	para	prctica	y	dominio	ilimitados.	La	mayora	de	los	ejercicios	son	de	respuesta	abierta	y	ofrecen	soluciones	guiadas,	problemas	de	ejemplo	y	apoyo	al	aprendizaje	para	ayuda	adicional.	Captulo	Cmo	prepararse:	incluye	cientos	de	ejercicios	referentes	a	las	habilidades	necesarias	de	lgebra
y	trigonometra.	Cada	estudiante	puede	recibir	apoyo	para	aquellas	habilidades	en	las	que	necesite	ayuda.	Plan	de	estudio	personalizado:	se	genera	cuando	los	estudiantes	completan	un	examen	o	un	cuestionario;	adems,	indica	los	temas	que	tienen	que	dominarse,	y	contiene	vnculos	a	ejercicios	tutoriales	para	mejorar	su	comprensin	y	desempeo.
Apoyo	de	aprendizaje	multimedia,	como	videoclases,	applets	de	Java	y	animaciones;	ayuda	a	los	estudiantes	a	mejorar,	independientemente	de	su	nivel	de	comprensin	y	desempeo.	xviii	Prefacio	Libro	de	calificaciones:	diseado	especficamente	para	matemticas	y	estadstica,	de	manera	automtica	hace	un	seguimiento	del	estudiante	y	y	brinda	al	profesor
control	para	calcular	las	calificaciones	finales.	Tambin	es	posible	agregar	calificaciones	extras	a	este	libro	de	calificaciones.	Diseador	de	ejercicios	MathXL:	permite	crear	ejercicios	fijos	y	algortmicos	para	las	tareas	en	lnea.	alain	soral	comprendre	l	empire	pdf	2017	download	full	El	profesor	puede	utilizar	la	biblioteca	de	ejercicios	como	un	punto
sencillo	de	inicio.	Administrador	de	evaluaciones:	permite	crear	trabajos,	cuestionarios	y	exmenes	en	lnea	que	se	califican	de	manera	automtica.	Basta	seleccionar	una	mezcla	adecuada	de	las	preguntas	en	el	banco	de	ejercicios	de	MyMathLab	y	de	los	ejercicios	creados	por	el	profesor.	MathXL	est	disponible	para	profesores	calificados	que	adopten	el
libro.	Para	mayor	informacin,	comunquese	con	su	representante	de	ventas	local	de	Pearson.	TestGenTestGen	permite	a	los	maestros	construir,	editar,	imprimir	y	administrar	exmenes	utilizando	un	banco	de	preguntas	computarizado,	el	cual	fue	desarrollado	para	cubrir	todos	los	objetivos	del	texto.	TestGen	tiene	como	base	un	algoritmo	que	permite	a
los	profesores	crear	mltiples	versiones,	aunque	equivalentes,	de	la	misma	pregunta	o	examen	con	tan	slo	hacer	clic	en	un	botn.	
Los	profesores	tambin	pueden	modificar	las	preguntas	del	banco	respectivo	o	agregar	nuevas	preguntas.	Es	posible	imprimir	los	exmenes	o	administrarlos	en	lnea.	Diapositivas	de	clases	en	PowerPointEstas	diapositivas	de	presentaciones	de	clases	fueron	diseadas	especficamente	para	la	secuencia	y	filosofa	de	la	serie	de	Clculo	de	Thomas.	Se
incluyen	grficas	clave	del	libro	para	ayudar	a	hacer	vvidos	los	conceptos	en	el	saln	de	clases.	Manual	de	soluciones	para	el	profesorEl	Manual	de	soluciones	para	el	profesor,	de	William	Ardis,	Collin	County	Community	College,	contiene	soluciones	completamente	desarrolladas	de	todos	los	ejercicios	del	texto.	AgradecimientosQueremos	expresar
nuestro	agradecimiento	a	las	personas	que	hicieron	muchas	e	invaluables	contribuciones	a	esta	edicin	conforme	se	desarrollaba	en	sus	diferentes	etapas:	RevisoresBlaise	DeSesa	Paul	Lorczak	Kathleen	Pellissier	Lauri	Semarne	Sarah	Streett	Holly	Zullo	Revisores	de	la	decimosegunda	edicinMeighan	Dillon,	Southern	Polytechnic	State	University	Anne
Dougherty,	University	of	Colorado	Said	Fariabi,	San	Antonio	College	Klaus	Fischer,	George	Mason	University	Tim	Flood,	Pittsburg	State	University	Rick	Ford,	California	State	University,	Chico	Robert	Gardner,	East	Tennessee	State	University	Christopher	Heil,	Georgia	Institute	of	Technology	Joshua	Brandon	Holden,	Rose-Hulman	Institute	of
Technology	Alexander	Hulpke,	Colorado	State	University	Jacqueline	Jensen,	Sam	Houston	State	University	Prefacio	xix	Jennifer	M.	Johnson,	Princeton	University	Hideaki	Kaneko,	Old	Dominion	University	Przemo	Kranz,	University	of	Mississippi	Xin	Li,	University	of	Central	Florida	Maura	Mast,	University	of	Massachusetts,	Boston	Val	Mohanakumar,
Hillsborough	Community	College,	Dale	Mabry	Campus	Aaron	Montgomery,	Central	Washington	University	Cynthia	Piez,	University	of	Idaho	Brooke	Quinlan,	Hillsborough	Community	College,	Dale	Mabry	Campus	Rebecca	A.	Segal,	Virginia	Commonwealth	University	Andrew	V	Sills,	Georgia	Southern	University	.	Alex	Smith,	University	of	Wisconsin,
Eau	Claire	Mark	A.	Smith,	Miami	University	Donald	Solomon,	University	of	Wisconsin,	Milwaukee	Blake	Thornton,	Washington	University	in	St.	Louis	David	Walnut,	George	Mason	University	Adrian	Wilson,	University	of	Montevallo	Bobby	Winters,	Pittsburg	State	University	Dennis	Wortman,	University	of	Massachusetts,	Boston	12LOS	VECTORES	Y
LA	GEOMETRADEL	ESPACIOINTRODUCCIN	Para	aplicar	el	clculo	a	muchas	situaciones	reales	y	en	matemticas	avanzadas,	necesitamos	una	descripcin	matemtica	del	espacio	tridimensional.	En	este	captulo	presentaremos	los	sistemas	de	coordenadas	y	los	vectores	tridimensionales.	Con	base	en	nuestros	conocimientos	acerca	de	las	coordenadas	en
el	plano	xy,	estableceremos	coordenadas	en	el	espacio	agregando	un	tercer	eje	que	mide	la	distancia	hacia	arriba	y	hacia	abajo	del	plano	xy.	Los	vectores	se	usan	para	estudiar	la	geometra	analtica	del	espacio,	donde	ofrecen	maneras	simples	de	describir	lneas,	planos,	superficies	y	curvas	en	el	espacio.	Usaremos	estas	ideas	geomtricas	ms	adelante
para	estudiar	el	movimiento	en	el	espacio	y	el	clculo	de	funciones	de	varias	variables,	con	diversas	aplicaciones	importantes	en	ciencias,	ingeniera,	economa	y	matemticas	avanzadas.	12.1	Sistemas	de	coordenadas	tridimensionalesPara	localizar	un	punto	en	el	espacio,	utilizamos	tres	ejes	coordenados	mutuamente	perpendiculares,	dispuestos	como	en
la	figura	12.1.	Los	ejes	all	mostrados	forman	un	sistema	coordenado	diestro	o	de	mano	derecha.	Cuando	se	sostiene	la	mano	derecha	de	tal	manera	que	los	dedos	meique	a	ndice	se	curven	del	eje	x	positivo	hacia	al	eje	y	positivo,	el	dedo	pulgar	apunta	en	la	direccin	del	eje	z	positivo.	wawibarejarewibufutiraj.pdf	As,	cuando	se	mira	hacia	abajo	al	plano
xy	desde	la	direccin	positiva	del	eje	z,	los	ngulos	positivos	en	el	plano	se	miden	en	el	sentido	contrario	al	de	las	manecillas	del	reloj,	a	partir	del	eje	x	positivo	y	alrededor	del	eje	z	positivo.	
(En	un	sistema	de	coordenadas	de	mano	izquierda,	el	eje	z	positivo	apuntara	hacia	abajo	en	la	figura	12.1	y	los	ngulos	en	el	plano	son	positivos	cuando	se	miden	en	el	sentido	de	las	manecillas	del	reloj	a	partir	del	eje	x	positivo.	
Los	sistemas	de	coordenadas	de	mano	derecha	y	mano	izquierda	no	son	equivalentes).	Las	coordenadas	cartesianas	(x,	y,	z)	de	un	punto	P	en	el	espacio	son	los	valores	en	los	cuales	los	planos	que	pasan	por	P,	perpendiculares	a	los	ejes,	cortan	los	ejes.	Las	coordenadas	cartesianas	del	espacio	tambin	se	llaman	coordenadas	rectangulares,	porque	los
ejes	que	las	definen	se	cortan	en	ngulos	rectos.	Los	puntos	sobre	el	eje	x	tienen	las	coordenadas	y	y	z	igual	a	cero.	Es	decir,	tienen	coordenadas	de	la	forma	(x,	0,	0).	De	manera	anloga,	los	puntos	sobre	el	eje	y	tienen	coordenadas	de	la	forma	(0,	y,	0),	y	los	puntos	sobre	el	eje	z	tienen	coordenadas	de	la	forma	(0,	0,	z).	Los	planos	determinados	por	los
ejes	coordenados	son	el	plano	xy,	cuya	ecuacin	estndar	es	z	5	0;	el	plano	yz,	cuya	ecuacin	estndar	es	x	5	0;	y	el	plano	xz,	cuya	ecuacin	habitual	es	y	5	0.	wrecked	island	survival	sim	recipes	Estos	planos	se	cortan	en	el	origen	(0,	0,	0)	(figura	12.2).	El	origen	tambin	se	identifica	simplemente	como	0	o	algunas	veces	por	la	letra	O.	Los	tres	planos
coordenados	x	5	0,	y	5	0	y	z	5	0	dividen	al	espacio	en	ocho	celdas	llamadas	octantes.	El	octante	en	el	cual	todas	las	coordenadas	de	un	punto	son	positivas	se	llama	primer	octante;	no	hay	una	numeracin	convencional	para	la	de	los	otros	siete	octantes.	descargar	la	biblia	latinoamericana	gratis	en	español	Los	puntos	en	un	plano	perpendicular	al	eje	x
tienen	todos	la	misma	coordenada	x,	que	es	el	nmero	correspondiente	al	punto	donde	el	plano	corta	al	eje	x.	Las	coordenadas	y	y	z	pueden	ser	nmeros	cualesquiera.	De	manera	anloga,	los	puntos	en	un	plano	perpendicular	al	eje	y	tienen	la	misma	coordenada	y,	y	los	puntos	en	un	plano	perpendicular	al	eje	z	tienen	una	coordenada	z	comn.	Para
escribir	las	ecuaciones	de	estos	planos,	utilizamos	el	valor	de	la	coordenada	comn.	
El	plano	x	5	2	es	el	plano	perpendicular	al	eje	x	en	x	5	2.	El	plano	z	(0,	0,	z)	z	=	constante	(0,	y,	z)	(x,	0,	z)	0	P(x,	y,	z)	(0,	y,	0)	y	(x,	0,	0)	y	=	constante	x	x	=	constante	(x,	y,	0)	FIGURA	12.1	El	sistema	coordenado	cartesiano	sigue	la	convencin	de	la	mano	derecha.	660	12.1	Sistemas	de	coordenadas	tridimensionalesz	661	z	plano	xz:	y	0	(0,	0,	5)	(2,	3,	5)
Recta	y	Plano	z	3,	z	5	2,	z	3	5	5	plano	yz:	x	plano	xy:	z	0	Origen	0Plano	x	2	0	(2,	0,	0)	Recta	x	Plano	y	(0,	3,	0)	y	x	(0,	0,	0)	y	x	Recta	x	2,	y	3	FIGURA	12.2	Los	planos	x	5	0,	y	5	0	y	z	5	0	dividen	al	espacio	en	ocho	octantes.	7902255224.pdf	FIGURA	12.3	Los	planos	x	5	2,	y	5	3	y	z	5	5	determinan	tres	rectas	que	pasan	por	el	punto	(2,	3,	5).	
y	5	3	es	el	plano	perpendicular	al	eje	y	en	y	5	3.	El	plano	z	5	5	es	el	plano	perpendicular	al	eje	z	en	z	5	5.	La	figura	12.3	muestra	los	planos	x	5	2,	y	5	3,	y	z	5	5,	junto	con	su	punto	de	interseccin	(2,	3,	5).	Los	planos	x	5	2	y	y	5	3	de	la	figura	12.3	se	intersecan	en	una	recta	paralela	al	eje	z.	Esta	recta	queda	descrita	por	el	par	de	ecuaciones	x	5	2,	y	5	3.
Un	punto	(x,	y,	z)	est	en	la	recta	si	y	slo	si	x	5	2	y	y	5	3.	De	igual	manera,	la	lnea	de	interseccin	de	los	planos	y	5	3,	y	z	5	5	queda	descrita	por	el	par	de	ecuaciones	y	5	3,	z	5	5.	Esta	recta	corre	paralela	al	eje	x.	La	recta	de	interseccin	de	los	planos	x	5	2	y	z	5	5,	paralela	al	eje	y,	queda	descrita	por	el	par	de	ecuaciones	x	5	2,	z	5	5.	En	los	siguientes
ejemplos	relacionamos	ecuaciones	y	desigualdades	de	coordenadas	con	los	conjuntos	de	puntos	que	definen	en	el	espacio.	EJEMPLO	1	(a)	z	0	(b)	x	=	-	3	Interpretacin	geomtrica	de	ecuaciones	y	desigualdades.	El	semiespacio	que	consta	de	los	puntos	que	estn	en	y	arriba	del	plano	xy.	
El	plano	perpendicular	al	eje	x	en	x	5	23.	Este	plano	es	paralelo	al	plano	yz	y	est	tres	unidades	atrs	de	l.	
El	segundo	cuadrante	del	plano	xy.	El	primer	octante.	
El	bloque	entre	los	planos	y	5	21	y	y	5	1	(con	estos	planos	incluidos).	La	recta	donde	se	intersecan	los	planos	y	5	22	y	z	5	2.	O	bien,	la	recta	paralela	al	eje	x	que	pasa	por	el	punto	(0,	22,	2).	z	La	circunferencia	x2	y2	4,	z	3	(c)	z	=	0,	x	0,	y	0	(d)	x	0,	y	0,	z	0	(e)	-1	y	1	(f)	y	=	-	2,	z	=	2	(0,	2,	3)	(2,	0,	3)	El	plano	z	3	(0,	2,	0)	(2,	0,	0)	x	x2	y2	4,	z	0	y	EJEMPLO
2	Qu	puntos	P(x,	y,	z)	satisfacen	la	ecuacin	x2	+	y2	=	4	y	z	=	3?	
FIGURA	12.4	La	circunferencia	x	2	1	y	2	5	4	en	el	plano	z	5	3	(ejemplo	2).	Solucin	Los	puntos	estn	en	el	plano	horizontal	z	5	3	y,	en	este	plano,	forman	la	circunferencia	x	2	1	y	2	5	4.	A	este	conjunto	de	puntos	lo	llamamos	la	circunferencia	x	2	1	y	2	5	4	en	el	plano	z	5	3	o,	ms	simplemente,	la	circunferencia	x	2	1	y	2	5	4,	z	5	3	(figura	12.4).	662z	Captulo
12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio	Distancia	y	esferas	en	el	espacioP1(x1,	y1,	z1)	P2(x2,	y2,	z2)	La	frmula	para	la	distancia	entre	dos	puntos	en	el	plano	xy	se	extiende	a	puntos	en	el	espacio.	P1	P2	=	2sx2	-	x1	d2	+	s	y2	-	y1	d2	+	sz2	-	z1	d2	La	distancia	entre	P1(x1,	y1,	z1)	y	P2(x2,	y2,	z2)	es0	A(x2,	y1,	z1)	x	B(x2,	y2,	z1)	y	FIGURA	12.5
Calculamos	la	distancia	entre	P1	y	P2	aplicando	el	teorema	de	Pitgoras	a	los	tringulos	rectngulos	P1AB	y	P1BP2.	Demostracin	Construimos	una	caja	rectangular	con	caras	paralelas	a	los	planos	coordenados	y	los	puntos	P1	y	P2	en	esquinas	opuestas	de	la	caja	(figura	12.5).	Si	A(x2,	y1,	z1)	y	B(x2,	y2,	z1)	son	los	vrtices	de	la	caja,	como	se	indica	en	la
figura,	entonces	las	tres	aristas	de	la	caja	P1A,	AB,	BP2	tienen	longitudes	P1	A	=	x2	-	x1	,	AB	=	y2	-	y1	,	BP2	=	z2	-	z1	.	Como	los	tringulos	P1BP2	y	P1AB	son	tringulos	rectngulos,	dos	aplicaciones	del	teorema	de	Pitgoras	implican	que	P1	P2	2	=	P1	B	2	+	BP2	2	(vase	figura	12.5).	De	manera	que	P1	P2	2	=	P1	B	2	+	BP2	2	=	P1	A	2	+	AB	2	+	BP2	2	=	x2
-	x1	2	+	y2	-	y1	2	+	z2	-	z1	2	=	sx2	-	x1	d2	+	sy2	-	y1	d2	+	sz2	-	z1	d2	Por	lo	tanto,Se	sustituye	P1	B	2	=	P1	A	2	+	AB	2	.	y	P1	B	2	=	P1	A	2	+	AB	2	P1	P2	=	2sx2	-	x1	d2	+	s	y2	-	y1	d2	+	sz2	-	z1	d2	P1	P2	=	2s	-2	-	2d2	+	s3	-	1d2	+	s0	-	5d2	=	245	L	6.708.	=	216	+	4	+	25	EJEMPLO	3	La	distancia	entre	P1(2,	1,	5)	y	P2(22,	3,	0)	es	Podemos	usar	la	frmula
de	la	distancia	para	escribir	ecuaciones	de	esferas	en	el	espacio	(figura	12.6).	
Un	punto	P(x,	y,	z)	est	en	la	esfera	de	radio	a	con	centro	en	P0(x0,	y0,	z0)	exactamente	cuando	uP0Pu	5	a,	es	decir,z	P0(x0,	y0,	z0)	P(x,	y,	z)	a	sx	-	x0	d2	+	sy	-	y0	d2	+	sz	-	z0	d2	=	a2	.	Ecuacin	en	forma	estndar	de	la	esfera	de	radio	a	y	centro	en	(x0,	y0,	z0)	sx	-	x0	d2	+	sy	-	y0	d2	+	sz	-	z0	d2	=	a2	0	y	x	EJEMPLO	4	Encuentre	el	centro	y	el	radio	de	la
esfera	x2	+	y2	+	z2	+	3x	-	4z	+	1	=	0.Solucin	Obtenemos	el	centro	y	el	radio	de	una	esfera	del	mismo	modo	en	que	encontramos	el	centro	y	radio	de	una	circunferencia:	si	es	necesario	se	completan	los	cuadrados	de	los	trminos	en	x,	y	y	z	y	se	escribe	cada	expresin	cuadrtica	como	el	cuadrado	de	una	expresin	li-	FIGURA	12.6	La	esfera	de	radio	a	con
centro	en	el	punto	(x0,	y0,	z0).	12.1	Sistemas	de	coordenadas	tridimensionales	663	neal.	Luego,	a	partir	de	la	forma	estndar	de	la	ecuacin,	localizamos	el	centro	y	el	radio.	further	mathematics	project	2	pdf	download	full	version	
Para	esta	esfera	tenemos	x2	+	y2	+	z2	+	3x	-	4z	+	1	=	0	sx2	+	3xd	+	y2	+	sz2	-	4zd	=	-	1	3	-4	3	-4	ax2	+	3x	+	a	b	b	+	y2	+	az2	-	4z	+	a	b	b	=	-	1	+	a	b	+	a	b	2	2	2	2	ax	+	3	9	21	b	+	y2	+	sz	-	2d2	=	-	1	+	+	4	=	.	2	4	42	2	2	2	2	A	partir	de	la	forma	estndar	de	la	ecuacin,	vemos	que	x0	5	23y2,	y0	5	0,	z0	5	2	y	a	5	221y2.	El	centro	es	(23y2,	0,	2).	El	radio	es
221y2.	EJEMPLO	5	He	aqu	algunas	interpretaciones	geomtricas	de	desigualdades	y	ecuaciones	que	implican	esferas.	(a)	x2	+	y2	+	z2	6	4	(b)	x2	+	y2	+	z2	4	El	interior	de	la	esfera	x2	1	y2	1	z2	5	4.	
La	bola	slida	acotada	por	la	esfera	x2	1	y2	1	z2	5	4.	O	bien,	la	esfera	x2	1	y2	1	z2	5	4	junto	con	su	interior.	El	exterior	de	la	esfera	x2	1	y2	1	z2	5	4.	El	hemisferio	inferior	obtenido	al	cortar	la	esfera	x2	1	y2	1	z2	5	4	con	el	plano	xy	(el	plano	z	5	0).	(c)	x2	+	y2	+	z2	7	4	(d)	x2	+	y2	+	z2	=	4,	z	0	As	como	las	coordenadas	polares	nos	ofrecen	otra	manera	de
localizar	puntos	en	el	plano	xy	(seccin	11.3),	existen	otros	sistemas	coordenados	para	espacios	tridimensionales,	diferentes	de	los	sistemas	cartesianos	aqu	desarrollados.	Estudiaremos	dos	de	estos	sistemas	coordenados	en	la	seccin	15.7.	Ejercicios	12.1Interpretacin	geomtrica	de	ecuaciones	En	los	ejercicios	1	a	16,	proporcione	descripciones
geomtricas	del	conjunto	de	puntos	en	el	espacio	cuyas	coordenadas	satisfacen	los	pares	de	ecuaciones	que	se	indican.	1.	x	=	2,	3.	y	=	0,	y	=	3	z	=	0	z	=	0	y	=	0	x	=	0	y	=	-4	z	=	0	y	=	0	2.	x	=	-	1,	4.	x	=	1,	z	=	0	y	=	0	z	=	-2	x	=	0	Interpretacin	geomtrica	de	ecuaciones	y	desigualdades	En	los	ejercicios	17	a	24,	describa	el	conjunto	de	puntos	en	el
espacio	cuyas	coordenadas	satisfacen	las	desigualdades	o	combinaciones	de	ecuaciones	y	desigualdades	que	se	indican.	17.	a.	x	0,	y	0,	z	=	0	b.	x	0,	y	0,	z	=	0	18.	daffynition	decoder	math	worksheet	answer	key	
a.	0	x	1	c.	minecraft	java	redeem	code	generator	2020	0	x	1,2	2	2	b.	0	x	1,	0	y	1,	0	z	1	0	y	1	5.	x2	+	y2	=	4,	7.	x2	+	z2	=	4,2	2	2	2	2	2	6.	x2	+	y2	=	4,	8.	y2	+	z2	=	1,	19.	
a.	x	+	y	+	z	1	20.	a.	x2	+	y2	1,	c.	
x	+	y	1,2	2	b.	x2	+	y2	+	z2	7	1	b.	x2	+	y2	1,	z	=	3	9.	
x	+	y	+	z	=	1,	10.	x	+	y	+	z	=	25,	z	=	0	sin	restriccin	para	z	11.	
x2	+	y2	+	sz	+	3d2	=	25,	12.	
x2	+	s	y	-	1d2	+	z2	=	4,	13.	x	+	y	=	4,2	2	2	2	2	2	21.	a.	1	x2	+	y2	+	z2	4	b.	x2	+	y2	+	z2	1,	22.	a.	x	=	y,	23.	
a.	y	x	,	b.	
z	=	y3,2	z	0	b.	x	=	y,	b.	x	y	,2	z	=	y	y	=	x	z	=	0	z	0	sin	restriccin	para	z	0	z	2	14.	x	+	y	+	z	=	4,	15.	y	=	x	,	16.	z	=	y2,	z	=	0	x	=	1	24.	a.	z	=	1	-	y,	sin	restriccin	para	x	x	=	2	664	Captulo	12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio44.	P1s3,	4,	5d,	45.	P1s0,	0,	0d,	46.	P1s5,	3,	-	2d,	b.	el	eje	y	en	(0,	21,	0)	Esferas	Determine	los	centros	y	los	radios	de	las
esferas	en	los	ejercicios	47	a	50.	47.	sx	+	2d2	+	y2	+	sz	-	2d2	=	8	48.	sx	-	1d2	+	ay	+2	2	En	los	ejercicios	25	a	34	describa	el	conjunto	dado	con	una	ecuacin	o	con	un	par	de	ecuaciones.	25.	El	plano	perpendicular	a	a.	el	eje	x	en	(3,	0,	0)	c.	el	eje	z	en	(0,	0,	22)	26.	El	plano	que	pasa	por	el	punto	(3,	21,	2)	perpendicular	a	a.	el	eje	x	b.	el	eje	y	c.	
el	eje	z	P2s2,	3,	4d	P2s2,	-	2,	-	2d	P2s0,	0,	0d	27.	El	plano	que	pasa	por	el	punto	(3,	21,	1)	paralelo	a	a.	el	plano	xy	b.	
el	plano	yz	c.	el	plano	xz	28.	La	circunferencia	de	radio	2	con	centro	en	(0,	0,	0)	y	que	est	en	a.	el	plano	xy	b.	el	plano	yz	c.	el	plano	xz	49.	A	x	-	22	B	+	A	y	-	22	B	+	A	z	+	22	B	=	2	1	b	+	sz	+	3d2	=	25	22	2	29.	La	circunferencia	de	radio	2	con	centro	en	(0,	2,	0)	y	que	est	en	a.	el	plano	xy	b.	el	plano	yz	c.	el	plano	y	=	2	50.	x2	+	ay	+	1	1	16	b	+	az	-	b	=	3
3	9	2	2	30.	La	circunferencia	de	radio	1	con	centro	en	(23,	4,	1)	y	que	est	en	un	plano	paralelo	a	a.	el	plano	xy	b.	el	plano	yz	c.	el	plano	xz	Obtenga	las	ecuaciones	de	las	esferas	cuyos	centros	y	radios	se	indican	en	los	ejercicios	51	a	54.	Centro	51.	(1,	2,	3)	52.	s0,	-	1,	5d	1	2	53.	a-	1,	,	-	b	2	3	54.	
s0,	-	7,	0d	Radio	214	31.	La	recta	que	pasa	por	el	punto	(1,	3,	21)	paralela	a	a.	el	eje	x	b.	el	eje	y	c.	el	eje	z	32.	El	conjunto	de	puntos	en	el	espacio	equidistantes	del	origen	y	del	punto	(0,	2,	0)	33.	La	circunferencia	donde	el	plano	perpendicular	al	eje	z	y	que	pasa	por	el	punto	(1,	1,	3)	corta	a	la	esfera	de	radio	5	con	centro	en	el	origen	34.	
El	conjunto	de	puntos	en	el	espacio	que	estn	a	2	unidades	del	punto	(0,	0,	1)	y,	al	mismo	tiempo,	a	2	unidades	del	punto	(0,	0,	21)	Desigualdades	para	describir	conjuntos	de	puntos	Escriba	las	desigualdades	que	determinan	a	los	conjuntos	de	puntos	dados	en	los	ejercicios	35	a	40.	35.	
El	bloque	limitado	por	los	planos	z	5	0	y	z	5	1	(incluidos	los	planos)	36.	El	cubo	slido	en	el	primer	octante,	limitado	por	los	planos	coordenados	y	los	planos	x	5	2,	y	5	2	y	z	5	2	37.	El	semiespacio	que	consiste	en	los	puntos	que	se	encuentran	en	y	debajo	del	plano	xy	38.	El	hemisferio	superior	de	la	esfera	de	radio	1	con	centro	en	el	origen	39.	(a)	El
interior	y	(b)	el	exterior	de	una	esfera	de	radio	1	con	centro	en	el	punto	(1,	1,	1)	40.	La	regin	cerrada	acotada	por	las	esferas	de	radio	1	y	2	con	centro	en	el	origen.	(Cerrada	significa	que	las	esferas	estn	incluidas.	Si	quisiramos	no	incluir	a	las	esferas,	habramos	pedido	la	regin	abierta	acotada	por	las	esferas.	Esto	es	similar	a	la	manera	en	que	usamos
cerrado	y	abierto	para	describir	intervalos:	cerrado	significa	que	se	incluyen	los	extremos	y	abierto	indica	que	no	se	incluyen	los	extremos.	Los	conjuntos	cerrados	incluyen	a	sus	fronteras	y	los	abiertos	las	excluyen).	Distancia	En	los	ejercicios	41	a	46,	calcule	la	distancia	entre	los	puntos	P1	y	P2.	41.	P1s1,	1,	1d,	42.	P1s	-	1,	1,	5d,	43.	P1s1,	4,	5d,	P2s3,
3,	0d	P2s2,	5,	0d	P2s4,	-	2,	7d	2	4	9	7	Determine	los	centros	y	los	radios	de	las	esferas	en	los	ejercicios	55	a	58.	55.	x2	+	y2	+	z2	+	4x	-	4z	=	0	56.	x2	+	y2	+	z2	-	6y	+	8z	=	0	57.	2x2	+	2y2	+	2z2	+	x	+	y	+	z	=	9	58.	3x2	+	3y2	+	3z2	+	2y	-	2z	=	9	Teora	y	ejemplos	59.	Determine	una	frmula	para	la	distancia	del	punto	P(x,	y,	z)	al	a.	eje	x	b.	eje	y	c.	eje	z
60.	Determine	una	frmula	para	la	distancia	del	punto	P(x,	y,	z)	al	a.	plano	xy	b.	plano	yz	c.	plano	xz	61.	Obtenga	el	permetro	del	tringulo	con	vrtices	A(21,	2,	1),	B(1,	21,	3),	y	C(3,	4,	5).	62.	Demuestre	que	el	punto	P(3,	1,	2)	es	equidistante	de	los	puntos	A(2,	21,	3)	y	B(4,	3,	1).	63.	Obtenga	una	ecuacin	para	el	conjunto	de	todos	los	puntos	equidistantes
de	los	planos	y	5	3	y	y	5	21.	64.	Determine	una	ecuacin	para	el	conjunto	de	todos	los	puntos	equidistantes	del	punto	(0,	0,	2)	y	del	plano	xy.	
65.	Encuentre	el	punto	en	la	esfera	x2	1	(y	2	3)2	1	(z	1	5)2	5	4	ms	cercano	a.	al	plano	xy	b.	al	punto	(0,	7,	25).	66.	Encuentre	un	punto	equidistante	de	los	puntos	(0,	0,	0),	(0,	4,	0),	(3,	0,	0),	y	(2,	2,	23).	12.2	Vectores	665	12.2	VectoresAlgunos	de	los	factores	que	medimos	estn	determinados	simplemente	por	sus	magnitudes.	Por	ejemplo,	para	registrar
la	masa,	la	longitud	o	el	tiempo	slo	necesitamos	escribir	un	nmero	y	el	nombre	de	la	unidad	de	medida	apropiada.	Para	describir	una	fuerza,	un	desplazamiento	o	una	velocidad	necesitamos	ms	informacin.	En	el	caso	de	una	fuerza,	necesitamos	registrar	la	direccin	en	la	cual	acta,	as	como	su	magnitud.	Para	describir	el	desplazamiento	de	un	cuerpo,
tenemos	que	decir	en	qu	direccin	se	movi	y	qu	tan	lejos.	Para	describir	la	velocidad	de	un	cuerpo	debemos	saber	hacia	dnde	se	dirige	el	cuerpo,	as	como	la	rapidez	con	que	est	viajando.	En	esta	seccin	mostraremos	cmo	representar,	en	el	plano	o	en	el	espacio,	elementos	que	tienen	tanto	magnitud	como	direccin.Punto	final	B	ComponentesUna
cantidad	como	una	fuerza,	un	desplazamiento	o	una	velocidad	se	llama	vector	y	se	representa	por	medio	de	un	segmento	de	recta	dirigido	(figura	12.7).	La	flecha	apunta	en	la	direccin	de	la	accin,	y	su	longitud	representa	la	magnitud	de	la	accin	en	trminos	de	una	unidad	apropiada.	Por	ejemplo,	el	vector	de	fuerza	apunta	en	la	direccin	en	la	cual	acta
la	fuerza,	y	su	longitud	es	una	medida	de	la	intensidad	de	la	fuerza;	un	vector	de	velocidad	apunta	en	la	direccin	del	movimiento	y	su	longitud	es	la	rapidez	del	objeto	mvil.	La	figura	12.8	muestra	el	vector	de	velocidad	v	en	una	posicin	especfica	para	una	partcula	que	se	desplaza	a	lo	largo	de	una	trayectoria	en	el	plano	o	en	el	espacio.	(Esta	aplicacin
de	los	vectores	se	estudia	en	el	captulo	13).y	z	v	v	Punto	inicial	A	AB	FIGURA	12.7	El	segmento	de	recta	dirigido	se	llama	vector.	y	B	A	C	P	O	E	F	x0	Dx	x	0	y	(a)	Dos	dimensiones	(b)	Tres	dimensiones	FIGURA	12.9	Las	cuatro	flechas	en	el	plano	(segmentos	de	recta	dirigidos)	mostradas	aqu	tienen	la	misma	longitud	y	direccin.	Por	lo	tanto,	representan
al	mismo	vector,	por	lo	1	1	1	1	que	escribimos	AB	=	CD	=	OP	=	EF	.	FIGURA	12.8	El	vector	de	velocidad	de	una	partcula	que	se	desplaza	a	lo	largo	de	una	trayectoria	(a)	en	el	plano	(b)	en	el	espacio.	La	punta	de	la	flecha	sobre	la	trayectoria	indica	la	direccin	del	movimiento	de	la	partcula.	z	P(x1,	y1,	z1)	Q(x2,	y2,	z2)	(v1,	v2,	v3)	DEFINICIONES	Un
vector	es	un	segmento	de	recta	dirigido.	El	segmento	de	recta	1	dirigido	AB	tiene	un	punto	inicial	A	y	un	punto	final	B,	y	su	longitud	o	magnitud	se	1	representa	por	AB	.	Dos	vectores	son	iguales	cuando	tienen	la	misma	longitud	y	direccin.	Posicin	del	vector	de	PQ	v	v1,	v2,	v3	v2	0	v3	v1	y	x	FIGURA	12.10	Un	vector	PQ	en	posicin	estndar	tiene	su
punto	inicial	en	el	origen.	1	Los	segmentos	de	recta	dirigidos	PQ	y	v	son	paralelos	y	tienen	la	misma	longitud.	1	Las	flechas	que	usamos	para	trazar	vectores	representan	al	mismo	vector	si	tienen	la	misma	longitud,	son	paralelas	y	apuntan	en	la	misma	direccin	(figura	12.9)	sin	importar	su	punto	inicial.	
En	los	libros	de	texto,	los	vectores	se	denotan	normalmente	con	letras	minsculas	en	negritas,	por	ejemplo,	u,	v	y	w.	Algunas	veces	usamos	letras	maysculas	en	negritas,	como	F,	para	representar	un	vector	de	fuerza.	Cuando	se	usan	cursivas,	se	acostumbra	escribir	pequeas	flechas	encima	de	las	letras,	por	ejemplo	s,	s,	w,	y	F	.	u	y	s	s	Necesitamos	una
manera	para	representar	algebraicamente	los	vectores,	de	manera	que	1	1	podamos	precisar	su	direccin.	Sea	v	=	PQ	.	Existe	un	segmento	de	recta	dirigido	igual	a	PQ	cuyo	punto	inicial	es	el	origen	(figura	12.10).	sta	es	la	representacin	de	v	en	posicin	estndar	y	es	el	vector	que	normalmente	usamos	para	representar	a	v.	Podemos	especificar	a	v	escri-
666	Captulo	12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio	biendo	las	coordenadas	de	su	punto	final	(v1,	v2,	v3)	cuando	v	est	en	posicin	estndar.	
Si	v	es	un	vector	en	el	plano,	su	punto	final	(v1,	v2)	tiene	dos	coordenadas.	DEFINICIN	Si	v	es	un	vector	bidimensional	en	el	plano	igual	al	vector	con	punto	inicial	en	el	origen	y	punto	final	(v1,	v2),	entonces	la	expresin	de	v	en	componentes	es	v	=	8v1,	v29.	Si	v	es	un	vector	tridimensional	igual	al	vector	con	punto	inicial	en	el	origen	y	punto	final	(v1,
v2,	v3),	entonces	la	expresin	de	v	en	componentes	es	v	=	8v1,	v2	,	v39.	Por	lo	tanto,	un	vector	bidimensional	es	un	par	ordenado	v	5	8v1,	v29	de	nmeros	reales,	y	un	vector	tridimensional	es	una	terna	ordenada	v	5	8v1,	v2,	v39	de	nmeros	reales.	Los	nmeros	v1,	v2	y	v3	son	los	componentes	de	v.	1	Si	v	5	8v1,	v2,	v39,	se	representa	por	el	segmento	de
recta	dirigido	PQ	,	donde	el	punto	inicial	es	P(x1,	y1,	z1)	y	el	punto	final	es	Q	5	(x2,	y2,	z2),	entonces	x1	1	v1	5	x2,	y1	1	v2	5	y2,	y	z1	1	v3	5	z2,	(vase	la	figura	12.10).	Por	lo	tanto,	v1	5	x2	2	x1,	v2	5	y2	2	y1	y	v3	5	z2	2	z1	son	1	los	componentes	de	PQ	.	En	resumen,	dados	los	puntos	P(x1,	y1,	z1)	y	Q	5	(x2,	y2,	z2),	el	vector	en	posicin	estndar	1	v	5	(v1,	v2,
v3)	igual	a	PQ	es	v	=	8x2	-	x1,	y2	-	y1,	z2	-	z19.Si	v	es	el	vector	bidimensional	con	P(x1,	y1)	y	Q	5	(x2,	y2)	como	puntos	en	el	plano,	entonces	v	5	(x2	2	x1,	y2	2	y1).	No	hay	un	tercer	componente	para	vectores	en	el	plano.	Con	esto	en	mente	desarrollaremos	el	lgebra	de	los	vectores	tridimensionales	y	simplemente	eliminaremos	el	tercer	componente
cuando	se	trate	de	vectores	bidimensionales	(un	vector	en	el	plano).	Dos	vectores	son	iguales	si	y	slo	si	sus	vectores	en	posicin	estndar	son	idnticos.	De	manera	que	8u1,	u2,	u39	y	8v1,	v2,	v39	son	iguales	si	y	slo	si	u1	5	v1,	u2	5	v2	y	u3	5	v3.	1	La	magnitud	o	longitud	del	vector	PQ	es	la	longitud	de	cualquiera	de	sus	representaciones	como	segmento	de
recta	dirigido.	
En	particular,	si	v	5	8x2	2	x1,	y2	2	y1,	z2	2	z19	es	el	vector	1	en	posicin	estndar	para	PQ	,	entonces	la	frmula	para	la	distancia	proporciona	la	magnitud	o	longitud	de	v,	representada	por	el	smbolo	uvu	o	v	.	1	La	magnitud	o	longitud	del	vector	v	=	PQ	es	el	nmero	no	negativo	v	=	2v12	+	v22	+	v32	=	2sx2	-	x1	d2	+	s	y2	-	y1	d2	+	sz2	-	z1	d2	(vase	la
figura	12.10).	El	nico	vector	con	longitud	0	es	el	vector	cero	0	5	80,	09	o	0	5	80,	0,	09.	Este	vector	tambin	es	el	nico	sin	direccin	especfica.	EJEMPLO	1	Determine	(a)	los	componentes	y	(b)	la	longitud	del	vector	con	punto	inicial	en	P(23,	4,	1)	y	punto	terminal	Q(25,	2,	2).Solucin	1	(a)	El	vector	en	posicin	cannica	v	que	representa	a	PQ	tiene
componentes	v1	=	x2	-	x1	=	-	5	-	s	-3d	=	-	2,	v2	=	y2	-	y1	=	2	-	4	=	-	2	,	12.2	Vectores	667	y	v3	=	z2	-	z1	=	2	-	1	=	1.	1	La	expresin	PQ	en	componentes	es2	2	2	v	=	2s	-2d	+	s	-2d	+	s1d	=	29	=	3.	v	=	8-2,	-2,	19.	1	(b)	La	longitud	o	magnitud	de	v	=	PQ	esy	F	=	a,	b	45	x	EJEMPLO	2	Se	tira	de	un	carrito	a	lo	largo	de	un	suelo	liso	horizontal	con	una	fuerza	F
de	20	libras	que	forma	un	ngulo	de	45	con	el	suelo	(figura	12.11).	Cul	es	la	fuerza	efectiva	que	mueve	el	carrito	hacia	delante?Solucin	FIGURA	12.11	La	fuerza	que	tira	del	carrito	hacia	delante	se	representa	por	el	vector	F	cuyo	componente	horizontal	es	la	fuerza	efectiva	(ejemplo	2).	La	fuerza	efectiva	es	el	componente	horizontal	de	F	5	8a,	b9,	dado
por	a	=	F	cos	45	=	s20d	a	22	b	L	14.14	lb.	2	Note	que	F	es	un	vector	bidimensional.	
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Operaciones	algebraicas	con	vectoresDos	operaciones	fundamentales	que	pueden	realizarse	con	vectores	son	la	suma	de	vectores	y	la	multiplicacin	por	un	escalar.	
Un	escalar	es	simplemente	un	nmero	real	y	se	llama	as	cuando	queremos	resaltar	su	diferencia	en	relacin	con	los	vectores.	Los	escalares	pueden	ser	positivos,	negativos	o	cero	y	se	usan	para	escalar	un	vector	multiplicndolo.	
Sean	u	5	8u1,	u2,	u39	y	v	5	8v1,	v2,	v39	vectores	y	k	un	escalar.	u	+	v	=	8u1	+	v1,	u2	+	v2	,	u3	+	v39	ku	=	8ku1,	ku2	,	ku39	DEFINICIONES	Suma:	Multiplicacin	escalar:	La	suma	de	vectores	se	realiza	sumando	los	componentes	correspondientes	de	los	vectores.	Multiplicamos	un	vector	por	un	escalar	haciendo	el	producto	de	cada	componente	por	el
escalar.	Las	definiciones	se	aplican	de	manera	similar	a	los	vectores	en	el	plano,	slo	que	stos	tienen	nicamente	dos	componentes	8u1,	u29	y	8v1,	v29.	La	definicin	de	la	suma	de	vectores	en	el	plano	se	ilustra	geomtricamente	en	la	figura	12.12a,	donde	el	punto	inicial	de	un	vector	se	coloca	en	el	punto	final	del	otro.	Otra	interpretacin	se	muestra	en	la
figura	12.12b	(llamada	la	ley	del	paralelogramo	de	la	suma),	dondey	u1	v1,	u2	v2	y	u+v	u	v	v1	u2	v2	v	u+v	u	x	x	(b)	0	u1	(a)	0	FIGURA	12.12	(a)	Interpretacin	geomtrica	de	la	suma	de	vectores.	(b)	La	ley	del	paralelogramo	para	la	suma	de	vectores.	668	Captulo	12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio	1.5u	u	2u	2u	la	suma,	llamada	el	vector
resultante,	es	la	diagonal	del	paralelogramo.	En	fsica,	las	fuerzas	se	suman	vectorialmente,	al	igual	que	las	velocidades,	las	aceleraciones,	etctera.	As,	la	fuerza	que	acta	sobre	una	partcula	sujeta	a	fuerzas	elctricas	y	gravitacionales	se	obtiene	sumando	los	dos	vectores	de	fuerza.	En	la	figura	12.13	se	muestra	la	interpretacin	geomtrica	del	producto	ku
del	escalar	k	por	el	vector	u.	Si	k	.	0,	entonces	ku	tiene	la	misma	direccin	que	u;	si	k	,	0,	entonces	la	direccin	de	ku	es	opuesta	a	la	direccin	de	u.	Comparando	las	longitudes	de	u	y	ku,	vemos	que2	2	2	2	2	2	2	ku	=	2sku1	d	+	sku2	d	+	sku3	d	=	2k	su1	+	u2	+	u3	d	FIGURA	12.13	Mltiplos	escalares	de	u.	=	2k2	2u12	+	u22	+	u32	=	k	u	.	u	v	u	(a)	v	La
longitud	de	ku	es	igual	al	producto	del	valor	absoluto	del	escalar	k	por	la	longitud	de	u.	El	vector	(21)u	5	2u	tiene	la	misma	longitud	de	u,	pero	apunta	en	la	direccin	opuesta.	La	diferencia	u	2	v	de	dos	vectores	est	definida	por	Si	u	5	8u1,	u2,	u39	y	v	5	8v1,	v2,	v39,	entonces	u	-	v	=	u	+	s	-vd	.	u	-	v	=	8u1	-	v1,	u2	-	v2,	u3	-	v39.	Observe	que	(u	2	v)	1	v	5
u,	de	manera	que	sumando	el	vector	(u	2	v)	a	v	se	obtiene	u	(figura	12.14a).	La	figura	12.14b	muestra	la	diferencia	u	2	v	como	la	suma	u	1	(2v).	EJEMPLO	3v	Sean	u	5	821,	3,	19	y	v	5	84,	7,	09.	
Obtenga	los	componentes	de	(b)	u	-	v	(c)	`	1	u`	.	2	(a)	2u	+	3	vu	v	u	(v)	(b)	Solucin	(a)	2u	+	3v	=	28-1,	3,	19	+	384,	7,	09	=	8-2,	6,	29	+	812,	21,	09	=	810,	27,	29	(b)	u	-	v	=	8-1,	3,	19	-	84,	7,	09	=	8-1	-	4,	3	-	7,	1	-	09	=	8-	5,	-	4,	19	(c)	`2	2	2	FIGURA	12.14	(a)	El	vector	u	2	v,	sumando	a	v,	da	u.	(b)	u	2	v	5	u	1	(2v).	1	3	1	1	3	1	1	1	u	`	=	`	h-	,	,	i	`	=	a-	b	+	a
b	+	a	b	=	211.	2	2	2	2	2	2	2	2	C	Las	operaciones	vectoriales	tienen	muchas	de	las	propiedades	de	la	aritmtica	ordinaria.	Propiedades	de	las	operaciones	con	vectores	Sean	u,	v,	y	w	vectores,	y	a	y	b	escalares.	1.	3.	5.	7.	9.	u	+	v	=	v	+	u	u	+	0	=	u	0u	=	0	asbud	=	sabdu	sa	+	bd	u	=	au	+	b	u	2.	4.	6.	8.	su	+	vd	+	w	=	u	+	sv	+	wd	u	+	s	-	ud	=	0	1u	=	u	asu
+	vd	=	au	+	a	v	Estas	propiedades	se	verifican	fcilmente	usando	las	definiciones	de	suma	de	vectores	y	multiplicacin	por	un	escalar.	Por	ejemplo,	para	establecer	la	propiedad	1,	tenemos	u	+	v	=	=	=	=	=	8u1,	u2,	u39	+	8v1,	v2,	v39	8u1	+	v1,	u2	+	v2,	u3	+	v39	8v1	+	u1,	v2	+	u2,	v3	+	u39	8v1,	v2,	v39	+	8u1,	u2,	u39	v	+	u.	12.2	Vectores	669	Cuando
tres	o	ms	vectores	en	el	espacio	se	encuentran	en	el	mismo	plano,	decimos	que	son	vectores	coplanares.	Por	ejemplo,	los	vectores	u,	v	y	u	1	v	siempre	son	coplanares.	Vectores	unitariosUn	vector	v	de	longitud	1	se	llama	vector	unitario.	Los	vectores	unitarios	estndar	(o	cannicos)	son	i	=	81,	0,	09,	j	=	80,	1,	09,	y	k	=	80,	0,	19.	Cualquier	vector	v	5	8v1,
v2,	v39	se	puede	escribir	como	una	combinacin	lineal	de	los	vectores	unitarios	estndar	de	la	siguiente	manera:	v	=	8v1,	v2	,	v39	=	8v1,	0,	09	+	80,	v2	,	09	+	80,	0,	v39z	OP2	x2i	y2j	z2k	P2(x2,	y2,	z2)	=	v181,	0,	09	+	v280,	1,	09	+	v380,	0,	19	=	v1	i	+	v2	j	+	v3	k	.	Llamamos	al	escalar	(o	nmero)	v1	el	componente	en	i	del	vector	v,	a	v2	el	componente	en
j,	y	a	v3	el	componente	en	k.	La	expresin	en	componentes	del	vector	de	P1(x1,	y1,	z1)	a	P2(x2,	y2,	z2)	es	1	P1P2	=	sx2	-	x1	di	+	s	y2	-	y1	dj	+	sz2	-	z1	dky	k	i	O	j	P1P2	(figura	12.15).	Siempre	que	v	Z	0,	su	longitud	uvu	no	es	cero	y	x	OP1	x1i	y1j	P1(x1,	y1,	z1)	z1k	`	1	1	v`	=	v	=	1.	v	v	FIGURA	12.15	El	vector	de	P1	a	P2	es	1	P1P2	=	sx2	-	x1	di	+	s	y2	-	y1
dj	+	sz2	-	z1	dk.	Es	decir,	vyuvu	es	un	vector	unitario	en	la	direccin	de	v,	llamado	la	direccin	del	vector	no	nulo	v.	EJEMPLO	4	P2(3,	2,	0).Solucin	Obtenga	el	vector	unitario	u	en	la	direccin	del	vector	de	P1(1,	0,	1)	a	1	Dividimos	P1P2	entre	su	longitud:	1	P1P2	=	2s2d2	+	s2d2	+	s	-1d2	=	24	+	4	+	1	=	29	=	3	1	P1P2	=	s3	-	1di	+	s2	-	0dj	+	s0	-	1dk	=	2i
+	2j	-	k	u	=	1	2i	+	2j	-	k	P1P2	2	1	2	=	=	i	+	j	-	k.	1	3	3	3	3	P1P2	1	El	vector	unitario	u	es	la	direccin	de	P1P2	.	EJEMPLO	5	Si	v	5	3i	2	4j	es	un	vector	de	velocidad,	exprese	v	como	el	producto	de	su	rapidez	por	un	vector	unitario	en	la	direccin	del	movimiento.Solucin	La	rapidez	es	la	magnitud	(longitud)	de	v:	2	2	v	=	2s3d	+	s	-4d	=	29	+	16	=	5.	El	vector
unitario	vyuvu	tiene	la	misma	direccin	de	v:BIOGRAFA	HISTRICA	Hermann	Grassmann	(18091877)	3i	-	4j	4	3	v	=	=	i	-	j.	5	5	5	v	670	Captulo	12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio	Entonces	3	4	v	=	3i	-	4j	=	5	a	i	-	jb	.	5	5	(')'*Longitud	(rapidez)	Direccin	del	movimiento	En	resumen,	podemos	expresar	cualquier	vector	no	nulo	v	en	trminos	del
producto	de	sus	dos	v	.	caractersticas	fundamentales,	longitud	y	direccin,	escribiendo	v	=	v	v	Si	v	Z	0,	entonces	v	1.	es	un	vector	unitario	en	la	direccin	de	v;	v	v	2.	La	ecuacin	v	=	v	expresa	a	v	en	trminos	de	su	longitud	y	direccin.	
v	EJEMPLO	6	Se	aplica	una	fuerza	de	6	newtons	en	la	direccin	del	vector	v	5	2i	1	2j	2	k.	Exprese	la	fuerza	F	como	el	producto	de	su	magnitud	y	direccin.Solucin	El	vector	de	fuerza	tiene	magnitud	6	y	direccin	F	=	6	2i	+	2j	-	k	2i	+	2j	-	k	v	=	6	=	6	2	2	2	3	v	22	+	2	+	s	-1d	v	,	entonces	v	2	2	1	=	6	a	i	+	j	-	kb	.	3	3	3	Punto	medio	de	un	segmento	de
rectaLos	vectores	a	menudo	son	tiles	en	geometra.	Por	ejemplo,	las	coordenadas	del	punto	medio	de	un	segmento	de	recta	se	determinan	promediando.	El	punto	medio	M	del	segmento	de	recta	que	une	los	puntos	P(x1,	y1,	z1)	y	P2(x2,	y2,	z2)	es	el	puntoP1(x1,	y1,	z1)	x	M	1	x2	y1	,	y2	2	z1	2	z2	a2	,	x1	+	x2	y1	+	y2	z1	+	z2	,	,	b.	2	2	2	Para	comprender
por	qu,	observe	la	figura	12.16,	dondeP2(x2,	y2,	z2)	O	FIGURA	12.16	Las	coordenadas	del	punto	medio	son	los	promedios	de	las	coordenadas	de	P1	y	P2.	1	1	1	1	1	1	1	1	OM	=	OP1	+	sP1P2	d	=	OP1	+	sOP2	-	OP1	d	2	2	1	1	1	=	sOP1	+	OP2	d	2	y1	+	y2	x1	+	x2	z1	+	z2	=	i	+	j	+	k.	
2	2	2	EJEMPLO	7	El	punto	medio	del	segmento	que	une	P1(3,	22,	0)	y	P2(7,	4,	4)	es	a	3	+	7	-2	+	4	0	+	4	,	,	b	=	s5,	1,	2d	.	
2	2	2	12.2	Vectores	671	AplicacionesUna	aplicacin	importante	de	los	vectores	se	da	en	la	navegacin.N	v	30	70	EJEMPLO	8	Un	avin	comercial,	que	vuela	hacia	el	este	a	500	millas	por	hora	con	cielo	despejado,	encuentra	un	viento	de	cola	de	70	millas	por	hora	soplando	en	direccin	60	al	noreste.	El	avin	mantiene	el	rumbo	hacia	el	este,	pero,	debido	al
viento,	adquiere	una	nueva	rapidez	y	direccin	con	respecto	al	suelo.	Cules	son	la	rapidez	y	direccin?u	v	500	u	E	NO	EST	A	ESCALA	FIGURA	12.17	Los	vectores	que	representan	las	velocidades	del	avin	u	y	el	viento	de	cola	v	del	ejemplo	8.	Si	u	5	la	velocidad	del	avin	solamente	y	v	5	la	velocidad	del	viento	de	cola,	entonces	uuu	5	500	y	uvu	5	70	(figura
12.17).	La	velocidad	del	avin	con	respecto	al	suelo	est	dada	por	la	magnitud	y	direccin	del	vector	resultante	u	1	v.	Si	el	eje	x	positivo	representa	la	direccin	este	y	el	eje	y	positivo	representa	la	direccin	norte,	entonces	los	componentes	de	u	y	v	sonSolucin	u	=	8500,	09	Por	lo	tanto,	y	v	=	870	cos	60,	70	sen	609	=	835,	35	239.	2	2	u	+	v	=	2535	+	s3513d
L	538.4	u	+	v	=	8535,	35239	=	535i	+	3523	j	y	u	=	tan-1	3523	L	6.5.	535Figura	12.17	La	nueva	rapidez	del	avin	con	respecto	al	suelo	es	de	alrededor	de	538.4	millas	por	hora,	y	su	nueva	direccin	es	de	aproximadamente	6.5	al	noreste.	Otra	aplicacin	importante	se	da	en	fsica	e	ingeniera,	cuando	varias	fuerzas	actan	sobre	un	objeto	simple.	EJEMPLO
9	Un	peso	de	75	newtons	(N)	est	suspendido	por	dos	alambres,	como	se	muestra	en	la	figura	12.18a.	Obtenga	las	fuerzas	F1	y	F2	que	actan	en	ambos	alambres.	Los	vectores	de	fuerza	F1	y	F2	tienen	magnitudes	uF1u	y	uF2u	y	componentes	que	se	miden	en	newtons.	La	fuerza	resultante	es	la	suma	F1	1	F2	y	debe	ser	igual	en	magnitud	y	actuar	en
direccin	opuesta	(hacia	arriba)	al	vector	de	peso	w	(figura	12.18b).	A	partir	de	la	figura	se	deduce	queSolucin	55	F1	F2	55	75	(a)	F	F1	F1	F2	40	40	80,	759	Puesto	que	F1	1	F2	5	80,	759,	el	vector	resultante	lleva	al	sistema	de	ecuaciones	-	F1	cos	55	+	F2	cos	40	=	0	F1	=	8-	F1	cos	55,	F1	sen	559	y	F2	=	8	F2	cos	40,	F2	sen	409.	F1	F2	55	40	F2	F1	sen
55	+	F2	sen	40	=	75.	Al	despejar	uF2u	en	la	primera	ecuacin	y	sustituir	el	resultado	en	la	segunda,	tenemos	F2	=	Por	lo	tanto,	F1	=	75	L	57.67	N,	sen	55	+	cos	55	tan	40	F1	cos	55	cos	40	y	F1	sen	55	+	F1	cos	55	sen	40	=	75.	cos	40	w	(b)	80,	759	FIGURA	12.18	ejemplo	9.	El	peso	suspendido	del	672	Captulo	12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio
y	F2	=	=	75	cos	55	sen	55	cos	40	+	cos	55	sen	40	75	cos	55	L	43.18	N.	
sens55	+	40d	Los	vectores	de	fuerza	son	F1	5	8233.08,	47.249	y	F2	5	833.08,	27.769.	Ejercicios	12.2Vectores	en	el	plano	En	los	ejercicios	1	a	8,	u	5	83,	229	y	v	5	822,	59.	Determine	(a)	los	componentes	y	(b)	la	magnitud	(longitud)	del	vector	indicado.	1.	3u	3.	u	+	v	5.	2u	-	3v	7.	3	4	u	+	v	5	5	2.	
-	2v	4.	u	-	v	6.	-2u	+	5v	8.	5	12	u	+	v	13	13w	u	v	Representaciones	geomtricas	En	los	ejercicios	23	y	24,	copie	los	vectores	u,	v	y	w	con	punto	inicial	y	final	conforme	se	requiera	para	dibujar	el	vector	indicado.	23.	En	los	ejercicios	9	a	16,	obtenga	los	componentes	del	vector.	1	9.	El	vector	PQ	,	donde	P	5	(1,	3)	y	Q	5	(2,	21)	1	10.	El	vector	OP	donde	O	es
el	origen	y	P	es	el	punto	medio	del	segmento	RS,	donde	R	5	(2,	21)	y	S	5	(24,	3)	11.	El	vector	del	punto	A	5	(2,	3)	al	origen	1	1	12.	La	suma	de	AB	y	CD	,	donde	A	5	(1,	21),	B	5	(2,	0),	C	5	(21,	3),	y	D	5	(22,	2)	13.	El	vector	unitario	que	forma	un	ngulo	u	5	2py3	con	el	eje	x	positivo	14.	El	vector	unitario	que	forma	un	ngulo	u	5	23py4	con	el	eje	x	positivo	a.
u	+	v	c.	u	-	v	24.v	u	b.	u	+	v	+	w	d.	u	-	w	w	15.	El	vector	unitario	obtenido	al	girar	el	vector	80,	19	120	en	sentido	contrario	a	las	manecillas	del	reloj	en	torno	al	origen	16.	El	vector	unitario	obtenido	al	girar	el	vector	81,	09	135	en	sentido	contrario	a	las	manecillas	del	reloj	en	torno	al	origen	a.	u	-	v	c.	2u	-	v	Vectores	en	el	espacio	En	los	ejercicios	17	a
22,	exprese	cada	vector	en	la	forma	v	5	v1i	1	v2j	1	v3k.	1	17.	P1P2	si	P1	es	el	punto	(5,	7,	21)	y	P2	es	el	punto	(2,	9,	22)	1	18.	P1P2	si	P1	es	el	punto	(1,	2,	0)	y	P2	es	el	punto	(23,	0,	5)	1	19.	AB	si	A	es	el	punto	(27,	28,	1)	y	B	es	el	punto	(210,	8,	1)	1	20.	AB	si	A	es	el	punto	(1,	0,	3)	y	B	es	el	punto	(21,	4,	5)	21.	5u	2	v	si	u	5	81,	1,	219	y	v	5	82,	0,	39	22.
22u	1	3v	si	u	5	821,	0,	29	y	v	5	81,	1,	19	b.	
u	-	v	+	w	d.	u	+	v	+	w	Longitud	y	direccin	En	los	ejercicios	25	a	30,	exprese	cada	vector	como	producto	de	su	longitud	y	direccin.	25.	2i	+	j	-	2k	27.	5k	29.	26	1	26	1	26	1	26.	9i	-	2j	+	6k	28.	k	30.	3	4	i	+	k	5	5	i	+	23	23	j	23	k	i	-	j	-	+	12.2	Vectores31.	Determine	los	vectores	con	las	longitudes	y	direcciones	dadas.	Intente	hacer	los	clculos	mentalmente.	b.
23	1	c.	
2	a.	2	d.	7	Longitud	Direccin	i	-k	3	j	+	5	6	i	7100	673	30	F1	45	F2	4	k	5	2	3	j	+	k	7	7	46.	
Considere	un	peso	de	50	N	suspendido	de	dos	alambres,	como	se	muestra	en	la	figura.	Si	la	magnitud	del	vector	F1	es	de	35	N,	obtenga	el	ngulo	a	y	la	magnitud	del	vector	F2.a	F1	60	F2	32.	Obtenga	los	vectores	con	las	longitudes	y	direcciones	dadas.	Intente	hacer	los	clculos	mentalmente.	b.	22	a.	7	c.	13	12	Longitud	Direccin	-j4	3	i	-	k	5	5	4	12	3	i	j	k
13	13	13	1	1	1	i	+	j	k	22	23	2650	d.	a	7	0	47.	Considere	un	peso	de	w-N	suspendido	de	dos	alambres,	como	se	muestra	en	la	figura.	Si	la	magnitud	del	vector	F2	es	100	N,	determine	w	y	la	magnitud	del	vector	F1.40	F1	35	F2	w	33.	Determine	un	vector	de	magnitud	7	en	la	direccin	de	v	5	12i	2	5k.	34.	Obtenga	un	vector	de	magnitud	3	en	direccin
opuesta	a	la	direccin	de	v	5	(1y2)i	2	(1y2)j	2	(1y2)k.	Direccin	y	puntos	medios	En	los	ejercicios	35	a	38,	determine	1	a.	La	direccin	de	P1P2	y	b.	El	punto	medio	del	segmento	de	recta	P1P2.	35.	P1s	-	1,	1,	5d	36.	P1s1,	4,	5d	37.	P1s3,	4,	5d	P2s2,	5,	0d	P2s4,	-	2,	7d	P2s2,	3,	4d	48.	Considere	un	peso	de	25	N	suspendido	de	dos	alambres,	como	se	ilustra	en
la	figura.	Si	las	magnitudes	de	los	vectores	F1	y	F2	son	ambas	de	75	N,	entonces	los	ngulos	a	y	b	son	iguales.	Obtenga	a.a	F1	25	b	F2	38.	P1s0,	0,	0d	P2s2,	-2,	-2d	1	39.	Si	AB	5	i	1	4j	2k	y	B	es	el	punto	(5,	1,	3),	obtenga	A.	1	40.	Si	AB	5	27i	1	3j	1	8k	y	A	es	el	punto	(22,	23,	6),	obtenga	B.	Teora	y	aplicaciones	41.	Combinacin	lineal	Si	u	5	2i	1	j,	v	5	i	1	j,	y
w	5	i	2	j,	obtenga	los	escalares	a	y	b	tales	que	u	5	av	1	bw.	42.	Combinacin	lineal	Si	u	5	i	2	2j,	v	5	2i	1	3j,	y	w	5	i	1	j,	escriba	u	5	u1	1	u2,	donde	u1	sea	paralelo	a	v	y	u2	sea	paralelo	a	w.	(Vase	el	ejercicio	41).	43.	Velocidad	Un	avin	vuela	en	direccin	25	al	oeste	del	norte	a	800	kmyh.	Determine	la	forma	en	componentes	de	la	velocidad	del	avin,
suponiendo	que	el	eje	x	positivo	representa	el	rumbo	este	y	el	eje	y	positivo	representa	el	rumbo	norte.	44.	(Continuacin	del	ejemplo	8)	Qu	rapidez	y	direccin	debe	tener	el	avin	del	ejemplo	8	para	que	el	vector	resultante	sea	de	500	millas	por	hora	hacia	el	este?	45.	Considere	un	peso	de	100	N	suspendido	de	dos	alambres	como	se	muestra	en	la
siguiente	figura.	Obtenga	las	magnitudes	y	los	componentes	de	los	vectores	de	fuerza	F1	y	F2.	49.	Ubicacin	Un	pjaro	vuela	desde	su	nido	5	km	en	direccin	de	60	al	noreste,	donde	se	detiene	a	descansar	en	un	rbol.	Luego	vuela	10	km	en	direccin	hacia	el	suroeste	y	se	detiene	en	un	poste	telefnico.	Utilice	un	sistema	de	coordenadas	xy	de	manera	que
el	origen	est	en	el	nido	del	pjaro,	el	eje	x	apunte	hacia	el	este	y	el	eje	y	apunte	hacia	el	norte.	a.	En	qu	punto	se	ubica	el	rbol?	b.	En	qu	punto	se	localiza	el	poste	de	telfono?	50.	Use	tringulos	semejantes	para	obtener	las	coordenadas	del	punto	Q	que	divide	al	segmento	de	P1(x1,	y1,	z1)	a	P2(x2,	y2,	z2)	en	dos	tramos,	cuya	razn	es	pyq	5	r.	51.	Medianas
de	un	tringulo	Suponga	que	A,	B	y	C	son	las	esquinas	de	una	delgada	placa	triangular	de	densidad	constante	como	se	muestra	en	la	figura.	a.	
Obtenga	el	vector	que	va	desde	C	al	punto	medio	de	M	del	lado	AB.	b.	Determine	el	vector	que	va	desde	C	al	punto	que	est	sobre	la	mediana	CM,	a	dos	tercios	de	la	distancia	de	C	a	M.	674	Captulo	12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio53.	Sea	ABCD	un	cuadriltero	en	el	espacio	(no	necesariamente	en	el	plano).	Demuestre	que	los	dos	segmentos
que	unen	los	dos	puntos	medios	de	los	lados	opuestos	de	ABCD	se	bisecan	entre	s.	(Sugerencia:	Muestre	que	los	segmentos	tienen	el	mismo	punto	medio).	54.	
Desde	el	centro	de	un	polgono	regular	de	n	lados	en	el	plano	se	trazan	vectores	hasta	los	vrtices	del	polgono.	Demuestre	que	la	suma	de	los	vectores	es	igual	a	cero.	(Sugerencia:	Qu	pasa	con	la	suma	si	usted	hace	girar	el	polgono	en	torno	a	su	centro?)	55.	Suponga	que	A,	B	y	C	son	los	vrtices	de	un	tringulo	y	que	a,	b	y	c	son,	respectivamente,	los
puntos	medios	de	los	lados	opuestos.	De	1	1	1	muestre	que	Aa	+	Bb	+	Cc	=	0	.	56.	
Vectores	unitarios	en	el	plano	Demuestre	que	un	vector	unitario	en	el	plano	se	puede	expresar	como	u	5	(cos	u)i	1	(sen	u)j,	obtenido	al	hacer	girar	el	vector	i	un	ngulo	u	en	direccin	contraria	a	las	manecillas	del	reloj.	Explique	por	qu	cualquier	vector	unitario	en	el	plano	puede	expresarse	en	esta	forma.	c.	Obtenga	las	coordenadas	del	punto	donde	se
cortan	las	medianas	del	DABC.	De	acuerdo	con	el	ejercicio	17	de	la	seccin	6.6,	este	punto	es	el	centro	de	masa	de	la	placa.z	C(1,	1,	3)	c.m.	B(1,	3,	0)	x	M	A(4,	2,	0)	y	52.	Determine	el	vector	del	origen	al	punto	de	interseccin	de	las	medianas	del	tringulo	cuyos	vrtices	son	As1,	-	1,	2d,	Bs2,	1,	3d,	y	Cs	-	1,	2,	-	1d	.	12.3F	El	producto	puntoSi	se	aplica	una
fuerza	F	a	una	partcula	que	se	mueve	a	lo	largo	de	una	trayectoria,	con	frecuencia	necesitamos	conocer	la	magnitud	de	la	fuerza	en	la	direccin	de	movimiento.	Si	v	es	paralelo	a	la	recta	tangente	a	la	trayectoria	en	el	punto	donde	se	aplica	F,	buscamos	la	magnitud	de	F	en	la	direccin	de	v.	La	figura	12.19	indica	que	la	cantidad	escalar	que	buscamos	es
la	longitud	de	uFu	cos	u,	donde	u	es	el	ngulo	entre	los	dos	vectores.	En	esta	seccin	mostraremos	cmo	calcular	fcilmente	el	ngulo	entre	dos	vectores	a	partir	de	sus	componentes.	Una	parte	clave	del	clculo	es	una	expresin	llamada	el	producto	punto.	El	producto	punto	tambin	se	conoce	como	producto	interno	o	escalar	porque	el	producto	da	como
resultado	un	escalar,	no	un	vector.	Despus	de	investigar	al	producto	punto,	lo	aplicaremos	para	determinar	la	proyeccin	de	un	vector	sobre	otro	(como	se	ilustra	en	la	figura	12.19)	y	para	determinar	el	trabajo	realizado	por	una	fuerza	constante	que	acta	a	lo	largo	de	un	desplazamiento.	v	Longitud	F	cos	FIGURA	12.19	La	magnitud	de	la	fuerza	F	en	la
direccin	del	vector	v	es	la	longitud	uFu	cos	u	de	la	proyeccin	de	F	sobre	v.	ngulo	entre	vectoresCuando	dos	vectores	no	nulos	u	y	v	se	colocan	de	manera	que	sus	puntos	iniciales	coincidan,	forman	un	ngulo	u	con	medida	0	#	u	#	p	(figura	12.20).	Si	los	vectores	no	estn	en	la	misma	recta,	el	ngulo	u	se	mide	en	el	plano	que	los	contiene.	Si	los	vectores
estn	alineados,	el	ngulo	entre	ellos	es	igual	a	cero	si	apuntan	a	la	misma	direccin,	y	p	si	apuntan	en	direcciones	opuestas.	El	ngulo	u	es	el	ngulo	entre	u	y	v.	El	teorema	1	ofrece	una	frmula	para	determinar	este	ngulo.	v	TEOREMA	1:	ngulo	entre	dos	vectores	El	ngulo	u	entre	dos	vectores	no	nulos	u	5	8u1,	u2,	u39	y	v	5	8v1,	v2,	v39	est	dado	poru	u	=
cos-1	a	u1	v1	+	u2	v2	+	u3	v3	b.	u	v	FIGURA	12.20	El	ngulo	entre	u	y	v.	Antes	de	demostrar	el	teorema	1,	enfocaremos	nuestra	atencin	en	la	expresin	u1v1	1	u2v2	1	u3v3	en	el	clculo	de	u.	Esta	expresin	es	la	suma	de	los	productos	de	los	componentes	correspondientes	a	los	vectores	u	y	v.	12.3	El	producto	punto	675	DEFINICIN	El	producto	punto	u	?
v	(u	punto	v)	de	los	vectores	u	5	8u1,	u2,	u39	y	v	5	8v1,	v2,	v39	es	u	#	v	=	u1	v1	+	u2	v2	+	u3	v3	.	EJEMPLO	1	(a)	81,	-2,	-19	#	8-6,	2,	-39	=	s1ds	-6d	+	s	-2ds2d	+	s	-1ds	-	3d	=	-	6	-	4	+	3	=	-7	1	1	(b)	a	i	+	3j	+	kb	#	s4i	-	j	+	2kd	=	a	bs4d	+	s3ds	-1d	+	s1ds2d	=	1	2	2	El	producto	punto	de	un	par	de	vectores	bidimensionales	se	define	de	un	modo	similar:
8u1,	u29	#	8v1,	v29	=	u1	v1	+	u2	v2	.	A	lo	largo	del	resto	del	libro	veremos	que	el	producto	punto	es	una	herramienta	clave,	no	slo	para	la	obtencin	del	ngulo	entre	dos	vectores,	sino	tambin	para	muchos	clculos	fsicos	y	geomtricos	importantes	en	el	espacio	(y	en	el	plano).	Prueba	del	teorema	1	Al	aplicar	la	ley	de	los	cosenos	[ecuacin	(8),	seccin	1.3]
al	tringulo	de	la	figura	12.21,	encontramos	que	w	2	=	u	2	+	v	2	-	2	u	v	cos	uw	uLey	de	los	cosenos2	A	2u12	+	u22	+	u32	B	=	u12	+	u22	+	u32	2	A	2v12	+	v22	+	v32	B	=	v12	+	v22	+	v32	2	u	v	cos	u	=	u	2	+	v	2	-	w	2	.	Como	w	5	u	2	v,	la	forma	componente	de	w	es	8u1	2	v1,	u2	2	v2,	u3	2	v39.	De	esta	forma,v	u2	=	v2	=	w2	=	FIGURA	12.21	La	ley	del
paralelogramo	de	la	suma	de	vectores	da	w	5	u	2	v.	2	A	2su1	-	v1	d2	+	su2	-	v2	d2	+	su3	-	v3	d2	B	=	su1	-	v1	d2	+	su2	-	v2	d2	+	su3	-	v3	d2	=	u12	-	2u1v1	+	v12	+	u22	-	2u2v2	+	v22	+	u32	-	2u3v3	+	v32	y	u	2	+	v	2	-	w	2	=	2su1	v1	+	u2v2	+	u3	v3).	Por	lo	tanto,	2	u	v	cos	u	=	u	2	+	v	2	-	w	2	=	2su1	v1	+	u2	v2	+	u3	v3	d	u	v	cos	u	=	u1	v1	+	u2	v2	+	u3
v3	u1	v1	+	u2	v2	+	u3	v3	cos	u	=	.	u	v	Como	0	#	u	,	p,	tenemos	u	=	cos-1	a	u1	v1	+	u2	v2	+	u3	v3	b.	u	v	En	la	notacin	del	producto	punto,	el	ngulo	entre	dos	vectores	u	y	v	puede	escribirse	como	u	=	cos-1	a	u#v	b.	
u	v	676	Captulo	12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio	EJEMPLO	2Solucin	Obtenga	el	ngulo	entre	u	5	i	2	2j	2	2k	y	v	5	6i	1	3j	1	2k.	Utilizamos	la	frmula	anterior:	u	=	2s1d2	+	s	-2d2	+	s	-2d2	=	29	=	32	2	2	v	=	2s6d	+	s3d	+	s2d	=	249	=	7	u	#	v	=	s1ds6d	+	s	-2ds3d	+	s	-2ds2d	=	6	-	6	-	4	=	-	4	u	=	cos-1	a	u#v	-4	b	L	1.76	radianes.	b	=	cos-1	a	s3ds7d
u	v	La	frmula	para	el	ngulo	tambin	se	aplica	a	vectores	bidimensionales.y	B(3,	5)	EJEMPLO	3	Determine	el	ngulo	u	del	tringulo	ABC	determinado	por	los	vrtices	A	5	(0,	0),	B	5	(3,	5)	y	C	5	(5,	2)	(figura	12.22).	1	1	El	ngulo	u	es	el	ngulo	entre	los	vectores	CA	y	CB	.	Las	expresiones	en	componentes	de	estos	dos	vectores	sonSolucinx	C(5,	2)	1	A	1	1	CA	=
8-5,	-29	y	1	CB	=	8-2,	39.	FIGURA	12.22	El	tringulo	del	ejemplo	3.	
Primero	calculamos	el	producto	punto	y	las	magnitudes	de	estos	dos	vectores.	1	1	CA	#	CB	=	s	-5ds	-2d	+	s	-2ds3d	=	4	1	CA	=	2s	-5d2	+	s	-2d2	=	229	1	CB	=	2s	-2d2	+	s3d2	=	213	u	=	cos-1	L	78.1	1	1	CA	#	CB	1	1	CA	CB	4	o	Luego,	aplicando	la	frmula	del	ngulo,	tenemos	=	cos-1	A	229	B	A	213	B	1.36	radianes.	Vectores	perpendiculares
(ortogonales)Dos	vectores	no	nulos	u	y	v	son	perpendiculares	u	ortogonales	si	el	ngulo	entre	ellos	es	py2.	
Para	tales	vectores	tenemos	que	u?v	5	0,	ya	que	cos(py2)	5	0.	El	recproco	tambin	es	cierto.	Si	u	y	v	son	vectores	no	nulos	con	u?v	5	uuuuvu	cos	u	5	0,	entonces	cos	u	5	0	y	u	5	cos21	0	5	py2.	DEFINICIN	si	u?v	5	0.	
Los	vectores	u	y	v	son	ortogonales	(o	perpendiculares)	si	y	slo	EJEMPLO	4	(a)	u	5	83,	229	y	v	5	84,	69	son	ortogonales	porque	u?v	5	(3)(4)	1	(22)(6)	5	0.	(b)	u	5	3i	2	2j	1	k	y	v	5	2j	1	4k	son	ortogonales	porque	u?v	5	(3)(0)	1	(22)(2)	1	(1)(4)	5	0.	Para	determinar	si	dos	vectores	son	ortogonales,	calcule	su	producto	punto.	12.3	El	producto	punto	677	(c)	0
es	ortogonal	a	cualquier	vector	u,	puesto	que	0	#	u	=	80,	0,	09	#	8u1,	u2,	u39	=	0.	=	s0dsu1	d	+	s0dsu2	d	+	s0dsu3	d	Propiedades	del	producto	punto	y	proyecciones	de	vectoresEl	producto	punto	cumple	varias	de	las	leyes	vlidas	para	productos	ordinarios	de	nmeros	reales	(escalares).	Propiedades	del	producto	punto	Si	u,	v	y	w	son	tres	vectores
cualesquiera	y	c	es	un	escalar,	entonces	1.	u	#	v	=	v	#	u	3.	u	#	sv	+	wd	=	u	#	v	+	u	#	w	5.	0	#	u	=	0.	2.	scud	#	v	=	u	#	scvd	=	csu	#	vd	4.	u	#	u	=	u	2	BIOGRAFA	HISTRICA	Carl	Friedrich	Gauss	(17771855)	Demostracin	de	las	propiedades	1	y	3	Las	propiedades	son	fciles	de	demostrar	usando	la	definicin.	Por	ejemplo,	aqu	estn	las	demostraciones	de
las	propiedades	1	y	3.	1.	3.Q	u	v	u	#	v	=	u1	v1	+	u2	v2	+	u3	v3	=	v1	u1	+	v2	u2	+	v3	u3	=	v	#	u	u	#	sv	+	wd	=	8u1,	u2	,	u39	#	8v1	+	w1,	v2	+	w2	,	v3	+	w39	=	u1sv1	+	w1	d	+	u2sv2	+	w2	d	+	u3sv3	+	w3	d	=	u1	v1	+	u1	w1	+	u2	v2	+	u2	w2	+	u3	v3	+	u3	w3	=	su1	v1	+	u2	v2	+	u3	v3	d	+	su1	w1	+	u2	w2	+	u3	w3	d	P	Q	u	v	R	P	R	S	=	u#v	+	u#w
Regresemos	ahora	al	problema	planteado	al	principio	de	esta	seccin:	la	proyeccin	de	1	1	un	vector	sobre	otro.	El	vector	proyeccin	de	u	=	PQ	sobre	un	vector	no	nulo	v	=	PS	(figura	1	12.23)	es	el	vector	PR	determinado	al	trazar	una	perpendicular	desde	Q	hasta	la	recta	PS.	La	notacin	para	este	vector	es	S	FIGURA	12.23	sobre	v.	El	vector	proyeccin	de
u	proyv	u	(el	vector	proyeccin	de	u	sobre	v).	Si	u	representa	una	fuerza,	entonces	la	proyv	u	representa	la	fuerza	efectiva	en	la	direccin	de	v	(figura	12.24).	Si	el	ngulo	u	entre	u	y	v	es	agudo,	proyv	u	tiene	la	longitud	uuu	cos	u	y	direccin	vyuvu	(figura	12.25).	Si	u	es	obtuso,	cos	u	,	0	y	proyv	u	tiene	una	longitud	2uuu	cos	u	y	direccin	2vyuvu.	En	ambos
casos	Fuerza	v	u	proyv	u	proyv	u	=	s	u	cos	ud	=	a	=	a	u#v	v	b	v	v	u#v	b	v.	v2	v	v	u	cos	u	=	u	v	cos	u	=	v	u#v	v	FIGURA	12.24	Si	tiramos	de	la	caja	con	una	fuerza	u,	la	fuerza	efectiva	que	mueve	la	caja	en	la	direccin	v	es	la	proyeccin	de	u	sobre	v.	678	Captulo	12:	Los	vectores	y	la	geometra	del	espacio	u	proyv	u	Longitud	u	cos	(a)	u	proyv	u	Longitud	u
cos	(b)	v	v	FIGURA	12.25	La	longitud	de	proyv	u	es	(a)	uuu	cos	u	si	cos	u	$	0	y	(b)	2uuu	cos	u	si	cos	u	,	0.	El	nmero	uuu	cos	u	se	conoce	como	el	componente	escalar	de	u	en	la	direccin	de	v	(o	de	u	sobre	v).	
Resumiendo:	El	vector	proyeccin	de	u	sobre	v	es	el	vector	proyv	u	=	a	u#v	b	v.	v2(1)	El	componente	escalar	de	u	en	la	direccin	de	v	es	el	escalar	u	cos	u	=	v	u#v	=	u#	.	v	v(2)	Observe	que	tanto	el	vector	proyeccin	de	u	sobre	v	como	el	componente	escalar	de	u	sobre	v	slo	dependen	de	la	direccin	del	vector	v	y	no	de	su	longitud	(pues	hacemos	el
producto	punto	de	u	con	vyuvu,	que	es	la	direccin	de	v).	EJEMPLO	5	Determine	el	vector	proyeccin	de	u	5	6i	1	3j	1	2k	sobre	v	5	i	2	2j	2	2k	y	el	componente	escalar	de	u	en	la	direc


