Capitulo 2 - Produto escalar

Geometria Analitica

Prof. Henrique A. M. Faria



Definicao algébrica

Sejam: U = x10+ Y1J + 21k e T = xo,0 + ¥o] + 22k

O produto escalar, denotado por U - v, é a operacio:

ﬁ) - 6 = X1X2 ~+ Y1Y»2 ~+ YAYA.
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Definicao algebrica

—

Sejam: U =x10L+ Y] +2.k e B =x0+ Vo] + 25k

O produto escalar, denotado por U - v, é a operacio:
ﬁ) . 6 = X1X2 + Y1Y»2 + YAYA.

O resultado do produto escalar € um numero real.
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Exemplo 1

a) Sendo:1 = 37— 5j + 8k

e v=41—-2]—k
calcular o produto escalar u - v.



Propriedades do produto escalar

Sejam os vetores U = (X1,V1,21), V = (X3,V2,23),

—

| e (xg,y:;,Zg) e a ER
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Propriedades do produto escalar

X1, J’1,Z1); 1_5 — (Xz, yZJZZ)I

Sejam os vetores U = (
W — (xg,y:;,Zg) e a ER

1. u'v=v-u (comutativa)

- — —

2. u-(wW+w)=u-v+u-w (distributiva)
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Propriedades do produto escalar

X1, yl;Z1); 1_5 — (xZ' yZJZZ)I

Sejam os vetores U = (
W — (xg,y:;,Zg) e a ER

1. u'v=v-u (comutativa)

- =

2. u-(wW+w)=u-v+u-w (distributiva)
3. a(u-v)=(au) v=u-(av) (distributiva)

— >

4. u-u>0 U u=0 seesomentese u=20
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Propriedades do produto escalar

X1, yl;Z1); 1_5 — (xZ' yZJZZ)I

Sejam os vetores U = (
W — (xg,y:;,Zg) e a ER

1. u'v=v-u (comutativa)

- =

2. u-(wW+w)=u-v+u-w (distributiva)
3. a(u-v)=(au) v=u-(av) (distributiva)

—

4. u-u>0 U u=0 seesomentese u=20
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4
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Exemplo 2: demonstre a propriedade |

U-v=v-u



Exercicio: prove a propriedade V

u-u = |ul?



Exemplo 3:

= 3 calcule:

<)

e u-



Exemplo 4 - Provar que:

U+ V)% = |[u|? + 2u-v + |v|?



Exercicio - Demonstre (Fazer em casa):
a) |[u—7v|% = |ul*-2u-v+ |v|?

b) (U +7)- U—7) = [ul* - [v]°



Definicao geomeétrica do produto escalar

Seja um triangulo ABC definido pela soma de dois

vetores ¥ e U, como na Figura 2.1.

Figura 2.1
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Definicao geométrica do produto escalar

Aplicando a propriedade do modulo:

U — V)% = |[u|* — 2u-v + |v|?

—_
u

Figura 2.1
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Definicao geométrica do produto escalar

Aplicando a propriedade do modulo:

i — B2 = 1] — 2u - B + ]2

—_
u

Figura 2.1

Por outro lado, da lei dos cossenos:

— =12 =

U — v|? = |[u|? — 2|u||V]| cosO + |v|?
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Definicao geométrica do produto escalar

Aplicando a propriedade do modulo:

— —>2_—>

U — V)% = |[u|* — 2u-v + |v|?

—_
u

Figura 2.1

Por outro lado, da lei dos cossenos:

—

U — v|? = |[u|? — 2|u||V]| cosO + |v|?

lgualando as duas equacoes:

—

u-v = |u||v| cosd 0° <6 <180°
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Angulo entre dois vetores

O cosseno do angulo entre dois vetores U e vV é
definido pela razao entre o produto escalar e
os modulos destes vetores.

<l
<

co0SO = ——
[ul|v]
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Angulo notdveis

0 sene
(graus) 0 (rad) senf coso tgl = 06

@)
-

T
6
T
7
T
3
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Seu-v >0,
cosO > 0
0<0<90°
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Seu-v >0,
cosO > 0
0<0<90°

Seu-v<Oo,
cosO < 0
90° < 0 < 180°
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Casos para o produto escalar cosO =

Seu-v >0, Seu-v <0, Seu -
cosO > 0 cosO < 0 cosO =
0<60<90° 90° < 0 < 180° 0 = 90°
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Ortogonalidade da base canénica C = {i, j}

(=(1,00 e j=(0,1)

(-j=(1,0)-(0,1) =(0,0)

L] = |t|ljlcosB como: || = |j| =

cosO =0 = 6 =90°
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Exemplo 5 - Calcular o angulo entre vetores

i=(1,1,4)e ¥=(-1,22).



Exercicio

Sabendo que o vetor v = (2,1, —1) forma um angulo
de 60° com o vetor AB, cujos pontos s3o A(3,1, —2) e
B(4,0, m), calcule o valor de m. Resp.: m = —4



Angulos diretores

Seja o vetor v = xi + yJ + zk nio nulo.

Os angulos diretores de

v s3oosangulosa, ey
formados entre esse vetor
e os vetores da base

candnica i, J e k.
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Angulos diretores

Da definicao de angulo entre vetores tem-se:

v'i (xy,2):(1,0,0) «x
COSA = = = e = —
V|| v|1 D]
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Angulos diretores

Da definicao de angulo entre vetores tem-se:

vl (xy2):(100) x

V]| V|1 v
CoOSfs = v-J :(x,y,z)-(O,l,O)zl
[v||J] V|1 4

%-k  (x,y,2)- 0001 z
COSYy = — = e = —
V]| K| v|1 V]
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Angulos diretores

Nota-se que o versor de U é expresso por:

z_(x,y,z)_(x y z)

V] V] v|" [v]" V]
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Angulos diretores

Nota-se que o versor de U é expresso por:

| =

| V] v|" [v]" V]

<)

_<x,y,z>_(x y )
L

= (cosa, cosp, cosy)

<i| =
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Angulos diretores

Nota-se que o versor de U é expresso por:

z_(x,y,z)_(x y z)

V| V| V| V| |V
Y,
m = (cosa, cosp, cosy)

Como um versor € sempre unitario:

cos*a + cos*B, +cos*y = 1
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Exemplo 6 - Calcular o angulo diretores

v=(1,-1,0)



Exercicio

Os angulos diretores de um vetor sao a, 45° e 60°.
Determine o valor de «a.



Projecao de um vetor sobre outro

—

Sejam: v e u dois vetores n3o nulos e 8 o angulo entre
eles. A projecdo (v4) de v sobre u permite duas
situacoes:
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Projecao de um vetor sobre outro

—

Sejam: v e u dois vetores n3o nulos e 8 o angulo entre
eles. A projecdo (v4) de v sobre u permite duas
situacoes:

6 <90°
angulo agudo
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Projecao de um vetor sobre outro

—

Sejam: v e u dois vetores n3o nulos e 8 o angulo entre
eles. A projecdo (v4) de v sobre u permite duas
situacoes:

6 <90° 90° < 0 < 180°
angulo agudo angulo obtuso
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Projecao de um vetor sobre outro

A projecdo (v4) de v sobre u é denotada por:

—_— »

v, = Proj; v

E calculada por:
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Exemplo 7

Determinar o vetor projecdo de v = (2, 3,4) sobre
u=(1,-1,0).



Exercicio em classe
Sejam os pontos A(1,2,—1), B(—1,0,—1) e
C(2,1,2), vértices de um triangulo.

a) Mostrar que o triangulo ABC é retangulo em A.
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Produto escalar no plano (R?)

Todas as propriedades e operacoes definidas para o
espaco (R3) sdo vélidas para o R? (plano).

Sejam os vetores U = (x1,V1), UV = (x3,¥,), X € R
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Produto escalar no plano (R?)

Todas as propriedades e operacoes definidas para o
espaco (R3) sdo vélidas para o R? (plano).

Sejam os vetores U = (x1,V1), UV = (x3,¥,), X € R

> UV =2x1X2 + Y1y (produto escalar);

> |u| = \/(xl)z + (y1)* (mddulo do vetor);
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Produto escalar no plano (R?)

Todas as propriedades e operacoes definidas para o
espaco (R3) sdo vélidas para o R? (plano).

Sejam os vetores U = (x1,V1), UV = (x3,¥,), X € R

> UV =2x1X2 + Y1y (produto escalar);

> |u| = \/(xl)z + (y1)* (mddulo do vetor);

> Senl# 0e® # 0 oangulo @ entre os vetores é:

Uu-v

cosO = ——
lul|v|
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Produto escalar no plano (R?)

Sejam os vetores U = (x1,V1), UV = (X9,¥,), X E R

0;

> ULV seesomenteseu v

> Projzu = (%) U (projecdo de U sobre v);
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Produto escalar no plano (R?)

Sejam os vetores U = (x1,V1), UV = (X9,¥,), X E R

0;

> ULV seesomenteseu v

> Projzu = (%) U (projecdo de U sobre v);

» Valem todas as propriedades do produto escalar
(comutativa, distributivas e outras);

> cos*a+ cos*B =1
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Aplicacao do produto escalar na Fisica

» O trabalho W realizado por uma forca constante F

Ao longo de um deslocamento d é definido como o
produto escalar.
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Aplicacao do produto escalar na Fisica

» O trabalho W realizado por uma forca constante F

Ao longo de um deslocamento d é definido como o
produto escalar.

W=F-d
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Aplicacao do produto escalar na Fisica

» O trabalho W realizado por uma forca constante F

Ao longo de um deslocamento d é definido como o
produto escalar.

W=F-d

Como: ‘Fx‘ = ‘ﬂcos@

W = ‘F)Hﬁ‘cose
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Exemplo 8

Calcular o trabalhor realizado pela forca F = 87 + 6]
para deslocar um corpo de A até B, sabendo que

|AB| = 20 m.
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