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Definição algébrica 
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Sejam:   𝒖 = 𝒙𝟏𝒊 + 𝒚𝟏𝒋 + 𝒛𝟏𝒌  𝑒   𝒗 = 𝒙𝟐𝒊 + 𝒚𝟐𝒋 + 𝒛𝟐𝒌 

O produto escalar, denotado por  𝒖 ∙ 𝒗, é a operação: 

 
 
 

 

𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 + 𝒛𝟏𝒛𝟐 



Definição algébrica 
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Sejam:   𝒖 = 𝒙𝟏𝒊 + 𝒚𝟏𝒋 + 𝒛𝟏𝒌  𝑒   𝒗 = 𝒙𝟐𝒊 + 𝒚𝟐𝒋 + 𝒛𝟐𝒌 

O produto escalar, denotado por  𝒖 ∙ 𝒗, é a operação: 

 
 
 

 

O resultado do produto escalar é um número real. 

𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐 + 𝒛𝟏𝒛𝟐 
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a) Sendo : 𝒖 = 𝟑𝒊 − 𝟓𝒋 + 𝟖𝒌  e  𝒗 = 𝟒𝒊 − 𝟐𝒋 − 𝒌 
calcular o produto escalar  𝒖 ∙ 𝒗. 
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Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏, 𝒛𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐, 𝒛𝟐),     

                               𝒘 = (𝒙𝟑, 𝒚𝟑, 𝒛𝟑) e   𝜶 ∈ ℝ 
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Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏, 𝒛𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐, 𝒛𝟐),     

                               𝒘 = (𝒙𝟑, 𝒚𝟑, 𝒛𝟑) e   𝜶 ∈ ℝ 

1.  𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒗 ∙ 𝒖       (comutativa) 

2.  𝒖 ∙ (𝒗 + 𝒘) = 𝒖 ∙ 𝒗 + 𝒖 ∙ 𝒘    (distributiva)  
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Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏, 𝒛𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐, 𝒛𝟐),     

                               𝒘 = (𝒙𝟑, 𝒚𝟑, 𝒛𝟑) e   𝜶 ∈ ℝ 

1.  𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒗 ∙ 𝒖       (comutativa) 

2.  𝒖 ∙ (𝒗 + 𝒘) = 𝒖 ∙ 𝒗 + 𝒖 ∙ 𝒘    (distributiva)  

3.  𝜶 𝒖 ∙ 𝒗 = 𝜶𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒖 ∙ (𝜶𝒗)   (distributiva)  

4.  𝒖 ∙ 𝒖 ≥ 0      𝒖 ∙ 𝒖 = 0  se e somente se  𝒖 = 𝟎 
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Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏, 𝒛𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐, 𝒛𝟐),     

                               𝒘 = (𝒙𝟑, 𝒚𝟑, 𝒛𝟑) e   𝜶 ∈ ℝ 

1.  𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒗 ∙ 𝒖       (comutativa) 

2.  𝒖 ∙ (𝒗 + 𝒘) = 𝒖 ∙ 𝒗 + 𝒖 ∙ 𝒘    (distributiva)  

3.  𝜶 𝒖 ∙ 𝒗 = 𝜶𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒖 ∙ (𝜶𝒗)   (distributiva)  

4.  𝒖 ∙ 𝒖 ≥ 0      𝒖 ∙ 𝒖 = 0  se e somente se  𝒖 = 𝟎 

5.  𝒖 ∙ 𝒖 = 𝒖 𝟐 
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 𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒗 ∙ 𝒖 
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𝒖 ∙ 𝒖 = 𝒖 𝟐 
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Sendo  𝒖 = 𝟒 ; 𝒗 = 𝟐   e   𝒖 ∙ 𝒗 = 𝟑  calcule:    

(𝟑𝒖 − 𝟐𝒗) ∙ (−𝒖 + 𝟒𝒗) =  
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𝒖 + 𝒗 𝟐 = 𝒖 𝟐 + 𝟐𝒖 ∙ 𝒗 + 𝒗 𝟐 
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a)   𝒖 − 𝒗 𝟐 = 𝒖 𝟐 − 𝟐𝒖 ∙ 𝒗 + 𝒗 𝟐 

b)   𝒖 + 𝒗 ∙ 𝒖 − 𝒗 = 𝒖 𝟐 − 𝒗 𝟐 



Definição geométrica do produto escalar 
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Seja um triângulo ABC definido pela soma de dois 

vetores  𝒗   e  𝒖, como na Figura 2.1. 
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Aplicando a propriedade do módulo: 

 𝒖 − 𝒗 𝟐 = 𝒖 𝟐 − 𝟐𝒖 ∙ 𝒗 + 𝒗 𝟐 
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Aplicando a propriedade do módulo: 

 𝒖 − 𝒗 𝟐 = 𝒖 𝟐 − 𝟐𝒖 ∙ 𝒗 + 𝒗 𝟐 

Por outro lado, da lei dos cossenos: 

 𝒖 − 𝒗 𝟐 = 𝒖 𝟐 − 𝟐 𝒖 𝒗  𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒗 𝟐 



Definição geométrica do produto escalar 
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Aplicando a propriedade do módulo: 

 𝒖 − 𝒗 𝟐 = 𝒖 𝟐 − 𝟐𝒖 ∙ 𝒗 + 𝒗 𝟐 

Por outro lado, da lei dos cossenos: 

 𝒖 − 𝒗 𝟐 = 𝒖 𝟐 − 𝟐 𝒖 𝒗  𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒗 𝟐 

Igualando as duas equações: 

𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒖 𝒗  𝒄𝒐𝒔𝜽 𝟎° < 𝜽 ≤ 𝟏𝟖𝟎° 
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O cosseno do ângulo entre dois vetores   𝒖  e   𝒗   é 
definido  pela razão entre o produto escalar e 
os módulos destes vetores. 

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒖 ∙ 𝒗

𝒖 𝒗
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Casos para o produto escalar 
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Se 𝒖 ∙ 𝒗 > 0,  
  cosθ > 0  

𝟎 ≤ 𝜽 < 𝟗𝟎° 

𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒖 ∙ 𝒗

𝒖 𝒗
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Se 𝒖 ∙ 𝒗 < 0,   
 cosθ < 0   

𝟗𝟎° < 𝜽 ≤ 𝟏𝟖𝟎° 

Se 𝒖 ∙ 𝒗 > 0,  
  cosθ > 0  

𝟎 ≤ 𝜽 < 𝟗𝟎° 

Casos para o produto escalar 𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒖 ∙ 𝒗

𝒖 𝒗
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Se 𝒖 ∙ 𝒗 < 0,   
 cosθ < 0   

𝟗𝟎° < 𝜽 ≤ 𝟏𝟖𝟎° 

Se 𝒖 ∙ 𝒗 > 0,  
  cosθ > 0  

𝟎 ≤ 𝜽 < 𝟗𝟎° 

Se 𝒖 ∙ 𝒗  = 0   
cosθ = 0 
𝜽 = 𝟗𝟎° 

 

Casos para o produto escalar 𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒖 ∙ 𝒗

𝒖 𝒗
 



Ortogonalidade da base canônica 𝐂 = *𝒊 , 𝒋 }  
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𝒊 = 𝟏, 𝟎      e     𝒋 = 𝟎, 𝟏      

𝒊 ∙ 𝒋 = 𝟏, 𝟎 ∙ 𝟎, 𝟏 = (𝟎, 𝟎)     

𝒊 ∙ 𝒋 = 𝒊 𝒋 𝒄𝒐𝒔𝜽          como:  𝒊 = 𝒋 = 𝟏 

𝒄𝒐𝒔𝜽 = 𝟎        ⇒          𝜽 = 𝟗𝟎° 
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𝒖 = 𝟏, 𝟏, 𝟒  e  𝒗 = (−𝟏, 𝟐, 𝟐). 
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Sabendo que o vetor 𝒗 = 𝟐, 𝟏, −𝟏  forma um ângulo 

de 𝟔𝟎° com o vetor 𝑨𝑩, cujos pontos são A 𝟑, 𝟏, −𝟐  e 
B 𝟒, 𝟎,𝒎 , calcule o valor de 𝒎.           Resp.: 𝒎 = −𝟒  



Ângulos diretores 
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Seja o vetor  𝒗 = 𝒙𝒊 + 𝒚𝒋 + 𝒛𝒌  não nulo. 

Os ângulos diretores de 
𝒗  são os ângulos 𝜶, 𝜷 e 𝜸 
formados entre esse vetor 
e os vetores da base 

canônica 𝒊 , 𝒋  e 𝒌. 



Prof. Henrique A M Faria 27 

Da definição de ângulo entre vetores tem-se: 

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝒗 ∙ 𝒊 

𝒗 𝒊 
=

(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∙ (𝟏, 𝟎, 𝟎)

𝒗 𝟏
=

𝒙

𝒗
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Da definição de ângulo entre vetores tem-se: 

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝒗 ∙ 𝒊 

𝒗 𝒊 
=

(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∙ (𝟏, 𝟎, 𝟎)

𝒗 𝟏
=

𝒙

𝒗
 

𝒄𝒐𝒔𝜷 =
𝒗 ∙ 𝒋 

𝒗 𝒋 
=

(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∙ (𝟎, 𝟏, 𝟎)

𝒗 𝟏
=

𝒚

𝒗
 

𝒄𝒐𝒔𝜸 =
𝒗 ∙ 𝒌

𝒗 𝒌
=

(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∙ (𝟎, 𝟎, 𝟏)

𝒗 𝟏
=

𝒛

𝒗
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Nota-se que o versor de 𝒗 é expresso por: 

𝒗

𝒗
=

(𝒙, 𝒚, 𝒛)

𝒗
=

𝒙

𝒗
,
𝒚

𝒗
,
𝒛

𝒗
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Nota-se que o versor de 𝒗 é expresso por: 

𝒗

𝒗
=

(𝒙, 𝒚, 𝒛)

𝒗
=

𝒙

𝒗
,
𝒚

𝒗
,
𝒛

𝒗
 

𝒗

𝒗
= 𝒄𝒐𝒔𝜶, 𝒄𝒐𝒔𝜷, 𝒄𝒐𝒔𝜸  
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Nota-se que o versor de 𝒗 é expresso por: 

𝒗

𝒗
=

(𝒙, 𝒚, 𝒛)

𝒗
=

𝒙

𝒗
,
𝒚

𝒗
,
𝒛

𝒗
 

𝒗

𝒗
= 𝒄𝒐𝒔𝜶, 𝒄𝒐𝒔𝜷, 𝒄𝒐𝒔𝜸  

Como um versor é sempre unitário: 

𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜷,+𝒄𝒐𝒔𝟐𝜸 = 𝟏 
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𝒗 = 𝟏,−𝟏, 𝟎  
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Os ângulos diretores de um vetor são 𝜶, 𝟒𝟓°  𝒆  𝟔𝟎°. 
Determine o valor de 𝜶. 
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Sejam:  𝒗  𝑒  𝒖  dois vetores não nulos e 𝜽 o ângulo entre 
eles. A projeção (𝒗𝟏) de 𝒗 sobre 𝒖 permite duas 
situações: 

34 
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Sejam:  𝒗  𝑒  𝒖  dois vetores não nulos e 𝜽 o ângulo entre 
eles. A projeção (𝒗𝟏) de 𝒗 sobre 𝒖 permite duas 
situações: 

𝜽 < 𝟗𝟎°  
ângulo agudo  

35 
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Sejam:  𝒗  𝑒  𝒖  dois vetores não nulos e 𝜽 o ângulo entre 
eles. A projeção (𝒗𝟏) de 𝒗 sobre 𝒖 permite duas 
situações: 

𝜽 < 𝟗𝟎°  
ângulo agudo  

𝟗𝟎° < 𝜽 < 𝟏𝟖𝟎°  
ângulo obtuso  

36 
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A projeção (𝒗𝟏) de 𝒗 sobre 𝒖 é denotada por: 

𝒗𝟏 = 𝑷𝒓𝒐𝒋𝒖 𝒗 

E calculada por: 

𝑷𝒓𝒐𝒋𝒖 𝒗 =
𝒗 ∙ 𝒖

𝒖 ∙ 𝒖
𝒖 

𝒗𝟏 = 𝑷𝒓𝒐𝒋𝒖 𝒗 
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Determinar  o vetor projeção de 𝒗 = (𝟐, 𝟑, 𝟒) sobre  
𝒖 = (𝟏,−𝟏, 𝟎). 

Prof. Henrique A M Faria 



Sejam os pontos  𝑨(𝟏, 𝟐, −𝟏),  𝑩(−𝟏, 𝟎, −𝟏) e 

𝑪(𝟐, 𝟏, 𝟐), vértices de um triângulo. 

a) Mostrar que o triângulo 𝑨𝑩𝑪 é retângulo em 𝑨. 

Prof. Henrique A M Faria 

𝑨 

𝑩 

𝑪 

39 



Todas as propriedades e operações definidas para o 
espaço (R3) são válidas para o R2 (plano). 

Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐), ∝ ∈ ℝ 
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Todas as propriedades e operações definidas para o 
espaço (R3) são válidas para o R2 (plano). 

Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐), ∝ ∈ ℝ 

 𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐   (produto escalar); 

 𝒖 = 𝑥1
2 + 𝑦1

2   (módulo do vetor); 
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Todas as propriedades e operações definidas para o 
espaço (R3) são válidas para o R2 (plano). 

Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐), ∝ ∈ ℝ 

 𝒖 ∙ 𝒗 = 𝒙𝟏𝒙𝟐 + 𝒚𝟏𝒚𝟐   (produto escalar); 

 𝒖 = 𝑥1
2 + 𝑦1

2   (módulo do vetor); 

  Se 𝒖 ≠ 𝟎 e 𝒗 ≠ 𝟎  o ângulo 𝜽 entre os vetores é: 

 𝒄𝒐𝒔𝜽 =
𝒖 ∙ 𝒗

𝒖 𝒗
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Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐), ∝ ∈ ℝ 

 𝒖 ⊥ 𝒗  se e somente se 𝒖 ∙ 𝒗 = 𝟎; 

 𝑷𝒓𝒐𝒋𝒗 𝒖 =
𝒖∙𝒗

𝒗∙𝒗
𝒗     (projeção de 𝒖 sobre 𝒗); 
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Sejam os vetores  𝒖 = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏),  𝒗 = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐), ∝ ∈ ℝ 

 𝒖 ⊥ 𝒗  se e somente se 𝒖 ∙ 𝒗 = 𝟎; 

 𝑷𝒓𝒐𝒋𝒗 𝒖 =
𝒖∙𝒗

𝒗∙𝒗
𝒗     (projeção de 𝒖 sobre 𝒗); 

 Valem todas as propriedades do produto escalar 
(comutativa, distributivas e outras); 

 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜶 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜷 = 𝟏 
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Aplicação do produto escalar na Física 
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 O trabalho W realizado por uma força constante 𝑭   

Ao longo de um deslocamento 𝒅 é definido como o 
produto escalar. 



Aplicação do produto escalar na Física 
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 O trabalho W realizado por uma força constante 𝑭   

Ao longo de um deslocamento 𝒅 é definido como o 
produto escalar. 

W = 𝑭 ∙ 𝒅 



W = 𝑭 𝒅 𝒄𝒐𝒔𝜽 

Aplicação do produto escalar na Física 
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 O trabalho W realizado por uma força constante 𝑭   

Ao longo de um deslocamento 𝒅 é definido como o 
produto escalar. 

W = 𝑭 ∙ 𝒅 

Como:  𝑭𝑥 = 𝑭 𝒄𝒐𝒔𝜽 



Calcular o trabalhor realizado pela força 𝑭 = 𝟖𝒊 + 𝟔𝒋   
para deslocar um corpo de A até B, sabendo que 

𝑨𝑩 = 𝟐𝟎 𝒎. 

Prof. Henrique A M Faria 
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