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v’ Imaginemos o grafico de uma fungdo como um
cordilheira de montanhas;
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Morro v' Morros sao chamados
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Morro v' Morros sao chamados
mais alto L.
de maximos;

Maximo
relativo

s > v/ Vales sao chamados
Minimo ' L. .
relativo ~ Vale mais de minimos;

profundo

v' Ambos, maximos e minimos, sao relativos
quando analisados em uma vizinhangca.
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4.2.1 DEFINICAO Dizemos que uma funcdo f tem um mdxime relativo em xy se houver
um intervalo aberto contendo xg no qual f(xp) € o maior valor, isto €, f(xp) > f(x) em cada
x no intervalo. Analogamente, diz-se que ftem um minimo relativo em xg se houver um
intervalo aberto contendo xg no qual f(xp) € o menor valor, 1sto &, f(xg) < f(x) em cada x
no intervalo. Quando f tiver um maximo ou um minimo relativo em xp, diz-se que f tem
um extremo relativo em xy.

prof. Henrique A M Faria




E%@E’;@T@l 1 = Verificar os pontos de méximo e
de minimo das funcdes
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Nas trés funcdes, ocorrem extremos relativos no
pontos em que a reta tangente é horizontal.
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v" Um extremo relativo pode ocorrer também em
um ponto em que a func¢ao nao € diferenciavel.
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AY Ponto de v Ponto Critico:

nao diferenciabilidade

f tem reta tangente
horizontal ou nao é
diferenciavel;

l |
Ponto de |

| nao diferenciabilidad%_
| | | | o

Figura 4.2.3 Os pontos xy, x, X3, X4
e X5 sao criticos. Desses, x1, X3 € x5 S0
estacionarios.
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AY Ponto de v Ponto Critico:

nao diferenciabilidade

f tem reta tangente
horizontal ou nao é
diferenciavel;
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Figura 4.2.3 Os pontos xy, Xy, X3, X4
e X5 sao criticos. Desses, x1, X3 € x5 S0
estacionarios.
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AY Ponto de v Ponto Critico:
nao diferenciabilidade

f tem reta tangente
horizontal ou nao é

|

I | | diferenciavel;

| Ponto de |
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| | |1 1 & . .

% % s B % v" Ponto estacionario:
Figura 4.2.3 Os pontos xy, x, X3, X4 f temretat angente
e X5 sao criticos. Desses, x1, X3 € x5 S0 .
estacionarios. horlzontal.
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AY Ponto de v Ponto Critico:

nao diferenciabilidade

f tem reta tangente
horizontal ou nao é

I | | diferenciavel;
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Figura 4.2.3 Os pontos xy, x, X3, X4 f temretat angente
e X5 sao criticos. Desses, x1, X3 € x5 S0 .
estacionarios. horlzontal.
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4.2.2 TEOREMA Suponha que f seja uma fungdo definida em um intervalo aberto con-
tendo o ponto xy. Se f tiver um extremo relativo em x = xy, entdo x = xg serd um ponto
critico de f; assim, ou f'(xp) = 0 ou f ndo é diferencidvel em xj,
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fx)=x3-3x+1
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E%@E@pl@ 2 = Eneontre 08 pontos criticos
funcdo

fx)=x*-3x+1
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v' Uma fungéo f tem um extremo relativo
naqueles pontos criticos quem f” muda de sinal.
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4.2.3 TEOREMA (Teste da Derivada Primeira) Suponha f continua em um ponto cri-
tico xy.
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4.2.3 TEOREMA (Teste da Derivada Primeira) Suponha f continua em um ponto cri-
tico xy.

(a) Se f'(x) > 0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de xp e f'(x) < 0 em
um intervalo aberto imediatamente a direita de xy, entdo f tem um mdximo relativo
en Xo.
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4.2.3 TEOREMA (Teste da Derivada Primeira) Suponha f continua em um ponto cri-
tico xy.

(a) Se f'(x) > 0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de xp e f'(x) < 0 em
um intervalo aberto imediatamente a direita de xy, entdo f tem um mdximo relativo
en Xo.

(b) Se f'(x) < 0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de xy e f'(x) > 0 em
um intervalo aberto imediatamente a direita de xy, entdo f tem um minimo relativo
em Xy,
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4.2.3 TEOREMA (Teste da Derivada Primeira) Suponha f continua em um ponto cri-
tico xy.

(a) Se f'(x) > 0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de xp e f'(x) < 0 em
um intervalo aberto imediatamente a direita de xy, entdo f tem um mdximo relativo
en Xo.

(b) Se f'(x) < 0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de xy e f'(x) > 0 em
um intervalo aberto imediatamente a direita de xy, entdo f tem um minimo relativo
em Xy,

(¢) Se f'(x) tiver o mesmo sinal tanto em um intervalo aberto imediatamente a esquerda
de xo quanto em um intervalo aberto imediatamente a direita de xy, entdo f néo tem
extremo relativo em xy.

prof. Henrique A M Faria




O sinal das derivadas na proximidade de
definem se € um ponto de minimo ou de
maximo.

> f tem Maximo relativo em x, se f'(xy) = 0 e:

ff(x)>0 Vx <x,
ff(x)<0 Vx >x,

> f tem minimo relativoem x, se f'(xy) =0 e:

ff(x)<0 Vx <x,
ff(x)>0 Vx >x,
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y=—(x—2)*

xog=2 - f'(2) =0 (ponto critico)
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f(x) = 3x> — 5x3
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f(x) = 3x> — 5x3 3
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y = 3x° = 5x¢3
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v' O teste da derivada segunda é mais simples
para se determinar os pontos criticos de
uma fungao f;

v Porém, ele ndo é tutil quando a derivada
segunda f ” no ponto critica € nula.
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4.2.4 TEOREMA (Teste da Derivada Segunda) Suponha que f seja duas vezes dife-
rencidvel em um ponto xy.
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4.2.4 TEOREMA (Teste da Derivada Segunda) Suponha que f seja duas vezes dife-
rencidvel em um ponto xy.

(a) Sef'(xp) =0ef"(xp) > 0, entdo f tem um minimo relativo em x .
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4.2.4 TEOREMA (Teste da Derivada Segunda) Suponha que f seja duas vezes dife-
rencidvel em um ponto xy.

(a) Sef'(xp) =0ef"(xp) > 0, entdo f tem um minimo relativo em x .

(b) Sef'(xp) =0ef"(xg) < O, entdo f tem um mdximo relativo em x.
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4.2.4 TEOREMA (Teste da Derivada Segunda) Suponha que f seja duas vezes dife-
rencidvel em um ponto xy.

(a) Sef'(xp) =0ef"(xp) > 0, entdo f tem um minimo relativo em x .

(b) Sef'(xp) =0ef"(xg) < O, entdo f tem um mdximo relativo em x.

(c) Sef'(xg) =0ef"(xg) =0, entdo o teste é inconclusivo, isto é, f pode ter um mdximo
ou minimo relative em xg ou nenhum dos dois.
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O sinal da derivada segunda no ponto critico
pode definir se o ponto é de maximo
ou de minimo.

f"(xy) <0 = x4 éponto de Maximo;
f"(xg) >0 = x¢ éponto de minimo;

f"(x9) = 0 nada se conclui sobre o ponto.
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v" Nesta se¢ao consideraremos métodos para
encontrar o mais alto dos morros e o mais
profundo dos vales de uma curva;

v" Em termos matematicos, procuraremos o

maior e o menor valor de uma funcao em
um determinado intervalo .
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4.4.1 DEFINICAO Considere um intervalo no dominio de uma fungio fe um ponto x,
nesse intervalo. Dizemos que ftem um mdximo absoluto em x, se f(x) < f(xp) com qual-
quer x do intervalo, e que f tem um minimo absolute em x; se f(xp) < f(x) com qualquer
x do intervalo. Se ftiver em x, qualquer um dos dois, maximo absoluto ou minimo abso-
luto, dizemos que f tem em x, um extremo absoluto.
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4.4.1 DEFINICAO Considere um intervalo no dominio de uma fungio fe um ponto x,
nesse intervalo. Dizemos que ftem um mdximo absoluto em x, se f(x) < f(xp) com qual-
quer x do intervalo, e que f tem um minimo absolute em x; se f(xp) < f(x) com qualquer
x do intervalo. Se ftiver em x, qualquer um dos dois, maximo absoluto ou minimo abso-
luto, dizemos que ftem em X, um extremo absoluto.

Contudo, ndo é garantido que uma funcao
tenha extremos absolutos em um intervalo.
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AY

¥ =

ftem um minimo
absoluto, mas nao
um maximo absoluto
em (=2, +x)

(a)

AY

¥ =

fnao tem extremos
absolutos em

("'goo +w)

(b)

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014

~71

ftem um maximo
€ um minimo
absolutos em
(=%, +0¢)

(c)
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absolutos em [a, &]

fnao tem extremos
absolutos em (a.b)

(d) (e)
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4.4.2 TEOREMA (Teorema do Valor Extremo) Se uma funcdo f for continua em um
intervalo fechado finito |a, b), entdo f tem um mdximo e um minimo absolutos em |[a, b).
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4.4.2 TEOREMA (Teorema do Valor Extremo) Se uma funcdo f for continua em um
intervalo fechado finito |a, b), entdo f tem um mdximo e um minimo absolutos em |[a, b).

4.4.3 TEOREMA Seftiver um extremo absoluto em um intervalo aberto (a, b), entdo ele
deve ocorrer ent um ponto critico de f.
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v' Desse teorema segue que, se f for continua no
intervalo finito fechado [a, b], entao os
extremos absolutos ocorrem ou nos pontos
extremos ou nos pontos criticos do intervalo.
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v' Desse teorema segue que, se f for continua no
intervalo finito fechado [a, b], entao os
extremos absolutos ocorrem ou nos pontos
extremos ou nos pontos criticos do intervalo.

AY

Y=

AY

¥ =

(a)

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014
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Procedimento para Encontrar os Extremos Absolutos de uma Fun¢ao Continua f em
um Intervalo Finito Fechado |a, b]

Passo 1 Encontre os pontos criticos de fem (a, b).
Passo 2 Encontre o valor de fem todos os pontos criticos e nas extremidades a e b.

Passo 3 O maior entre os valores do Passo 2 € o valor maximo absoluto de fem [a, b], e
o menor valor € o minimo absoluto.

prof. Henrique A M Faria 45



f(x) = 2x3 —15x% + 36x
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v' Seja uma funcado f continua em (-, +o0);

v Extremos absolutos podem ser deduzidos
verificando o comportamento de f no
infinito.



Tabela 4.4.2

EXTREMOS ABSOLUTOS EM INTERVALOS INFINITOS

lim f(x) =+ lim f(x) =-o lim f(x) = - lim f(x) =+
LIMITES x—=-=00 x—=-=00 X—=-=00 r—=-=00
] lim f(x) =+ lim f(x)=-% lim f(x) =+ lim f(x)=-%
X — 400 X400 X4 X400

CONCLUSOES SE
J FOR CONTINUA
EM TODA PARTE

f tem um minimo absoluto,
mas nenhum mdximo
absoluto em (—2¢, +x)

ftem um méximo absoluto,
mas nenhum minimo
absoluto em (—20, +)

[ nio tem miximo
absoluto, nem minimo
absoluto em (—o0, +)

fniio tem maximo
absoluto, nem minimo
absoluto em (=%, +)
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Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014
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lim f(x) =+
e+
LIMITES =
lim f(x) =+
X —+00
CONCLUSOES SE f tem um minimo absoluto,
J FOR CONTINUA mas nenhum miaximo
EM TODA PARTE absoluto em (-2, +2¢)
\.ﬁ y
X
GRAFICO >
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lim f(x) =+ lim f(x) = -
=00 —
LIMITES A2 20
lim f(x) =+ lim f(x)=-
X—+400 X—+00
CONCLUSOES SE f tem um minimo absoluto,

J FOR CONTINUA
EM TODA PARTE

mas nenhum maximo
absoluto em (—2¢, +x)

S tem um maximo absoluto,
mas nenhum minimo
absoluto em (=0, +x)

GRAFICO
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=

Y =

AY

\i

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014
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LIMITES

lim f(x) = -
x——00
lim f(x) =+
x—=42

CONCLUSOES SE
J FOR CONTINUA
EM TODA PARTE

fndo tem maximo
absoluto, nem minimo
absoluto em (—oe, +o)

GRAFICO

AY

/,’r
-

|/

A~

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014
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lim f(x) = - lim f(x) =+

—a0 = =00
LIMITES e x>
lim f(x) =+ lim f(x) =~

x—+0 X =40
CONCLUSQES SE f ndo tem mdximo Jf nido tem maximo
S FOR conTiNUuA | absoluto, nem minimo absoluto, nem minimo
EM TODA PARTE | absoluto em (—9e, +00) absoluto em (—oo, +)

AY AY

GRAFICO __j/ > _\\\ >
A~ ==
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f(x) = 3x* + 4x3
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Extremos absolutos em intervalos abertos

v' Seja uma funcado f continua em (a, b);
v Extremos absolutos podem ser obtido

verificando o comportamento de de f
quandox - a”ex — b™.
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Extremos absolutos em intervalos abertos

Tabela 4.4.3
EXTREMOS ABSOLUTOS EM INTERVALOS ABERTOS
lim f(x) =+ lim f(x) =-% lim f(x) = - lim f(x) =+
x=at x=at x—a*
LIMITES . : . ;
lim f(x) =+ lim f(x) == lim f(x) =+ lim f(x) =-%
x=b~ x=b~ x=b~
CONCLUSOES SE ftem um minimo absoluto, | ftem um mdximo absoluto | fndo tem nem maximo, fndo tem nem mdximo,
S FOR CONTINUA | mas nenhum méximo mas nenhum minimo nem minimo absolutos nem minimo absolutos
EM (a, b) absoluto em (a, b) absoluto em (a, b) em (a, b)
| | | | | | |
| | 1 /\ | A 1 | |
: | , a) | b I X | | X
| d | | - > 1 t >
GRAFICO = T l | b a b
| \/ l | | : : :

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014
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Extremos absolutos em intervalos abertos

lim f(x) = +%
x—=at
LIMITES :
lim f(x) =+
x=b~

ftem um minimo absoluto,
mas nenhum maximo
absoluto em (a, b)

\_/

GRAFICO
IR

CONCLUSOES SE
J FOR CONTINUA

EM (a, b)

A B

b

56
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Extremos absolutos em intervalos abertos

lim f(x) = +% lim f(x) =-
x=at xr=a*
LIMITES . :
lim f(x) =+ lim f(x) = -
x=b" x—=b~
CONCLUSOES SE ftem um minimo absoluto, | ftem um mdximo absoluto
J FOR CONTINUA mas nenhum maximo mas nenhum minimo
EM (a, b) absoluto em (a, b) absoluto em (a, b)
l | | l
I l | /\ | ]
I l al | b
GRAFICO | | X | |
il :
I

al
NS

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014
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Extremos absolutos em intervalos abertos

lim f(x) =-o0
x—=at
LIMITES .
lim f(x) =+
x=b"
CONCLUSOES SE fndo tem nem maximo,
J FOR CONTINUA nem minimo absolutos
EM (a, b) em (a, b)

| |
| |
! -
GRAFICO a 7 T
| / |
| |
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Extremos absolutos em intervalos abertos

lim f(x) =-0o Iim f(x) =+
x—=at x=a*t
LIMITES . :
lim f(x) =+ lim f(x) =-
x—=b~ x—=b~
CONCLUSOES SE fnio tem nem maximo, fndo tem nem mdximo,
f FOR CONTINUA nem minimo absolutos nem minimo absolutos
EM (a, b) em (a, b) em (a, b)

I I I I

I I l I

| S . | s
GRAFICO a 7 T a 5

I | I I

| I | l
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E%@mpl(@ 5 = Determine se f tem extremos
absolutos no intervalo (0, 1)

1
fO0) = -

— X
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Q
|

=] —

X I ~
10 5 = Determine se ft m extremos
oly

absolutos no intervalo (0, 1)
AY |
I X
1 ] 1 | >
1 a 3 |
4 2 4 |
=5 = I
|
|
-10} |
I
-15} {
I
|
y= 2 OD<x<1)
X =X

Prof. Henrique A M Faria

&l



GBS S et 1 T el AR R
o-w‘a-;(* r"'%“’" e 8 i At Ay D]

Y
3 o.gl‘-u “A "uw : : W e Ayt DA TS 3
CAED LD SRR O (B SRR S (I S £
é[‘ Pm-ﬂ'am:?lb R .ﬂ‘uk\ gt'ﬂ Ttmm %
A8 PO S AT SRt 00 WANT S SORY R v
(7o 3-[N <0, ﬂsom DeVsRle lol o) S» & AN e
'“’}}ﬁ.ﬁ (‘; ol Q(G-L,’,d'li\ \‘ s @Q)} a..mll\d
P4 m BTV ~ Qceny
e =1 A+ 13 Lo| ~ 1wy “1= el
.al ('Tc') Md.u ugmfc N IO RS
& 15 a0 53;;:: 04 Roet 7




» Reler o capitulo no livro texto;
» Resolver os exemplos dados em aula;

» Fazer a lista de exercicios (baixar no site);
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