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Equacao geral do plano

Sejam um plano mem que A(x¢,Yy1,2Z1) € T,

n = (a, b, c) é ortogonal a . Um ponto P(x,y, z)
pertence a esse plano Tt se e somente se o vetor AP for
ortogonal a 7.
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Equacao geral do plano

Sejam um plano mem que A(x¢,Yy1,2Z1) € T,

n = (a, b, c) é ortogonal a . Um ponto P(x,y, z)
pertence a esse plano Tt se e somente se o vetor AP for
ortogonal a 7.
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AP-n =0

Figura 6.1
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Equacao geral do plano

AP -7 = 0

(x—xl,y—yl,z—zl) . (Cl,b,C) =0
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Equacao geral do plano

AP -7 =0
(x—xl,y—yl,z—zl)-(a,b,c) =0
a(x —x1) +b(y —y1) +c(z—21) =0
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Equacao geral do plano

AP -7 =0
(x—xl,y—yl,z—zl)-(a,b,c) =0
a(x —x1) +b(y —y1) +c(z—24) =0
ax +by+cz+ (—axqy —by;—cz1) =0
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Equacao geral do plano

AP -7 =0
(x—xl,y—yl,z—zl)-(a,b,c) =0
a(x —x1) +b(y —y1) +c(z—24) =0
ax +by+cz+ (—axqy —by;—cz1) =0

Fazendo: d = (—axy — by, — cz,)
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Equacao geral do plano

AP -7 =0
(x—xl,y—yl,z—zl)-(a,b,c) =0
a(x —x1) +b(y —y1) +c(z—24) =0
ax +by+cz+ (—axqy —by;—cz1) =0

Fazendo: d = (—axy — by, — cz,)

ax+by+cz+d=0 Equacgdo geral do plano
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Observacoes

a) Qualquer vetor kn, k # 0 é normal ao plano 7;
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Observacoes

a) Qualquer vetor kn, k # 0 é normal ao plano 7;

b) Os componentes a, b, c na equacao do plano sao

as componentes do vetor normal a m;
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Observacoes

c)

b)

Qualquer vetor kn, k # 0 é normal ao plano 7;

Os componentes a, b, c na equacao do plano sao

as componentes do vetor normal a m;

Atribuindo-se valores arbitrarios a duas variaveis da

equacao do plano obtém-se pontos de .
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Exemplo 1

Obter uma equacao geral do plano que passa pelo
ponto A(2,—1,3) e tem vetor normaln = (3,2, —4).
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Exemplo 2

Escrever uma equacao geral do plano 1T que passa pelo
ponto A(2,1,3) e é paralelo ao plano:
m1:3x—4y—2z+5 = 0.
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Exercicio

A reta 1 é ortogonal ao plano 1T que passa pelo ponto
A(2,1,—2). Determinar uma equacdo geral desse
plano e representa-lo graficamente.

r{x=5+3t y=—4+2t z=1+t.
Resp: 3x+2y+z—-6=0
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Equacao vetorial do plano

Seja A(xg,Yo,Z9) um ponto pertencente a T ,
u = (ay,by,cq) e v = (ay b,y cy) dois vetores
paralelos a esse plano 1. Supondo que os dois vetores
U e U n3o sejam paralelos entre si:

Figura 6.3
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Equacao vetorial do plano

Seja A(xg,Yo,Z9) um ponto pertencente a T ,
u = (ay,by,cq) e v = (ay b,y cy) dois vetores
paralelos a esse plano 1. Supondo que os dois vetores
U e U n3o sejam paralelos entre si:

AP = hui + tv

h,t € R

Figura 6.3
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Equacao vetorial do plano

AP = hu + tv
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Equacao vetorial do plano
AP = hu + tv

P=A+hu+tv
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Equacao vetorial do plano
AP = hu + tv
P=A+hu+tv

(x,¥,2) = (x0,¥0,20) + h(ay, by, 1) + t(ay, by, c3)

Equacao vetorial do plano
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Equacoes paramétricas do plano

Da equacao vetorial do plano tem-se:

(X, Y, Z) — (xOr yO'ZO) T h(al' bl) Cl) + t(aZJ bZJ CZ)

Prof. Henrique A M Faria

20



Equacoes paramétricas do plano

Da equacao vetorial do plano tem-se:

(X, Y, Z) — (xOr yO'ZO) T h(al' bl) Cl) + t(aZJ bZJ CZ)

A soma do lado direito fornece:
(x, YV, Z) = (x() + alh + azt, Yo +b1h + bzt, Zo +C1h + Czt)
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Equacoes paramétricas do plano

Da equacao vetorial do plano tem-se:

(X, Y, Z) — (xOr yO'ZO) T h(al' b1; Cl) + t(aZJ b2! CZ)

A soma do lado direito fornece:
(x, YV, Z) = (x() + alh + azt, Yo +b1h + bzt, Zo +C1h + Czt)

Da igualdade de vetores:

(x = xo + a;h + a,t
1T. <y=y0+b1h+b2t
\Z:ZO‘l‘Clh‘l‘Czt

Equacdes paramétricas
do plano

Prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 3

Um plano 1 passa pelo ponto A(2,2,—1) e é paralelo
aos vetores U = (2,—3,1)e v = (—1,5,—3) . Obter a
equacao geral, vetorial e as equacdes paramétricas de 1.

Resp:4x+5y+7z—11 =0
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Exercicio

Determinar uma equacao geral do plano i que contém

as retas: Resp:—9x + 3y —2z—7 =0
x =2t
rl:{y=x+1 1y =3+ 2t
zZ=—3x—2 z=1-—6t
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Equacao vetorial de um paralelogramo

Sejam o0s pontos A, BeC , nao colineares,
pertencente ao plano .

Os vetores AB e AC determinam o paralelogramo,
definido pela relacao de um vetor qualquer:

Figura 6.8
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Equacao vetorial de um paralelogramo

Sejam o0s pontos A, BeC , nao colineares,
pertencente ao plano .

Os vetores AB e AC determinam o paralelogramo,
definido pela relacao de um vetor qualquer:
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Equacao vetorial de um paralelogramo

Sejam o0s pontos A, BeC , nao colineares,
pertencente ao plano .

Os vetores AB e AC determinam o paralelogramo,
definido pela relacao de um vetor qualquer:

Ou

AP = hAB + tAC

Figura 6.8

Com: het € [0,1]
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Equacao vetorial de um paralelogramo

AP = hAB + tAC
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Equacao vetorial de um paralelogramo

AP = hAB + tAC

Ponto qualquer do

P=A+h(B—-A)+t(C—A) paralelogramo
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Equacao vetorial de um paralelogramo

AP = hAB + tAC

Ponto qualquer do

P=A+h(B—-A)+t(C—-A) paralelogramo

Para: h=t=0 - P=A

Para: h=1 e t=0 - P=B
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Casos particulares da equacao geral
do plano

Seja a equacao geral do plano:

ax+by+cz+d=0

Analise dos casos com exemplo numérico:

3x+4y+2z2—12 =0

Prof. Henrique A M Faria
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Casos 0 — Plano original

3x+4y+2z2—12=0

p/ y=z=0
3x=12 - x=4

Figura 6.9
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Casos 0 — Plano original

3x+4y+2z2—12=0
p/ y=z=0
3x=12 - x=4
p/ x=z=0
49 =12 - y=3

Figura 6.9
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Casos 0 — Plano original

3x+4y+2z2—12=0
p/ y=z=0
3x=12 - x=4
p/ x=z=0
4y =12 - y=3
p/ x=y=0
22=12 -5 z=6

Figura 6.9
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Casosl: d =0

3x+4y+2z=0

p/ y=z=0 - x=0
p/ x=z2=0 -y=0
p/ x=y=0 -z=0
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Casosl: d =0

3x+4y+2z=0

p/ y=z=0 - x=0
p/ x=z=0 -y=0

p/ x=y=0 -z=0

p/ y=z=1 > x=-2
p/ x=z=1 ->y=-5/4
p/ x=y=1->5z=-7/2

Prof. Henrique A M Faria

36



Casos 2: a = 0 (coeficiente de x)

4y +2z—-12 =0
p/ z=0 - y=3
p/ y=0 -z=6

Figura 6.10
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Casos 2: a = 0 (coeficiente de x)

4y +2z—-12 =0
p/ z=0 - y=3
p/ y=0 -z=6

» Plano n3ao tem ponto
comum com eixo Xx;

»> Paralelo ao eixo da
variavel ausente;

Figura 6.10
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Casos 2: a = 0 (coeficiente de x)

Figura 6.1

» Sed = 0 interceptao
eixo da variavel ausente.
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Casos3: a=b=0

Figura 6.14
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Casos3: a=b=0

YA VAN
- Z=6

» Todos os pontos do
plano sao do tipo

(x,y,6);

» Paralelo ao plano xoy
e intercepta z = 6

Figura 6.14
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Casos 3 — analogamente

4y —-12=0 - y=3

Figura 6.15
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Casos 3 — analogamente

4v—-12=0 - y=3 3x—12=0 - x =4

Figura 6.15 Figura 6.16
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Angulo entre dois planos

Sejam dois planos 1Ty e T, com vetores normais

n{ e n,,respectivamente.

Figura 6.17
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Angulo entre dois planos

O menor angulo que
os vetores n; e N,
formam entresiéo

angulo entre planos:
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Angulo entre dois planos

O menor angulo que
os vetores n; e N,
formam entresiéo

angulo entre planos:

|{ e 13 |

cosO =

In{| In3]
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Exemplo 4

Determine o angulo entre os planos: resp.: 30°

m1:2x+y—2z+3=0

TTH. x+y—4'=0
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Exercicio

Determine uma equacao geral do plano que seja:

(a) Paraleloaoplano m: 2x —3y—z+5 =0 eque

contenha o ponto A(4,—2,1).
Resp.: 2x—3y—z—-13 =0

(b) Perpendicular areta: Resp.:2x—3y+4z—1=0

rr x=2+2t y=1-3t z=A4t.
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Exercicio

(c) Escrever o sistema de equacoes paramétricas do

plano determinado pelos pontos:

A(1,0,2), B(-1,2,-1) e C(1,1,—1).

Resp.: x=1—-2h y=2h+t z=2-3h-—3t
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