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OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM
Ao estudar este capitulo, vocé aprendera:

40.1 Afungéo de onda que descreve o comportamento
de uma particula e a equacao de Schridinger que
essa funcdo tem de satisfazer.

40.2 Como calcular as funcéies de onda e os niveis de

energia para uma particula confinada em uma caixa.

40.3 Como analisar o comportamento mecanico-quantico

de uma particula em um poco de potencial.
40.4 Como a mecénica quantica torna possivel as
particulas ir aonde a mecéanica newtoniana dizia que

elas nao poderiam ir.

40.5 De que maneira usar a mecanica quantica para

analisar um oscilador harmdnico.

40.6 Como medir quanto um sistema de mecanica

quantica pode mudar seu estado.

Revendo conceitos de:

7.5 Pocos potenciais.

13.2, 13.3 Osciladores harménicos.

15.3, 15.7, 15.8 As fungdes de onda para ondas em uma
corda; ondas estacionarias.

32.3 Funcdes de onda de ondas eletromagnéticas.

38.1, 38.4 Funcdo trabalho; interpretagdo féton de
interferéncia e difracao.

39.1, 39.3, 39.5, 39.6 Relacdes de De Broglie; modelo de
Bohr para o hidrogénio; lei de radiagao de Planck;
principio da incerteza de Heisenberg.

I)Es‘res recipientes contém
= solucoes de particulas mi-
croscopicas semicondutoras
de diferentes tamanhos. As
particulas brilham quando ex-
postas a luz ultravioleta; as me-
nores particulas (& esquerda)
apresentam um brilho azul,
enguanto as maiores (a direita)
apresentam um brilho vermelho.
Isso se deve ao fato de que 0s
niveis de energia dos elétrons
(i) possuem um espagamento
maior em particulas menores;
(i) possuem um espagamento
maior em particulas maiores;
(ili) possuem o mesmo espaca-
mento em todas as particulas,
mas niveis de energia maiores
em particulas menores; (iv) pos-
suem o mesmo espagamento
em todas as particulas, mas
niveis de energia maiores em
particulas maiores; (v) depen-
dem do comprimento de onda
do raio ultravioleta utilizado.

MECANICA QUANTICA I
FUNGOES DE ONDA

o Capitulo 39, mostramos que as particulas as vezes se comportam

como ondas. De fato, verifica-se que podemos usar a imagem de

ondas para descrever completamente o comportamento de uma par-
ticula. Essa abordagem, chamada de mecdnica qudntica, € a chave para
compreender o comportamento da matéria nas escalas molecular, atdmica
e nuclear. Neste capitulo, veremos como encontrar a fun¢do de onda de
uma particula resolvendo a equacgdo de Schridinger, que € fundamental
para a mecanica quintica assim como as leis de Newton sdo para a meci-
nica e as equagdes de Maxwell sdo para o eletromagnetismo.

Comecaremos com a andlise feita pela mecinica quintica para o caso
de uma particula livre que se move ao longo de uma linha reta sem ser
afetada por forcas de qualquer tipo. Em seguida, vamos considerar parti-
culas que sao afetadas por forcas e estdo presas a estados ligados, assim
como os elétrons estdo limitados dentro de um dtomo. Veremos que o
resultado da equac@o de Schridinger pode fornecer automaticamente os
niveis de energia possiveis de um sistema.

Além das energias, a solu¢io da equaciio de Schrédinger também for-
nece as probabilidades de encontrar a particula em diversas regides. Um
dado surpreendente € que a probabilidade de uma particula atravessar
uma barreira estreita ndo € zero, embora esse processo seja proibido pela
mecinica newtoniana.

Neste capitulo, vamos considerar a equacido de Schrodinger para um
movimento apenas unidimensional. No Capitulo 41, veremos como estender
essa equacdo para problemas tridimensionais como o do dtomo de hidrogé-
nio. As funcdes de onda do dtomo de hidrogénio serdo, por sua vez, a base
para a andlise de dtomos mais complexos da tabela periddica dos elementos,
dos niveis de energia dos raios X e de outras propriedades dos dtomos.
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Figura 40.1 Estas criancas estdo
falando com um “telefone” de lata e
corda. O deslocamento na corda é
completamente descrito por uma
fung¢io de onda y(x, #). De forma
andloga, uma particula é
completamente descrita por uma
func¢io de onda de mecinica
quéntica W(x, y, z, 1).

40.1 FUNCOES DE ONDA E A EQUACAO
UNIDIMENSIONAL DE SCHRODINGER

Temos constatado, hd evidéncias convincentes de que, em uma escala atdmica
ou subatdmica, um objeto como um elétron ndo pode ser descrito simplesmente
como uma particula newtoniana cldssica. Em vez disso, devemos levar em conta
suas caracteristicas de onda. No modelo do dtomo de hidrogénio de Bohr (Secdo
39.3), tentamos considerar estes dois aspectos: retratamos o elétron como uma
particula cldssica em uma érbita circular em torno do nicleo e usamos a relagio
de De Broglie entre o momentum da particula e o comprimento de onda para
explicar por que apenas orbitas de certos raios sdo permitidas. Como vimos na
Secao 39.6, no entanto, o principio da incerteza de Heisenberg nos diz que uma
descricdo hibrida desse tipo nao pode ser totalmente correta. Nesta secdo, vamos
discutir como descrever o estado de uma particula usando apenas a linguagem
das ondas. Essa nova descriciio, chamada de mecénica quantica, substitui o es-
quema cldssico de descrever o estado de uma particula por suas coordenadas e
seus componentes de velocidade.

Nosso novo esquema de mecinica quintica para descrever uma particula tem
muito em comum com a linguagem do movimento de onda cldssica. Na Secdo 15.3
do Capitulo 15, descrevemos as ondas transversais em uma corda especificando a
posicio de cada ponto na corda em cada instante de tempo, por meio de uma funcdo
de onda y(x, t), que representa o deslocamento a partir do equilibrio no tempo t,
desde um ponto na corda a uma distincia x da origem (Figura 40.1). Uma vez que
conhecemos a fungio de onda de um movimento de onda especifico, sabemos tudo
o que ha para saber sobre 0 movimento. Por exemplo, podemos encontrar a veloci-
dade e a aceleragido de qualquer ponto da corda a qualquer momento. Elaboramos
formas especificas para essas funcdes de ondas senoidais, em que cada particula é
submetida a um movimento harmonico simples.

Seguimos um padrao similar para ondas sonoras no Capitulo 16. A funcio de
onda p(x, #) para uma onda que se desloca ao longo do eixo Ox representou uma
variagdo de pressdo a qualquer ponto x em qualquer momento 7. Na Se¢do 32.3
usamos duas fungdes de onda para descrever os campos E e B de uma onda ele-
tromagnética.

Sendo assim, parece natural utilizarmos uma funcio de onda como o elemento
central de nossa linguagem da mecinica quéntica. O simbolo tradicionalmente
usado para essa funcgio de onda € a letra grega psi, W ou ¢r. Em geral usaremos a
letra maitscula W para representar uma funcio de todas as coordenadas espaciais
e de tempo. Por outro lado, i em mindsculo serd usado apenas para a func¢ao de
coordenadas espaciais — ndo de tempo. Assim como a fungio de onda y(x, 7) para
ondas mecanicas sobre uma corda oferece uma descricdo completa do movimento,
de modo que a fungdo de onda W(x, y, z, 1) de uma particula contém toda a infor-
magdo sobre a particula que pode ser conhecida.

ATENGAO Ondas de particulas vs. ondas mecénicas Diferentemente de ondas sobre
uma corda ou ondas sonoras se propagando pelo ar, a funcido de onda de uma particula
ndo € uma funcio mecinica que precisa de um meio material para se propagar. A funcio
de onda descreve uma particula, mas nio podemos definir a fun¢do em si, em termos
de qualquer coisa material. Podemos descrever somente como ela estd relacionada aos
efeitos fisicamente observados.

Ondas em uma dimensao: ondas sobre uma corda

Em geral, a funcdo de onda de uma particula depende de todas as trés dimensdes
do espaco. No entanto, para simplificar vamos comecar nosso estudo dessas funcdes
considerando o movimento unidimensional, no qual uma particula de massa m se
move paralelamente ao eixo x e a fun¢io de onda ¥ depende somente da coor-
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denada x e do tempo t. (Analogamente, estudamos cinemdtica unidimensional no
Capitulo 2 antes de passar a estudar os movimentos bidimensional e tridimensional
no Capitulo 3.)

Como uma onda da mecénica quantica unidimensional se parece e o que deter-
mina suas propriedades? Podemos responder a essa pergunta, primeiro recordare-
mos as propriedades de uma onda em uma corda. Vimos na Secio 15.3 que qualquer
funcio de onda y(x, 1) que descreve uma onda em uma corda deve satisfazer a
equagdo de onda:

i*y(x, 1)
ar?

Py 1 _
72— = U—z- (equagio de onda para ondas (40.1)

sobre uma corda)

Na Equacio 40.1 v € a velocidade da onda, que é a mesma qualquer que seja o
comprimento de onda. Como exemplo, considere a seguinte funcio de onda para
uma onda cujo comprimento de onda é A e cuja frequéncia € f, movendo-se na
direciio x positiva ao longo de uma corda:

y(x, 1) = A cos(kx — wt) + B sen(kx — wt) (40.2)

(onda senoidal em uma corda)

Aqui k = 27/A € 0 nitmero de onda e w = 27f é a frequéncia angular. (Usamos
essas mesmas grandezas em ondas mecanicas no Capitulo 15 e em ondas eletro-
magnéticas do Capitulo 32.) As grandezas A e B sido constantes que determinam
a amplitude e a fase da onda. A expressdo na Equacgéo 40.2 € uma funcgio de onda
vdlida se e somente se ela satisfizer a equacdo de onda (Equacéo 40.1). Para fazer
essa verificagdo, calcule a primeira e segunda derivadas de y(x, f) em relacio ax e
a primeira e segunda derivadas em relacdo a t:

ay(x, 1)
ks —kAsen (kx — wi) + kBcos(kx — wf) (40.3a)
X
62_\;(x, f) > 2
T2 = —k~Acos(kx — wt) — k*Bsen(kx — wi) (40.3b)
ay(x, 1)
o wAsen(kx — wi) — wBcos(kx — wi) (40.3¢)
Eh (x, £) 5 5
T2 = —wAcos(kx — wl) — w Bsen(kx — wi) (40.3d)
t

Se substituirmos as equacdes 40.3b e 40.3d na equagdo de onda, Equacdo 40.1,
obtemos

—k*Acos(kx — wf) — k*Bsen(kx — wf)

1
= —5[—sz cos(kx — wr) — w*Bsen(kx — wf)] (40.4)
v

Para que a Equacdo 40.4 satisfaca a todas as coordenadas x em todos os instan-
tes ¢, os coeficientes de cos(kx — wt) tém de ser os mesmos em ambos os lados da
equacio e também para os coeficientes de sen(kx — wf). As duas condi¢des estardo
satisfeitas se

K =— ou w = vk (ondas em uma corda) (40.5)

Uma vez que w = 2mfe k = 27/A, a Equacio 40.5 € equivalente a
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2
2nf = UTW ou v = Af (ondas em uma corda)

Essa equacio € exatamente o relacionamento conhecido entre velocidade da
onda, comprimento da onda e frequéncia para ondas em uma corda. Sendo assim,
nossos cdlculos mostram que a Equacgio 40.2 € uma funcio de onda vilida, para
ondas em uma corda para quaisquer valores de A e B, dado que o e k estdo rela-
cionados pela Equacio 40.5.

Ondas em uma dimensao: ondas de particulas

Para as ondas de particulas, o que precisamos ¢ uma versiao da mecanica quantica
da equagdo de onda — Equacdo 40.1 — que seja vdlida para seu contexto. Essa
versdo da equaco deve envolver derivadas parciais da fungio de onda W(x, 1) em
relac@o ax e emrelagio a 7. No entanto, essa nova equagio ndo pode ser exatamente
a mesma que a Equacio 40.1 para as ondas em uma corda porque a relacio entre
¢ k ¢é diferente. Podemos fazer essa demonstragio utilizando uma particula livre,
aquela que ndo sofre a influéncia de nenhuma forga sobre ela, durante todo o seu mo-
vimento ao longo do eixo x. Para tal particula, a energia potencial U(x) tem 0 mesmo
valor para todo valor assumido por x (lembre-se, do Capitulo 7, que F, = —dU(x)/
dx, entdo forga zero significa que a energia potencial tem derivada zero). Para sim-
plificar, vamos assumir {/ = 0 para todo x. Dessa forma, a energia da particula livre
¢ igual & sua energia cinética, a qual podemos expressar em termos de momento p:

2.2 (mu)2 2
L u = £ (energia de uma (40.6)

25 245 285 particula livre)

As relagdes de De Broglie (Secio 39.1) nos mostram que a energia E € propor-
cional a frequéncia angular @, e 0 momento p é proporcional ao nimero de onda

h
E=hf=——2nf = fw (40.72)
2
L PN (40.7b)
P= "2z a " '

Lembre-se de que i = h/27. Se substituirmos as equacdes 40.7 na Equacio 40.6,
descobrimos que a relacfio entre w e k para uma particula livre é

hw = ——  (particula livre) (40.8)
m

A Equagio 40.8 ¢ muito diferente da relacdo correspondente para ondas em
uma corda, a Equacio 40.5: a frequéncia angular @ para ondas de particulas é
proporcional ao guadrade do nimero da onda, ao passo que, para as ondas sobre
uma corda, @ € diretamente proporcional a k. Portanto, nossa tarefa € construir uma
versdo para a mecédnica quantica da equacao de onda cujas solucdes para particulas
livres satisfagam a Equacdo 40.8.

Atacaremos esse problema assumindo a fungio de onda senoidal W(x, ), da
mesma forma que a Equagdo 40.2 para ondas senoidais sobre uma corda. Para uma
onda sobre uma corda, a Equagdo 40.2 representa uma onda com comprimento
de onda A = 2m/k e frequéncia f = w/2m propagando-se na diregcdo positiva do
eixo x. Por analogia, nossa funcio de onda senoidal W(x, f) representa uma par-
ticula livre, com massa m, momento p = hk e energia E = Aiw movendo-se na
direcio positiva do eixo x:
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(funcdo de onda
W(x, 1) = Acos(kx — wi) + Bsen(kx — wi)  senoidal representando (40.9)
uma particula livre)

O nimero da onda k e a frequéncia angular w na Equagiio 40.9 devem satisfazer
a Equacio 40.8. Se observarmos a Equacio 40.3b, veremos que, se tomarmos a se-
gunda derivada de W(x, 1) na Equacio 40.9 em relagio a x, obteremos W (x, r) multi-
plicado por —k?. Por isso, se multiplicarmos a*W(x, nlox® por — #?/2m, obteremos:

B PV (x, f 52
A%% = *%[*szcos{kx — wf) — k*Bsen (kx — wl)]
2,2
= . [Acos(kx — wif) + Bsen(kx — wi)] (40.10)
m
k>
=—W(xt
o ¥ (50

A Equacio 40.10 sugere que (— 1#212m)a* W (x, 1)/ax” deve ser um lado da equa-
¢do de onda de mecénica quéintica, com o outro lado valendo AW (x, 1) para que
satisfaca a Equagao 40.8. Se observarmos a Equacao 40.3c, veremos que um fator
de w é obtido por meio do cédlculo da primeira derivada de W (x, r) na Equacio 40.9.
Entdo, nosso palpite para o lado direito de nossa equagdo de onda da mecinica
quantica envolve i = h/27r multiplicado por dW(x, 1)/dt. Dessa forma, vamos tentar
formular nossa equagio assim:

72 W (x, ¢ aW(x, 1
R PV _ )
2m ax? at

(40.11)

Neste ponto, vamos incluir uma constante C como um “fator de correcio” para
nos assegurarmos de que vamos chegar ao resultado correto. Vamos entdo substi-
tuir a equagdo de onda da Equacdo 40.9 na Equacio 40.11. A partir das equagoes
40.10 e 40.3c, obtemos

1k
T[Acos(kx — wi) + Bsen(kx — wi)]
m

= Chw|[ Asen(kx — wf) — Beos(kx — wi)] (40.12)

A partir da Equacio 40.8, iw = #2k*/2m, e entdo podemos cancelar esses fatores
nos dois lados da Equacio 40.12, restando:

Acos(kx — i) + Bsen(kx — wi)
= CAsen(kx — wf) — CBcos(kx — wl) (40.13)

Como em nossa discussdo anterior sobre a equagdo de onda nas ondas em uma
corda, a fim de que a Equagio 40.13 seja satisfeita para todos os valores de x e todos
os valores de 1, os coeficientes de cos(kx — wf) devem ser os mesmos em ambos os
lados da equagiio, assim como os coeficientes de sen(kx — wr). Dessa forma, temos
as seguintes relacdes entre os coeficientes A, B e C nas equagdes 40.9 e 40.11:

A= —CB (40.14a)
B=CA (40.14b)
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Figura 40.2 Erwin Schrédinger
(1887-1961) desenvolveu em 1926 a

equacio que leva seu nome, um feito

que lhe rendeu (junto com o fisico
britdnico P. A. M. Dirac) em 1933 o

Prémio Nobel de fisica. Sua ldpide €

decorada com uma versao da
Equacdo 40.15.

Figura 40.3 A funcio de onda
espacial W(x, 1) = Ae'*™ ~ ), para

uma particula livre com o momento

definido p = #ik € uma fung¢io
complexa: possui tanto uma parte
real quanto uma parte imagindria.
Sao representadas aqui como
funcoes de x parar = 0.

Re W(x, 0) = A cos kx

A
|
O\ =P éﬂ;\ k"
[
sxd e \/ i \/
| | |
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Se usarmos a Equagdo 40.14b para eliminar B da Equagdo 40.14a, obtemos que
A = —(C?A, o que significa que C*= —1. Entdo C ¢ igual ao nimero imagindrio
i = V—1eaEquagdo 40.11 fica assim:

B W (x, f oW (x, 1 (equagao de Schrodinger
—— (.0 = ifi (x. 9 unidimensional para uma (40.15)
2m ox? At
] particula livre)

A Equagdo 40.15 € a equacio de Schriodinger unidimensional para uma parti-
cula livre, desenvolvida em 1926 pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger (Figura
40.2). A presenga do ndmero imagindrio i na Equacao 40.15 significa que as so-
lugdes para a equacgio de Schrédinger sdo grandezas complexas, com uma parte
real e outra parte imagindria. (A parte imagindria de W(x, 1) € uma fungio real
multiplicada pelo nimero imaginério i = V—1.) Um exemplo ¢ a nossa fun¢io de
onda de particula livre da Equagdo 40.9. Uma vez que descobrimos que C = i nas
equagdes 40.14, concluimos, pela Equacio 40.14b, que B = iA. Entio a Equagio
40.9 pode ser escrita assim:

(funcdo de onda
W(x,1) = A[cos(kx — wt) + isen(kx — wr)] senoidal representando (40.16)
uma particula livre)

A parte real de W(x, 1) é ReW(x, 1) = A cos(kx — wt) e a parte imagindria é
ImW(x, t) = A sen(kx — wt). A Figura 40.3 mostra as partes real e imagindria de
W(x, ) emt = 0 e, dessa forma, W(x, 0) = A cos kx + iA sen kx.

Podemos reescrever a Equagao 40.16 com a formula de Euler, que estabelece
que, para qualquer angulo 6,

e” =cosf + isent
= cos(—0) + i sen(—0) = cos O —i sen O (40.17)

)
Il

Com isso, nossa funcdo de onda senoidal para particula livre fica assim:

(funcdo de onda senoidal

W(x,1) = Agllkr—wf) — 4 ik —iwt representando uma (40.18)
particula livre)

Se k for positivo na Equacio 40.16, a fun¢io de onda representa uma particula
livre movendo-se no sentido positivo do eixo x com momento p = fik e energia £ =
ho = H2212m. Se k for negativo, 0 momento e, consequentemente, 0 movimento es-
tao no sentido negativo do eixo x. (Com um valor negativo de &, o comprimento de
onda sera A = 2m/lkl).

Interpretacao da funcao de onda

A natureza complexa da funcdo de onda para uma particula livre torna essa
funcgio dificil de interpretar. (Com certeza ndo precisamos de nimeros imaginarios
antes desse ponto para descrever fendmenos fisicos reais.) Veja como compreender
essa funcio: W(x, 1) descreve a distribuicdo de uma particula no espago, exatamente
como as funcdes de onda para uma onda eletromagnética descrevem a distribui¢io
dos campos elétricos e magnéticos. Quando estudamos padroes de interferéncia
e difrac@o nos capitulos 35 e 36, verificamos que a intensidade / da radiacio em
qualquer ponto em um padrio € proporcional ao quadrado da magnitude do campo
elétrico — isto &, E>. Na interpretagdo de féton de interferéncia e difracdo (veja
a Sec¢io 38.4), a intensidade em cada ponto € proporcional ao nimero de fotons
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que golpeiam o entorno desse ponto. Uma alternativa seria a probabilidade de que
qualquer foton individualmente atinja o entorno do ponto. Assim, o quadrado da
magnitude do campo elétrico em cada ponto € proporcional a probabilidade de
encontrar um féton em torno desse ponto.

Da mesma maneira, o quadrado da funcio de onda de uma particula em cada
ponto nos informa sobre a probabilidade de encontrar a particula em torno desse
ponto. Mais precisamente, deveriamos dizer o quadrado do valor absoluto da fun-
¢do de onda, W12, Isso é necessdrio porque, como vimos, a funcdo de onda € uma
grandeza complexa com partes real e imagindria.

Para uma particula que pode se mover apenas ao longo do eixo x, a grandeza
W(x, N> é a probabilidade de que a particula seja encontrada no tempo f em uma
coordenada entre x ¢ x + dx. E mais provivel a particula ser encontrada em regioes
onde WI? é grande, e assim por diante. Essa interpretacfio, elaborada pela primeira
vez pelo fisico alemido Max Born (Figura 40.4), exige que a funcdo de onda W seja
normalizada. Ou seja, a integral de W (x, 1)l*dx sobre todos os valores possiveis
de x deve ser exatamente igual a 1. Em outras palavras, a probabilidade de que a
particula esteja em algum lugar € exatamente 1, ou 100%.

ATENCAO Interpretando [W]* Observe que [W(x, )I* em si ndo é uma probabilidade.
Por outro lado, IW(x, 7)°dx € a probabilidade de encontrarmos a particula entre a posicio
X e aposigio x + dx no tempo 7. Se diminuirmos a distincia dx, torna-se menos provavel
que a particula serd encontrada dentro desse comprimento, de modo que a probabilidade
diminui. Um nome mais adequado para I'W(x, 7)I* é a fungio de distribuicio de pro-
babilidade, uma vez que descreve como a probabilidade de encontrar a particula em
diferentes locais € distribuida no espaco. Outro nome comum para ['¥(x, 01 é densidade
de probabilidade.

Podemos utilizar a interpretagio probabilistica de I'W|? para chegar a uma melhor
compreensdo da Equacao 40.18, a fungdo de onda para uma particula livre. Essa
fun¢do descreve uma particula que possui um momento definido p = Ak na direcio
do eixo x e nenhuma incerteza no momento: Ap, = 0. O principio da incerteza de
Heisenberg para a posi¢do e o momento, equagdes 39.29, nos diz que AxAp, = #/2.
Se Ap, € zero, Ax deve ser infinito e ndo temos ideia de onde, ao longo do eixo x,
a particula pode ser encontrada (vimos um resultado semelhante para os {6tons na
Se¢do 38.4). Podemos demonstrar isso pelo cédlculo da fungo de distribuig¢ao de
probabilidade I'W(x, ni%o produto de W e seu conjugado complexo W*. Para encon-
trar o complexo conjugado de um nimero complexo, substituimos cada i por —i. Por
exemplo, o conjugado complexo de ¢ = a + ib, onde a e b sdo reais, € ¢* = a —ib,
de modo que lcl? = ¢*¢ = (a +ib)(a—ib) = a* + b2 (lembre-se de que # = -1).
O complexo conjugado da Equacio 40.18 ¢

q;*(x! f) =A*e-f(kx-wl} :A*e-kaeiwl

(Temos de considerar a possibilidade de que o coeficiente A possa ser, ele
mesmo, um nimero complexo.) Dessa forma, a fungio de distribuicio de proba-
bilidades é

W(x, ) = W(x, 1) W(x, 1) = (A*e @) (A™e ™)
= A* A’ = AP

A funcio de distribui¢io de probabilidade ndo depende da posigio, o que sig-
nifica que existe a mesma probabilidade de encontrar a particula em qualquer
lugar ao longo do eixo x! Matematicamente, isso ocorre porque a funco de onda
senoidal W(x, 1) = Apfta) — Alcos(kx — wr) + i sen(kx — wi)] se estende por
todo o caminho desde x = —eo até x = +o0 com a mesma amplitude A. [sso também

Figura 40.4 Em 1926, o fisico
alemio Max Born (1882-1970)
inventou a interpretacdo de que I
€ a funcdo de distribuicdo de
probabilidade de uma particula que
€ descrita pela fun¢ao de onda I,
Ele também cunhou o termo
“mecénica quintica” (no original
alemio, Quantenmechanik). Por
suas contribuigdes, Born
compartilhou com Walther Bothe o
Prémio Nobel de fisica de 1954.
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Figura 40.7 Como variar a funcio
A(k) na expressao do pacote de
ondas, Equagio 40.19, muda o
cardter da fung@o de onda W(x, r)
(mostrada aqui em um instante
especifico 1 = 0).

(a)
A(k)
i Uma fungio
: A(k) pontuda...
I
I
I
k
(0] ky
... faz a funciio W(x, 0) ter uma
ampla extensdo espacial.
(b) Re ¥(x,0) :

Ack)
Uma fungio A(k)
| mais ampla...
I
1
I
1
k
0 ko
... faz a fungao W(x, 0) ter
uma extensio espacial estreita.
(d) Re W(x, 0)

Essa integral representa uma superposicio de um nimero muito grande de on-
das, cada uma com um nimero de onda k diferente e uma frequéncia angular w =
#k*/2m, cada uma com uma amplitude A(k) que depende de k.

Existe uma relacao importante entre as duas funcdes W(x, 1) e A(k), mostrada
qualitativamente na Figura 40.7. Se a funcdo A(k) for acentuadamente pontiaguda,
como na Figura 40.7a, estamos sobrepondo apenas uma estreita gama de nimeros
de onda. O pulso de onda resultante € entao relativamente largo (Figura 40.7b). Mas
se usarmos uma gama mais vasta de nimeros de onda, de modo que a funcio A(k)
seja mais ampla (Figura 40.7¢), o pulso da onda localizada € mais estreito (Figura
40.7d). Este € simplesmente o principio da incerteza em a¢do. Uma gama estreita de
k significa um intervalo estreito de p, = fik e, portanto, um pequeno Ap,; o resultado
¢ um Ax relativamente grande. Uma ampla gama de k corresponde a um grande
Ap,, e o resultante Ax € menor. Vocé pode ver que o principio da incerteza para a
posi¢io e o momento linear, AxAp, = #/2, é realmente apenas uma consequéncia
das propriedades de integrais como mostra a Equagio 40.19.

ATENCAO Ondas de matéria versus ondas de luz no vicuo Podemos considerar tanto
um pacote de ondas que representa uma particula quanto um pulso curto de luz de um
laser como superposicoes de ondas de diferentes niimeros de onda e frequéncias angula-
res. Uma diferenca importante € que a velocidade da luz no vicuo € a mesma para todos
os comprimentos de onda A e, consequentemente, todos os nimeros de onda k = 27/A,
mas a velocidade de uma onda de matéria € diferente para diferentes comprimentos de
onda. E possivel observar esse fato a partir da formula para a velocidade das cristas das
ondas em uma onda periddica, v = Af = w/k. Para uma onda de matéria. = ﬁk2/2m,
entdo v = hk/2Zm = hi2mA. Por isso, ondas com comprimentos de onda mais longos e
nimeros de onda menores viajam mais lentamente que aquelas com comprimentos de
onda curtos e grandes nimeros de onda. (Isso ndo deveria ser muito surpreendente. As
relagoes de De Broglie que aprendemos na Secio 39.1 nos dizem que o comprimento de
onda mais curto corresponde a um momento linear maior e, consequentemente, a uma
maior velocidade.) Uma vez que as ondas senoidais individuais que compdem um pacote
de ondas viajam em diferentes velocidades, a forma do pacote muda a4 medida que ele
se move. E por isso que especificamos o tempo durante o qual os pacotes de onda nas
figuras 40.6 e 40.7 sdo desenhados; em tempos posteriores, os pacotes tornam-se mais
espalhados. Por outro lado, um pulso de ondas de luz no vicuo mantém a mesma forma
em todos os momentos, porque todas as ondas senoidais que o compdem viajam juntas
com a mesma velocidade.

A equacao de Schrodinger unidimensional
com energia potencial

A equacdo de Schrodinger unidimensional que apresentamos na Equagao 40.15
€ vilida somente para particulas livres, para as quais a fungio de energia potencial
€ zero: U(x) = 0. Mas para um elétron dentro de um dtomo, um préton dentro de
um nicleo atdmico e muitas outras situagdes reais, a energia potencial desempenha
uma importante fung¢io. Para estudar o comportamento das ondas de matéria nessas
situagdes, precisamos de uma versido da equagdo de Schrddinger que descreva uma
particula movendo-se na presenca de uma funciio de energia potencial diferente de
zero U(x). Essa equagdo é

Constante de Planck  Fungéo _q?, onda da particula
divididq por2am e ‘ ........................

Equacio de ;

Schridinger ?:2 Z‘P(x t) allf(xr)

unidimensional % + U 11!" R L 40.20
geral: 2m ax2 ( ) (x ) k ot ( )

™ Massa da partwula Fungdo de energia potencial

Note que, se U(x) = 0, a Equacio 40.20 fica reduzida a equacao de Schrodinger
de uma particula livre apresentada na Equacio 40.15.
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Esta € a motivagdo por trds da Equacio 40.20: se W(x, 7) for uma fung@o de onda
senoidal para uma particula livre, W(x, 1) = Aelthx — wl) — g ikx,=i0! oo tarmos
derivados da Equacgao 40.20 tornam-se:

ﬁz {)21{; x,t ﬁz 82 B ﬁz . .
o (2 ) (Aelkx rwt) - __( ik)Z(Ae:heﬂwr)
2m 9y " 2m ax2 2m
hk>
T‘I’(I I)
aw(x, o
ifi Ea: ) :ﬁ (A ikxgi00) = ifi (—iw) (Ae™®e ") = hoW(x, 1)

Nessas expressoes (ﬁszIZm)‘I’(x, t) € apenas a energia cinética K = p2/2m =
#2k*/2m multiplicada pela fungio de onda, e hwW(x, 1) é a energia total E = hw
multiplicada pela funcio de onda. Assim, para uma fun¢do de onda desse tipo, a
Equagdo 40.20 mostra que a energia cinética multiplicada por W(x, ¢), somada a
energia potencial vezes W(x, 1), € igual a energia total vezes W(x, 1). Isso € equiva-
lente ao que diz a fisica cldssica, de que a soma da energia cinética com a energia
potencial € igual 4 energia mecanica total: K + U = E.

As observacoes que acabamos de fazer certamente nfio sao uma prova de que a
Equagdo 40.20 estd correta. A verdadeira razio pela qual sabemos que essa equagio
¢ correta € que ela funciona: previsdes feitas com essa equacio combinam com 0s
resultados experimentais. Mais adiante neste capitulo, vamos aplicar a Equagdo
40.20 a vdrias situacdes fisicas, cada uma com uma forma diferente da funcio U(x).

Estados estacionarios

Vimos em nossa discussio a respeito de pacotes de ondas que qualquer fung¢io de
onda de particula livre pode ser construida a partir da superposicio de funcoes
de onda senoidais na forma ¥(x, 1) = Ae'*e . Cada fun¢ido de onda senoidal
corresponde a um estado de energia definido £ = fiw = K22 2m e frequéncia an-
gular definida @ = E/f, e dessa forma, podemos reescrever essas fungdes como
W(x, 1) = Ae™e it ge 4 tungiio de energia potencial U(x) for diferente de zero,
essas fungdes de onda senoidais nio satisfazem a equagio de Schrodinger, Equacao
40.20, e entdo essas fungdes nio podem ser os “blocos de construgio™ bdsicos de
fun¢des de onda mais complicadas. No entanto, podemos ainda escrever a tungio
de onda para um estado para uma determinada energia E na seguinte forma

Fungiodeonda ..o : Fungﬁo de onda independente do tempo

dependente do tempo e S B e

para um estado de ‘P(x I) d’(x)e I‘ e S, Constante de Planck (40.21)
energia definido Energia doestado  dividida por 2

Isso significa que a fungio de onda W(x, r) para um estado de energia definido
¢ o produto de sua funcio de onda independente do tempo y(x) e um fator ¢,
(Para uma func¢io de onda senoidal de uma particula livre, r(x) = Ae’k’*.) Estados
definidos de energia sdo de uma tremenda importincia para a mecinica quéntica.
Por exemplo, para cada nivel de energia em um dtomo de hidrogénio (Sec¢io 39.3)
existe uma funcio de onda especifica. E possivel para um dtomo estar em um estado
que ndo tem um nivel de energia definido. A funcdo de onda para cada um desses
estados pode ser escrita como uma combinagdo de funcdes de onda de energia
definida, precisamente da mesma maneira que um pacote de ondas pode ser escrito
como uma superposi¢io de funcdes de onda senoidais de energia definida, como
na Equacgao 40.19.



288 Fisica IV

Um estado de energia definida normalmente é chamado de estado estacionario.
Para ver de onde vem esse nome, vamos multiplicar a Equagdo 40.21 pelo seu
complexo conjugado para encontrar a fungio de distribui¢io de probabilidade ¥

[W(x 1) |2 = W' (x ) W(x, 1) = [¢'(x) e+;‘Er/ﬁ} [y(x) e—iE:/h]
= {ﬁ*(x) ip(x)e(ﬁEr/ﬁ)-O—(—iEr/ﬁ) _ | !lf(x) ‘ 2,0 (40.22)
= g

Uma vez que I (x)I* ndo depende do tempo, a Equacdo 40.22 mostra que o
mesmo deve ser vélido para a fungdo de distribui¢@o de probabilidade 'W(x, iz,
Isso justifica o termo “estado estaciondrio” para um estado de energia definida.

ATENCAO Um estado estaciondrio niio significa uma particula estacionaria Dizer
que uma particula estd em um estado estaciondrio nde significa que a particula se encon-
tra em repouso. B a distribuicdo de probabilidade (ou seja, a probabilidade relativa de
encontrar a particula em vdrias posi¢des), e ndo a prépria particula, que € estaciondria.

A equagdo de Schridinger, Equacio 40.20, torna-se um pouco mais simples
para os estados estaciondrios. Para ver isso, substituimos a Equacio 40.21 na

Equacio 40.20:
12 [p(x) e o AL e

A derivada no primeiro termo do lado esquerdo é em relagiio a x, e entao o fator
e i yai para fora da derivada. Assim sendo, calculamos a derivada em relacio a
t no lado direito da equacio:

72 dXy —iE o
2’?1 dx(;) —iEt/h £ U( )¢’(x) —iEt/h fﬁ(f;)[dl(){)eﬂkdﬁ]

- El!f(x) e*iEt/ﬁ

Se dividimos ambos os lados dessa equagio por e E obtemos
Constante de Planck Funcéo de onda independente do tempo
Equaqﬁg de dividida. por Do e . ......
Schrodinger 5 i i
unidimensional 7 od 2(!!():) ................
independente Tom di2 i U()l,[t(x) E‘!’(x) (40.23)
do tempo: A B Energia do estado

Massa da pariicula  Fungio de energia potencial

Esta é a chamada equacio de Schrodinger unidimensional independente do
tempo. O fator dependente de tempo B pgo aparece, e a Equagio 40.23 envolve
apenas a fungdo de onda (x) independente do tempo. Vamos dedicar grande parte
deste capitulo para resolver essa equacdo a fim de encontrar a energia definitiva,
fungdes de onda de estado estaciondrio ¢(x) e os valores correspondentes de E —
isto €, as energias dos niveis permitidos — para diferentes situacdes fisicas.

DELOENPE UM ESTADO ESTACIONARIO

Considere a fungio de onda ¥(x) = A;e™ + Are ™ onde k¢ SOLUGAO

positivo. Essa € uma funcdo de onda vilida de uma particula livre  |pDENTIFICAR E PREPARAR: uma funcio de onda vilida de uma

em estado estaciondrio independente de tempo? Qual a energia  particula livre em estado estaciondrio deve satisfazer 4 equacio

correspondente a essa fungdo de onda? de Schridinger independente de tempo, a Equagéo 40.23, com
(Continua)



