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» Equacao diferencial ordindria: a funcao incdgnita
depende de uma unica variavel independente.

d’Q(t)  LdQt) 1 _ ..

» Equacao diferencial parcial: as derivadas sao

parciais, ou seja, a funcao depende de duas ou mais
variaveis.

, Pulx ) _ du(x, 1) 2 Bulnt) 32::(;:, 2}
ax? ot B o1

equacio de calor equacio de onda
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» A ordem da E.D. é definida pela derivada de ordem
mais alta.

P = f(fs}n)f’,y"’,. Ly h ) (Orden n)
ty' —y=t (Primeira orden)
y'—y=0  (Segunda orden)

"

y" +2¢'y" + yy' =t* (Terceira orden)
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» Solucdo analitica de uma E.D.: qualquer funcdo da
variavel independente que satisfaca a equacao.

» Solucao de um problema de valor inicial.: qualquer
solucao da E.D. que satisfaca a condicao inicial.

» Existéncia de solucao: nem sempre uma E.D. tem
solucao analitica.
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» Uma equacdo diferencial (eq. dif.) de primeira
ordem tem a forma geral:

2 = f(t)

» O objetivo é determinar uma funcao diferenciavel
y = ¢(t) que satisfagca a equagao.

» Nao existe método geral, mas métodos que se
aplicam a alguma subclasse das eq. dif. de 12 ordem.






» Escrevendo a eq. dif. na forma:
d

dy
y _ A
E_f(XJY) = M(ny)_l_N(x!y)dx_O

» Considerando o caso especialem que M = M(x) e
N = N(y) tem-se:

d

v _

dx

» Esta equacao é separavel, pois os termos podem ser
colocados em lados opostos na forma diferencial:

M(x) + N(y)

Integrando ambos os
—NO)AY  |4dos tem-se a solucéo.
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M(x)dx =



2

dy X

Ex. 3 resolver a equacao: — =
Uagao: =@

v Escrevendo na forma separavel:
—x%+(1— yz)— =0

v Separando as varidveis:
(1 —vy2)dy = x%dx

v Integrando em ambos os lados tem-se:
f(l—yz)dyzfxzdx = —g =gt

A constante c é determinada
da condigéo inicial.
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» Algumas equacoes diferenciais lineares de 12 ordem
podem ser escritas na forma padrao:

2 4 p(©)y = g(t)

» Em que p e g sdo fungdes da varidvel t.

» O método direto de integracao nao pode ser
aplicado diretamente nessa equacao.

» A alternativa é encontrar um fator multiplicativo
gue torna possivel a integracao.
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» Seja a eq. dif. de 12 ordem na forma padrao:
% +p(y = g(t)
» Multiplica-se cada termo pelo fator u(t):
() 2+ p(Or®)y = n(®)g(t)

» 0O lado esquerdo da eq. dif. é a derivada do produto
u(t)y, entdo a derivada de u(t) deve ser:

1 du(t
WO —pOr®) = s =P

nlu(e)] = f p(Odt+k = u(t) = exp f p(6)dt
14



» Entdo, a eq. dif. original pode ser reescrita como:
d
2 [u®)y] = u®Og®)

» Integrando em dt em ambos os lados:

u(©y = | uOg@de +c
» Portanto, a expressao para o calculo de y sera:

1
Y= f WOgDdt+c  u(t) = exp f p(t)dt
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Ex. 1 Resolvero PVI: Yy ' + %y =4t, y(1)=2

v’ Escrever a eq. dif. de 12 ordem na forma padr3o:

2 2
!
+=y=4t = p(t)=-
Y t Y p( ) t Demonstragio
. l 2
v Calcular o fator integrante u(t): ti=em
’ Int?= Ine'™
u(t) = expf dt = e2nltl — pint? — ¢2 | Int* = Int®Ine
Int* = Int*

v" Multiplicar a eq. pelo fator integrante e integrar:
d 2 3
t2y’ + 2ty = 4t = E(t y)dt = | 4t3dt

c y()=2 1
t’y =t*+c = y=1&2+t2 = y=1:2+t—2 y >0
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» A modelagem matemadtica e a experimentacao tém
papéis complementares na investigacao cientifica.

» As analises matematicas podem sugerir direcoes
mais promissoras para exploracao experimental.

» Independentemente do campo de aplicacao,
existem trés etapas na modelagem matematica.
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Etapas de construcao de um modelo

e Construcao do modelo inicial J

e Analise do modelo }

e Comparacao com a experimentacao
ou observacao
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Teoremas/de existénda

| @ Unicidadea



Foram estudados até o momento os problemas de
valor inicial com equacoes diferenciais de 12 ordem.

Foi visto que nem toda equacao diferencial tem
solucao analitica.

Entao, antes de resolver um PVI analiticamente, nao
seria interessante saber se existe solucao?

Além disso, verificar se a solucao sera unica?

O teorema seguinte responde estas duas perguntas.

21



Teorema 2.4.1 (Ref. Boyce 92 ed.)

Se as fun¢des p e g sao continuas em um intervalo
aberto I, contendo o ponto t = ¢,,

Entdo, existe uma unica fungdao y = ¢(t) que satisfaz
a equacao:

y' +p©)y = g(t)
E a condicao inicial y(t,) = y, para cadat em [.

O teorema diz que:

» O PVI tem solugdo unica se p(t)e g(t) sdo continuas.

» A solucdo existe em qualquer intervalo I, contendo a
condicdo inicial e no qual p(t)e g(t) sdo continuas.

» Poderd haver descontinuidade da solucdo nos pontos
em que p(t)e g(t) forem descontinuas. 39



Exemplo 1: Qual o intervalo o PVI tem solucdo Unica?
ty' + 2y = 4t* y(1) =2

v’ Colocar a eq. dif. na forma padr3o.

2 2
y'toy=4t,  plO)=- e gt)=4t

v A eq. dif. é linear, g é continua em R e p é continua
paratodot # 0 (t <0 out > 0). ) t

O >

v Ointervalo t > 0 contém a condicdo y(1) = 2

v' Entdo, o Teorema 2.4.1 garante que o PVI tem uma
solugao unica no intervalo (0, +) para t.
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OM ON

Sejam as funcdes M, N, — e — continuas em uma

dy dx
regidaoretangulara < x < f,y <y <9.

A equagdo M(x,y) + N(x,y)y" =0 (1)
E uma equacio exata se, e somente se:
oM (x,y) ON(x,y)
dy  Ox
Isto €, existe uma fungao U tal que:

oP(xy) oy(xy)

Se, e somente se, M e N satisfazem a eq. dif. (1).
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Exemplo 3: Resolver a eq. dif. exata.
(ycosx + 2xe”) + (Senx + x%eY — 1)y’ =0

v’ |dentificar as funcdes de duas varidaveis M e N:

M(x,y) = (ycosx + 2xe”), N(x,y) = (senx + x%e¥ — 1)

v' Calcular as derivadas:

oM ON
— = cosx + 2xe”Y — = cosx + 2xe”
ady 0x

v’ Como as derivadas parciais sdo iguais, haverd uma
funcao | tal que :

(Z;': M(x,y) = ycosx + 2xe” (1)
g;'j N(x,y) = senx + x%e¥ —1 (2)
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N
Exemplo 3 ((33_1; = M(x,y) = ycosx + 2xe” (1)

v _ _ v _
v Integraraeq. (1) emx: (& N&M=senxtxier -1 @2

J—dx = f(ycosx + 2xe”) dx

Y = ysenx + x%e¥ + g(y) (3)

v' Derivar a eq. (3) em relacdo a y:

g—t =senx + x%eY + g'(y)  (4)

v’ lgualar eq. (4) com eq. (2):
senx + x%eY + g'(y) = senx + x%e¥ — 1

gy)=—-1 = gly)=-y+C
27




Exemplo 3 [0 =ysenx + 2% +90) (3)

v" Substituir g(y) = —y + C na eq. (3)

Y = ysenx + x%eY —y+C

v' Conferéncia das derivadas parciais de  :

g—f = ycosx + 2xe¥ = M(x,y)

g—ij = senx + x“e¥ — 1 = N(x,y)

v Portanto, a solucdo geral para eq. dif. original é:

ysenx + x*e¥Y —y=C  C: constante

28
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Uma eq. dif. de 22 ordem tem a forma geral:
Y _ 4y
dt2 f@&y, dt (1)

Sendo t a variavel independente e y a variavel
dependente.

A funcao f inclui essas duas varidveis e uma
possivel derivada de primeira ordem de y.

A equacao (1) sera linear se apresentar a forma:

y'+p@®)y +q(®)y = g(t) (2)

* D, q,eg sdo fungbes somente da variavel t.
30



Um problema de valor inicial (PVI) consiste da
equacao diferencial e um par de condicdes iniciais.

y(to) =yo e y'(to) =0
Onde y, e y'; sdo nimeros reais constantes.

Essas duas condicdes iniciais indicam um ponto
particular (ty, o) e a derivada neste ponto.

A eq. dif. de 22 ordem é homogénea quando g = 0:

y'+p)y +q(t)y =0 (3)
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> Raizes reais distintas r{ e { da eq. caracteristica.

(Eq. dif. 22 ordem a

n / —
ay" + by + ¢y =0 eficientes constantes a, b e c.)

y = e (solucdo proposta)

ar? + br + ¢ = 0 (Equac3o caracteristica)

t t

y; =e’tt e y, =e™2" (solucdes para eq. dif.)
Solucao geral
y = Ciy1 + Cyy, = Cie™t + C,e™"  daeq. dif de
22 ordem.

prof. Henrique A M Faria 32



y = Cyyq + C,y, = C;e™t + C,e™t  Solucio geral
» Uma solucdao particular pode ser encontrada
substituindo-se as condicdes iniciais:

V(to) =yo e y'(tg) =¥0

» Independentemente das condicdes iniciais é
sempre possivel determinar as constantes C; e C,.

» Além disso, existe apenas uma escolha possivel
para cada par de condicoes iniciais.
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Exemplo 1: Encontrar a solucdo do PVI e seu gréfico.
y"+5y"+6y=0 y(0)=2 e y'(0)=3

v" Propor a solugdo do tipo exponencial:

y=e™ = y' =re™ = " =r2em

v’ Substituir a proposta na eq. dif. de 22 ordem.
rée’™ 4+ 5re’ 4 6e't = mas, et 0 V t

r’+5r+6=0 > (@T+2)T+3)=0

n=-2er,=-3 = y,=e?te y, =73

Solucao geral

_ -2t _3¢
y = La® o g da eq. dif.
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Exemplo 1: Encontrar a solucdo do PVI e seu gréfico.

v' Derivar a solucdo geral e compor um sistema:

{ y = Cie %t + C,e 3t

Y

{

y' = —2C,e7%t —3C,e 3t
(2=0C, +C,

3 =-2C; — 3G,

; C,=2-0C,

| 3=-2(2-Cp) - 3C,
(C, =9

Cy = =7

y = 9e 4t — 773t
Solucao do PVI

R Inserindo:
y(0)=2ey'(0)=3

Grafico da
solucao do PVI
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» Seja a equacao caracteristica da equacao diferencial

de segunda ordem.
(Eq. dif. 22 ordem a

" / —_—
ay" +by +cy =0 coeficientes constantes.)

ar’ +br+c=0 (Equacdo caracteristica)

> Se o discriminante b* — 4ac < 0, entdo as raizes
sao numeros complexos conjugados da forma:

ro=A+ige 1, =A—iL {Aeu: nGmeros reais

I =vV—1
y, = eIt oy = oA=L (solucBes da eq. dif.)
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» Um exponencial complexo pode ser expresso por
por meio da relacao de Euler:

et = cosut + isenut e "t = cosut — isenut

» As solucdes y, e y, podem ser reescritas por:

eMEUE = AL otill — oAl(cosyt + isenut)

» A parte real e imaginaria da solucdo estd
representada pelas fungdes reais e*cosut e
eMsenut, respectivamente.

38



Exemplo 1: Encontrar a solucdo do PVI e seu gréfico.
4y" + 4y"' + 37y =0 y(0) =2 e y'(0) =8

v Resolver a equacdo caracteristica:
Ar’ +4r+37=0 = a=4b=4,c=37

B —b++vVb%2 —4ac —4+V4?2 —4.4.37

"= 2a - 2.4
—4 + 4+/1 — 37
= . =—1/2+1/2V—36

r=-1/2+3i Onde: v—36 = 6vV—1 = 61

v’ Portanto, as solucdes da eq. caracteristica s3o:

1 1
r1=—§+31 r2=—§—31
39



Exemplo 1: 4y" +4y" + 37y =0

v As solucdes da equacao diferencial ficam:
1 _. t
Yy = el 72130t = o732 (cos3t + isen3t)
t

1 ..
Y, = el"2730t = o732 (cos3t — isen3t)

v' Logo o conjunto solucdo da eq. dif. pode ser escrito
como combinacao linear das solucdes.

y = C1y; + Gy



Exemplo 1: 4y" +4y" + 37y =0

v" Conjunto solucdo da eq. dif.:
t t
y = Cie 2 (cos3t + isen3t) + C,e 2 (cos3t — isen3t)

t t
y = (C; + C,) cos3te™2 + (iC; — iC,) sen3t e 2

v' As constantes C;e C, e a combinacdo com a

notacdo complexa i = v—1 podem ser substituidas
pelas constantes k; e k,.

Se (C;+C,)=k; e (iC;—1iCy) =k,, entdo:

¢ + Conjunto solucao
y = K;cos3te 2 + K,sen3te 2 da eq. dif.

a1



Exemplo 1: 4y" +4y' +37y =0

. e e 0)=2, y'(0) =8:
v’ Inserindo as condicBes iniciais: y(0) v (0)

t t
y = K;cos3te 2 4+ K,sen3te 2

v’ 2=K;cos0e’ + K,sen0 e’ = K, =2
K; _t _t K _t _t
vy =_—2cos3te 2 — 3K ;sen3te 2 +_—Zsen3te 2 + 3K,cos3te 2
K K
8 = _—12COSO e’ —3K;sen0e® + _—ZzsenO eV + 3K,cos0 e’
K,
8=—+3K, = 8=-1+3K, = K =3

y = e~ 2 (2cos3t + 3sen3t) Solugao do PVI

A2



Exemplo 1: Grafico da solugdo:

v P/t=0: y=e%(2cos0+ 3sen0) = 2

t

t—o oo

t

t—o0 t—o0

v lim e 2 (2cos3t + 3sen3t) =

lime 2 lim(2cos3t + 3sen3t) =0

decrescente

prof. Henrique A M Faria

-1r y =e 2(2cos3t + 3sen3t)
Exp. Termo oscilatorio
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» Seja a equacao caracteristica da eq. dif. a
coeficientes constantes.

ay"+by +cy=0 = ar’+br+c=0

> Se b? — 4ac = 0, entdo as raizes serdo repetidas e

geram a mesma solucao.
=1, = _ o2al
1 — 12 — 2a Y1 = eza
» 0O conjunto solucao pode ser encontrado pelo
produto de uma funcao de t pela primeira solucao.
~b
y = v(©)y,(t) = (1 + t)eZa’

a5



Exemplo 2: Encontrar a solucdo do PVI e seu gréfico.
4y" —4y'+y =0 y(0)=2 e y'(0)=1/3
v Resolucdo da equacdo caracteristica:
4r2 —4r+1=0 = A=+42-441=0

v Portanto, as solucdes da eq. caracteristica s3o:
—(—4) _ 1

2.4 2

7"1=T2=

v A solucdo geral proposta é:

t t
Yy = CleE + Cztei

v Inserindo a primeira condicdo inicial tem-se:

0 0
y(0) =2 = C,e2 + C,0e2 = C, =2
46



4y" —4y"' +y =0

Exemplo 2:
y(0) =2, y'(0) =1/3

v’ Inserindo a segunda condicdo

inicial tem-se: C, =2
t t
y = C;e2 + Cyte2
1t 1t ot
y =§C182+C2 5t62+62
1 1 0 1 O 0
"(0) = = =—C,e2 —0e2 + e2
y'(0) 3 ZCle + C, 2Oe +e
1
1/3=52+C = C=-2/3
v Assim, a solucdo do PVI é:
t 2t
y=2€2—§t82

a7
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» Seja um PVI, ndo homogéneo da forma:
{ay” + by +cy =g(t) a, b, c: constantes
y(te) =yo e y'(t)) =Y
Etapas do método:
1. Encontrar a solucao da eq. homogénea associada;
2. ldentificar g(t): e, sen, cos, polindbmio, etc;

3. Se g(t) é uma soma de n parcelas formar
n problemas da forma: ay” + by’ + cy = g;(t);

4. Para o i-ésimo problema supor uma solucao
particular y,; apropriada. * Se houver duplicacdo da

proposta com alguma sol. da homogénea, multiplica-
la por t, t%,t™ até eliminar a linearidade. A8



Etapas do método (continuacao)

5. Encontrar a solugao particular y,; para cada

problema. A soma destas solucdoes €& a solucao
particular da eq. nao homogénea;

6. Somar o conjunto solucao da homogénea com a
solucao particular final;

7. Utilizar as condicdes iniciais para determinar as
constantes do conjunto solucao da homogénea.

50



Exemplo 1: Encontrar a solugdo particular da eq. dif.
y'" =3y — 4y = 3e?t
v Proposta: y, = Ae®!, y, = 2Ae?", y; = 4Ae*
v’ Substituindo a proposta na eq. dif.:
4Ae?t — 3(2Ae?") — 4Ae?t = 3e?!
(4A — 64 — 4A)e?t = 3e?t

—-6A=3 > A=-1/2

~ . , 1
v" Logo a solugdo particular é: Vp = —=e?t

51



Exemplo 2: Encontrar a soluc3o particular da eq. dif.
y" =3y’ —4y =2e7t
v’ Proposta: y, = Ae”!, yp, = —Ae”", y, =+Ae”!

v’ Esta proposta n3o satisfaz a e. dif. porque zera todos
os termos e nao é possivel determinar A.

v" Ao verificar a solucdo da homogénea, constata-se
gue a proposta é igual a uma das solucodes:

r’—3r—-4=0 = @+1D@Fr-4)=0
n=—-1le rn=4 = y, =Cety, =Ce*

v’ Para remover a linearidade entre solucdes,
multiplica-se a proposta por t.

52



Exemplo 2: Encontrar a soluc3o particular da eq. dif.
y" =3y’ —4y =2e7t
v Nova proposta: ¥, = Ate™", y, =Ae™ " — Ate”?,
yy = —2Ae”" + Ate™"
v’ Substituindo a nova proposta na eq. dif.:

(—2A + At)e ' —3(4A — At)e ™t — (4At)e t = 2e7t

—S5A+(A+34—4A)t=2 = A=-2/5

v" Logo a solugdo particular é: Vp = —%te‘t

4
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» Definicao da Transformada de Laplace:

00

LF@O)} = F(s) = f eStF(0)dt

0

L: simbolo da transformada de Laplace.
F (s): funcao transformada de f(t).

e ~St: nucleo da transformada de Laplace.

» Sempre que a integral imprdpria convergir existira a
transformada F(s) da fungdo f(t).

55



Exemplo 3: Calcule a Transformada de Laplace.
f(t) =5e %t —3sendt t=0
L{f (1)} = 5L{e"?'} — 3L{sen4t)}
v' Consultar a tabela de transformadas:

a=—2

L eat — z) 5L =2ty —
te™) S—a C S+ 2
a a=4 12
L{senat} = 71 g =  3L{sen4dt} = 7142
12
L)} =

S+ 2 52442
56
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Transformada de Laplace

1

Problema de Aplicar a

valor inicial transformada

NP [
Eq. dif. linear =

Aplicar a

transforma

* Equacdo caracteristica, coeficientes a determinar e variagéo dos pardmetros.
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4 N
Seja uma funcao f continua e f’ continua por partes

em um intervalo 0 < t < A.

Supondo que |f(t)| < Ke% para t = M € R; com
K, M e a constantes reais.

Entao,

- Lif' ()} = sLif (1)) — f(0) y

4 o~ )
Com as mesmas condicdes do teorema tem-se que:

LI (0} = s2L{f ()} — sf(0) — f'(0)




Tabela de transformadas de Laplace

L{f(6)} = s¥Y(s) = f(0)

Esta tabela estara na prova 2.

L{F" ()} = s*Y (s) — sf(0) = f(0)

f(&) = L7{F(s))

F(s) = LY )}

at 1
e Ss>=d
s—a
t"™  (n:inteiro positivo) n!
: p T s>0
Sﬂ'—
L] L4 ¥ L] I
e t™  (n:inteiro positivo) n s>a
c 5>0
5
a
sen at s>0
5% + a?
S
cos at 5 3 s>0
s+ a
u(E)f(t—c) e"F(s)

60



Exemplo 2: ResolveroPVI. (y" +y =sen2t

v Aplica-se a transformada. y(0)=2, y(©0)=1

\
L{y\}A+ L{y} = L{sen2t}
[s°L{y} —sy(0) — y' ()| + L{y} =

_AL

s2+4
[s2Y(s) —s.2—1] +Y(s) = 25
[52+1]Y(s)—25—1=SZ_|_4
[s2 + 1]Y(s) = +2s+1)

s*+4
1 @2s+D(%+4)+2
(s2+1) (s +4) a1

Y(s) =




Exemplo2: y"+y=sen2t y(0)=2, y(0)=1
v’ Como os termos no denominador s3o quadraticos
em s, a decomposicao em fracoes parciais fica:

v C@s+D(E*+H+2 250 +5°+85+6
&) =T Der+4) - P D+

As+B  Cs+D (As+B)(s*+4)+ (Cs+D)(s*+1)
&+D  (2+d &2+ D)2 1 4)

Y(s) =

v' Como os denominadores s3o iguais,
25 +5°+85+6=(A+C)s*+(B+D)s*+ (44 + C)s + (4B + D)

(A+C =2 3%eq. —1¢ Na 12
<B+D=1 3A=6 = |A=2 = C=0
4A+C =8 42 eq. —28 Na 22

62 4B+ D =6 3B=5 = |B=5/3| = |D=-2/3




Exemplo2: y"+y=sen2t y(0)=2, y(0)=1

v Assim, a funcdo transformada fica:
2s + 5/3 2/3 S 5 1 1 2

=2
C(s2+1) (s2+49) s?+1 352+1 3 s°+4

v" Aplicar a transformada inversa para determinar y(t).

s ) 5 1) 1 2
-1y 9. —1{ } TS| |
ey =2-L g tyt {52+1} 35 {52+4}

v’ Consultar tabela de transformada para obter a
solucao do PVI.

5 1
y(t) = 2cost + §S€Tlt — §Sen2t

63
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  n


  y = 𝜙 ( t )


    d y  d t = f ( t , y )


  M = M ( x )


  N = N ( y )


  M  (  x ,   y ) + N ( x ,   y )   d y  d x = 0


  M  ( x ) + N ( y )   d y  d x = 0


  M  ( x ) d x = − N ( y ) d y


    d y  d x = f  (  x , y )       ⇒


  −  x 2 + ( 1 −  y 2 )   d y  d x = 0


  ( 1 −  y 2 ) d y =  x 2 d x


  ∫  ( 1 −  y 2 ) d y = ∫   x 2 d x


  y −    y 3 3 =    x 3 3 + c


  3 y −  y 3 −  x 3 = c


  ⇒


    d y  d x =    x 2  ( 1 −  y 2 )


  p


  g


  t


    d y  d t + p  ( t ) y = g ( t )


  𝝁 ( 𝒕 )


  𝝁  ( 𝒕 ) 𝒚


  𝝁  ( 𝒕 )  


    d y  d t + p  ( t ) y = g ( t )


  𝜇 ( t )   d y  d t + p  ( t ) 𝜇 ( t ) y = 𝜇 ( t ) g ( t )


    d 𝜇 ( t )  d t = p  ( t ) 𝜇 ( t )


   1  𝜇 ( t )   d 𝜇 ( t )  d t = p  ( t )


  l n  |  𝜇 ( t ) | = ∫  p  ( t ) d t + k


  𝜇 ( t ) = e x p ∫  p  ( t ) d t


  ⇒


  ⇒


  d t


  y


  𝜇  ( t ) y = ∫  𝜇  ( t ) g  ( t ) d t + c


  y =  1  𝜇  ( t ) ∫  𝜇  ( t ) g  ( t ) d t + c


  𝜇 ( t ) = e x p ∫  p  ( t ) d t


   d  d t [ 𝜇  ( t ) y ] = 𝜇 ( t ) g ( t )


  𝝁 ( 𝒕 )


   y ′ +  2 t y = 4 t


   t 2  y ′ + 2 t y = 4  t 3


  ∫   d  d t  (   t 2 y ) d t = ∫  4  t 3 d t


   t 2 y =  t 4 + c


  y =  t 2 +  c   t 2


  y =  t 2 +  1   t 2


  y > 0


  ⇒


  ⇒


  ⇒


  y ( 1 ) = 2


  p  ( t ) =  2 t


  ⇒


        t 2 =  e  l n  t 2      


          l n t 2 =   l n e  l n  t 2        


    l n t 2 = l n  t 2 l n e


    l n t 2 = l n  t 2            


  𝜇  ( t ) = e x p ∫   2 t d t =  e  2 l n  | t | =  e  l n  t 2 =  t 2


   y ′ +  2 t y = 4 t


  y ( 1 ) = 2


  p


  g


  I


  t =  t o


  y = 𝜙 ( t )


   y ′ + p  ( t ) y = g ( t )


  y (  t o ) =  y o


  t


  I


  p


  g


  I


  t =  t o


  y = 𝜙 ( t )


   y ′ + p  ( t ) y = g ( t )


  y (  t o ) =  y o


  t


  I


  p  ( t ) e   g  ( t )


  I


  p  ( t ) e   g  ( t )


  p  ( t ) e   g  ( t )


  t  y ′ + 2 y = 4  t 2                     y ( 1 ) = 2


   y ′ +  2 t y = 4 t ,       p  ( t ) =  2 t             e         g  ( t ) = 4 t


  g


  ℝ


  p


  t ≠ 0     ( t < 0     o u   t > 0 )


  t > 0


  y ( 1 ) = 2


  ( 0 ,   + ∞ )


  t


  t


  0


  M


  N


    𝜕 M  𝜕 y


    𝜕 N  𝜕 x


  𝛼 < x < 𝛽


  𝛾 < y < 𝛿


  M  (  x , y ) + N  (  x , y )  y ′ = 0


    𝜕 M ( x ,   y )  𝜕 y =   𝜕 N ( x , y )  𝜕 x


  ψ


    𝜕 ψ ( x ,   y )  𝜕 x = M ( x , y )


    𝜕 ψ ( x ,   y )  𝜕 y = N ( x , y )


  M


  N


  M


  N


    𝜕 M  𝜕 y


    𝜕 N  𝜕 x


  𝛼 < x < 𝛽


  𝛾 < y < 𝛿


  M  (  x , y ) + N  (  x , y )  y ′ = 0


    𝜕 M ( x ,   y )  𝜕 y =   𝜕 N ( x , y )  𝜕 x


  ψ


    𝜕 ψ ( x ,   y )  𝜕 x = M ( x , y )


    𝜕 ψ ( x ,   y )  𝜕 y = N ( x , y )


  M


  N


   (  y c o s x + 2 x  e y ) +  (  s e n x +  x 2  e y − 1 ) y ′ = 0


  M    e    N :


  M  (  x , y ) =  (  y c o s x + 2 x  e y )


  N  (  x , y ) =  (  s e n x +  x 2  e y − 1 )


    𝜕 M  𝜕 y = c o s x + 2 x  e y


    𝜕 N  𝜕 x = c o s x + 2 x  e y


  ψ


    𝜕 ψ  𝜕 x = M  (  x ,   y ) = y c o s x + 2 x  e y


    𝜕 ψ  𝜕 y = N  (  x , y ) = s e n x +  x 2  e y − 1  


  x


  y


  ∫    𝜕 ψ  𝜕 x d x = ∫  ( y c o s x + 2 x  e y ) d x


    𝜕 ψ  𝜕 y = s e n x +  x 2  e y + g ′ ( y )  


  ψ = y s e n x +  x 2  e y + g ( y )


  s e n x +  x 2  e y + g ′ ( y ) = s e n x +  x 2  e y − 1  


  g ′ ( y ) = − 1                  


  ⇒


  g  ( y ) = − y + C                  


    𝜕 ψ  𝜕 x = M  (  x ,   y ) = y c o s x + 2 x  e y


    𝜕 ψ  𝜕 y = N  (  x , y ) = s e n x +  x 2  e y − 1  


  g  ( y ) = − y + C


  ψ  


  ψ = y s e n x +  x 2  e y − y + C


  y s e n x +  x 2  e y − y = C


    𝜕 ψ  𝜕 x = y c o s x + 2 x  e y = M  (  x ,   y )


    𝜕 ψ  𝜕 y = s e n x +  x 2  e y − 1 = N  (  x , y )


  C :   c o n s t a n t e


  ψ = y s e n x +  x 2  e y + g ( y )


     d 2 y  d  t 2 = f ( t ,   y ,     d y  d t )


  t


  y


  f


  y


  y " + p ( t ) y ′ + q ( t ) y = g ( t )


  p


  q


  g


  t


  y  (   t 0 ) =  y 0


  y ′  (   t 0 ) =   y ′ 0


   y 0


    y ′ 0


   t 0 ,  y 0


  g = 0


  y " + p ( t ) y ′ + q ( t ) y = 0


   𝒓 𝟏


   𝒓 𝟏


  a  r 2 + b r + c = 0


  a y " + b y ′ + c y = 0


  y =  e  r t


   y 1 =  e   r 1 t


   y 2 =  e   r 2 t


  y =  C 1  y 1 +  C 2  y 2 =  C 1  e   r 1 t +  C 2  e   r 2 t


  y =  C 1  y 1 +  C 2  y 2 =  C 1  e   r 1 t +  C 2  e   r 2 t


  y  (   t 0 ) =  y 0


  y ′  (   t 0 ) =   y ′ 0


   C 1


   C 2


   y  ′ ′ + 5  y ′ + 6 y = 0


  y =  e  r t   ⇒          y ′ = r  e  r t       ⇒         y ′ ′ =    r 2 e  r t  


     r 2 e  r t + 5 r  e  r t + 6  e  r t = 0


   r 2 + 5 r + 6 = 0


  ⇒


  ( r + 2 ) ( r + 3 ) = 0


   r 1 = − 2


   r 2 = − 3


  ⇒


   y 1 =  e  − 2 t


   y 2 =  e  − 3 t


  y  ( 0 ) = 2


  y ′  ( 0 ) = 3


  y =  C 1  e  − 2 t +  C 2  e  − 3 t    


   e  r t ≠ 0       ∀     t


   {      y =  C 1  e  − 2 t +  C 2  e  − 3 t                   y ′ = − 2  C 1  e  − 2 t − 3  C 2  e  − 3 t


  y = 9  e  − 2 t − 7  e  − 3 t    


  y  ( 0 ) = 2


  y ′  ( 0 ) = 3


   {      2 =  C 1 +  C 2                  3 = − 2  C 1 − 3  C 2


   {       C 1 = 2 −  C 2                                                      3 = − 2 ( 2 −  C 2 ) − 3  C 2


   {       C 1 = 9           C 2 = − 7


  y = 9  e  − 2 t − 7  e  − 3 t    


  ⇒


  a  r 2 + b r + c = 0


  a y " + b y ′ + c y = 0


   b 2 − 4 a c < 0


   y 1 =  e  ( λ + i 𝜇 ) t


   y 2 =  e  ( λ − i 𝜇 ) t


   r 1 = λ + i 𝜇


   r 2 = λ − i 𝜇


   {      λ   e   𝜇 :   números reais     i =   − 1                                            


   y 1


   y 2


   e  i 𝜇 t = c o s 𝜇 t + i s e n 𝜇 t


   e  ( λ ± i 𝜇 ) t =  e  λ t .  e  ± i 𝜇 t =  e  λ t ( c o s 𝜇 t ± i s e n 𝜇 t )


   e  − i 𝜇 t = c o s 𝜇 t − i s e n 𝜇 t


   e  λ t c o s 𝜇 t


   e  λ t s e n 𝜇 t


  4  y  ′ ′ + 4  y ′ + 37 y = 0


    4 r 2 + 4 r + 37 = 0


  ⇒


  a = 4 ,   b = 4 ,   c = 37


  y  ( 0 ) = 2


  y ′  ( 0 ) = 8


  r =   − b ±    b 2 − 4 a c    2 a =   − 4 ±    4 2 − 4 . 4 . 37    2 . 4


  r =   − 4 ± 4   1 − 37   8 = − 1 / 2 ± 1 / 2   − 36


  r = − 1 / 2 ± 3 i


    − 36 = 6   − 1 = 6 i


   r 1 = −  1 2 + 3 i


   r 2 = −  1 2 − 3 i


   y 1 =  e  ( −  1 2 + 3 i ) t =  e  −  t 2   ( c o s 3 t + i s e n 3 t )


   y 2 =  e  ( −  1 2 − 3 i ) t =  e  −  t 2   ( c o s 3 t − i s e n 3 t )


  y =  C 1  y 1 +  C 2  y 2


  4  y  ′ ′ + 4  y ′ + 37 y = 0


   C 1   e      C 2


  i =   − 1


   k 1


   k 2


  y =  C 1  e  −  t 2   ( c o s 3 t + i s e n 3 t ) +  C 2  e  −  t 2   ( c o s 3 t − i s e n 3 t )


  4  y  ′ ′ + 4  y ′ + 37 y = 0


  y =  (   C 1 +  C 2 )   c o s 3 t    e  −  t 2   +  (  i  C 1 − i  C 2 )   s e n 3 t     e  −  t 2  


   (   C 1 +  C 2 ) =  k 1         e          (  i  C 1 − i  C 2 ) =  k 2


  y =  K 1 c o s 3 t    e  −  t 2   +    K 2 s e n 3 t     e  −  t 2  


  4  y  ′ ′ + 4  y ′ + 37 y = 0


  y  ( 0 ) = 2


  y ′  ( 0 ) = 8


  2 =  K 1 c o s 0    e  0   +    K 2 s e n 0     e  0  


  ⇒


   K 1 = 2


  8 =    K 1  − 2 c o s 0    e  0   − 3  K 1 s e n 0     e  0   +    K 2  − 2 s e n 0    e  0   + 3  K 2 c o s 0     e  0  


  8 =    K 1  − 2 + 3  K 2


  ⇒


  8 = − 1 + 3  K 2


  ⇒


   K 2 = 3


  y =  e  −    t 2   ( 2 c o s 3 t   + 3 s e n 3 t )


   y ′ =    K 1  − 2 c o s 3 t    e  −    t 2   − 3  K 1 s e n 3 t     e  −    t 2   +    K 2  − 2 s e n 3 t    e  −    t 2   + 3  K 2 c o s 3 t     e  −    t 2  


  y =  K 1 c o s 3 t    e  −    t 2   +    K 2 s e n 3 t     e  −    t 2  


  t = 0


  y =  e  0    (  2 c o s 0 + 3 s e n 0 ) = 2


      lim  t → ∞ ⁡   e  −    t 2   ( 2 c o s 3 t   + 3 s e n 3 t ) =


    lim  t → ∞  e  −    t 2     lim  t → ∞  (  2 c o s 3 t + 3 s e n 3 t ) = 0


  y =  e  −  t 2   ( 2 c o s 3 t   + 3 s e n 3 t )


  a  r 2 + b r + c = 0


  a y " + b y ′ + c y = 0


   b 2 − 4 a c = 0


   y 1 =  e    − b  2 a t


  y = v  ( t )  y 1  ( t ) = ( 1 + t )  e    − b  2 a t


   r 1 =


   r 2 =   − b  2 a


  ⇒


  ⇒


    t


  4  y  ′ ′ − 4  y ′ + y = 0


    4 r 2 − 4 r + 1 = 0


  ⇒


  ∆ =    4 2 − 4 . 4 . 1   = 0


  y  ( 0 ) = 2


  y ′  ( 0 ) = 1 / 3


   r 1 =


   r 2 =   − ( − 4 )  2 . 4 =  1 2


  y =  C 1  e   t 2 +  C 2 t  e   t 2


  ⇒


   C 1 = 2


  y  ( 0 ) = 2 =  C 1  e   0 2 +  C 2 0  e   0 2


  4  y  ′ ′ − 4  y ′ + y = 0


  y  ( 0 ) = 2


  y ′  ( 0 ) = 1 / 3


  y ′ =  1 2  C 1  e   t 2 +  C 2  (   1 2 t  e   t 2 +  e   t 2 )


  ⇒


   C 2 = − 2 / 3


  y =  C 1  e   t 2 +  C 2 t  e   t 2


   y ′  ( 0 ) =  1 3 =  1 2  C 1  e   0 2 +  C 2  (   1 2 0  e   0 2 +  e   0 2 )


   C 1 = 2


  1 / 3 =  1 2 2 +  C 2


  y = 2  e   t 2 −  2 3 t  e   t 2


  a ,   b ,   c


   {      a  y  ′ ′ + b  y ′ + c y = g  ( t )               y  (   t 0 ) =  y 0     e       y ′  (   t 0 ) =   y ′ 0


  g ( t )


  e


  s e


  cos


  p o l i n ô m i o


  g ( t )


  n


  n  


  a  y  ′ ′ + b  y ′ + c y =  g i  ( t )


   y  p i


  t ,    t 2 ,    t n


   y  p i


   y  ′ ′ − 3  y ′ − 4 y = 3  e  2 t


   y p = A  e  2 t


   y p ′ = 2 A  e  2 t


   y p  ′ ′ = 4 A  e  2 t


  4 A  e  2 t − 3  (  2 A  e  2 t ) − 4 A  e  2 t = 3  e  2 t


   y p = −  1 2  e  2 t


  ( 4 A − 6 A − 4 A )  e  2 t = 3  e  2 t


  − 6 A = 3


  ⇒


  A = − 1 / 2


   y  ′ ′ − 3  y ′ − 4 y = 2  e  − t


  t


  ⇒


   y p = A  e  − t


   y p ′ = − A  e  − t


   y p  ′ ′ = + A  e  − t


  ⇒


  A


   r 2 − 3 r − 4 = 0


  ( r + 1 ) ( r − 4 ) = 0


   r 1 = − 1


      r 2 = 4


   y 1 =  C 1  e  − t


   y 2 =  C 2  e  4 t


   y  ′ ′ − 3  y ′ − 4 y = 2  e  − t


  ⇒


   y p = A   t e  − t


   y p ′ = A  e  − t − A t  e  − t


   y p  ′ ′ = − 2 A  e  − t + A t  e  − t


   (  − 2 A + A t )  e  − t − 3  (  A − A t )  e  − t −  (  4 A t )  e  − t = 2  e  − t


  − 5 A +  (  A + 3 A − 4 A ) t = 2


  A = − 2 / 5


   y p = −  2 5   t e  − t


  ℒ  {  f  ( t ) } = F  ( s ) =  ∫ 0 ∞   e  − s t f ( t ) d t


  ℒ


  F ( s )


  f ( t )


   e  − s t


  F  ( s )  


  f ( t )


  f  ( t ) = 5  e  − 2 t − 3 s e n 4 t


  t ≥ 0


  ℒ  {  f ( t ) } = 5   ℒ { e  − 2 t } − 3 ℒ { s e n 4 t }


  ℒ  {   e  a t } =  1  s − a  


  ℒ  {  s e n a t } =  a   s 2 +  a 2


  ⇒


  a = − 2


  5   ℒ { e  − 2 t } =  5  s + 2


  ⇒


  a = 4


  3 ℒ  {  s e n 4 t } =   12   s 2 +  4 2


  ℒ  {  f ( t ) } =  5  s + 2 −   12   s 2 +  4 2


  ℒ


  Y ( s )


  Y ( s )


   ℒ  − 1


  y ( t )


  0 ≤ t ≤ A


   |  f ( t ) | ≤ K  e  a t  


  t ≥ M ∈ ℝ


  K ,   M  


  ℒ  {  f ′  ( t ) } = s ℒ  {  f  ( t ) } − f ( 0 )


  ℒ  {  f ′ ′  ( t ) } =  s 2 ℒ  {  f  ( t ) } − s f  ( 0 ) − f ′ ( 0 )


   y  ′ ′ + y = sen 2 t


  y  ( 0 ) = 2


   y ′  ( 0 ) = 1  


   {        


   [   s 2 ℒ  { y } − s y  ( 0 ) −  y ′  ( 0 ) ] + ℒ { y } =  2   s 2 + 4  


   [   s 2 Y  ( s ) − s . 2 − 1 ] + Y ( s ) =  2   s 2 + 4  


   [   s 2 + 1 ] Y  ( s ) − 2 s − 1 =  2   s 2 + 4  


  ℒ  {   y  ′ ′ } + ℒ { y } = ℒ { s e n 2 t }


   [   s 2 + 1 ] Y  ( s ) =  2   s 2 + 4   + ( 2 s + 1 )


  Y  ( s ) =  1  (  s 2 + 1 )      (  2 s + 1 ) (  s 2 + 4 ) + 2  (  s 2 + 4 )


  s


  2  s 3 +  s 2 + 8 s + 6 =  (  A + C )  s 3 +  (  B + D )  s 2 +  (  4 A + C ) s + ( 4 B + D )


   {      A + C = 2    B + D = 1    4 A + C = 8    4 B + D = 6


  ⇒


  A = 2


  B = 5 / 3


   y  ′ ′ + y = sen 2 t


  y  ( 0 ) = 2


   y ′  ( 0 ) = 1  


  Y  ( s ) =    (  2 s + 1 ) (  s 2 + 4 ) + 2  (  s 2 + 1 ) (  s 2 + 4 )   =     2  s 3 +  s 2 + 8 s + 6    (  s 2 + 1 ) (  s 2 + 4 )  


  Y  ( s ) =   A s + B  (  s 2 + 1 )   +     C s + D    (  s 2 + 4 ) =    (  A s + B )  (   s 2 + 4 ) + ( C s + D ) (  s 2 + 1 )  (  s 2 + 1 ) (  s 2 + 4 )


  ⇒


  C = 0


  D = − 2 / 3


  ⇒


  ⇒


  3 A = 6


  −


  3 B = 5


  −


  y ( t )


   y  ′ ′ + y = sen 2 t


  y  ( 0 ) = 2


   y ′  ( 0 ) = 1  


  Y  ( s ) =   2 s + 5 / 3  (  s 2 + 1 )   −   2 / 3     (   s 2 + 4 ) = 2 ∙  s   s 2 + 1 +  5 3 ∙  1   s 2 + 1 −  1 3 ∙  2   s 2 + 4


   ℒ  − 1 { Y  ( s ) } = 2 ∙  ℒ  − 1  {   s   s 2 + 1 } +  5 3 ∙  ℒ  − 1  {   1   s 2 + 1 } −  1 3 ∙  ℒ  − 1  {   2   s 2 + 4 }


  y  ( t ) = 2 c o s t +  5 3 s e n t −  1 3 s e n 2 t

