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Funcoes de onda -,

Nljmcro quz‘mtico

em estado % narx
estaciondrio para s (x) = = sen — (n N 2053 e ) (40.35)
uma particula L L

em uma caixa

(a) Mostre que (x) = Ax + B, com A e B constantes, ¢ uma so-
lucéo da equagdo de Schrodinger para um nivel de energia £ =0
de uma particula em uma caixa. (b) Que limites as condicoes de
contorno em x = 0 e x = L estabelecem sobre as constantes A e B?

SOLUCAO

IDENTIFICAR E PREPARAR: este problema usa a ideia de que
qualquer funcéio de onda fisicamente razodvel deve satisfazer
tanto & equagdo de Schrodinger quanto as condi¢oes de contorno.
Na parte (a), substituimos i(x) na equacio de Schriédinger para
uma particula em uma caixa, Equaciio 40.25, a fim de verificar
se essa fungdo é uma solugdo. Na parte (b), impomos que i(x)
sejaigual azeroemx = Oeemx = L.

EXECUTAR: (a) de acordo com a Equagao 40.25, a equacio de
Schrodinger para o nivel de energia £ = 0 para uma particula
em uma caixa ¢

R ()
2m ax®

Compnmento da caixa

na regido 0 = x = L. Derivando /(x) = Ax + B duas vezes em
relagio a x, obtemos d*(x)/dx> = 0, entdo o lado esquerdo da
equacdo € zero, e Y(x) = Ax + B € uma solucio da equacio de
Schrodinger para E = . (Note que tanto i#(x) quanto sua derivada
dir(x)/dx = A sdo funcgdes continuas, como deveriam ser.)

(b) Aplicando a condi¢do de contorno em x = 0, obtemos 4(0) =
B =0, e entdo ¢r(x) = Ax. Aplicando a condi¢do de contorno
em x = L, obtemos (L) = AL = 0; portanto, A = 0. Assim,
r(x) = 0 tanto dentro da caixa (0 = x = L) como fora dela, ¢ hia
zero probabilidade de se encontrar a particula em qualquer lugar
com essa func¢io de onda. Dessa forma, (x) = Ax + B ndo é
uma funcio de onda vilida em termos fisicos.

AVALIAR: a moral dessa histéria € que ha muitas fungdes que
satisfazem & equacdo de Schrodinger em uma dada situacdo fi-
sica, mas a maioria delas — inclusive a fungiio considerada aqui
— deve ser rejeitada por niio satisfazer as condicdes de contorno.

Dependéncia do tempo

As funcdes de onda ¢, (x) na Equagio 40.35 dependem apenas da coordenada

espacial x. A Equagao 40.21 mostra que, se {/(x) € a funcio de onda para um
estado definido de energia E, a funcio de onda dependente do tempo € W(x, 1) =
z,b(x)e_iE’fh. Portanto, as funcdes de onda dependentes do tempo para um estado
estaciondrio, para uma particula em uma caixa, sdo

2 .
W, (x, 1) = \Esen(%)e"mﬁ (=123, ..) (40.36)

Nessa expressio, as energias E,, sdo dadas pela Equacao 40.31. Quanto maior for
o nimero quantico n, maior serd a frequéncia angular w,, = E,/f pela qual a fungio
de onda oscila. Note que, como le~ Eit2 = o TiE i g ~IE = o0 = | entdo a fungdo
de distribui¢io de probabilidade W (x, t)I2 = (2."L)sen2 (nnx/L) € independente do
tempo e ndo oscila. (Lembre-se de que este € o motivo por que dizemos que esses
estados de energia sio estaciondrios.)

TESTE SUA COMPREENSAO DA SECAO 40.2 Se uma particula em uma caixa estd no
nivel de energia de ordem n, qual € o valor médio do componente x de seu momento linear

p? Q) nh2L; (it) (V212)nk/L; (i) (N 2)nh/L; (iv) [NV 2)nh/L; (v) zero. |

40.3 POCOS DE POTENCIAL

Um poco de potencial ¢ uma fun¢do energia potencial U(x) que possui um
minimo. Introduzimos esse termo na Secdo 7.5 e também o utilizamos em nossa
discussio do movimento periddico no Capitulo 13. Na mecéinica newtoniana, uma
particula presa em um pogo de potencial pode oscilar com movimento periddico.
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Nossa primeira aplicagio da equagdo de Schrddinger, a particula em uma caixa,
envolvia um pogo de potencial rudimentar com uma funcio U(x) igual a zero dentro
de um intervalo e igual a infinito em qualquer ponto fora desse intervalo. Conforme
discutimos na Secio 40.2, essa fungdo ocorre em algumas situacdes existentes na
natureza, porém a correspondéncia € apenas aproximada.

Uma melhor aproximagio para diversas situagdes fisicas € um pogo finito, que  Figura 40.13 Um poco de potencial
€ um poco de potencial com lados retilineos, porém com altura finita. A Figura quadrado.
40.13 mostra uma funcdo energia potencial igual a zero no intervalo 0 = x = L A energia potencial U € zero no intervalo
e que possui um valor Uyem qualquer ponto fora desse intervalo. Essa fungio 0= = L e apresenta valor constante U,

5 - . em todos os pontos fora desse intervalo.

geralmente é chamada de poco de potencial quadrado, que pode servir como um 4 " :

modelo simples de um elétron confinado em uma placa metdlica de espessura L Utx)
se deslocando perpendicularmente a superficie da placa. O elétron pode se mover 5 ; .
livremente no interior do metal, mas terd de escalar uma barreira de potencial de A U, T

altura Uy para escapar de cada superficie do metal. A energia U € relacionada com
a funcdo trabalho, conforme discutimos na Se¢do 38.1, em conexio com o efeito
fotoelétrico. A versdo do poco de potencial em trés dimensdes pode ser aplicada :
para descrever aproximadamente o movimento de prétons e néutrons no interior + "
de nucleos. 0 L

Estados ligados de um poco de potencial quadrado

Na mecénica newtoniana, a particula fica presa (localizada) em um pogo quando
sua energia total £ € menor que a energia Uy. Na mecinica quantica, esse estado
localizado em geral é chamado de estado ligado. Todos os estados sdo ligados
quando o poco de potencial possui profundidade infinita, assim como descrevemos
na Secio 40.2. Para um pogo de potencial finito, como mostrado na Figura 40.13,
se E for maior que Uy, a particula ndo estd ligada.

Vamos ver como resolver a equagdo de Schrodinger para os estados ligados de
um pogo de potencial quadrado. Nosso objetivo € encontrar as energias e fungdes
de onda correspondentes ao caso E < Uy. O tratamento mais simples consiste em
considerar separadamente as regides para as quais U = 0 e U = Uj. Dentro do
pogo quadrado (0 = x = L), onde U/ = (), a equagio de Schriodinger independente

de tempo €
() dp(x) _ 2mE
“om 42 = Ei(x) ou PR ¥ (x) (40.37)

Essa ¢ a mesma que a Equacio 40.25 da Secdo 40.2, que descreve uma parti-
cula em uma caixa. Assim como na Secio 40.2, podemos expressar as solugdes
dessa equacgdo como combinagdes de cos kx e sen kx, onde E = #2k*/2m. Pode-
mos reescrever a relagio entre E e k como k = V2mE/h. Assim, dentro do poco
quadrado, temos

\ 2mE ) \2mE
—x
h

r(x) = Acos ( + Bsen (T x) (dentro do pogo) (40.38)

onde A e B s3o constantes. Até 0 momento, a solugdo se parece com a da particula
em uma caixa, como discutimos na Sec¢do 40.2. A diferenca € que, para um pogo
de potencial quadrado, a energia potencial do poco nio € infinita, entdo a fungio
de onda i(x) fora do pogo ndo € zero.

Nas regides fora do poco (x < 0 e x > L), a fun¢lo de energia potencial na equa-
¢do de Schrodinger independente do tempo é U = Uy

_ > dzt,it(x)

# d(x) _ 2m(Uy — E)
2m  dx? -

dx? 12

+ Upp(x) = Ef(x) ou U(x)  (40.39)
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Figura 40.14 Uma func¢do de onda
possivel para uma particula em um
pogo de potencial finito. A fun¢io
de onda € senoidal dentro do pogo
(0 = x = L) e exponencial fora do
pogo. Tende assintoticamente a zero
para valores elevados de Ixl. As
funcoes devem se unir
continuamente nas fronteiras x = 0
e x = L; afunciio de onda e sua
derivada devem ser continuas.

ir(x)

AN N
VAAVAY.

> |

A grandeza U, — E € positiva, entido as solugdes dessa equagdo sdo fungdes
exponenciais, em vez de senos e cossenos. Usando a letra grega « para designar
abreviadamente a grandeza positiva [2m(Uy— E)] 121 ¢ assumindo k como positivo,
podemos escrever a solugéo na forma

P(x) = Ce"™+ De ™™ (fora do pogo) (40.40)
onde C e D siio constantes com valores diferentes para as regides x < 0 e x > L.
Note que ndo pode ser permitido que ¢ aproxime-se do infinito, com x — e ou
x — —oo. (Se isso acontecer, ndo poderiamos satisfazer 4 condicio de normalizagio
da Equac@o 40.33.) Isso significa que, na Equagio 40.40, devemos ter D = () para
x<0eC =0parax>L.

Nossos cdlculos até agora mostram que as funcdes de onda de estado ligado de
um pogo finito sdo senoidais dentro do pogo (Equacdo 40.38) e exponenciais fora
dele (Equac@o 40.40). Devemos combinar as fun¢oes de onda dentro e fora do pogo,
de modo que satisfagam as condigdes de contorno, conforme discutimos na Secdo
40.2: i(x) e dir(x)/dx devem ser continuas nas fronteiras (x = O e x = L). Se a fun-
¢do de onda ¢s(x) ou sua derivada dis(x)/dx fossem descontinuas em um dado ponto,
entdo dy(x)/dx’ seria infinita nesse ponto. No entanto, isso violaria a equacgio de
Schrodinger independente do tempo, a Equacio 40.23, segundo a qual em todo ponto
a!zi,l’;()c)z’abnc2 ¢é proporcional a U — E. Para um poco finito, U — E possui valor finito
em qualquer ponto, portanto a’zv,b(x)/dxz também deve apresentar um valor finito em
qualquer ponto.

Somente para determinados valores da energia total E € possivel igualar os va-
lores da fungio de onda exponencial com a senoidal nas extremidades do poco, de
modo que essa exigéncia determina os niveis de energia do poco quadrado finito.
Nio existe nenhuma férmula simples para os niveis de energia como no caso do
pogo de profundidade infinita. O cdlculo desses niveis € um problema matemdtico
bastante complexo, que necessita da solugdo de uma equacgio transcendental me-
diante o uso de aproximagdes numéricas; ndo forneceremos detalhes dessa soluc@o.
Na Figura 40.14, mostramos a forma geral de uma funcao de onda possivel. As
caracteristicas mais marcantes dessa funciio de onda sio suas “extremidades ex-
ponenciais”, que se estendem para fora do poco, penetrando em regides proibidas
pela mecinica newtoniana (porque nessas regides a particula teria energia cinética
negativa). Notamos que existe alguma probabilidade de encontrar a particula fora
do poco de potencial, embora pela mecinica newtoniana isso seja impossivel. Es-
tudaremos esse efeito curioso na Secio 40.4.

EAENPLO DS MLl Hids D o S SRR

(a) Mostre que a Equagiio 40.40, ¢r(x) = Ce* + De™", de fato
€ uma solugdo para a equagio de Schrodinger independente de

dzlfl (x) d2, dZ B
= 42O+ a0

tempo fora de um poco finito de altura Uy. (b) O que acontece a

Y(x) no limite Uy—> oo?

= CK?e + D(—x)Ze™

= k}(Ce™ + De ™) = kP(x)

SOLUCAO

IDENTIFICAR E PREPARAR: na parte (a), tentamos a funcio
dada i/(x) na equacio de Schrodinger independente de tempo
para x < 0 e para x > L, Equacio 40.39. Na parte (b), notamos
que, no limite Uy — o0, 0 pogo finito se torna um poco infinito,
assim como uma particula em uma caixa (Se¢io 40.2). Assim,
nesse limite as fungdes de onda fora do pogo finito t€ém de reduzir
até as funcoes de onda fora da caixa.

EXECUTAR: (a) temos de mostrar que f(x) = Ce*'+ De™*
satisfaz a lszle,'f(x)/dx2 = [2m(Uy— E)/ﬁzla,i:(x). Relembrando que
(didu)le™ = ae™ e (d°ldu*)e™ = a’¢™, o lado esquerdo da
equacdo de Schrodinger fica entdo

Uma vez que, pela Equacio 40.40, k* = 2m(U, — E)h?, isso é
igual ao lado direito da equacio. A equacdo € satisfeita e ys(x)
é a solucdo.
(b) Na medida em que Uy se aproxima do infinito, k também se
aproxima do infinito. Na regifio em que x < 0, ¢(x) = Ce*. Na
medida em que k — e, Kx — —ce (uma vez que x ¢ negativo),
e ¢ — 0, entiio a fun¢io de onda se aproxima de zero para
todo x < 0. Da mesma forma, podemos mostrar que a fungio de
onda também se aproxima de zero para todo x > L. Isso € o que
acabamos de mostrar na Secao 40.2; a fun¢éo de onda para uma
particula em uma caixa tem de ser zero fora da caixa.

(Continua)
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(Continuacdo)

AVALIAR: nosso resultado na parte (b) mostra que o pogo qua-  considerar casos restritos (como os exemplos 5.11 e 5.13 na
drado infinito é um caso restrito de um pogo finito. Temos visto  Seg#io 5.2). Casos restritos sdo igualmente importantes na me-

muitos casos na mecinica newtoniana nos quais € importante  cinica quéntica.

Comparacao entre um poc¢o quadrado finito e
um poco infinito

Vamos continuar nossa comparacio entre um poco de potencial finito e um
poco de profundidade infinita que iniciamos no Exemplo 40.5. Em primeiro lugar,
como as fungdes de onda para o pogo finito ndo sido nulas nas fronteiras x = O e
x = L, o comprimento de onda da parte senoidal de cada funcio de onda € mais
longo que o comprimento de onda no caso de um poco infinito. Esse aumento de
A corresponde a uma diminui¢cio do momento linear p = h/A e, portanto, a uma
reduciio da energia. Assim, comparando pogos com a mesma largura, vemos que
cada nivel de energia — inclusive o nivel fundamental — de um pogo finito € mais
baixo que o respectivo nivel do poco infinito.

Em segundo lugar, um poco finito com profundidade U, possui um nimero
finito de estados ligados e niveis de energia correspondentes, em comparagio com
o numero infinifo existente no caso de um pogo com profundidade infinita. A
quantidade de niveis existentes depende do modulo de U em comparagdo com a
energia do estado fundamental do poco de profundidade infinita (PP1), o qual sera
designado por £ _pp;. De acordo com a Equacio 40.31,

mh2

= ﬁ (energia no nivel fundamental, (40.41)

poco de profundidade infinita)

E| _ppr

Quando um pogo € muito profundo, entdo Uy € muito maior que £'|_ppy, existem
muitos estados ligados e as energias dos estados mais baixos sdo aproximadamente
iguais as energias do pogo infinito. Quando U/ € somente um pouco maior que
E|_ppr, existem apenas alguns estados ligados. (Porém, existe sempre pelo menos
um estado ligado, por menor que seja a profundidade do pogo.) Assim como no
caso do pogo com profundidade infinita, ndo existe nenhum estado em que £ = 0,
pois tal estado violaria o principio da incerteza.

A Figura 40.15 mostra um caso particular no qual Uy = 6E_ppy; para esse caso,
existem trés estados ligados. Os niveis de energia sdo expressos como fragdes da
profundidade Uy e como muiltiplos de E;_pp;. Note que, se 0 poco tivesse uma profun-
didade infinita, os trés niveis mais baixos, de acordo com a Equac¢io 40.31, deveriam
ser E|_ppr, 4E1_ppre 9E | _ppr. As fungdes de onda para os trés estados ligados também
sdo indicadas na Figura 40.15.

Verifica-se que, quando Uy € menor que E|_ppy, existe apenas um estado ligado.
No limite, quando Uy € muito menor que E{_pp; (um pogo muito estreito ou com

Figura 40.15 (a) Fungdes de onda para (5,
trés estados ligados de uma particula
em um poco de potencial finito com

(x) (b)

DADOS MOSTRAM

O poco de

potencial quadrado
Quando os alunos recebiam
um problema sobre uma
particula em um pogo de
potencial quadrado, mais de
41% davam uma resposta
incorreta. Erros comuns:

» Confusio sobre niveis de
energia. A energia de uma
particula em um pogo € dada
em relacdo & base do pogo
(tomando como base
E = 0), e ndo ao topo do
poco (veja a Figura 40.13).
Se a profundidade do pogo é
Uy, entdo, para o estado de
ligacdo, E < U

» Confusio sobre fungdes de
onda. Quanto menor for a
largura L do poco, mais
distante da parte de fora dele
as “‘caudas exponenciais” da
fungdo de onda de um
estado ligado se estendem.

profundidade Uy = 6E_pp;. (Aqui

E|_pp; € a energia no nivel fundamental

para um pogo infinito de mesma n=3
largura.) As linhas retas horizontais _\
para cada funcdo de onda

correspondem a ¢ = 0. As energias

indicadas ao lado das linhas

horizontais referem-se a energias dos T ==
estados ligados (compare com a Figura

40.11). (b) Diagramas dos niveis de /1
energia para esse sistema. Todas as n=1

energias maiores que Uy sdo possiveis;

os estados com E > U, formam uma 0
regido continua.

Utx)
Regido continua
Uy =06E, pp;
E;=3,09E | pp
=0,848U
= E,=243E pp
=0,405U,
L
= E, =0,625E pp;
X =0,104U,
0 L
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Figura 40.16 Funcdes de
distribuigdo de probabilidade
(valores de Iz/r(x)lz) para cada fungio
de onda mostrada na Figura 40.15
para uma particula em um pogo de

profundidade muito pequena), a energia desse Uinico estado € aproximadamente
E = 0,68U,.

A Figura 40.16 mostra distribui¢des de probabilidade — ou seja, os valores de
Iq';l2 — para as funcdes de onda indicadas na Figura 40.15a. Assim como no caso

potencial quadrado. As linhas retas ~ do pogo infinito, as posi¢des ndo sdo igualmente provaveis. Ao contrdrio do pogo

horizontais para cada fungio de
onda correspondem a qufl2 ={.

infinito, existe alguma probabilidade de encontrar a particula fora do pogo, em
regides proibidas pela mecinica cldssica.

Também existem estados em que E € maior que Uy. Nesses estados de parti-
cula livre, a particula ndo estd ligada, mas pode se mover liviemente em todos os
valores de x. Qualquer energia E maior que Uy € possivel; logo, esses estados de
particula livre formam uma regido continua e nio um conjunto discreto de niveis
com determinadas energias. As fungdes de onda da particula livre siio senoidais
dentro e fora do pogo. O comprimento de onda dentro do pogo € maior que fora
dele, correspondendo a uma energia cinética dentro do poco maior que a energia
cinética exterior a ele.

A Figura 40.17 ¢ uma demonstraco grifica de particulas em um pogo de po-
tencial finito com duas dimensdes, e o Exemplo 40.6 descreve outra aplicacio do

0 L

Figura 40.17 Para compor esta imagem,

48 atomos de ferro (mostrados como

picos amarelos) foram dispostos em um
circulo sobre uma superficie de cobre. A

“elevac¢do” em cada ponto dentro do

circulo indica a densidade de elétrons

dentro dele. A configuracao de onda

estaciondria € bastante similar a funcao
de distribui¢do de probabilidade de uma
particula em um pogo de potencial finito
de uma dimensdo. (Esta imagem foi feita
com um microscopio de tunelamento com
varredura, a ser estudado na Secdo 40.4.)

RGIENCR UM ELETRON EM UM POGO FINITO

Um elétron estd preso em um pogo quadrado com largura igual
a 0,50 nm (comparavel com alguns didmetros atémicos). (a)
Calcule a energia do nivel fundamental E|_ppj, supondo que o
poco tenha profundidade infinita. (b) Calcule os niveis de energia
quando a profundidade do pogo € igual a seis vezes o valor da
energia do nivel fundamental encontrada na parte (a). (¢) Calcule
o comprimento de onda do emitido quando o elétron faz uma
transicao do nivel n = 2 até n = 1. Em que regido do espectro
eletromagnético esse foton se situa? (d) Se o elétron estd inicial-
mente no nivel n = 1 (nivel fundamental) e absorve um féton,
qual € a energia minima que esse foton deve possuir para que o
elétron escape do pogo? Em que regido do espectro eletromag-
nético esse foton se localiza?

SOLUCAO

IDENTIFICAR E PREPARAR: a Equagio 40.41 fornece a ener-
gia no nivel fundamental E_pp; para um pogo infinito e a Figura
40.15b mostra as energias para o po¢o quadrado com Uy = 6E_pp.
A energia do féton emitida ou absorvida em uma transicio €
igual a diferenca de energia entre os dois niveis envolvidos na
transicdo; o comprimento de onda do féton € dado pela relaciio
E = he/A (veja o Capitulo 38).

EXECUTAR: (a) pela Equacdo 40.41,

poco de potencial quadrado.

w2 w2(1,055 X 10734 J5)2
2mI? 2(9,11 X 10731 kg) (0,50 X 1072 m)?

Ey _pp =
=24 X107 =15ev

(b) Temos que Uy = 6E|_ppr = 6(1,5 eV) = 9,0 eV. Podemos
obter os niveis de energia a partir da Figura 40.15b:

E; = 0,625E; pp; = 0,625(1,5eV) = 0,94 eV

E> = 2A43E_pp; = 2,43(1,5eV) = 3,6 eV

E; = 5,09E _pp; = 5,09(1,5eV) = 7.6 eV
(¢) A energia do féton e o comprimento de onda para a transicdo
den=2atén=1¢

Ey —E; =36eV —094eV =27eV
Lo he _ (4,136 X 10 eV +5) (3,00 X 10* m/s)
E 27 eV
= 460 nm

na regiao azul do espectro visivel.

(Continua)



