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 Sejam dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐  tal que:   𝒅 𝑭𝟏, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒄; 

𝑭𝟐 𝑭𝟏 

𝟐𝒄 
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 Sejam dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐  tal que:   𝒅 𝑭𝟏, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒄; 

 Ainda um número real positivo 𝒂 em que 𝟐𝒂 < 𝟐𝒄. 

𝑭𝟐 𝑭𝟏 

𝟐𝒄 

𝟐𝒂 
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 Sejam dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐  tal que:   𝒅 𝑭𝟏, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒄; 

 Ainda um número real positivo 𝒂 em que 𝟐𝒂 < 𝟐𝒄. 

𝑭𝟐 𝑭𝟏 

𝟐𝒄 

𝟐𝒂 
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 Sejam dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐  tal que:   𝒅 𝑭𝟏, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒄; 

 Ainda um número real positivo 𝒂 em que 𝟐𝒂 < 𝟐𝒄. 

𝑭𝟐 𝑭𝟏 

𝟐𝒄 

𝟐𝒂 

Um ponto 𝑷 pertence 
à hipérbole se e 

somente se: 
 
 
 

ou, 
 

𝒅 𝑷, 𝑭𝟏 − 𝒅 𝑷, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒂 

𝒅 𝑷, 𝑭𝟏 − 𝒅 𝑷, 𝑭𝟐 = ±𝟐𝒂 

𝑷 
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1. Construir uma circunferência de raio 𝒄 que passe pelos  
dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐;  
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1. Construir uma circunferência de raio 𝒄 que passe pelos  
dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐;  

2. Marcar dois pontos 𝑨𝟏 e  𝑨𝟐 tal que a distância ao centro 
seja 𝒅 𝑪, 𝑨𝟏 = 𝒅 𝑪,𝑨𝟐 = 𝒂; 



Traçado da hipérbole 

9 

1. Construir uma circunferência de raio 𝒄 que passe pelos  
dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐;  

2. Marcar dois pontos 𝑨𝟏 e  𝑨𝟐 tal que a distância ao centro 
seja 𝒅 𝑪, 𝑨𝟏 = 𝒅 𝑪,𝑨𝟐 = 𝒂; 

3. Traçar duas cordas perpendiculares ao diâmetro  𝑭𝟏𝑭𝟐; 
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1. Construir uma circunferência de raio 𝒄 que passe pelos  
dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐;  

2. Marcar dois pontos 𝑨𝟏 e  𝑨𝟐 tal que a distância ao centro 
seja 𝒅 𝑪, 𝑨𝟏 = 𝒅 𝑪,𝑨𝟐 = 𝒂; 

3. Traçar duas cordas perpendiculares ao diâmetro  𝑭𝟏𝑭𝟐; 

4. Traçar as diagonais do 
retângulo PQMN, 
chamadas retas 𝒓 e 𝒔;  
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1. Construir uma circunferência de raio 𝒄 que passe pelos  
dois pontos 𝑭𝟏 e  𝑭𝟐;  

2. Marcar dois pontos 𝑨𝟏 e  𝑨𝟐 tal que a distância ao centro 
seja 𝒅 𝑪, 𝑨𝟏 = 𝒅 𝑪,𝑨𝟐 = 𝒂; 

3. Traçar duas cordas perpendiculares ao diâmetro  𝑭𝟏𝑭𝟐; 

4. Traçar as diagonais do 
retângulo PQMN, 
chamadas retas 𝒓 e 𝒔;  

5. A hipérbole passará 
pelos vértices 𝑨𝟏, 𝑨𝟐 
e tenderá 
assintoticamente  
para as retas 𝒓 e 𝒔. 



Elementos da hipérbole 

Focos: 𝑭𝟏 𝒆 𝑭𝟐 
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Vértices: 𝑨𝟏 𝒆 𝑨𝟐 
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Vértices: 𝑨𝟏 𝒆 𝑨𝟐 

Elementos da hipérbole 

Focos: 𝑭𝟏 𝒆 𝑭𝟐 

Assíntotas:  retas 𝒓 𝒆 𝒔  Eixo imaginário: 𝑩𝟏𝑩𝟐 = 𝟐𝒃 

Distância Focal: 𝑭𝟏𝑭𝟐 = 𝟐𝒄 

Eixo Real:  𝑨𝟏𝑨𝟐 = 𝟐𝒂 

Centro: C 

Abertura:  ângulo θ 

Excentricidade:  𝐞 =
𝒄

𝒂
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Número real 𝒆 > 𝟏, porque 𝒄 > a, obtido pela razão:  

𝒆 =
𝒄

𝒂
 

 
 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 
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Número real 𝒆 > 𝟏, porque 𝒄 > a, obtido pela razão:  

𝒆 =
𝒄

𝒂
 

A excentricidade é responsável pela forma da hipérbole. 

• 𝐐𝐮𝐚𝐧𝐭𝐨 𝐦𝐚𝐢𝐨𝐫 𝒆 maior é a excentricidade, ou 

seja, maior é o ângulo de abertura; 

 
 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 
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Número real 𝒆 > 𝟏, porque 𝒄 > a, obtido pela razão:  

𝒆 =
𝒄

𝒂
 

A excentricidade é responsável pela forma da hipérbole. 

• 𝐐𝐮𝐚𝐧𝐭𝐨 𝐦𝐚𝐢𝐨𝐫 𝒆 maior é a excentricidade, ou 

seja, maior é o ângulo de abertura; 

• 𝐐𝐮𝐚𝐧𝐝𝐨 𝒂 = 𝒃  as assíntotas são perpendiculares 

e a hipérbole é equilátera. 

 
 

𝒄𝟐 = 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 
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1º Caso:  Eixo real sobre o eixo 𝑥.  

  Focos: 𝑭𝟏 −𝒄, 𝟎 , 𝑭𝟐 𝒄, 𝟎  
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1º Caso:  Eixo real sobre o eixo 𝑥.  

  Focos: 𝑭𝟏 −𝒄, 𝟎 , 𝑭𝟐 𝒄, 𝟎  

  

Pela definição:  

 
 
𝒅 𝑷, 𝑭𝟏 − 𝒅 𝑷, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒂 

𝒙, 𝒚 − −𝒄, 𝟎 − [ 𝒙, 𝒚 − 𝒄, 𝟎 ] = 𝟐𝒂 
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1º Caso:  Eixo real sobre o eixo 𝑥.  

  Focos: 𝑭𝟏 −𝒄, 𝟎 , 𝑭𝟐 𝒄, 𝟎  

  

Pela definição:  

 
 
𝒅 𝑷, 𝑭𝟏 − 𝒅 𝑷, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒂 

𝒙, 𝒚 − −𝒄, 𝟎 − [ 𝒙, 𝒚 − 𝒄, 𝟎 ] = 𝟐𝒂 

𝒙𝟐

𝒂𝟐
−

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  



2º Caso: Eixo real sobre o eixo 𝑦.  

  Foco:  𝑭𝟏 𝟎,−𝒄  𝒆 𝑭𝟐 𝟎, 𝒄  
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2º Caso: Eixo real sobre o eixo 𝑦.  

  Foco:  𝑭𝟏 𝟎,−𝒄  𝒆 𝑭𝟐 𝟎, 𝒄  

       

      Pela definição: 
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𝒅 𝑷, 𝑭𝟏 − 𝒅 𝑷, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒂 
 



2º Caso: Eixo real sobre o eixo 𝑦.  

  Foco:  𝑭𝟏 𝟎,−𝒄  𝒆 𝑭𝟐 𝟎, 𝒄  

       

      Pela definição: 
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𝒚𝟐

𝒂𝟐
−

𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

𝒅 𝑷, 𝑭𝟏 − 𝒅 𝑷, 𝑭𝟐 = 𝟐𝒂 
 



Na representação da hipérbole  
𝒂 𝒆 𝒃  são os catetos do 
triângulo retângulo. Assim, 
 
  
 

Como identificar o eixo real? 
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𝒙𝟐

𝒂𝟐
−

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

Eixo 
real 



Na representação da hipérbole  
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triângulo retângulo. Assim, 
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𝒙𝟐

𝒂𝟐
−

𝒚𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

𝒚𝟐

𝒂𝟐
−

𝒙𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏  

Eixo 
real 



Exemplo 1 
Dada a hipérbole  𝑥2 − 4𝑦2 + 16 = 0   Determinar: 
a) Medida dos semi-eixos;  b) esboço do gráfico; c) os 
focos; d) os vértices; e) a excentricidade;  f) as 
equações das assíntotas. 
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Translação de eixos 
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 𝑷(𝒙, 𝒚)  plano 𝑥𝒐𝒚; 

 𝑷 𝒙′, 𝒚′  plano 𝒙′𝒐𝒚′; 

 Da figura: 

 
𝑥 = ℎ + 𝑥′
𝑦 = 𝑘 + 𝑦′

   

 
𝑥′ = 𝑥 − ℎ
𝑦′ = 𝑦 − 𝑘

   

 Relações de  
transformação 
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Caso 1:  Eixo real || 𝒙.  

            
𝒙′𝟐

𝒂𝟐 −
𝒚′𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏     
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Caso 1:  Eixo real || 𝒙.  

            
𝒙′𝟐

𝒂𝟐 −
𝒚′𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏     

No sistema  x0y: 

 
𝑥′ = 𝑥 − ℎ
𝑦′ = 𝑦 − 𝑘

   

 

(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒂𝟐
−

(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 
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Caso 1:  Eixo real || 𝒙.  

            
𝒙′𝟐

𝒂𝟐 −
𝒚′𝟐
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No sistema  x0y: 

 
𝑥′ = 𝑥 − ℎ
𝑦′ = 𝑦 − 𝑘

   

 

(𝒙 − 𝒉)𝟐

𝒂𝟐
−

(𝒚 − 𝒌)𝟐

𝒃𝟐
= 𝟏 

Caso 2:  Eixo real || y.  

             
𝒚′𝟐

𝒂𝟐 −
𝒙′𝟐

𝒃𝟐 = 𝟏     
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= 𝟏 



Exercício 
Determinar a equação da hipérbole de vértices: 
𝐴1(1, −2) e 𝐴2(5, −2), sabendo que 𝐹(6, −2) é um 
dos focos. 
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Resp.:  5𝑥2 − 4𝑦2 − 30𝑥 − 16𝑦 + 9 = 0 
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