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𝑥 = ℎ + 𝑥′
𝑦 = 𝑘 + 𝑦′

𝑧 = 𝑙 + 𝑧′
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𝒛′ 
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𝑷 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝑷 𝒙′, 𝒚′, 𝒛′  
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𝑥 = ℎ + 𝑥′
𝑦 = 𝑘 + 𝑦′

𝑧 = 𝑙 + 𝑧′

 

 

 
𝑥′ = 𝑥 − ℎ
𝑦′ = 𝑦 − 𝑘

𝑧′ = 𝑧 − 𝑙

 

Relações de  
transformação 

𝒙 

𝒛 

𝒚 

𝒙′ 

𝒛′ 

𝒚’ 

𝒉 

𝒌 

𝒍 

𝑷 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝑷 𝒙′, 𝒚′, 𝒛′  



Exemplo 1 
Utilizar as equações de translação para determinar a 
equação da esfera de centro 𝐶(2, 4, −1) e  raio 𝑟 = 3 
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Resp.:  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 − 8𝑦 + 2𝑧 + 12 = 0 
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Resp.:  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 − 8𝑦 + 2𝑧 + 12 = 0 

(𝒙′)𝟐+(𝒚′)𝟐+(𝒛′)𝟐= 𝒓𝟐  

Solução 
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Resp.:  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 − 8𝑦 + 2𝑧 + 12 = 0 
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𝑥′ = 𝑥 − ℎ
𝑦′ = 𝑦 − 𝑘

𝑧′ = 𝑧 − 𝑙

 

𝐶 2, 4, −1 = 𝐶(ℎ, 𝑘, 𝑙)  
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Resp.:  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 − 8𝑦 + 2𝑧 + 12 = 0 

(𝒙′)𝟐+(𝒚′)𝟐+(𝒛′)𝟐= 𝒓𝟐  
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(𝒙 − 𝒉)𝟐+(𝒚 − 𝒌)𝟐+(𝒛 − 𝒍)𝟐= 𝒓𝟐  

 

 
𝑥′ = 𝑥 − ℎ
𝑦′ = 𝑦 − 𝑘

𝑧′ = 𝑧 − 𝑙
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𝑥′ = 𝑥 − ℎ
𝑦′ = 𝑦 − 𝑘

𝑧′ = 𝑧 − 𝑙

 

(𝒙 − 𝟐)𝟐+(𝒚 − 𝟒)𝟐+(𝒛 − (−𝟏))𝟐= 𝟑𝟐  

𝐶 2, 4, −1 = 𝐶(ℎ, 𝑘, 𝑙)  
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Resp.:  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 − 8𝑦 + 2𝑧 + 12 = 0 
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3A – Hiperboloide de uma folha 
 Supondo que a hipérbole está no plano  𝒚𝒛; 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒛𝟐

𝒄𝟐
= 𝟏  



3A – Hiperboloide de uma folha 
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 Giro em torno de 𝒐𝒛: 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒛𝟐

𝒄𝟐
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3A – Hiperboloide de uma folha 
 Supondo que a hipérbole está no plano  𝒚𝒛; 

 Giro em torno de 𝒐𝒛: 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒛𝟐

𝒄𝟐
= 𝟏 → 𝑦 = ± 𝑥2 + 𝑦2  →   

𝒙𝟐

𝒃𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒛𝟐

𝒄𝟐
= 𝟏  



3B – Hiperboloide de duas folhas 
 Supondo que a hipérbole está no plano  𝒚𝒛; 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒛𝟐

𝒄𝟐
= 𝟏  



3B – Hiperboloide de duas folhas 
 Supondo que a hipérbole está no plano  𝒚𝒛; 

 Giro em torno de 𝒐𝒚: 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒛𝟐

𝒄𝟐
= 𝟏 → 𝑧 = ± 𝑥2 + 𝑧2 



3B – Hiperboloide de duas folhas 
 Supondo que a hipérbole está no plano  𝒚𝒛; 

 Giro em torno de 𝒐𝒚: 

𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒛𝟐

𝒄𝟐
= 𝟏 → 𝑧 = ± 𝑥2 + 𝑧2  →   −

𝒙𝟐

𝒄𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒛𝟐

𝒄𝟐
= 𝟏  



4A – Paraboloide elíptico 
 Supondo que a parábola está no plano  𝒚𝒛; 

𝒚𝟐 = 𝟐𝒑𝒛    

fazendo: 𝟐𝒑 = 𝒃𝟐 



4A – Paraboloide elíptico 
 Supondo que a parábola está no plano  𝒚𝒛; 

 Giro em torno de 𝒐𝒛: 

𝒚𝟐 = 𝟐𝒑𝒛   →    𝑦 = ± 𝑥2 + 𝑦2 

fazendo: 𝟐𝒑 = 𝒃𝟐 



4A – Paraboloide elíptico 
 Supondo que a parábola está no plano  𝒚𝒛; 

 Giro em torno de 𝒐𝒛: 

𝒚𝟐 = 𝟐𝒑𝒛   →    𝑦 = ± 𝑥2 + 𝑦2    →     𝒛 =
𝒙𝟐

𝒃𝟐
+
𝒚𝟐

𝒃𝟐
  

fazendo: 𝟐𝒑 = 𝒃𝟐 
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Represente o paraboloide elíptico de equação 
 𝒚 = 𝟒𝒙𝟐 + 𝒛𝟐. Identificar a equação da elipse em 𝒚 = 𝟒.  
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4B – Paraboloide hiperbólico (sela) 
 Supondo que a hipérbole está no plano  𝒙𝒚 e uma 

parábola no plano 𝒚𝒛;  O Giro em torno de 𝒐𝒛: 

 𝒛 =
𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒙𝟐

𝒂𝟐
  



4B – Paraboloide hiperbólico (sela) 
 Supondo que a hipérbole está no plano  𝒙𝒚 e uma 

parábola no plano 𝒚𝒛;  O Giro em torno de 𝒐𝒛: 

 𝒛 =
𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒙𝟐

𝒂𝟐
  

Outras formas: 

 𝒚 =
𝒛𝟐

𝒄𝟐
−
𝒙𝟐

𝒂𝟐
  

 𝒙 =
𝒛𝟐

𝒄𝟐
−
𝒚𝟐

𝒃𝟐
  



4B – Paraboloide hiperbólico (sela) 

 O traço nos planos 𝒙 = 𝟎: 

 𝒛 =
𝒚𝟐

𝒃𝟐
 



4B – Paraboloide hiperbólico (sela) 

 O traço nos planos 𝒙 = 𝟎: 

 O traço nos planos 𝒚 = 𝟎: 

 𝒛 =
𝒚𝟐

𝒃𝟐
 

 𝒛 = −
𝒙𝟐

𝒂𝟐
  



4B – Paraboloide hiperbólico (sela) 

 O traço nos planos 𝒙 = 𝟎: 

 O traço nos planos 𝒚 = 𝟎: 

 O traço no plano 𝒛 = 𝟎: 

 𝒛 =
𝒚𝟐

𝒃𝟐
 

 𝒛 = −
𝒙𝟐

𝒂𝟐
  

 𝟎 =
𝒚𝟐

𝒃𝟐
−
𝒙𝟐

𝒂𝟐
     →    

𝒚

𝒃
+
𝒙

𝒂

𝒚

𝒃
−
𝒙

𝒂
= 𝟎 

Retas (Hipérbole degenerada) 



5 – Superfícies cilíndricas 
 Seja uma curva plana 𝒄 e 𝑟 uma reta fixa não paralela 

ao plano de 𝒄; 



5 – Superfícies cilíndricas 
 Seja uma curva plana 𝒄 e 𝑟 uma reta fixa não paralela 

ao plano de 𝒄; 
 Superfície cilíndrica é a superfície gerada por uma reta 

𝒈 que se move paralelamente à reta fixa e em contato 
permanente com a curva;  



5 – Superfícies cilíndricas 
 Seja uma curva plana 𝒄 e 𝑟 uma reta fixa não paralela 

ao plano de 𝒄; 
 Superfície cilíndrica é a superfície gerada por uma reta 

𝒈 que se move paralelamente à reta fixa e em contato 
permanente com a curva;  

 A Superfície cilíndrica 
pode ser vista como um 
conjunto de infinitas 
retas paralelas; 



Exemplo 2 
Seja a parábola  𝑥2 = 2𝑦 e 𝑧 = 0, tomando-se uma 
reta geratriz paralela ao eixo oz, a superfície cilíndrica 
estará ao longo deste eixo. 
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𝑥2 = 2𝑦 + 0𝑧  

A própria equação da  
Diretriz representa a  
Superfície cilíndrica. 

𝑥2 = 2𝑦 



Exemplo 3 
Seja a elipse como diretriz, tomando-se uma reta 
geratriz paralela ao eixo oy, a superfície cilíndrica estará 
ao longo deste eixo. 
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Exemplo 3 
Seja a elipse como diretriz, tomando-se uma reta 
geratriz paralela ao eixo oy, a superfície cilíndrica estará 
ao longo deste eixo. 
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𝑥2

4
+
𝑧2

9
= 1  

Cilíndro elíptico. 

𝑥2

4
+
𝑧2

9
= 1 
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