


 Para encerrar os conceitos iniciais sobre as 
derivadas abordaremos na aula de hoje: 

prof. Henrique A M Faria 

 Derivada implícita; 

 Derivadas das funções logarítmicas; 

 Derivadas das funções exponenciais; 

 Teorema de L’Hopital aplicado aos limites. 





Prof. Henrique A M Faria 

 A equação  𝑦 = 𝑓 𝑥 , em que a variável 𝑦 
aparece sozinha é definida explicitamente;   
 

 Algumas vezes, a variável dependente 𝑦 não 
aparece sozinha e não pode ser isolada; 
 

 



Prof. Henrique A M Faria 

 A equação  𝑦 = 𝑓 𝑥 , em que a variável 𝑦 
aparece sozinha é definida explicitamente;   
 

 Algumas vezes, a variável dependente 𝑦 não 
aparece sozinha e não pode ser isolada; 
 

 Por exemplo: 
 

 Mesmo assim é possível derivar a função, 
denominada derivação implícita. 

 

𝒚𝒙 + 𝒚 + 𝟏 = 𝒙 



Prof. Henrique A M Faria 

“Dizemos que uma equação em 𝑥 e 𝑦  define a 

função implicitamente se o gráfico de 𝑦 = 𝑓 𝑥 , 

coincidir com alguma porção do  

gráfico da equação.”   

 

 



O gráfico da equação 𝑥 = 𝑦2 não é uma função  
𝑦 = 𝑓 𝑥 , pois não passa no teste da reta vertical. 
Contudo, pode ser resolvida para 𝑦. 

prof. Henrique A M Faria 



O gráfico da equação 𝑥 = 𝑦2 não é uma função 
𝑦 = 𝑓 𝑥 , pois não passa no teste da reta vertical. 
Contudo, pode ser resolvida para 𝑦. 
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𝑓1 𝑥 = + 𝑥 

𝑓2 𝑥 = − 𝑥 



O gráfico da equação 𝑥 = 𝑦2 não é uma função 
𝑦 = 𝑓 𝑥 , pois não passa no teste da reta vertical. 
Contudo, pode ser resolvida para 𝑦. 
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𝑓1 𝑥 = + 𝑥 

𝑓2 𝑥 = − 𝑥 

Assim, 𝑥 = 𝑦2 define 
implicitamente as 
funções: 𝑓1 e 𝑓2. 



Prof. Henrique A M Faria 

 Muitas vezes, não é necessário resolver a 
equação de 𝑦 em função de 𝑥 para diferenciar 
funções definidas explicitamente;   
 

 Exemplo simples: 
 

𝒙𝒚 = 𝟏 



Encontrar  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  na equação:  
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5𝑦2 + 𝑠𝑒𝑛𝑦 = 𝑥2 



Encontrar  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  na equação:  

prof. Henrique A M Faria 

𝑦 + 𝑠𝑒𝑛𝑦 = 𝑥 





Prof. Henrique A M Faria 

 Estabelecemos que a função  𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 é 
diferenciável para x > 0;   
 

 Aplicando a definição da derivada: 
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 Estabelecemos que a função  𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 é 
diferenciável para x > 0;   
 

 Aplicando a definição da derivada: 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑕→0

𝑙𝑛 𝑥+𝑕 −𝑙𝑛𝑥

𝑕
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 Estabelecemos que a função  𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 é 
diferenciável para x > 0;   
 

 Aplicando a definição da derivada: 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑕→0

𝑙𝑛 𝑥+𝑕 −𝑙𝑛𝑥

𝑕
   

     = lim
𝑕→0

𝑙𝑛
𝑥+ℎ

𝑥

𝑕
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 Estabelecemos que a função  𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 é 
diferenciável para x > 0;   
 

 Aplicando a definição da derivada: 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑕→0

𝑙𝑛 𝑥+𝑕 −𝑙𝑛𝑥

𝑕
   

     = lim
𝑕→0

𝑙𝑛
𝑥+ℎ

𝑥

𝑕
  

       = lim
𝑕→0

𝑙𝑛 1+
ℎ

𝑥

𝑕
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 Estabelecemos que a função  𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥 é 
diferenciável para x > 0;   
 

 Aplicando a definição da derivada: 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑕→0

𝑙𝑛 𝑥+𝑕 −𝑙𝑛𝑥

𝑕
   

     = lim
𝑕→0

𝑙𝑛
𝑥+ℎ

𝑥

𝑕
  

       = lim
𝑕→0

𝑙𝑛 1+
ℎ

𝑥

𝑕
 

 Substituindo:   

𝒗 =
𝒉

𝒙
   ⇒  (𝒉 = 𝒗𝒙) 

     𝒗 → 𝟎    𝒒𝒅𝒐  𝒉 → 𝟎 



Prof. Henrique A M Faria 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣

𝑣𝑥
  

   

                

Substituindo:   

𝒗 =
𝒉

𝒙
   ⇒  (𝒉 = 𝒗𝒙)    

𝒗 → 𝟎    𝒒𝒅𝒐  𝒉 → 𝟎 
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𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣

𝑣𝑥
  

        =
1

𝑥
lim
𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣 1/𝑣 
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𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣

𝑣𝑥
  

        =
1

𝑥
lim
𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣 1/𝑣 

               =
1

𝑥
𝑙𝑛[ lim

𝑣→0
1 + 𝑣 1/𝑣] 
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𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣

𝑣𝑥
  

        =
1

𝑥
lim
𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣 1/𝑣 

               =
1

𝑥
𝑙𝑛[ lim

𝑣→0
1 + 𝑣 1/𝑣] 

 Mas:  lim
𝑣→0

1 + 𝑣 1/𝑣 = 𝑒 
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𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣

𝑣𝑥
  

        =
1

𝑥
lim
𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣 1/𝑣 

               =
1

𝑥
𝑙𝑛[ lim

𝑣→0
1 + 𝑣 1/𝑣] 

 Mas:  lim
𝑣→0

1 + 𝑣 1/𝑣 = 𝑒 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 =

1

𝑥
𝑙𝑛𝑒 



Prof. Henrique A M Faria 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 = lim

𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣

𝑣𝑥
  

        =
1

𝑥
lim
𝑣→0

𝑙𝑛 1 + 𝑣 1/𝑣 

               =
1

𝑥
𝑙𝑛[ lim

𝑣→0
1 + 𝑣 1/𝑣] 

 Mas:  lim
𝑣→0

1 + 𝑣 1/𝑣 = 𝑒 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 =

1

𝑥
𝑙𝑛𝑒 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 =

1

𝑥
 𝑥 > 0 



Prof. Henrique A M Faria 

 Para um logaritmo qualquer: log𝑏 𝑥 =
𝑙𝑛𝑥

𝑙𝑛𝑏
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 Para um logaritmo qualquer: 

𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑥 =

𝑑

𝑑𝑥
[
𝑙𝑛𝑥

𝑙𝑛𝑏
] 

                =
1

𝑙𝑛𝑏

𝑑

𝑑𝑥
[𝑙𝑛𝑥]   

log𝑏 𝑥 =
𝑙𝑛𝑥

𝑙𝑛𝑏
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 Para um logaritmo qualquer: 

𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑥 =

𝑑

𝑑𝑥
[
𝑙𝑛𝑥

𝑙𝑛𝑏
] 

                =
1

𝑙𝑛𝑏

𝑑

𝑑𝑥
[𝑙𝑛𝑥]   

𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑥 =

1

𝑥 𝑙𝑛𝑏
 

log𝑏 𝑥 =
𝑙𝑛𝑥

𝑙𝑛𝑏
 

𝑥 > 0 



Encontrar  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  nas funções:  

prof. Henrique A M Faria 

a) y = ln (𝑥2 + 1) b) y = ln (
𝑥2𝑠𝑒𝑛𝑥

1+𝑥
) 



Prof. Henrique A M Faria 

 Técnica útil para derivar funções compostas 
de produtos, quocientes e potências.  

 Exemplo: encontrar  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
   em   𝑦 =

𝑥2 7𝑥−14
3

(1+𝑥2)4  





Prof. Henrique A M Faria 

 Seja a função  𝑦 = 𝑏𝑥, uma exponencial com 
base 𝑏 > 0 e 𝑏 ≠ 0;   
 

 Aplica-se a definição do logaritmo e deriva-se 
o resultado implicitamente: 

𝑦 = 𝑏𝑥    ⇒   log𝑏 𝑦 = 𝑥    



Prof. Henrique A M Faria 

 Seja a função  𝑦 = 𝑏𝑥, uma exponencial com 
base 𝑏 > 0 e 𝑏 ≠ 0;   
 

 Aplica-se a definição do logaritmo e deriva-se 
o resultado implicitamente: 

𝑦 = 𝑏𝑥    ⇒   log𝑏 𝑦 = 𝑥    

𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑦 =

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥] 

         
1

𝑦 𝑙𝑛𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1    
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𝑦 = 𝑏𝑥    ⇒   log𝑏 𝑦 = 𝑥   ⇒ 
𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑦 =

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥] 
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𝑦 = 𝑏𝑥    ⇒   log𝑏 𝑦 = 𝑥   ⇒ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦𝑙𝑛𝑏  

1

𝑦 𝑙𝑛𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1

  

𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑦 =

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥] 
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𝑑

𝑑𝑥
[𝑏𝑥] = 𝑏𝑥𝑙𝑛𝑏  

 quando: 
𝑏 = 𝑒 = 2,71. .. 

𝑑

𝑑𝑥
[𝑒𝑥] = 𝑒𝑥 

𝑦 = 𝑏𝑥    ⇒   log𝑏 𝑦 = 𝑥   ⇒ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦𝑙𝑛𝑏  

1

𝑦 𝑙𝑛𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1

  

𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑦 =

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥] 



Encontrar  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  nas funções:  
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a) 𝑦 = 2𝑥 b) 𝑦 = 𝑒−2𝑥 c) 𝑦 = 𝑒𝑐𝑜𝑠𝑥 
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𝑑

𝑑𝑥
[𝑏𝑥] = 𝑏𝑥𝑙𝑛𝑏  

𝑑

𝑑𝑥
[𝑒𝑥] = 𝑒𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑥 =

1

𝑥 𝑙𝑛𝑏
 𝑥 > 0 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑥 =

1

𝑥
 𝑥 > 0 

𝑑

𝑑𝑥
[𝑏𝑢] = 𝑏𝑢𝑙𝑛𝑏

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑑

𝑑𝑥
[𝑒𝑢] = 𝑒𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑑

𝑑𝑥
log𝑏 𝑢 =

1

𝑢 𝑙𝑛𝑏

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛𝑢 =

1

𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

Regra da cadeia 





 É um método para se obter limites utilizando 
derivadas; 

 Usado em programas computacionais para 
cálculo de muitos limites; 

prof. Henrique A M Faria 



 É um método para se obter limites utilizando 
derivadas; 

 Usado em programas computacionais para 
cálculo de muitos limites; 

 O Teorema simplifica os cálculos; 

 Porém, não é aplicável em qualquer caso. 

prof. Henrique A M Faria 



 Um limite da forma: 

prof. Henrique A M Faria 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

 Em que 𝑓(𝑥) → 0  e  𝑔(𝑥) → 0  quando  𝑥 → 𝑎  é 

denominado forma indeterminada do tipo 
0

0
; 



 Um limite da forma: 

prof. Henrique A M Faria 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

 Em que 𝑓(𝑥) → 0  e  𝑔(𝑥) → 0  quando  𝑥 → 𝑎  é 

denominado forma indeterminada do tipo 
0

0
; 

 Exemplos: 
 

lim
𝑥→1

𝑥2 + 1

𝑥 − 1
= 2 lim

𝑥→0

𝑠𝑒𝑛𝑥

𝑥
= 1 



 Contudo, há muitas formas indeterminadas do 

tipo 
0

0
 nas quais, nem o método algébrico, nem o 

geométrico resolvem o limite; 
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 Contudo, há muitas formas indeterminadas do 

tipo 
0

0
 nas quais, nem o método algébrico, nem o 

geométrico resolvem o limite; 
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 Por exemplo: 
 

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥3
 



 Contudo, há muitas formas indeterminadas do 

tipo 
0

0
 nas quais, nem o método algébrico, nem o 

geométrico resolvem o limite; 

prof. Henrique A M Faria 

 Por exemplo: 
 

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥3
 

 Ao substituir “0” teremos uma indeterminação 

 do tipo 
0

0
.  Como resolver esse limite? 



 Os limites da razão 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 nos quais o numerador e 

o denominador têm como resultados ∞ é 

chamado forma indeterminada do tipo 
∞

∞
;   
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 Os limites da razão 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 nos quais o numerador e 

o denominador têm como resultados ∞ é 

chamado forma indeterminada do tipo 
∞

∞
;   
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 Exemplo: 
 

lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥 − 1
 



 Os limites da razão 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 nos quais o numerador e 

o denominador têm como resultados ∞ é 

chamado forma indeterminada do tipo 
∞

∞
;   

prof. Henrique A M Faria 

 Exemplo: 
 

lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥 − 1
 

 Não é óbvio calcular esse limite, pois ambos, 
numerador e denominador assumem valores 
sem cota quando 𝒙 → ∞. 
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 Exemplo: 
 

lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥 − 1
 

 Nesse exemplo há uma disputa entre 
numerador e denominador; 
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 Exemplo: 
 

lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥 − 1
 

 Nesse exemplo há uma disputa entre 
numerador e denominador; 

 Se o numerador ganhar, o limite resulta ∞; 

 Se o denominador ganhar, a resposta será 0; 
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 Exemplo: 
 

lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥 − 1
 

 Nesse exemplo há uma disputa entre 
numerador e denominador; 

 Se o numerador ganhar, o limite resulta ∞; 

 Se o denominador ganhar, a resposta será 0; 

 Pode ainda haver equilíbrio e o limite resultar 
em um número finito diferente de zero; 
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 Exemplo: 
 

lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥 − 1
 

 Nesse exemplo há uma disputa entre 
numerador e denominador; 

 Se o numerador ganhar, o limite resulta ∞; 

 Se o denominador ganhar, a resposta será 0; 

 Pode ainda haver equilíbrio e o limite resultar 
em um número finito diferente de zero; 

 Como as formas tradicionais não funcionam, o 
Teorema de L’Hôpital será aplicado. 
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Solução pela regra de L’Hôpital  

prof. Henrique A M Faria 

a)  lim
𝑥→0

𝑒𝑥−1

𝑥3  b) lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑥

𝑥−1
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A. Forma do tipo (0 . ∞) 
 
 A relação 0 . ∞ não é um produto de números; 

 Os limites desta forma deverão ser 

transformados para a forma 
0

0
 ou 

∞

∞
 ; 

 
Exemplo: 

 
lim

𝑥→0+
𝑥 𝑙𝑛𝑥 
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B. Forma do tipo (∞ − ∞) 
 
 Os limites que levam a essa forma são 

indeterminados, pois os dois termos exercem 
influências conflitantes; 

 Um termo leva na direção positiva e o outro 
para negativa. 

 As formas ∞ − ∞ podem ser manipuladas para 

se obter as formas  
0

0
 ou 

∞

∞
 ; 
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B. Forma do tipo (∞ − ∞) 
 

Exemplo: 
 lim

𝑥→0+
 (

1

𝑥
−

1

𝑠𝑒𝑛𝑥
) 
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C. Formas do tipo (00;  ∞0; 1∞) 
 
 Essas formas podem ser manipuladas, 

introduzindo uma variável dependente e 
tomando-se 𝑙𝑛 em ambos os lados da equação,  

para se obter as formas  
0

0
 ou 

∞

∞
 ; 
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C. Formas do tipo (00;  ∞0; 1∞) 
 
 Essas formas podem ser manipuladas, 

introduzindo uma variável dependente e 
tomando-se 𝑙𝑛 em ambos os lados da equação,  

para se obter as formas  
0

0
 ou 

∞

∞
 ; 

 
Exemplo: 

 
lim

𝑥→0+
 (1 + 𝑥)1/𝑥 
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C. Formas do tipo (00;  ∞0; 1∞) 
 
 Essas formas podem ser manipuladas, 

introduzindo uma variável dependente e 
tomando-se 𝑙𝑛 em ambos os lados da equação,  

para se obter as formas  
0

0
 ou 

∞

∞
 ; 

 
Exemplo: 

 
lim

𝑥→0+
 (1 + 𝑥)1/𝑥 

𝑦 =  (1 + 𝑥)1/𝑥      ⇒      𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛(1 + 𝑥)1/𝑥 

lim
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑦 = lim
𝑥→0+

𝑙𝑛(1 + 𝑥)1/𝑥      
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C. Formas do tipo (00;  ∞0; 1∞) 
 
 Essas formas podem ser manipuladas, 

introduzindo uma variável dependente e 
tomando-se 𝑙𝑛 em ambos os lados da equação,  

para se obter as formas  
0

0
 ou 

∞

∞
 ; 

 
Exemplo: 

 
lim

𝑥→0+
 (1 + 𝑥)1/𝑥 

𝑦 =  (1 + 𝑥)1/𝑥      ⇒      𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛(1 + 𝑥)1/𝑥 

lim
𝑥→0+

𝑙𝑛𝑦 = lim
𝑥→0+

𝑙𝑛(1 + 𝑥)1/𝑥      Continuar como exerc. 
𝑅𝑒𝑠𝑝. :  𝑒 = 2,71. .. 



 Reler o capítulo no livro texto; 

 Resolver os exemplos dados em aula; 

 Fazer a lista de exercícios (baixar no site); 
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