


1. Teoremas de existência e unicidade. 

2. Exemplos. 

3. Equações exatas. 

 

- Diferenciação e Integração de funções. 
- Derivadas parciais. 
- Resolução de equações algébricas com logaritmo. 
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 Foram estudados até o momento os problemas de 
valor inicial com equações diferenciais de 1ª ordem. 

 Foi visto que nem toda equação diferencial tem 
solução analítica. 

 Então, antes de resolver um PVI analiticamente, não 
seria interessante saber se existe solução? 

 Além disso, verificar se a solução será única? 

 Os teoremas seguintes respondem estas duas 
perguntas. 
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Se as funções 𝑝 e 𝑔 são contínuas em um intervalo 
aberto 𝐼, contendo o ponto 𝑡 = 𝑡𝑜,  

Então, existe uma única função 𝑦 = 𝜙(𝑡) que satisfaz 
a equação: 

𝑦′ + 𝑝 𝑡 𝑦 = 𝑔(𝑡) 

E a condição inicial 𝑦(𝑡𝑜) = 𝑦𝑜 para cada 𝑡 em 𝐼. 
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O teorema diz que: 
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Se as funções 𝑝 e 𝑔 são contínuas em um intervalo 
aberto 𝐼, contendo o ponto 𝑡 = 𝑡𝑜,  

Então, existe uma única função 𝑦 = 𝜙(𝑡) que satisfaz 
a equação: 

𝑦′ + 𝑝 𝑡 𝑦 = 𝑔(𝑡) 
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 A solução existe em qualquer intervalo 𝐼, contendo a 

condição inicial e no qual 𝑝 𝑡 𝑒 𝑔 𝑡  são contínuas. 
 Poderá haver descontinuidade da solução nos pontos 

em que 𝑝 𝑡 𝑒 𝑔 𝑡  forem descontínuas. 

O teorema diz que: 
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 O intervalo 𝑡 > 0 contém a condição 𝑦(1) = 2 
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 As equações exatas são uma subclasse das eq. dif. 
de 1ª ordem. 

 Existe um método bem definido para sua resolução. 

 Inicialmente, é necessário determinar se a equação 
é exata. 

 O teorema seguinte fornece as condições para a 
classificação de eq. dif. de 1ª ordem em exata. 
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Sejam as funções 𝑀, 𝑁, 
𝜕𝑀

𝜕𝑦
 e 
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 contínuas em uma 

região retangular 𝛼 < 𝑥 < 𝛽, 𝛾 < 𝑦 < 𝛿.  



Sejam as funções 𝑀, 𝑁, 
𝜕𝑀

𝜕𝑦
 e 
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 contínuas em uma 

região retangular 𝛼 < 𝑥 < 𝛽, 𝛾 < 𝑦 < 𝛿.  

A equação M 𝑥, 𝑦 + N 𝑥, 𝑦 𝑦′ = 0    (1) 

É uma equação exata se, e somente se: 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 



Sejam as funções 𝑀, 𝑁, 
𝜕𝑀

𝜕𝑦
 e 
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 contínuas em uma 

região retangular 𝛼 < 𝑥 < 𝛽, 𝛾 < 𝑦 < 𝛿.  

A equação M 𝑥, 𝑦 + N 𝑥, 𝑦 𝑦′ = 0    (1) 

É uma equação exata se, e somente se: 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

Isto é, existe uma função ψ tal que: 
𝜕ψ(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑀(𝑥, 𝑦)  e    

𝜕ψ(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦)  

Se, e somente se, 𝑀 e 𝑁 satisfazem a eq. dif.  (1). 



Resolver a eq. dif. exata. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 3: 

𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1 𝑦′ = 0 



Resolver a eq. dif. exata. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 3: 

𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1 𝑦′ = 0 

 Identificar as funções de duas variáveis 𝑀  e  𝑁: 

𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 , 



Resolver a eq. dif. exata. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 3: 

𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1 𝑦′ = 0 

 Identificar as funções de duas variáveis 𝑀  e  𝑁: 

𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 , 𝑁 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1  



Resolver a eq. dif. exata. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 3: 

𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1 𝑦′ = 0 

 Identificar as funções de duas variáveis 𝑀  e  𝑁: 

 Calcular as derivadas: 

𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 , 𝑁 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1  

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦  



Resolver a eq. dif. exata. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 3: 

𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1 𝑦′ = 0 

 Identificar as funções de duas variáveis 𝑀  e  𝑁: 

 Calcular as derivadas: 

𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 , 𝑁 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1  

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦  

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦  



Resolver a eq. dif. exata. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 3: 

𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1 𝑦′ = 0 

 Identificar as funções de duas variáveis 𝑀  e  𝑁: 

 Calcular as derivadas: 

𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 , 𝑁 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1  

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦  

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦  
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= 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔′(𝑦)        (4)  

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔(𝑦)     (3) 

𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔′(𝑦) = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1     

 Igualar eq. (4) com eq. (2): 

𝑔′(𝑦) = −1              

𝜕ψ

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦         (1)  

𝜕ψ

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1     (2)  
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 Integrar a eq. (1) em 𝑥: 

 Derivar a eq. (3) em relação a 𝑦: 

 
𝜕ψ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 =  (𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦) 𝑑𝑥 

𝜕ψ

𝜕𝑦
= 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔′(𝑦)        (4)  

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔(𝑦)     (3) 

𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔′(𝑦) = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1     

 Igualar eq. (4) com eq. (2): 

𝑔′(𝑦) = −1              ⇒ 𝑔 𝑦 = −𝑦 + 𝐶              

𝜕ψ

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦         (1)  

𝜕ψ

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1     (2)  
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 Substituir  𝑔 𝑦 = −𝑦 + 𝐶  na  eq. (3) 

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔(𝑦)     (3) 
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Exemplo 3 

 Substituir  𝑔 𝑦 = −𝑦 + 𝐶  na  eq. (3) 

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑦 + 𝐶  

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔(𝑦)     (3) 
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Exemplo 3 

 Substituir  𝑔 𝑦 = −𝑦 + 𝐶  na  eq. (3) 

 Conferência das derivadas parciais de ψ : 

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑦 + 𝐶  

𝜕ψ

𝜕𝑥
= 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 = 𝑀 𝑥, 𝑦   

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔(𝑦)     (3) 
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Exemplo 3 

 Substituir  𝑔 𝑦 = −𝑦 + 𝐶  na  eq. (3) 

 Conferência das derivadas parciais de ψ : 

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑦 + 𝐶  

𝜕ψ

𝜕𝑥
= 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 = 𝑀 𝑥, 𝑦   

𝜕ψ

𝜕𝑦
= 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1 = 𝑁 𝑥, 𝑦   

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔(𝑦)     (3) 
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Exemplo 3 

 Substituir  𝑔 𝑦 = −𝑦 + 𝐶  na  eq. (3) 

 Conferência das derivadas parciais de ψ : 

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑦 + 𝐶  

𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑦 = 𝐶 

 Portanto, a solução geral para eq. dif. original é: 

𝜕ψ

𝜕𝑥
= 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥𝑒𝑦 = 𝑀 𝑥, 𝑦   

𝜕ψ

𝜕𝑦
= 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 − 1 = 𝑁 𝑥, 𝑦   

𝐶:  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

ψ = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑔(𝑦)     (3) 



 Estudar seções 2.4 e 2.6 do livro texto (Boyce). 

 Resolver o exercício proposto. 

 Praticar: exercícios da seções 2.4 e 2.6 do Boyce. 

 Equações diferenciais de 2ª ordem. 
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