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» Sequéncias e séries surgem da ideia da
representacao de funcdes como soma de termos.

» Muitas funcoes utilizadas na Fisica-Matematica e
Quimica sao definidas como somas de séries.

 Exemplos: Taylor, Bessel, Fourie e outras.

» Sequéncias numéricas fornecem os conceitos
fundamentais para a definicao de séries.



Definicde lim,— . a, = ° significa que para cada numero positivo M
existe um teiro N tal que

se n >N entio a, > M

> Se lim,_...a, = <, entdo a sequéncia {«a,} € divergente,

Dizemos que {«,} diverge para <.

> As Propriedades do Limite também valem para os
limites de sequéncias




Definicdo _

Uma sequéncia {a, | € chamada crescente se a, < a,+; paratodon = 1,
iSSOé, a1 << @y << Q3 <<

E chamado decrescente se a, > a,+1 para todo n = 1.

Uma sequéncia é monotona se for crescente ou decrescente.

Exemplo 8

3
A sequéncia { s } ¢ decrescente porque
n

3.3 3
n+5 mw+1)+5 nt+6

e, portanto, a, > a,+; paratodo n = 1.




Definicéo
Uma sequéncia {a,} é limitada superiormente se existir um niimero M

talque g, =M paratodon =1

Ela ¢ limitada inferiormente se existir um numero

tal que m = a, para todo n = 1

Se ela for limitada superior e inferiormente,
entdo {a,} ¢ uma sequéncia limitada.

Teorema da Sequéncia Monotona

Toda sequéncia mondétona limitada € convergente.
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(PA)

» Sequéncias de numeros.

Cada termo, a partir do segundo, € a soma do termo
anterior com uma constante r.

A constante r é chamada razao da PA.

A, = an_1 +7T

Caso a razao e o primeiro termo sejam conhecidos
pode-se construir o termo geral da PA.



(PG)

» Sequéncias de nUmeros reais.

» Cada termo, a partir do segundo, é o produto do
termo anterior com uma constante real g.

» A constante g é chamada razao da PG.
Ap+1 = Ap(
» Formula para o termo geral da PG:

d; = 14, az= d;q = a,qq,; .. a, =a,q"*
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» O numero de Euler (e) pode ser escrito como uma

sequéncia numeérica.
APROXIMACOES DE ¢ POR (1 + 1/x)"

1 n COM VALORES CRESCENTES DE x
a, =|{1+— |
1 1\*
n X 1-1-} (1-[-;)
1 7 ~42.000000
> Calculo do limite dessa 10 1,1 2,593742
N 100 1,01 2 704814
sequéncia:
1000 1,001 2716924
N\" 10.000  1,0001 2718146
im[1+=) =e¢ 100.000  1.00001 2718268
N— 00 n 1.000.000 1000001  2.718280
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3. Series uma
INtroducao



» Ao somar-se os termos de uma sequéncia infinita
{a,}-1 obtém-se:

a1+a2+a3+...+an+

» A soma dos termos de uma sequéncia ¢é
denominada Série e denotada por:

0.0)
o o e
n=1

00)

Ex.1: ap=n - Zn=1+2+3+---+n+---
n=1
A soma se torna muito grande quando n — oo,

prof. Henrique A M Faria 13



Dada uma sére 2,-1a, — a1 + a» + as + + -+, denote
por s, sua n-ésima soma parcial:

n
Sn:zlﬂlg:a1+ﬂ2—|— S R
i=1
Se a sequéncia {s, } for convergente e lim ... §, = § eXistir,
entdo a série X a, ¢ chamada convergente, e escrevemos

L

2ap=s ou ar+art - ta,t =

n=1
O numero s ¢ chamado a soma da série.

Se a sequéncia {s,} € divergente, entdo a série € chamada

divergente.
14



» Cada termo é obtido do anterior, multiplicando-se

pela razao .

00
z ar™! para a#0
n=1

Converge: selr|<1 = -1<r<1

Diverge: se|r| =1 = (—o,—1] e [1,+)

» A soma dos termos tem uma expressao fechada.

00
z ar™ 1 = % para |r| <1
n=1
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Exemplo 1 Encontre a soma da série geométrica.

10+20 40+
3 9 27

Solucao: O termo geral da série geométrica se
assemelha ao termo geral da PG.

. _._6_20/9 203 2
=A== A== T 10/3°  9°10 3

2 V4 [} ~
v’ Como |r| = 3 < 1 a série converge! Entao:

a 5 B 5
=07 1Z(F) 2
3 3

Sp =

—53—3
=553
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Exemplo 2 Fragdo geratriz de uma dizima periddica.

Escrever o numero 0,77 =0,777 ... como razao de
Inteiros.

0,7777 = 0,7 + 0,07 + 0,007 + -+

07777—7+7+7+ +7
’ 10 102 103 10n

v E uma série geométricacom a = 7/10 e raz3o:
a; 7/10° 1
" T4, T 7/102 10
5,=0777.=—2+ -7/ _710_7
no (1—-r) 1-(1/10) 9/10 9
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(Convergente)

0.0)

Z n(n1+ 1)

n=1

» 0O termo geral pode ser escrito em fracoes parciais.

S"=Zi(i-1|—1)=z G_ii1)

" f ¥ v b
n n+1
oty = s
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(Divergente)

00)

21—1+1+1+1+
n 2 3 4

n=1
» Embora nao seja evidente que divirja, a somas
parciais demonstram que sim.

S =1 S—l+1 S—1+1+1
1 — 4L 2 — 2; 3 — 2 3,

51<SZ<S3<<SR

» Nao hd um numero superior para as somas parciais.
Portanto, pelo Teorema da sequéncia monotona, a
sequéncia das somas diverge, assim como a seérie.

prof. Henrique A M Faria 19



Teorema 6 (Ref. Stewart 7 ed.)

Se a série 2 a, for convergente, entdo lim q,

n=1 =

A reciproca do Teorema 6 ndo é verdadeira.
Se o limite é nulo, nGo podemos concluir que a
série é convergente.

Teorema 7 (Teste da divergéncia)

Se lim ¢, ndo existir ou se lim g, = 0,

n—sco n—so
L

entiio a série ), a, ¢ divergente.

n=1
prof. Henrique A M Faria
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7 e o0 2712—1
Exemplo 3 A série Y- ——

converge?

B 2n% —1
~ 16n2 + 5n

A, (termo geral)

’ - 2n% -1 L
o T e 1612 + 51 (=)

' 2-1/m? 1
noo T now16 +5/n 8

Como o limite do termo geral # 0, a série diverge!

21



4, Teste da Integral @
compRlifacao



Em geral é dificil encontrar a soma exata de uma
série.

Conseguimos fazer isso para as séries geomeétricas e
a série telescopica ), 1/[n(n + 1)].

Nas proximas secoes, desenvolveremos varios testes
para determinar se uma série € convergente sem
encontrar sua soma explicitamente.

O primeiro teste envolve integrais improprias.
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Suponha que f seja uma tuncio continua, positiva e
decrescente em [1, «) e seja a, = f(n).

Entdo a série 2,1 a, € convergente se, ¢ somente se,
a integral imprépria (" f(x) dx for convergente.

(1) Se Lm f{x) dx for convergente, entio D a,é convergente.

n=l1

(11) Se Lm f(x) dx for divergente, entiio ), a, & divergente.
n=1

A fungdo f(n) deve ser decrescente a
partir do ponto de inicio da série.



0.0)

Exemplo 1 Asérie Z

n=1

1
n? +1

converge?

v A funcdo em x de a,, é continua, positiva e decrescente
em |1, 00). Entdo, é possivel o teste da integral.

o 1 ) t 1 A _ 4
L 2 T m ) o dx = mtg gl

. _1 eri W ’ri e
= I i S

Como a integral é convergente, pelo teste da
integral a série também é convergente!
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S | *
A série p D, — ¢ convergente se p > 1 e divergente se p = 1.

n=1
~ o 1
Demonstracio j — dx
1 x¥
Se p < 0, entdo lim,_.. {1/n”) = c e a série diverge
Se p =0, entdo lim,—. (1/n") =1 e a série diverge

Se p > 0, entdo a funcio f(x) = 1/x7 € continua, positiva e
decrescente em [1, o).

Portanto, a série p converge parap > 1.



» A ideia deste teste de convergéncia é comparar a
série dada com alguma série conhecida.

: ,ow ]
Seja a série: El P
Comparando com a série X;_; 1/2* geometrica
cuja soma dos termos é 1:
1 1 S |

< — = < 1
27 4+ 1 2" 1 2"+ 1

Portanto, pelo teste da comparacao a série dada
é convergente.

27



Suponha que X a, e X b, sejam séries com termos positivos.

(1) Se 2 b, for convergente e a, = b, paratodo #,

entio > a, também sera convergente.

(11) Se X b, for divergente e a,, = b, para todo n,

entdo 2 a, também sera divergente.

28



5. Series alternadas



» Até o momento, avaliamos séries cujos termos eram
estritamente positivos.

» A partir desta secao veremos séries nas quais 0s
termos podem ser positivos e negativos.

» Uma série alternada é aquela cujos termos sao,
alternadamente, positivos e negativos. Por exemplo,

1 2 3 4 5

6 .
—— === = — = (1)
2 3 4 5 6 7 ;::1( )

)
n+ 1

> O n-ésimo termo desta série é da forma
a, = (—1)"b,, com b, > 0.
20



Se a série alternada

D (1Yo, =by — by + bs — by + -
n=1

satistaz (1) bp+1 = b, para todo »
(11) lim 5, = 0

y—so0

entdo a série € convergente.

b, = 0

a1



Lo (=)t
Exemplo 1 Asérie 2 m converge?
n=1

= (=1t 1 1 1
— 1 ———|————_|— PN
El Fl 2 3 4
1
(1) b1 < b, uma vez que < —
n—+ 1 n

1
(1) lim b, = lm — = 0

n—eoo n—ea Ff

v As duas condicbes do teorema sdo satisfeitas.

v’ Entdo esta série, chamada harmédnica alternada, é
convergente.
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= (=1)"3n

Exemplo 2 A série yr— converge?
n=1 n
v" Calculo do limite do termo b,,.
3n 3 3

igb”zigaln—l:;}ﬂél 1 4

v’ Como o limite é diferente de zero, a condicdo de
convergéncia (ii) das séries alternadas nao é

satisfeita.

v Portanto esta série diverge!

EE



(1) Se lim

Ji—s oo

nt1

Uy

= I < 1, entdio a série >, a, &

n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).

(11) Se lim

Un+l

tn

= L > 1 ou lim

L

2 dn § divergente.

n=1

(111) Se lim

n—s

Unt+1

tn

Un+l

tn

= oo, entdo a série

— 1, o Teste da Razao ¢ mconclusivo.



> 3
N [ 7 . n
Exemplo 5 Testar a convergéncia da série: E (D"

n=1

v’ Usamos o Teste da Razio com a, = (—1V'n>/3"

(_1)n+1(n 4+ 1)3
Uni1| 3rtl - (n+ 1y 3
a, - (_l)nn3 - ntl ' "3
37 quando
1—> o0

1 {fn+1\ 1 1Yy 1
= ==|l1+—=) —-==<1
3 n 3 n 3

v’ Pelo teste da razdo, a série é convergente.

35



1) Se lim ¥/|a.| = L <1, entdo a série 2, a, &

—_— O
5 n=1

absolutamente convergente (e, portanto, convergente).

n—3 G0 n—sw

(i1) Se lim V/|a,| =L > 1oulim /| a,| = o, entdo a série

> a, & divergente.

n=1

(ii1) Se lim /| a,| = 1, o Teste da Raiz néo é conclusivo.

n—> 0

26



Série da forma ), 1/nP é uma série p que sé converge
parap > 1.

Série da forma ) ar™ é geométrica e s6 converge se
Ir| < 1.

Séries similares com a série p e a série geomeétrica
podem ser comparadas com essas.

Seolim,_,. a,, # 0 usar o teste da divergéncia.
Na série da forma ),(—1)"a,,, usar o teste da alternada.

Em séries com fatorial ou n-ésima poténcia utilizar o
teste da razao.

Para séries da forma ),(b,,)™ usar o teste da raiz.

Se a, =f(n) e a integral de f(x) for facilmente
calculada usar o teste da integral, caso seja possivel. 27



6. Series de potencia



» Uma série de poténcia centrada em um ponto a, ou
em torno de a, assume a forma:

Zﬁn(x_ﬂ)”=f?o+c1(x—a) +cg(x—a)2+
n=0

> Asérieiniciaemn = 0 e é infinita.

» Quanto n =0 adota-se a convencao de que
(x — a)’= 1. Isto ocorre mesmo quando x = a .

» Quando x = a os outros termos sao nulos. Portanto
a Série ira convergirem x = a.

29



Exemplo 2 Para que valores de x a série converge?

E (x — 3) Seja a, = (x — 3)"/n

v’ Pelo teste da razdo tem-se a relac3o:
o1 | | (x — 3" n
, n+1 (x — 3)"
1
- x— 3] = |x— 3]
] + — quando
n n—

v A série é convergente se:

x —3| <1 & —1<x—3<1] & 2<x<4
40



Exemplo 2 Para que valores de x a série converge?

x—3)

v" O teste da razdo n3o fornece i
resultado quando [x — 3| = 1. n=1

v’ Entdo, é necessario testar os extremos x =2 e
x = 4 diretamente na série.

v’ Se x = 4 na série, ela se tornara

> 1/n, série harmonica divergente.

v Sex=2,asériec é=(—1)/n,
converge pelo Teste da Série Alternada.

v Portanto, a série converge se 2 < x < 4.

41



Principal uso: representacao de funcoes importantes.

» Representar uma funcdo em séries permite o
calculo de derivadas e integrais complicadas.

» As equacOes diferenciais também podem ser
resolvidas expandindo em séries de poténcia.

» O conjunto de valores de x para o qual a série
converge sera um intervalo.

» Ha trés possibilidades para esse intervalo de
convergéncia, definidos pelo teorema seguinte.

42



(]

Para dada série de poténcias 2, c,(x — a)”,
n=0

existem apenas tres possibilidades:

(1) A série converge apenas quando x = a.

(1) A série converge para todo x.

(1) Existe um numero positivo R tal que a série
converge se |[x —a| < Re

diverge se |x — a| > R.

R: raio de convergéncia da série.

43



Exemplo 3 Encontrar o raio de convergéncia da série.

i n(x + 2)" a, = n(x + 2)n/3n+1

v’ Pelo teste da razdo tem-se a relac3o:

(n + D(x + 2! 3+l
3n+? n(x + 2)
1Y |x+ 2] |x + 2|

3 quando 3

n—> o0

u+1

Uy

=1+

n

|x + 2|

<1 Raio de
convergéncia

—3<x+2<3 => -5<x<1 = R=3

v A série é convergente se:



Exemplo 3 Encontrar o raio de convergéncia da série.

Teste nos extremos: x = -5 e x =1 i n(x + 2)"
- 3n+1
n=0
v’ Quando x = —5 a série é:
“ p(—3) - ( Limite do
2 3t =32 (~1)'n Divergente { termo geral
" " \ lima, =0 *0
n—o>00
v’ Quando x = 1 a série é:
o " ( Teste da
n(3y" _ di N
)) gl 3 2 n  Divergente { divergencia

=0 =0

lim a,, =0 # 0

n—>00

v Assim, a série é convergente no intervalo (—5,1) e

raio de convergéncia R = 3. ot~
- TR 1
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» Seja uma série geométrica convergente com
primeirotermo a =1, razdo r =xe |x| < 1:

. n 2 3 1
d2xt=14+x+x*+x*+--- =
n=0 1 — x

» Olhando de um outro ponto de vista, podemos nos

referir a esta série como a expressao da funcao:
1 o
flx) = =2 x" (x| <1

n=0

» A medida em que n aumenta, S,,(x) se aproxima
melhor de f nointervalo (—1, 1).

46



» As equacoes (i) e (ii) podem ser reescritas por:

(1i1) Q%Li culx — a)”] = gﬂ{% lex — a)"]

(1v) J |:§0 CalX — a)”]dx = gﬂj cilx — aY'dx

» As propriedades da derivada da soma e da integral
da soma sao validas para séries de poténcia.

» O intervalo de convergéncia pode mudar apods a
diferenciacao ou a integracao.

a7



Exemplo 6 Encontrar uma representagao em série de
poténcia para a funcao f = In(1 + x) .

v’ Diferenciando a funcio dada:

dln(1+x) L _ L
dx 1 + x 1 — (—=x)
1
—1—-x+x—-xX+... |x|<1
1 +x

v Integrando em ambos os lados da ultima funcdo

Jlixdxzj(l—x+x2+m)dx

JCQ

In (1 +x)=x— > -

fooot C

X
4
+ C

In (1 +x) = 2( 1y~! x| <1



7. Series de Taylor



Encontramos séries de poténcia de funcoes
semelhantes a expressao da soma de uma série

.1
geométrica —.
1—x

Para aplicacdes, necessitamos encontrar séries para
um numero maior de funcoes.

Sera desejavel representar em séries funcdes como:
e*, senx, cosx, tgx e suas variacoes.

A série de Taylor permite encontrar tais funcoes.

50



» Série de Taylor:

(g

Série de Taylor
da fungdo f

-3

> Quando a = 0 tem-se a série de Maclaurin.

o fP0)  Série de Maclaurin
9= 2 al da fungdo f

n=0

prof. Henrique A M Faria

x —a| <R
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Observacoes

** Nem toda funcao pode ser representada por uma
série de Taylor.

¢ Funcdes analiticas como e”*, senx, cosx, tgx
possuem a representacao nos intervalos em que a
série for convergente.

% O intervalo de convergéncia para e”*, senx,
cosx é todo conjunto dos reais.

¢ Paratgx, [—1,1] é o intervalo de convergéncia.
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Exemplo 1 Obter a série de Taylor f(x) = e* ema = 0.
Encontrar o raio de convergéncia.

v Se f(x) = e*, entdo f™(x) = ¥, portanto f™(0) = ¢° = 1

v’ Portanto, a série de Maclaurin para fem O €

i x™H n! | x|
B T
A (n )ox & quando
n—> o

v’ pelo Teste da Razdo, a série converge para todo x e R = <o
53




Exemplo 2 Obter a série de Taylor de f(x) = e e
. 1 , .
expressar a integral fo e*” dx por uma série.

v’ Partindo da série da exponencial e*:

0.0)

x% x3 x™

X —1 o= )
Tt gt y

n=0

v Trocando x na série de e* por x?:

232 312 ©
ex2=1+x2+(x) (X) z_
n!

2

v A primitiva da fungdo f(x) = e*” é entdo:

, x*  x®
fexdx=f 1+x4~5+§rk dx

54



1 .
Exemplo 2 f(x) = e*” expressar fo e*” dx em série.

3 2n+1

X . x5 i
3 5.2' 73' — (2n + 1)n!

Jexzdx=x+

v Portanto, a integral definida sera:
1 x2n+1 >
fo dx = Z (2n + 1)n' Z (2n + 1)n'

¢ Este processo pode ser aplicado para funcdes nas
guais nao se conhece a primitiva.

O resultado da integral definida serd uma
aproximacao para o valor real.

prof. Henrique A M Faria 55
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