


1. Séries de Fourier. 

2. Exemplo. 

- Integração de funções trigonométricas. 
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 Séries de Fourier expressam muitas 
funções como uma série de senos e cossenos. 

 Algumas propriedades com periodicidade e 
ortogonalidade são relevantes para defini-la. 

 As séries de Fourier foram criadas em 1807 por Jean 
Fourier para o estudo de transferência de calor. 

 Atualmente, elas são usadas em análise de 
vibrações, acústica, óptica, processamento de sinais, 
processamento de imagens e econometria. 
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 Caso o resultado da integral seja nulo, as funções 𝑓 
e 𝑔  serão ortogonais entre si (seus vetores 
aproximação são ortogonais). 
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 A propriedade da ortogonalidade permite o cálculo 
dos coeficientes 𝑎0, 𝑎𝑛 e 𝑏𝑛.  
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 Integra-se a série de Fourier termo a termo. 
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se a série de Fourier termo a termo. 
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+ 
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 O inteiro 𝑚 é fixo, e o inteiro 𝑛 varia na série.  

 Então, a única integral que não se anula do lado 
direito é a do duplo cosseno quando 𝑚 = 𝑛.  

= 0 
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1

2
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1

2
 𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

+
1

2
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𝜋
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= 0 

 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥
𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 = 𝜋𝑎𝑛 
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𝜋
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1
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 𝑑𝑥

𝜋
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= 0 

 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥
𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 = 𝜋𝑎𝑛 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 



Cálculo do coeficiente 𝑎𝑛 (𝑚 = 𝑛) 

prof. Henrique A M Faria 

 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥
𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 = 𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥 𝑑𝑥
𝜋

−𝜋

 

 O 𝑏𝑛 é obtido multiplicando-se a série por 𝑠𝑒𝑛𝑚𝑥.  

= 𝑎𝑛 (
1

2
+

1

2
𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

 

= 𝑎𝑛  
1

2
 𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

+
1

2
 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

 

= 0 

 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥
𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 = 𝜋𝑎𝑛 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 
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𝑓 𝑥 =
𝑎0

2
+  (𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 +

∞

𝑛=1

𝑏𝑛 sen 𝑛𝑥) 𝑎0 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 
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𝑓 𝑥 =
𝑎0

2
+  (𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 +

∞

𝑛=1

𝑏𝑛 sen 𝑛𝑥) 𝑎0 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

 Para um intervalo mais geral 𝐿.  

𝑓 𝑥 =
𝑎0

2
+  (𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 +

∞

𝑛=1

𝑏𝑛 sen 𝑛𝑥) 𝑎0 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑏𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 





Determinar a série de Fourier da função. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 2: 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 



Determinar a série de Fourier da função. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 



Determinar a série de Fourier da função. 

prof. Henrique A M Faria 

Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 ⇒ 



Determinar a série de Fourier da função. 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 



Determinar a série de Fourier da função. 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 



Determinar a série de Fourier da função. 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋

𝑥

𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
−

1

𝑛𝜋
 sen𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 



Determinar a série de Fourier da função. 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋

𝑥

𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
−

1

𝑛𝜋
 sen𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

= 0 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋

𝑥

𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
−

1

𝑛𝜋
 sen𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

= 0 

𝑎𝑛 =−
1

𝑛𝜋

1

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
 



Determinar a série de Fourier da função. 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋

𝑥

𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
−

1

𝑛𝜋
 sen𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

= 0 

𝑎𝑛 =−
1

𝑛𝜋

1

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
 

= 0 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑎𝑜 e 𝑎𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑎𝑜 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 𝑎𝑜 =
1

𝜋
 𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 =
1

𝜋

𝑥2

2

𝜋

−𝜋
 𝑎𝑜 = 0 ⇒ ⇒ 

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑐𝑜𝑠

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
 𝑥cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 ⇒ 𝑎𝑛 =
1

𝜋

𝑥

𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
−

1

𝑛𝜋
 sen𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

= 0 

𝑎𝑛 =−
1

𝑛𝜋

1

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
 

= 0 

𝑎𝑛 = 0 ⇒ 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑏𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑏𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑏𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑥sen𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑏𝑛. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

𝑏𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝐿

𝐿

−𝐿

𝑑𝑥 ⇒ 𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑥 𝑠𝑒𝑛

𝑛 𝜋 𝑥

𝜋

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
 𝑥sen𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 ⇒ 𝑏𝑛 =−
1

𝜋

𝑥

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑥

𝜋

−𝜋
−

1

𝑛𝜋
 −cos𝑛𝑥

𝜋

−𝜋

𝑑𝑥 
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Exemplo 2: 

 Cálculo dos coeficientes 𝑏𝑛. 
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 Série de fourier de 𝑓 𝑥 = 𝑥. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 ≅  −
2

𝑛
(−1)𝑛

∞

𝑛=1

sen 𝑛𝑥 



Exemplo 2: 

 Gráfico da série de Fourier de 𝑓 𝑥 = 𝑥  com 5 termos. 

𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] 

https://mathforyou.net/en/online/calculus/series/fourier/ 

𝑓 𝑥 = −
2

𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛sen𝑛𝑥 

𝑓 𝑥 = 𝑥 

𝑦 

𝑥 

https://mathforyou.net/en/online/calculus/series/fourier/


 Estudar seções 10.1 e 10.2 do livro texto. 

 Resolver os exemplos. 

 Praticar: exercícios da seções 10.1 e 10.2. 

 Equações diferenciais parciais (EDPs). 

prof. Henrique A M Faria 
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