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Apresentacao

Embora muita atenc@o tenha sido dada a estrutura dos cursos de célculo na ultima década,
pouco se fala a respeito do pré-calculo. A fim de atender as necessidades do publico brasileiro, esta
edicdo de Pré-cdlculo foi adaptada e estruturada com o objetivo de estimular o pensamento critico
e fornecer ferramentas basicas aos alunos que iniciam os estudos de célculo diferencial e integral,
apresentando conceitos, teorias e problematicas de maneira objetiva, clara e bastante pratica. A uti-
lizagdo frequente de graficos na resolugdo dos exercicios € outra caracteristica predominante em
todo o livro, e na elaboragdo preocupamo-nos em unir a dlgebra das fung¢des ao raciocinio logico
intuitivo, a partir da visualizag@o gréfica.

Abordagem

Uma das principais caracteristicas desta obra € o equilibrio entre os métodos algébrico, numé-
rico e grafico na resolugdo de problemas. Por exemplo: para cada situacdo, um ou mais métodos sao
aplicados com o objetivo de apresentar uma solucdo completa e facilitar a compreensdo. Ou seja,
guiamos o leitor de forma que ele utilize um método especifico para resolver uma questao e, depois,
mostramos outras técnicas para confirmar suas solucdes.

Acreditamos que, além de saber aplicar cada método, o aluno precisa entender a complexidade
do problema para decidir qual € o caminho ideal a ser seguido. Ao longo de todo o livro, exemplos
e exercicios promovem esse processo de compreensdo do problema e andlise dos dados, elaboracao
de um modelo matematico a ser aplicado, desenvolvimento da solucdo e, por fim, a representacio
gréafica para confirmacao e interpretacao do resultado.

Outro recurso utilizado € a inser¢@o de tabelas no decorrer dos exemplos e problemas, com o
intuito de auxiliar o leitor a construir uma conexao entre nimeros e graficos, permitindo que todos
os métodos de resolucdo sejam reconhecidos. Um aspecto que também merece destaque € a preocu-
pacao em tornar todo o vocabuldrio de fun¢des compreensivel, garantindo o entendimento da obra.

Novidades para esta edicao

Durante a preparacio desta segunda edicdo, a estrutura basica do contetido foi mantida com
o objetivo de preservar a curva de aprendizagem, a abordagem de temas essenciais para o estudo
do pré-calculo e os recursos didaticos ja utilizados. Contudo, a fim de tornar esta obra ainda mais
completa, algumas inser¢des foram feitas. Esta edi¢do contempla um novo capitulo sobre limites, no
qual sdo apresentados assuntos como velocidade média, instantinea e varidvel, distancia, limites no
infinito, limites de fungdes continuas e limites unilaterais e bilaterais.

Outros dois capitulos também tiveram seu contetiido complementado e atualizado, apresentan-
do mais exemplos e exercicios. O apéndice sobre fungdes trigonométricas foi consideravelmente
ampliado e, hoje, traz nocdes de fungdes cotangente, secante e cossecante, arcos, identidades fun-
damentais e pitagéricas, lei dos senos e dos cossenos, além do contetido da primeira edigdo, que
contempla graus e radianos, medidas e fungdes trigonométricas. Por fim, o capitulo sobre derivada e
integral de uma funcio teve um ganho significativo na parte de exercicios.
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A linguagem apresentada nesta edicdo foi cuidadosamente reformulada para garantir total com-
preensdo dos conceitos, férmulas e exemplos, facilitando a utilizagdo da obra e melhorando a quali-
dade do ensino e da aprendizagem.

Estrutura

Dividida em quatro partes, a obra organiza os temas referentes ao pré-calculo da seguinte for-
ma: introdu¢do, dlgebra, funcdes e introdugdo ao cdlculo. A primeira parte traz o Capitulo 1, que
tem cardter introdutdrio e trata dos conjuntos numeéricos, enfatizando o conjunto dos niimeros reais,
suas operagdes e propriedades.

A segunda parte contempla a dlgebra e apresenta os capitulos 2 a 6. No decorrer dela, sdo
trabalhados conceitos de manipulacio algébrica, destacando o uso da potenciac@o e da radiciacdo,
seguidos da defini¢do de polindmios e técnicas de fatoragdo, além de problemas com expressdes
fraciondrias, estudo de equagdes e inequagdes.

Na terceira parte do livro, os capitulos 7 a 15 retinem os principais aspectos das fungdes. Pas-
sando pela no¢do de funcgdo e sua linguagem, funcdes do primeiro e do segundo graus, funcdes
poténcia, funcdes polinomiais, fun¢des exponenciais, fungdes logaritmicas, fungdes compostas, fun-
¢oes inversas e fungdes trigonométricas, contempla o contetido fundamental para iniciar o estudo
do célculo.

Considerando o progresso do leitor com o decorrer da obra, a tltima parte tem como objetivo
apresentar uma introdugao ao cdlculo. Dessa forma, os tltimos dois capitulos tratam sobre limites e
tépicos relacionados a derivada e a integral da funcdo. A fim de complementar o contetido, também
sdo abordados temas como sistemas e matrizes, andlise combinatdria, teorema binomial e secgdes
conicas nos trés apéndices finais.

Recursos didaticos

Para tornar o livro ainda mais didatico, além de o texto ser objetivo e de facil compreensao,
alguns recursos graficos foram empregados a fim de possibilitar que o leitor perceba rapidamente
que tipo de informagdo serd apresentado.

Exemplo Analise das formas decimais de numeros racionais

Determine a forma decimal de L, g e L
16 27 17
SOLUCAO
1 55
— = 2 — = 2,037037037. . .
6 0,0625 e 27 ,03703703
E correto dizer que Lo 0,0588235294. O simbolo = significa “é aproximadamente igual a”.

17

Nesse caso, pelo fato de o nimero ser racional, ele tem uma sequéncia de algarismos que se repete
infinitamente. Como essa sequéncia tem muitos elementos, ndo escrevemos com a nota¢ao da barra
sobre ela. Por essa razao, utilizamos o simbolo =.
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Note que os exemplos aparecem destacados em quadros a parte. Defini¢des, férmulas e outras
explicagdes especiais também sdo apresentados dentro de quadros, com o titulo em evidéncia, facili-
tando o processo de ensino e aprendizagem. Além disso, pequenas caixas com dicas estdo distribui-
das por todo o texto, com informagdes adicionais sobre o assunto que estd sendo tratado.

DEFINICAO Raiz n-ésima de um nimero real

Dado um nimero # inteiro, maior do que 1, e a e b sdo niimeros reais, temos:
1. Se b" = a, entdo b é uma raiz n-ésima de a. Escrevemos:
Ya=beob' =ach=0

2.0 simbolo V' & conhecido por radical, a € o radicando e n € o indice.
3. Se a tem uma raiz n-ésima, entdo sua principal raiz n-ésima terd o mesmo sinal de a.

A finalizagdo de cada capitulo é composta por uma lista de exercicios bastante diversificada,
envolvendo questdes abertas, de multipla escolha e de verdadeiro ou falso — € valido ressaltar que os
diferentes tipos de atividade também sao sinalizados de forma destacada no inicio de cada enuncia-
do, a fim de situar o leitor e prepara-lo para a solugdo do problema. Os exercicios que compdem esta
obra procuram testar a compreensao das informacdes, a manipulacdo algébrica e analitica dos dados,
a representacdo numérica das funcdes, a conexdo da dlgebra com a geometria e a representagio e
interpretacdo dos graficos. Para a resolug@o dessas atividades, também ¢ permitida a utilizacdo de
ferramentas, como calculadoras com recursos graficos. Além dos exercicios, alguns capitulos apre-
sentam atividades prévias, com o objetivo de realizar uma revisio rapida de tépicos essenciais, antes
de partir para os exercicios de fixacdo referentes ao capitulo especifico.

Intervalos limitados de nimeros reais

Sejam a e b niimeros reais com a < b. NOTACAO DE INTERVALO COM :+co

Como —o° ndo é numero real, usa-
mos, por exemplo, -0, 2[, em vez

Notacao de Tipo de intervalo Notacédo de Representacao de [—oo, 2[, para descrever
intervalo desigualdade grafica x < 2. Da mesma maneira, usamos
—1, +oo[, em vez de [-1, +0], para
[a, b] Fechado as=x=b b Eiescreve[r x = -1 [ he
a

ts I Sala Virtual

Como complemento ao livro, a Sala Virtual fica a disposicdo de alunos e professores para
que acessem materiais adicionais, que facilitam tanto a exposi¢do das aulas como o processo de
aprendizagem.

m Para o professor: apresentagcdes em PowerPoint.
Esses materiais sdo de uso exclusivo dos professores e estdo protegidos por senha. Para ter
acesso a eles, os professores que adotam o livro devem entrar em contato com o seu represen-
tante Pearson ou enviar um e-mail para universitarios @pearson.com.

m Para o estudante: exercicios adicionais.
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MyMathLab

MyMathLab é um ambiente virtual de aprendizagem que permite ao professor avaliar a fre-
quéncia e o progresso dos alunos, que, por sua vez, t€ém acesso a testes, exercicios complementares
ao livro, plano de estudos e evolucdo dos resultados. Durante a realizagdo das atividades, sdo dispo-
nibilizados exemplos, instrugdes e videos sobre como chegar ao resultado correto, além do contetido
do livro correspondente ao exercicio e um feedback explicativo a cada resposta, orientando o aluno
na resolucao do problema.

€ > C ® brasilmymathlabglobal.com/login_brasil.htm PR
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Para mais informacdes sobre o MyMathLab, consulte seu representante Pearson.
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Conjuntos numeéricos e os numeros reais






Capitulo 1

Conjuntos numericos
e 0Ss numeros reais

Objetivos de aprendizagem

m Representagao dos numeros reais.
® A ordem na reta e a notacao de intervalo.
m Propriedades béasicas da algebra.

m Potenciagdo com expoentes inteiros.

m Notagéo cientifica.

Esses topicos sdo fundamentais para o estudo da matematica e da ciéncia como um todo.

Representacao dos numeros reais

Nuimero real € todo aquele que pode ser escrito na forma decimal. Os niimeros reais sdo repre-
sentados por simbolos, por exemplo: —8, 0, 1,75, 2,333..., 0,36, §, \/g, V16, e e 7.
5

Da mesma forma que objetos com alguma relag@o entre si sdo reunidos em uma colecio, 0s
nimeros com caracteristicas semelhantes também sdo agrupados em conjuntos. Uma das formas de
representar os conjuntos ¢ enumerando seus elementos e colocando-os entre chaves { }.

O conjunto dos nimeros reais contém varios subconjuntos importantes:

= 0 conjunto dos nimeros naturais: {0, 1,2, 3, ...}
= 0 conjunto dos ndmeros inteiros: {... ,—3, =2, —1,0, 1,2, 3, ...}

Outros subconjuntos importantes dos nimeros reais sio os nimeros racionais e os nimeros
. Lo . . c . - a L
irracionais. Nimero racional € todo aquele que pode ser escrito como uma razdo — de dois nu-

meros inteiros, onde b # 0. Podemos usar outra notagdo de conjunto em que € considerada uma
propriedade para descrever os nimeros racionais:

b

M a £ 1s ‘e ’”
A barra vertical que segue 5 ¢ lida como “tal que”.

a, b sao inteiros, e b # 0}

A forma decimal de um niimero racional pode ter uma quantidade finita de casas apds a vir-
7 —
gula, como Z = 1,75, ou ndo, como em H = 0,363636... 0,36. Esse niimero é chamado dizima

periddica, pois contém a repeti¢do infinita de uma mesma sequéncia de algarismos. A barra sobre o
36 indica qual sequéncia se repete. Por outro lado, um nimero real € irracional quando sua forma
decimal tem infinitas casas ndo periddicas depois da virgula, isto €, ndo tem uma sequéncia de alga-
rismos que se repete infinitamente. Por exemplo, \/5 = 1,7320508... e m = 3,14159265...
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EXEMPLO 1 Analise das formas decimais de numeros racionais
Determine a forma decimal de i, E e i

16 27 17
SOLUCAO

L 00625 e 22 =2037037037...
16 27

E correto dizer que % = (,0588235294. O simbolo = significa “¢ aproximadamente igual a”.

Nesse caso, pelo fato de o nimero ser racional, ele tem uma sequéncia de algarismos que se repe-
tem infinitamente. Como essa sequéncia tem muitos elementos, ndo a escrevemos com a notagao
da barra sobre ela. Por essa razio, utilizamos o simbolo =.

Para representar os nimeros reais, marcamos o nimero real O (zero), que representa a origem,
em uma reta horizontal. Os niimeros positivos estdo a direita da origem e os niimeros negativos, a
esquerda, como se vé na Figura 1.1.

7x3 0] T
} } } } } ! } } } } }
-5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
Nﬁmer0§ Nﬁmefo.s
reais negativos reais positivos

Figura 1.1 A reta de nuimeros reais.

Todo nimero real corresponde a um dnico ponto na reta, e cada ponto corresponde a somente
um numero real. Entre dois ndmeros reais na reta, existem infinitos nimeros reais.

O ndmero associado ao ponto € a coordenada do ponto. Ao longo do texto, seguiremos a conven-
¢do de usar o nimero real para as duas situagdes, tanto para o nome do ponto como para sua coordenada.

A ordem na reta e a notacao de intervalo

O conjunto dos niimeros reais é ordenado. Isso significa que podemos comparar quaisquer
dois nimeros reais que ndo sdo iguais usando desigualdades; dessa forma, podemos dizer que um é
“menor do que” ou “maior do que” o outro.

Ordem dos numeros reais

Sejam a e b dois niimeros reais quaisquer.

Simbolo Definicao Leitura

a>b a — b é positivo a é maior que b

a<b a — b € negativo a é menor que b
a=b a — b é positivo ou zero a é maior ou igual a b
a=b a — b é negativo ou zero a é menor ou igual a b

Os simbolos >, <, = e = sdo simbolos de desigualdade.
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Geometricamente, a > b significa que a estd a direita de b (de modo equivalente, b estd a es-
querda de a) na reta dos nimeros reais.

Podemos comparar dois nimeros reais quaisquer em virtude da seguinte propriedade:

Lei da tricotomia

Sejam a e b dois nimeros reais quaisquer. Somente uma das seguintes expressoes € verdadeira:

a<b, a=>b ou a>b

Desigualdades podem ser usadas para descrever intervalos de nimeros reais, como ilustrado
no Exemplo 2.

EXEMPLO 2 Interpretacdo das desigualdades

Descreva e represente graficamente os intervalos de nimeros reais para as desigualdades:
(a) x<3
b) -1<x=4

SOLUCAO

(a) A desigualdade x < 3 descreve todos os nimeros reais menores do que 3 (Figura 1.2(a)).
(b) A dupla desigualdade —1 < x = 4 representa todos os nimeros reais entre —1 e 4, excluindo
—1 e incluindo 4 (Figura 1.2(b)).

EXEMPLO 3 Descricdo das desigualdades

Escreva os intervalos de nimeros reais usando desigualdades e represente-os graficamente:
(a) Os ndmeros reais entre —4 ¢ —0,5.
(b) Os nimeros reais maiores ou iguais a zero.

SOLUCAO

(a) —4 <x<-0,5 (Figura 1.2(c)).
(b) x = 0 (Figura 1.2(d)).

—————— > X e — >
-3 2 -1 0 1 2 3 4 5 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
() (b)

-0,5
O ———————F> X e A e e B L
S5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

(© (d)

Figura 1.2 Nas representacgdes graficas das desigualdades, bolinhas vazias correspondem a <
e > e bolinhas cheias a = e =.
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Como foi mostrado no Exemplo 2, desigualdades definem intervalos sobre a reta real. Nos
usamos a notagdo exemplificada por [2, 5] para descrever um intervalo limitado que representa o
conjunto {x € R 12 = x = 5}. Além de limitado, esse intervalo € fechado porque contém os extre-

mos 2 e 5. Existem quatro tipos de intervalos limitados.

Intervalos limitados de numeros reais

Sejam a e b nimeros reais com a < b.

Notacéo Tipo de intervalo
de intervalo
[a, b] Fechado
la, b[ Aberto
[a, b Fechado a esquerda e aberto a direita
la, b] Aberto 2 esquerda e fechado a direita

Os ntimeros a e b sao os extremos de cada intervalo.

Notacao de
desigualdade

a=x=b

a<x<b

a=x<b

a<x=b

Representacéao

o>
b

O intervalo de ndmeros reais determinado pela de-
NOTACAO DE INTERVALO COM *oo sigualdade x < 2 pode ser descrito pelo intervalo infinito
O intervalo sempre sera aberto nos ]—oo, 2[. Esse intervalo € aberto, pois ndo contém seu

extremos que representam o extremo 2.

infinito (+eo & —eo). Usamos a notacio de intervalo |—oo, +oo[ para re-

Como —<° ndo é numero real, usa-
mos, por exemplo, ]—oo, 2[, em vez
de [—oo, 2[, para descrever x < 2.
Da mesma maneira, usamos [—1,

presentar todo o conjunto dos niimeros reais. Os simbolos
—oo (infinito negativo) e +oo (infinito positivo) nos permi-
tem usar essa mesma notag@o para intervalos ndo limita-

+oo, em vez de [-1, +o], para dos e que ndo sao nimeros reais. Existem quatro tipos de
descrever x = —1. intervalos nao limitados (ou intervalos infinitos).

Intervalos nao limitados de niumeros reais

Sejam a e b nimeros reais.

Notacédo de Tipo de Notacédo de
intervalo intervalo desigualdade
[a, +oof Fechado x=a

Ja, +oof Aberto x>a

]=oo, b] Fechado xX=b

]—=o0, B[ Aberto x<b

Cada intervalo tem exatamente um extremo, que € a ou b.

Representacéo
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EXEMPLO 4 Conversio entre intervalos e desigualdades

Converta a notacdo de intervalo para desigualdade e vice-versa. Verifique sua representacio gra-
fica, seu tipo, se o intervalo € limitado e encontre os extremos:

(@) [-6,3[ (b) J—oo, —1[ () 2=x=3

SOLUCAO

(a) Ointervalo[—6, 3[ corresponde a —6 = x < 3, é do tipo fechado a esquerda e aberto a direita
e ¢ limitado (veja a Figura 1.3(a)). Os extremos sao —6 e 3.

(b) O intervalo ]—e, —1[ corresponde a x < —1, € do tipo aberto e ndo € limitado (veja a
Figura 1.3(b)). O extremo € somente — 1.

(c) A desigualdade —2 = x = 3 corresponde a [—2, 3], que é um intervalo do tipo fechado e
limitado (veja a Figura 1.3(c)). Os extremos sdao —2 e 3.

(2) el O— > x
-6 -5 -4-3-2-1 0 1 2 3 4

,\
=2
=

©) At ——> x
-5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.3 Representacdes graficas dos intervalos de nimeros reais do Exemplo 4.

Propriedades basicas da algebra

A dlgebra envolve o uso de letras e outros simbolos para representar nimeros reais. Uma varia-
vel € uma letra ou um simbolo (por exemplo, x, y, ¢, 6) que representa um nimero real ndo especifico.
Uma constante € uma letra ou um simbolo (por exemplo, —2, 0, \/g, ) que representa um nimero
real especifico. Uma expressao algébrica é a combinacio de varidveis e constantes que envolvem
adicdo, subtracao, multiplicacdo, divisdo, poténcias e raizes.

Apresentamos algumas propriedades das operacdes aritméticas de adi¢ao, subtragdo, multipli-
cacdo e divisdo, representadas respectivamente pelos simbolos +, —, X (ou *) e =+ (ou /). Adicdo e
multiplicag@o sdo as operagdes primdrias. Subtracdo e divisdo sao definidas nos termos da adicdo e
da multiplicacdo.

Subtracdo:a — b =a + (—b)

..~ d 1
Divisao: — =g « |—
ivi b a (b),baﬁO

Nas duas defini¢des, —b ¢ a inversa aditiva ou oposto SUBTRACAO VERSUS NUMEROS

(s c e . NEGATIVOS
de b, e 5 ¢ a inversa multiplicativa ou reciproca de b. As

. diti N . . P Atencao! Em muitas calculadoras
inversas aditivas nem sempre sao numeros negativos. Por existem duas teclas “~", uma

exemplo, a inversa aditiva de 5 é o ndimero negativo —5. para subtracdo e outra para
Porém, a inversa aditiva de —3 € o nimero positivo 3. nimeros negativos ou opostos.
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As seguintes propriedades sdo vélidas para numeros reais, varidveis e expressdes algébricas.

Propriedades da algebra

Sejam u, v e w nimeros reais, variaveis ou expressoes algébricas.

1. Propriedade comutativa
Adicdo:u + v=v + u
Multiplicacdo: uv = vu

2. Propriedade associativa
Adicdo: (u +v) tw=u+ (v +w)
Multiplicacao: (uv)w = u(vw)

3. Propriedade do elemento neutro
Adicao: u + 0 =u
Multiplicacdo: u+ 1 = u

4. Propriedade do elemento inverso

Adicao: u +(—u) =0
Multiplicacdo: u - l =1, uz0
u

. Propriedade distributiva

Multiplicacao com relacdo a adicao:
u(v + w) = uv + uw

(u +v)w = uw + vw

Multiplicacdo com relacdo a subtragdo:
u(v —w) = uv — uw

(u —v)w =uw — vw

Perceba que, na propriedade distributiva, o lado esquerdo das equag¢des mostra a forma fatora-
da das expressdes algébricas, e o lado direito mostra a forma expandida.

EXEMPLO 5 Uso da propriedade distributiva

(a) Escreva a forma expandida de (a + 2)x.
(b) Escreva a forma fatorada de 3y — by.

(@) (a +2)x=ax + 2x

(b) 3y — by = (3 — b)y

Veja algumas propriedades da inversa aditiva e exemplos que ajudam a ilustrar seus signi-

ficados.

Propriedades da inversa aditiva

Sejam u e v nimeros reais, varidveis ou expressoes algébricas.

Propriedade
1. —(—u) =u

2. (—uy = u(—v) = —(uv)
3. (—u)(—v) = uv
4. (—Du = —u

5. —(u+v) = (~u) + (-v)

Exemplo

—(-3)=3
(—4)3=4(-3)=-(4-3) =12
(—6)(~7) =6-7=42
(—1)5=-5

—7+9 =(-7+(-9) =—-16
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Potenciacao com expoentes inteiros

A notagado exponencial € usada para encurtar produtos de fatores que se repetem, facilitando o
seu cdlculo. Vejamos:

(=3)(=3)(-3)(—3)=(=3)* e (2x+ DQ2x+ 1)=(2x+ 1)

Notacdo exponencial

Sejam @ um ndmero real, uma varidvel ou uma expressao algébrica, € n um nimero inteiro posi-
tivo. Entdo:

ar=a-a-...-dq,

N———
n fatores

onde n € o0 expoente, a ¢ a base e a" € a n-ésima poténcia de a (1&-se “a elevado a n”).

No Exemplo 6, as duas expressdes exponenciais tém o mesmo valor, porém com bases
diferentes.

EXEMPLO 6 Identificacdo da base

(a) Em (—3)°, a base é —3.
(b) Em —3°, a base € 3.

Abaixo estdo as propriedades bdsicas de potenciag¢do e exemplos que auxiliam a compreensio
de seus significados.

Propriedades de potenciacao

Sejam u e v nimeros reais, varidveis ou expressoes algébricas, com todas as bases diferentes de
ZEro, € m € n nNUmeros inteiros.

Propriedade Exemplo
1. "y =yt 53.54 = 53+4 = 57
i x°
2. 7 =ymnn F =94 =45
3 ul = 80 = |
1 1
4.y "= — =3 = =
u" y y3
5. (uv)"™ = u"™m (22)° = 2920 = 327
6. (um)n = ymn (X2)3 = x2-3 = x6
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EXEMPLO 7 Simplificacdo de expressées que envolvem poténcias

2.,—2 2,1 3
(@) (2ab?)(5a2b%) = 10(aa?)(b3b5) = 10a°b® (b) = = e = o
u v % Vo A%

(c) x _3:—(x2)73 _x°_2_38
2 273 273 x6 x6

Notacao cientifica
Todo nimero positivo pode ser escrito em notacao cientifica:
¢ X 10", onde 1 = ¢ < 10 e m € um ndmero inteiro.

Essa notacdo pode ser uma alternativa para representar nimeros muito grandes ou muito
pequenos. Por exemplo, a distincia entre a Terra e o Sol € de 149.597.870,691 quilémetros. Em
notag¢do cientifica,

149.597.870,691 km = 1,5 - 10® km.

O expoente positivo 8 indica que, a0 mover a virgula do nimero decimal 8 casas para a direita,
temos a forma original dele.
Em outro caso, a massa de uma molécula de oxigénio € de aproximadamente

0,000 000 000 000 000 000 000 053 gramas.
Em notacdo cientifica,
0,000 000 000 000 000 000 000 053 g = 5,3 X 107> g.
O expoente negativo —23 indica que, a0 mover a virgula do nimero decimal 23 casas para a

esquerda, temos a forma original dele.

EXEMPLO 8 Conversao da notacgéo cientifica
(a) 2,375 X 108 = 237.500.000 (b) 0,000000349 = 3,49 X 1077

EXEMPLO 9 Uso da notacéo cientifica

(370.000)(4.500.000.000) *

Simplifique
18.000
SOLUCAO
(370.000)(4.500.000.000) _ (3,7 X 10°)(4,5 X 10°) _ (3,7) (4,5) % 105+9—4
18.000 1,8 X 10* L8
=9,25 X 10'°
= 92.500.000.000

* Vale observar que os parénteses serviram apenas para separar os nimeros que sao valores altos. (N. do T.)
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REevisio RArIDA

1. Escreva os nimeros inteiros positivos entre —3 e 7.

2. Indique quais sdo os nimeros inteiros entre —3 e 7.

3. Determine todos os nimeros inteiros negativos maiores do que —4.
4. Obtenha todos os nimeros inteiros positivos menores do que 5.

Nos exercicios 5 e 6, utilize a calculadora para auxilid-lo. Deixe o resultado com duas casas apds a virgula.

5. (@) 4(=3,1) — (~4,2)° ) 253D =6
@D 74— 38
6. (a) 5[3(—1,1)> — 4(=0,5)*] (b) 52+ 2%

Nos exercicios 7 e 8, calcule o valor da expressdo algébrica para os valores das varidveis dadas.
7.x*—2x+1,x=—-2ex=1,5
8.a°+tab+bla=-3eb=2

ExERcicios
Nos exercicios de 1 a 4, encontre a forma decimal 14 AT T T S Y S C S E B T
para o niimero racional. Indique também se ha finitas .5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
ou infinitas casas apds a virgula.
37 15. x estd entre —1 e 2.
L. _§ 16. x € maior ou igual a 5.
15 Nos exercicios de 17 a 22, use notacdo de intervalo
2. @ para escrever o intervalo dos nimeros reais.
17. x> -3
13
3. —— 18. 7T <x< -2
6 A 1 1 =
19, <Ht+—+—O=tpo——F—"+—+>x
5 -5 -4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5
4, —

37 20, e x
Nos exercicios de 5 a 10, escreva e represente grafi- 5 -43-2-1 01 2 3 4 5
camente o intervalo de niimeros reais. .. .

5 —>5 21. x € maior do que —3 e menor ou igual a 4.
T 22. x € positivo.
6. 2=x<5
7. ]—co 7] Nos exercicios de 23 a 28, escreva o intervalo de
’ ’ niimeros reais.
8. [-3.3] 23. 4<x=9
9. x¢é tivo.
x € negativo 24, 1= —1
10. x € maior ou igual a 2 e menor ou igual a 6.
25. [—3, +oof
Nos exercicios de 11 a 16, use o conceito da desigual- 26. 1-5. 7

dade para descrever o intervalo de nimeros reais.

11. [—1, 1] 27. <ttt X
54321 0 1 2 3 45
12. ], 4]
T T S e p—————F——F+—1> X
13, bt 28 o s ) ) 0 1 2 3 4 s

-5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
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Nos exercicios de 29 a 32, converta cada notacdo de
intervalo em notac@o de desigualdade. Depois, encon-
tre seus extremos, verifique se o intervalo € limitado ou
nao e qual o seu tipo.

29. 1-3,4]

30. 1-3, -1

31. ]—oo, 5[

32. [6, o

Nos exercicios de 33 a 36, use tanto o conceito da
desigualdade como o de notagdo de intervalo para

escrever o conjunto de nimeros. Também escreva o
significado de quaisquer varidveis que vocé usar.

33. Bill tem pelo menos 29 anos.
34. Nenhum item na loja custa mais de R$ 2,00.

35. O prego do litro de gasolina varia de R$ 2,20 a
R$ 2,90.

36. A taxa de juros ficard entre 2% e 6,5%.

Nos exercicios de 37 a 40, use a propriedade distribu-
tiva para escrever a forma fatorada ou a forma expan-
dida da expressdo dada.

37. a(x* + b)
38. (y — )
39. ax? + dx?

40. a’z + a’w

Nos exercicios 41 e 42, encontre a inversa aditiva dos
ndmeros.

41. 6 — 7
42. -7

Nos exercicios 43 e 44, identifique a base da poténcia.
43. -5

44. (-2)

Nos exercicios de 45 a 50, simplifique a expressao.

Leve em considera¢do que as varidveis nos denomi-
nadores sdo diferentes de zero.

45. ﬁ
x2S

a6. 3x*

-3
o 2
xy

)™

) (y6x—4)—2

50. (42| 30

a?b3 )\ 2a2b*
Nos exercicios 51 e 52, escreva o nimero em notagiao
cientifica.

51. A distancia média de Jupiter até o Sol € de apro-
ximadamente 780.000.000 quildometros.

52. A carga elétrica de um elétron, em Coulombs, € de
aproximadamente —0,00000000000000000016.

Nos exercicios de 53 a 56, escreva o ndmero na forma
original.

53. 3,33 X 10°*
54. 6,73 X 10"

55. A distancia que a luz viaja em um ano (um ano-
-luz) é de aproximadamente 9,5 « 10'2 quilémetros.

56. A massa de um néutron € de aproximadamente
1,6747 X 107** gramas.

Nos exercicios 57 e 58, use notagdo cientifica para
simplificar.

57, (135 X 107)(2.41 X 10%)
1,25 X 10°

58 (3,7 X 1077)(4,3 X 10°)
2,5 X 107

59. Para inteiros positivos m e n, podemos usar a
defini¢do a fim de mostrar que a” * a" = a™ " ".
(a) Analise a equagdo a" « a" = a"* " para
n = 0 e explique por que € razodvel definir
a" = 1paraa # 0.
(b) Analise a equacdo a" « a" = " *" para
n = —m e explique por que € razoavel defi-

nira™" = — paraa # 0.
a

60. Verdadeiro ou falso? A inversa aditiva de
um nuimero real precisa ser negativa. Justifique a
sua resposta.

61. Verdadeiro ou falso? A reciproca de um
ndmero real positivo precisa ser menor do que 1.
Justifique a sua resposta.



62. Qual das seguintes desigualdades corresponde

63.

64.
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ao intervalo [-2, 1[?

(a) x=-2 (b) 2=x=1
() 2<x<1 d 2<x=1
e) 2=x<1

Qual € o valor de (-2)*?

(a) 16 (b) 8

(e) 6 (d) -8
(e) —16

Qual € a base da poténcia —7%?

(a) -7 (b) 7

() —2 (d) 2
(e) 1

65.

Qual das seguintes alternativas € a forma simpli-
6

ficada de 5, x # 0?

@ x* (b) ¥
© @ x
(€)

Para os exercicios de 66 a 68, considere a informacao
a seguir: a magnitude de um niimero real € sua distan-
cia da origem.

66.

67.

68.

Identifique todos os niimeros reais cujas magni-
tudes sdo menores do que 7.

Escreva todos os niimeros naturais cujas magni-
tudes sd@o menores do que 7.

Cite todos os niimeros inteiros cujas magnitudes
sdo menores do que 7.
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Capitulo 2

s

Radiciacao e potenciacao

Objetivos de aprendizagem

m Radicais.

m Simplificacdo de expressoes com radicais.
m Racionalizacao.
[

Potenciacdo com expoentes racionais.

Radicais

Se b* = a, entdo b € a raiz quadrada de a. Por exemplo, 2 e —2 sdo raizes quadradas de 4
porque 2° = (—2)*> = 4. Da mesma maneira, se b* = q, entdo b € a raiz cibica de a. Por exemplo, 2
¢ a raiz cubica de 8 porque 2° = 8.

DEFINICAO Raiz n-ésima de um numero real

Dado um ndmero 7 inteiro, maior do que 1, e a € b como nimeros reais, temos:

1. Se b" = a, entdo b é uma raiz n-ésima de a. Escrevemos:
Ya=beb =aeb>0

2. O simbolo v ¢ conhecido por radical, a € o radicando e n € o indice.

3. Se a tem uma raiz n-ésima, entdo sua principal raiz n-ésima tera o mesmo sinal de a.

Se n for impar, qualquer nimero real tem apenas uma raiz n-ésima real. Por exemplo, 2 € a
Unica raiz cubica real de 8.

Se n for par, os nimeros reais positivos tém duas raizes n-ésimas reais. Por exemplo, 4 ou —4
sdo raizes quadradas reais de 16. Os nimeros reais negativos nao t€m raizes n-ésimas reais. Por
exemplo, ndo existe b> = —9.

Quando n = 2, em geral, omitimos o indice na representacao da raiz e escrevemos Ja , em vez

de%/g.

Se a € um nimero real positivo e n € um inteiro par positivo, suas duas raizes n-ésimas sao
denotadas por ¥a e —Va.
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EXEMPLO 1 Verificacdo das raizes n-ésimas principais

(a) J36 = 6, porque 6 = 36.

2 P2
o - o2

27

(c) 3——=—i’porque 3 3=—2-
2 2

8 8

(d) ¥—625 ndo é um nimero real porque o indice 4 € par, e o radicando —625 € negativo (ndo
existe nimero real cuja quarta poténcia seja negativa).

Veja algumas propriedades de radicais e exemplos que ilustram seu significado.

Propriedades dos radicais

Considere u e v numeros reais, varidveis ou expressoes algébricas, e m € n nimeros positivos
inteiros maiores do que 1. Convencionamos que todas as raizes sdo numeros reais e todos os
denominadores sdo diferentes de zero.

Propriedade Exemplo
1. Vuy =Vu -y 75 =V25.3
=V25.V3 =5V3
3. Vu ="V \/W=“W=\6ﬁ
4. (Vu)' =u (V5)t=5

o1

(Vu)" V272 = (V272 =32=9

|u| para n par V(=6)>=|—-6/=6
u para n fmpar m = =

o
6. Vur =

Simplificacao de expressoées com radicais

Muitas técnicas de simplificag@o de raizes de niimeros reais ndo sdo mais usadas em virtude da
facilidade das calculadoras. No entanto, vamos mostrar alguns exemplos de como podemos solucio-
nar tais questdes na auséncia dessas maquinas.
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EXEMPLO 2 Remocao de fatores dos radicandos

(a) V80 = V165 (b) V18x5 = Vox*. 2x
=275 = VGBxP - 2x
= V2.5 = 3x2V2x
=2V5

() Vaty* = V(xy)* (A) V=24y0 = V(=2y%)?+3

= |xy| = —2y2V3

Racionalizacao

A racionalizacio € o processo de retirar as raizes do denominador das fracdes. Quando o
. W . . . — .
denominador tem a forma \/u_k, multiplicamos o numerador e o denominador por N u"~* para eli-
minar o radical do denominador. Veja:

N/uk Nk = N ko k= N yknk = Xy =y,
O Exemplo 3 ilustra o processo.

EXEMPLO 3 Racionalizacdo
2 V2 _ V2 V3 Ve

NIV

(b)

Potenciacao com expoentes racionais
Sabemos como masnipular expressdes exponenciais com expoentes inteiros. Por exemplo,
X ext = x7, (x%)? = xS, x_z =x,x?*= Jer Mas os expoentes também podem ser nimeros racionais.
X

Como deveriamos determinar, por exemplo, x'2? Para comegar, podemos supor que as mesmas re-
gras que aplicamos para expoentes inteiros também se aplicam para expoentes racionais.
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DEFINICAO Expoentes racionais

Seja u um ndmero real, varidvel ou expressdo algébrica, e n um inteiro maior do que 1. Entdo:
um = /u.
Se m é um inteiro positivo, m/n estd na forma reduzida e todas as raizes sdo nimeros reais. Assim:

um/n — (ul/n)m — (W)m e um/n — (um)l/n = \/ym.

O numerador de um expoente racional € a poténcia para a qual a base estd elevada, e o deno-
minador € o indice da raiz. A fragdo m/n precisa estar na forma reduzida, caso contrario, isso pode
ocasionar algum problema de definicdo. Vejamos:

3
w23 = (Var)?
e essa expressao estd definida para todo nimero u real, mas:

uo = (/u )

estd definida somente para u = 0.

EXENMPLO 4 Conversao de radicais para poténcias, e vice-versa

@ V(x+y) =(x+y)>? (b) 3xV/x? = 3xx?5 = 3x7/5
(c) x23y173 = (x2y)1V3 = V/xZy @zt -1

z 3/2 \/2—3

Uma expressao envolvendo poténcias estd simplificada se cada fator aparece somente uma vez
e todos os expoentes sa0 positivos.

EXEMPLO 5 Simplificacdo de expressées com poténcias

3x2/3 zx—l/2 6x1/6
(a) (x2y9)1/3(xy2) = (x2/3y3)(xy2) = x5/3y5 (b) ( y1/2 )( y2/5 = y9/10

O Exemplo 6 sugere uma forma de simplificar uma soma ou uma diferenca de radicais.
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EXEMPLO 6 Simplificacdo de expressées com radicais

(a) 280 — V125 = 2V16-5 — V25.5 (b) Vax2y — Vy3 = V(2x)2y — Vyly
=8V5 —5V5 =2[x[Vy = Iy[Vy
=3V5 = Qlxl = IyhVy

Segue um resumo dos procedimentos usados para simplificar expressoes que envolvem radicais.

Simplificacao de expressoes com radicais

1. Remover os fatores dos radicais (Exemplo 2).
2. Eliminar os radicais dos denominadores, e os denominadores dos radicandos (Exemplo 3).
3. Combinar somas e diferencas dos radicais, se possivel (Exemplo 6).

ExERcicIos
Nos exercicios de 1 a 6, encontre as raizes reais indicadas. ~ Nos exercicios de 23 a 32, simplifique a expressao
1. Raiz quadrada de 81. removendo fatores do radicando.
2. Raiz quarta de 81. 23. V288 24. V/500
3
3. Raiz ciibica de 64. 25. V=250 26. V192
4. Raiz quinta de 243. 27. V2xy! 28. V—27x%°
29. V/3x8y° 30. V/8x0y*
: 1
5. Raiz quadrada de ?6 31. V/96x10 32. \ /108x4y9
6. Raiz ctibica de __27 Nos exercicios de 33 a 38, racionalize o denominador.
33. 4 3a. L
Nos exercicios de 7 a 12, calcule a expressdo sem v2 V5
usar a calculadora.
35 ! 36. 2
7. V144 8. V—-16 /2 Vy
9. V-216 10. V216 37, x> 38, /@
y b

3l 64 64 _
11. /— 57 12. 55 Nos exercicios de 39 a 42, converta para a forma

exponencial (forma de poténcia).

Nos exercicios de 13 a 22, use uma calculadora para T s/ 53

encontrar o valor da expressao. 39. Via +2b) 40. Vx7y

13. V256 14. V/3125 a1, 2Va%y az. 'V’

15. V15,625 16. V12,25 Nos exercicios de 43 a 46, converta para a forma
radical.

17. 81 18. 16™
43. a3/4b1/4 44. x2/3y1/3

19. 32725 20. 27743
45, x5 46. (xy)

21. (1)} 22, (125}
8 64
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Nos exercicios de 47 a 52, escreva usando um radical

simples.
as. V32

47. VV2x
49. VVaxy 50. VVab

/2
51. V@ 52. VaVa?
Va
Nos exercicios de 53 a 60, simplifique as expressoes
exponenciais.
a¥3q 1’3 2,412
53. e 54. (x*y*)
55 (a5/3b3/4)(3a1/3b5/4) 56 x12 o
’ ' y2/3
(p’q")'”

_ 6 2/3
57. ( 8x )

v (7%
59 (X9y6)_ 1/3

2x1/2\[3x=2/3
' (x6y2)~172 60. ( y2/3 )( yi72 )
Nos exercicios de 61 a 70, simplifique as expressoes

radicais.

61. \V9x by*

62. V16y8;72

63. |3y 6a. %y

8x? 9x*
3/ 4x2 3/ 2x2
65. |——. |—
y y

66. V9ab®. V27a%h"!
67. 3V48 — 2108

68. 2\/175 — 4128
69. V3 — Vixy? 70. V18x%y + V2)?

Nos exercicios de 71 a 78, substitua O por <, = ou
> para tornar a expressdo verdadeira.

71. V2+ 6 0V2 +V6
72. V4 +V90OV4+9
73. 37371203

75. V(-2)*0 —2

77. 22/3 e} 33/4

74, 2731302
76. V(=230 -2
78. 472/3 e} 373/4

79. O tempo ¢ (em segundos) que uma pedra leva
para cair de uma distancia d (em metros) é apro-
ximadamente ¢t = 0,45 Vd. Quanto tempo uma
pedra leva para cair de uma distancia de 200
metros?
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Polinoémios e fatoracao

Objetivos de aprendizagem

m Adigao, subtragao e multiplicagdo de polindémios.
m Produtos notaveis.

m Fatoracdo de polinédmios usando produtos notaveis.
m Fatoracdo de trindémios.

[

Fatoragdo por agrupamento.

Adicao, subtracao e multiplicacao de polinémios

Um polinémio em x € qualquer expressdo que pode ser escrita na forma

ax'+a, 1XH +...tax+a,
onde n € um inteiro ndo negativo e a, # 0.0snimerosa,a _, .., da, a,sdo nimeros reais chama-
dos coeficientes, e a x", a, _ 1x’”, ...» @X, a, $30 08 nlimeros chamados termos.

O grau do polindmio € 7, € o coeficiente principal € o nimero real a,. Polindmios com um,
dois e trés termos sdo chamados mondmios, binémios e trinémios, respectivamente.

Um polindmio escrito com as poténcias de x na ordem decrescente esta na forma padrio.

Para adicionar ou subtrair polindmios, nés adicionamos ou subtraimos 0s termos com o0 mesmo
expoente na variavel, chamados termos semelhantes. Caso haja termos que ndo sejam semelhantes,
basta adiciona-los ou subtrai-los de 0 (zero).

EXEMPLO 1 Adicéo e subtracédo de polinémios

(a) @2 =32 +4x—1)+ X+ 2x* = 5x+3)

(b) U +3x—4) -2 +x*—x+2)

SOLUCAO

(a) Agrupamos os termos semelhantes e entdo os combinamos, como segue:

20 + ) + (=3% + 20) + (dx + (=50) + (=1 + 3)
=32 -x*—x+2

(b) Agrupamos os termos semelhantes e entdo os combinamos, como segue:

(0—=2x) + (4> —x) + Bx — (=x) + (-4 — 2)
=-2+3x+4x—6
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Para calcular o produto de dois polindmios, usamos a propriedade distributiva, por exemplo:

(Bx+2)4x —5) =
=3x(4x —5) +2(4x —5)
= (3x)(4x) — (3x)(5) + (2)(4x) — (2)(5)

= 12x> — 15x + 8& — 10
—_— —— —— ——
produto dos produto dos produto dos produto dos

primeiros termos termos externos termos internos dltimos termos

Os produtos dos termos externos e dos termos internos sdo termos semelhantes e podem ser
adicionados, como na expressio a seguir:

(Bx + 2)(dx — 5) = 12 — Tx — 10

Como observamos, a multiplicagio de dois polindmios requer a multiplicagio de cada termo de
um polindmio por todos os termos do outro.

Uma maneira conveniente de desenvolver o produto, para facilitar sua resolucdo, € organizar
os polindmios na forma padrio, um sobre o outro, de modo que os termos iguais fiquem alinhados
verticalmente, como no Exemplo 2.

EXEMPLO 2 Multiplicacdo de polindmios na forma vertical
Escreva (x* — 4x + 3)(x*> + 4x + 5) na forma padréo.

SOLUCAO

x2—4x+3

x>+ 4x+5

x* —4x3 + 3x2

4x3 — 16x2 + 12x
5x2 —20x + 15

x*+0x3 —8x2—8x+ 15

Assim:

(P —=4x+3)P+4x+5=x*—8?*—8 + 15

Produtos notaveis

Alguns produtos sdo tteis quando, por exemplo, precisamos fatorar polindmios. Observe os
principais produtos notdveis:
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Alguns produtos notaveis

Sejam u e v nimeros reais, varidveis ou expressoes algébricas.

1. Produto de uma soma e de uma diferenca: (u+vY(u—v)=u>—H1?
2. Quadrado de uma soma de dois termos: (u+v)?=u+2uv +1V?
3. Quadrado de uma diferenca de dois termos: (u—v)?>=u?>—2uv +V?
4. Cubo de uma soma de dois termos: (u+v) =u®+ 3uPv + 3w? + 13
5. Cubo de uma diferenca de dois termos: (u —v)* =uw?— 3u’v + 3w —?

EXEMPLO 3 Uso dos produtos notaveis
Calcule os produtos:

(@) Bx+ 8)Bx—8)= (3x) — & (b) (5y —4)* = (5y) — 2(5y)(4) + 4
=9x* — 64 =25y — 40y + 16

(€) (2x = 3y)’ = (2x)’ — 3(2%)*(3y)
+ 320Gy — Gyy’
=8x3 — 36x%y + 54xy* — 27y

Fatoracao de polinédmios com produtos notaveis

Fatorar um polindmio € escrever um produto de dois ou mais fatores polinomiais. Um poli-
némio que ndo pode ser fatorado com o uso de coeficientes inteiros € um polindmio irredutivel.

Um polindmio estd fatorado completamente se estiver escrito como um produto de seus fato-
res irredutiveis. Por exemplo,

2+ Tx —4=2x — D(x +4)
e
P+ +x+1=x+ D2+ 1)
estdo fatorados completamente (pode ser mostrado que x* + 1 € irredutivel). Mas,
X =9%x=x(x>—-9)
ndo estd fatorado completamente porque (x> — 9) ndo ¢ irredutivel. De fato,
X*=9=0x-3)(x+3)
e
X = 9x = x(x — 3)(x + 3).

Agora o polindmio estd fatorado completamente.
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O primeiro passo na fatoracdo de um polindmio € colocar em evidéncia fatores comuns de seus
termos, usando a propriedade distributiva, como no Exemplo 4.

EXEMPLO 4 Colocacgao dos fatores comuns em evidéncia

(a) 2x° + 2x> — 6x = 2x(x* + x — 3)

(b) v’y + v’ = uv(u® +1?

Reconhecer a forma expandida dos cinco produtos notaveis citados nos auxiliard a fatorar uma
expressdo algébrica.
Dos produtos notaveis, a forma mais facil de ser identificada € a diferenca de dois quadrados.

EXEMPLO 5 Fatoracao da diferenca de dois quadrados
(a) 25x* — 36 = (5x)* — 67
= (5x + 6)(5x — 6)
(b) 4> — (y + 3> = (2x)* — (y + 3)°
=[2x + (y +3)][2x — (y + 3)]
=2x+y+3)2x—y—3)

Um trindmio quadrado perfeito € o quadrado de um bindmio e tem uma das duas formas obser-
vadas anteriormente. O primeiro e o tltimo termo sdo quadrados de u e v, e o termo central € duas
vezes o produto de u e v. Os sinais da operagdo antes do termo central e no bindmio sdo 0s mesmos.

EXEMPLO 6 Fatoracao de trindmios quadrados perfeitos
(a) 9x*> + 6x + 1 = (3x)*> + 2(3x)(1) + 17
= (3x + 1)?

(b) 4x> — 12xy + 9y* = (2x)* — 2(2x)(3y) + (By)’
= (2x — 3y)?

Observe agora a soma e a diferenca de dois cubos (mais dois casos de produtos notaveis).

Mesmos sinais Mesmos sinais
w+vi=(u+v)(u— u +12) w—v3=(u—v)u?+ u +1?)

N N

Sinais opostos Sinais opostos
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EXEMPLO 7 Fatoraciao da soma e da diferenca de dois cubos

(@) ¥*—64=x—4 (b) 8x3+ 27 = (2x)* + 33
=(@x —4)*+ 4x + 16) =2x+3)4x2—6x+9)

Fatoracao de trinémios

Fatorar o trindmio ax? + bx + ¢ como um produto de bindmios com coeficientes inteiros requer
fatorar os inteiros a e c, isto &, transformé-los em produtos de 2 nimeros. Vejamos:

Fatores de a

PN

ax*+ bx + c = (Ox + O)(Ox + O)

Fatores de ¢

A quantidade de pares formados fatorando-se a e ¢ ¢ finito. Entdo, podemos listar todos os
possiveis fatores binomiais, isto €, os possiveis fatores formados pela soma de dois mondmios. Para
isso, iniciamos checando cada par encontrado até descobrir um que funcione (se nenhum par funcio-
nar, entdo o trindmio € irredutivel).

Vejamos o Exemplo 8.

EXEMPLO 8 Fatoracao de um trinémio com coeficiente principal igual a 1

Fatore x*> + 5x — 14.

SOLUCAO

O inteiro que representa a nesse trindmio € o 1. Fatorando o 1, o tnico par de fatores que pode
existir € 1 e 1, pois ndo existe nenhum outro par de niimeros cujo produto resulte em 1.

O inteiro que representa ¢ nesse trindmio € o 14. Os tnicos pares de fatores sdo 1 e 14, e também 2
e 7. Entéo, substituindo os nlimeros encontrados, as quatro possiveis fatoragdes do trindmio sdo:

x4 Dx — 14) (x — D(x + 14)
x+2)x — 7) (x—2)x +7)

Ao comparar a soma dos produtos dos termos externos e internos da forma fatorada com o termo
central do trindmio, vemos que o correto ¢€:

X¥+5x—14=x—-2)x+7)

Com a prética, voc€ verd que nao € necessario listar todos os possiveis fatores binomiais para
fatorar um trindmio. Muitas vezes, podemos testar as possibilidades mentalmente.
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EXEMPLO 9 Fatoragdo de um trinémio com coeficiente principal diferente de 1
Fatore 35x> — x — 12.

SOLUCAO

Os pares de fatores do coeficiente principal sdo 1 e 35, e também 5 e 7. Os pares de fatores de 12
sdo 1 e 12,2 e 6, e também 3 e 4. Portanto, as possiveis fatoracdes precisam ser da forma:

(x —*)35x +7) (x +*)(35x — 7)
Gx—*(Ix+7) Gx +*(Tx— 7

onde * e ? sdo um dos pares de fatores de 12. Como os dois fatores binomiais t&ém sinais opostos,

existem seis possibilidades para cada uma das quatro formas, um total de 24 possibilidades. Se
vocé tentar, mental e sistematicamente, devera encontrar:

35x* —x — 12 = (5x — 3)(7Tx + 4).
Outra opg¢ao para fatorar o trindmio € utilizar o seguinte resultado:
ax’ + bx + ¢ = alx — x)(x — x,),

sendo x, e x, solugdes da equagdo ax® + bx + ¢ = 0 (veremos a resolugdo dessa equacio no Capitulo 5).

Podemos estender a técnica dos Exemplos 8 e 9 para trindmios com duas varidveis, como temos
no Exemplo 10.

EXEMPLO 10 Fatoracdo de trindmios em xe y
Fatore 3x* — 7xy + 2y~

SOLUCAO

A Unica maneira de obter —7xy como termo central € com 3x> — 7xy + 2y?> = 3x — ?2y)(x — ?y).
Os sinais nos bindmios precisam ser negativos, porque o coeficiente de y* € positivo e o coefi-

ciente do termo central € negativo. Conferindo as duas possibilidades, (3x — y)(x — 2y) e 3x — 2y)
(x — y), temos que:

3x2 — Txy + 2y = Bx — y)(x — 2y).

Fatoracdo por agrupamento

Note que (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd. Se um polindmio com quatro termos € o pro-

duto de dois bindmios, podemos agrupar os termos para fatorar. Para isso, utilizamos a fatoragao
colocando o termo comum em evidéncia duas vezes.
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EXEMPLO 11 Fatoracdo por agrupamento

(@) 32 + x> —6x — 2
=B +xH)—(6x +2)
=xGx+1)—2Bx+1)
=Gx+ DH(x*—2)

(b) 2ac — 2ad + bc — bd
= (2ac — 2ad) + (bc — bd)
=2a(c — d) + b(c — d)
= (¢ — d)(2a + b)

Abaixo temos algumas orientacdes para fatorar polindmios:

Fatoracao de polinémios

1. Observar os fatores comuns.

2. Observar as formas especiais dos polindmios.

3. Usar pares de fatores.

4. Se existirem quatro termos, tentar agrupa-los.

Algumas féormulas importantes de algebra

Para facilitar o estudo, reunimos a seguir as principais formulas dos contetidos vistos até o

momento.

Poténcias

Se todas as bases sdo diferentes de zero:

u™ _
umhyt = um+n — = ynn

u" 1
=1 ut=—

u
(L{V)m = ymm (um)n =
m

u\  _u”
% v

Radicais e expoentes racionais

Se todas as raizes sdo numeros reais:

V=V ¥y =Y

(Vu)r = u

NN =V

Vi = Sy V= |
u n {mpar
ul/n — \"/; Mm/n — (ulln)m — (\”/;)m

wnin = (ymyUn = XYy

Produtos notaveis e fatoracao de
polinémios
u+vVu—v)=u—H»

(u+ vy =u?>+2uv +V?
(u—v)>=u?>—2uv +V*

(u + vy =u®+ 3u>v + 3u? +?
(u —v)=u’ — 3u’v + 3w?* —H?
(u+v)W? — uv +v) =u? +

u =)W+ u +v) =u’—

29
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ExERcicIos

Nos exercicios de 1 a 4, escreva o polindmio na
forma padrdo e verifique o seu grau.
1. 2x — 1 + 322 2. x> —2x— 2 + 1

3. 1 —X 4, ¥ —x*+x—-3

Nos exercicios de 5 a 8, verifique se a expressdo € um
polindmio.
6. 2x—4
X
8. 1—3x+ux

5. x* —2x* + x'!
7. (> +x+1)7?
Nos exercicios de 9 a 18, simplifique a expressao.
Escreva sua resposta na forma padrio.

9. @ —3x+7)+ (3x*+ 5x—3)

10. (-3x* —5) — (& + 7x + 12)

11, (48° — X2+ 3x) — (& + 12x — 3)

12, —(* +2y — 3) + (5> + 3y + 4)

13. 2x(x* — x + 3) 14. y*(2y* + 3y — 4)

15. —3u(4u — 1) 16. —4v(2 — 3V9)

17. 2 — x — 3x%)(5x) 18. (1 — x* + x)(2x)

Nos exercicios de 19 a 40, calcule o produto. Use
alinhamento vertical nos exercicios 33 e 34.

19. (x — 2)(x + 5) 20. (2x + 3)(4x + 1)
21. (3x — 5)(x + 2) 22, (2x — 3)(2x + 3)
23. (3x — y)Bx + y) 24. (3 — 5x)

25. (3x + 4y) 26. (x — 1)’

27. Qu — vy’ 28. (u + 3v)’

29. (2x* — 3y)(2x* + 3y)  30.
31. (x> — 2x + 3)(x + 4)

32. (* +3x — 2)(x — 3)
3.2+ x =3P+ x+1)
34. 2> —3x+ D —x+2)
35. (x — V2)(x + V2)

36. (7 — Y + 5')

37. Vu + Vv)(Vu = V)
38. (a2 — V3)(x? + V3)

39. (x — 2)(x* + 2x + 4)

40. (x + D> —x+ 1)

(523 = 1y

Nos exercicios de 41 a 44, fatore colocando o fator
comum em evidéncia.

41. 5x — 15
43. yz — 3y + 2yz

42. 5x° — 20x

44, 2x(x + 3) — 5(x + 3)
Nos exercicios de 45 a 48, fatore as diferencas de
dois quadrados.
45. 7 — 49
47. 64 — 25y?

46. 9y* — 16

48. 16 — (x + 2)*

Nos exercicios de 49 a 52, fatore o trindmio quadrado
perfeito.

49. y> + 8y + 16
51. 422 — 4z + 1

50. 36y* + 12y + 1
52. 972 — 24z + 16

Nos exercicios de 53 a 58, fatore a soma ou a diferenca
de dois cubos.

53. * — 8 54. 7 + 64
55. 27y’ — 8 56. 647 + 27
57. 1 — ° 58. 27 — y*

Nos exercicios de 59 a 68, fatore o trindmio.

59. X + 9x + 14 60. y> — 11y + 30
61. 22 — 5z — 24 62. 612+ 5t + 1
63. 14u®> — 33u—5 64. 10v> + 23y + 12
65. 12x*> + 11x — 15 66. 2x> — 3xy + y*

67. 6x> + 1lxy — 10y*  68. 15x* + 29xy — 14y?

Nos exercicios de 69 a 74, fatore por agrupamento.
69. x* — 4x* + 5x — 20

70. 2 —3x2 +2x — 3

71 x5 —3x*+x* -3

72. X+ 2 + 2+ 2

73. 2ac + 6ad — bc — 3bd

74. 3uw + 12uz — 2vw — 8vz

Nos exercicios de 75 a 90, fatore completamente.

75. X* + x 76. 4y3 — 20y* + 25y
77. 18y* + 48y* + 32y  78. 2x* — 16x> + 14x
79. 16y — y* 80. 3x* + 24x

81. 5y + 3y — 2y? 82. 7 — 87*



83.
85.
87.
88.
89.

2(5x + 1> — 18 84. 5(2x — 3)> — 20
12x% + 22x — 20 86. 3x* + 13xy — 10y?
2ac — 2bd + 4ad — bc

6ac — 2bd + 4bc — 3ad

X =3 —4x + 12
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90. x* — 4y’ — x* + 4x

91. Mostre que o agrupamento (2ac + bc) — (2ad +
bd) leva a mesma fatoragdo que no Exemplo
11b. Explique por que a terceira possibilidade,
(2ac — bd) + (-2ad + bc) ndo leva a uma fatoracao.






Capitulo 4

Expressoes fracionarias

Objetivos de aprendizagem

m Dominio de uma expresséao algébrica.
m Simplificacdo de expressoes racionais.
m Operacgdes com expressoes racionais.
[ ]

ExpressoOes racionais compostas.

Dominio de uma expressao algébrica

Expressoes algébricas sdo expressdes matematicas formadas por nimeros e letras, ou somente
letras. Um quociente de duas expressoes algébricas, além de ser outra expressdo algébrica, € uma
expressao fracionaria, ou simplesmente uma fraco. Se o quociente pode ser escrito como a razao
de dois polindmios, entdo a expressdo fraciondria € também chamada expressao racional. Vejamos:

o5+ 2 0 o -4

NS 52 —x—3

Observe que o primeiro exemplo € uma expressao fraciondria, mas nao € uma expressao racio-
nal, pois o denominador ndo € um polindmio. O segundo € tanto uma expressao fraciondria como
uma expressao racional, pois € formado pela razdo de dois polindmios.

Os polindmios s@o definidos para todos os nimeros reais, porém determinadas expressdes al-
gébricas ndo podem ser definidas para alguns valores. Entdo, chamamos dominio da expressao
algébrica os nimeros reais para os quais essa expressao algébrica € definida.

EXEMPLO 1 Verificacdo do dominio de expressées algébricas

(@ 3x®>—x+5 (b) Vx —1 (€) ——
x—2
SOLUCAO
(a) O dominio de 3x* — x + 5, como de qualquer polindmio, € o conjunto de todos os nimeros
reais.

(b) Como a raiz quadrada estd definida para nimeros reais nao negativos, entao essa expressiao
algébrica deve ter x — 1 = 0, isto €, x = 1. Em notacdo de intervalo, o dominio € [1, +oo[.

(c) Como ndo existe divisdo por zero, entdo a expressao racional deve ter x — 2 # 0, isto é, x # 2.
Portanto, o dominio € todo o conjunto dos nimeros reais, com excegdo do 2.
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Simplificacao de expressoes racionais

Para simplificar uma expressao racional (ou nimero racional), eliminamos todos os fatores
comuns do numerador e denominador até que a expressao fique em uma forma mais simples, isto &,
em forma reduzida.

Em algumas expressdes, temos primeiramente que deixar os fatores comuns evidentes, fato-
rando o numerador e o denominador em nimeros primos. Lembre-se de que nimeros primos sao
aqueles que s6 podem ser divididos por 1 ou por eles mesmos. Um produto de nimeros primos €
chamado de fator primo.

EXEMPLO 2 Simplificacdo de expressoes racionais

2

Escreva % na forma reduzida e verifique seu dominio.
2 —
SOLUCAO

x2—3x= xx—S)
2=9  (x+3)x—3)

X

—— x#¥3 ex+ -3
x+3

Pela forma reduzida, vemos que x ndo pode ser —3, mas incluimos a condicdo x # 3 porque 3
nao estd no dominio da expressao racional original. Dessa forma, ndo deve estar também no do-
minio da expressao racional final. Portanto, o dominio dessa expressdo racional € o conjunto dos
ndmeros reais, exceto 3 e —3.

Duas expressdes racionais sdo consideradas equivalentes quando elas tiverem o mesmo domi-
nio e 0s mesmos valores para todos os nimeros no dominio. Isto €, a forma reduzida de uma expres-
sao racional precisa ter o mesmo dominio que a sua expressao original. Essa € a razdo que nos levou
a adicionar a restri¢do x # 3 para a forma reduzida no Exemplo 2.

Operacoes com expressoes racionais

Como mencionamos no inicio deste capitulo, as expressdes racionais sdo fragdes. Portanto, as
operagdes com essas expressdes seguem as mesmas propriedades das operagdes com fragdes.

e .U z
Observe que duas fracdes sdo iguais — = —, se, e somente se, uw = vz.
vVoow
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Operacoes com fracoes

Sejam u, v, w e z nimeros reais, variaveis ou expressoes algébricas. Considerando todos os deno-
minadores diferentes de zero, temos:

Operacao Exemplo
u , w_utw 2 .5 2+5 17
—+—== Z+== =—
! v v v 3 3 3 3
U, w_ uz+oww 2 4 2.5+3.4 22
. —+ — = —_t - = —
2 v oz 14 3 5 3.5 15
g W W _uw 2,4_2-4_8
v oz vz 3 5 3.5 15
g MW _u . uz 2.4_25_10_5
v oz vow 3°5 3 4 12 6
5. Para subtracdo, substitua “+” por “—"em 1 e 2.

Veja alguns exemplos da aplicagao dessas propriedades nas operagdes com expressdes racionais.

EXEMPLO 3 Multiplicacdo e divisdo de expressdes racionais

Q2x%+ 11x — 21) x> -18)
G+ 207+ 4x) (X + 5x — 14)

_Qr- 3+ G D 2T D 2 - 3
T h gDy o«

3+ x*=x+1

(b (xz—x—2)+(x2—4x+4)

(a)

x#2, x#-7, x#0

B G HF DR -4+
P —x =2 —x+ 1D

AN =T — 27
DT ety

=x—-2, x#F —1, x#2

EXEMPLO 4 Soma de expressoes racionais
X T 3 _x(x=5+33x—-2
3x—2 x—5 Bx —2)(x —9)
_ x2—=5x+9x — 6
Bx —2)(x—5)
_ xX2+4x—6
Bx—2)(x—3)
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Se os denominadores das fracdes tém fato-
res comuns, entdo podemos encontrar o minimo
3 2 — A 1. c A . s
Vale notar que a expresséo x*+ 4x — 6 6 um multiplo comum desses polindmios. O minimo
polindmio primo, portanto, nao é possivel S1e ¢
fatora-lo muiltiplo comum € o produto de todos os fatores
) primos encontrados nos denominadores, onde
cada fator estd elevado a sua maior poténcia.

OBSERVE UM EXEMPLO

EXEMPLO 5 Reducédo ao mesmo denominador (minimo multiplo comum)

Escreva a seguinte expressdo como uma fracio na forma reduzida.

2 1 3
x2 = 2x X x> -4
SOLUCAO

Os denominadores fatorados sdo x(x — 2), x e (x — 2)(x + 2), respectivamente. O menor denomi-
nador comum € x(x — 2)(x + 2).

2 1 3
x2—2x+;_x2—4
2 3
xx—2) x (k—-2x+2
2(x +2) x—2)(x+2) 3x

T D0 +2) x> +2) rx—2x+2)

2x +2)+ (x —2)(x +2) — 3x
- x(x —2)(x +2)

2x +4 +x2— 4 —3x
x(x —2)(x +2)

x2—x

x(x —2)(x +2)

x(x —1)
x(x —2)(x +2)

Zm, x#0, x# 2ex#2

Expressoes racionais compostas

Em alguns casos, a expressao algébrica aparece em uma forma tdo complicada que precisa ser
antes transformada para uma forma mais fécil de ser trabalhada. Trata-se da fracao composta, as
vezes chamada fracdo complexa.

Esse tipo de expressao contém fragdes no numerador e no denominador, tal como no exemplo a
seguir. Uma maneira de simplificar uma fracdo composta € escrever o numerador e o denominador como
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fracoes simples e aplicar as propriedades da divisao de fragdes, isto &, inverter e multiplicar. Com a forma
de uma expressao racional, basta escrever essa expressao na forma reduzida ou na forma mais simples.

EXEMPLO 6 Simplificacdo de uma fracdo composta

7 3(x+2)—7
x+2 x+2
x—3 x—3

3x — 1
x+2
x—4
x—3

_ Bx—1)(x—3)

= G+2)x—a)° XxX#F3, x# 2ex+4

Outra forma de simplificar uma fracdo composta € multiplicar o numerador e 0 denominador pelo
minimo multiplo comum de todas as fragdes existentes na expressdo, como ilustrado no Exemplo 7.

EXEMPLO 7 Simplificacdo de outra fracdo composta

Simplifique a fragdo composta utilizando o minimo multiplo comum.

%) -

1
&2

S| =

1
a

SOLUCAO

O menor denominador comum das quatro fragdes no numerador e no denominador € a’h%.

1 1 l_iazbz
Z y \@ P
1 1 1 1

- — = L) 22

a b (a b)ab
b2_a2
~ab? — %

_(b+ab=a
ab(b — a)

:b-i-a atb

ab
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ExERcicIos

Nos exercicios de 1 a 8, reescreva como uma unica

frag@o.

13400 2
3 2.0 s
5. % +% 6.
Lt s 3

17 9

2 3

33 20
257

9 15
7710

1 6 4
6315

Nos exercicios de 9 a 18, indique o dominio da
expressdo algébrica. Os exercicios 15 e 16 contém
uma restriciio da expressdo racional original.

29. Exemplo 4, nenhum.
30. Exemplo 5, x # 0.
31. Exemplo 6, x # 3.
32. Exemplo 7, a # b.

Nos exercicios de 33 a 44, escreva a expressdo na

forma reduzida.

183 75y?
33. 34
15x 9y*
x3 2y2 + 6y
35. xz— 2x 36. 4y + 12
2 -3z x2+6x+9
S 8.5
2 3 2 _
Y —y=30 y Ay 2y
39— 0.5
8z3—1 273 + 672 + 182
R a2. =
43 x3+2x2—-3x—6 y* + 3y

x3 4+ 2x2

y3+3y2—5y—15

9.5x2—-3x—7 10. 2x — 5
2
11. Vx — 4 12, —
Vx+3
2x + 1 x2=2
13. x4+ 3x 14. x2—4
15, —— x#2 16. =1 (40
x—1 x—2
17.x2 + x| 18. x(x + 1)72

Nos exercicios de 19 a 26, encontre o numerador ou
o denominador que estd faltando, de modo que as
duas expressdes racionais sejam equivalentes.

19.3%= 12?x3 20. zs—y=%y
21.x;4:x2—?4x 22'x-)06-2:x2{i4
23'it§:x2+zx—8

— 2 _ gy —
e

2 —
25.~ ?3x:x)26+:23x

2 —

26'x2?—9:x:—x36

Nos exercicios de 27 a 32, considere a fra¢do original
e sua forma reduzida do exemplo especificado.
Explique por que a restricio dada € necessdria na
forma reduzida.

27. Exemplo 3a, x # 2, x # —7.

28. Exemplo 3b, x # —1,x # 2.

Nos exercicios de 45 a 62, simplifique.

3 x2—1 x+3 14
45, . 46. .
5)c—l 9 6 7 2x + 6
x+3 1 —x 18x2 — 3x  12y?
47. — o« ——— 48. ——— . ——
x—1 x*-9 8 3xy 6x — 1
x3—1 4x
49. 2 2+ ax+1
y3+2y2+4y y2—4
50. 3 T3
yo 2y y -8
22+ _ _
51. y . 9y 5. y2 5
ys—25 2y=—y
52 y2+ 8y + 16 3y?+2y
T3y —y—2 y+4
1 1 4x . 8y
S— = — 4, — - —
53 2x 4 ° y X
2 - -7 14x — 14
g5 L . 20 gq XMy M Id
14y 3y? 4y 3y
2x2y x2—y?
Ty — ?)2
57, (X3 5. 2%
8xy y2 —x?
x—=3 4x2y
2x + 1 3 3 x+ 1
59'x+5 x+5 60'x—2 x—2
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61> — L 0O 1 1 x+h x
" x2 2 _ (v + 12 2 -
x+53x X ); 9 ) 67.(x+h;l X 68. x+h+i x+2
. - +
62 P+x—6 x—2 x*—-4 b a 11
—_—— — — J’_ —
: e a b a b
Nos exercicios de 63 a 70, simplifique a fragio  69. T 1 70. b a
composta. 77 7D
x )y 1.1
63. yoox? 6a. Y Nos exercicios de 71 a 74, escreva com expoentes
1 _ 1 1 1 positivos e simplifique.
V22 X2 2 ( .
1,1 +y)~
13x - 3 13 71. (— + —)(x +yl T2
AT 275 xoy (x =)
65. —— 3 66.——3— 73.x7 +y7! 74.(x '+ y 7!
2x + 2 +
x—4 x—3






Equacoes

Capitulo

Objetivos de aprendizagem

Esses topicos suprem alguns fundamentos das técnicas de algebra, e também mostram a uti-

Definicao e propriedades.

Resolucao de equagoes.

Equacgoes lineares com uma variavel.
Solucgao de equagdes por meio de graficos.

Solugao de equagdes quadraticas.

Resolugdes aproximadas das equagdes por meio de grafico.

lidade das representagoes graficas para resolver equagoes.

Definicao e propriedades

Uma equacao € uma sentenga matematica expressa por uma igualdade entre duas expressoes
algébricas. Para resolver essas equacdes, utilizamos algumas propriedades da igualdade. Vejamos as
principais propriedades no quadro a seguir.

Propriedades

Sendo u, v, w e z nimeros reais, varidveis ou expressoes algébricas, temos:

1.

Resolucao de equacoes

Resolver uma equacio em x significa encontrar todos os valores de x para os quais a equacao

ol B 0 N

Reflexiva
Simétrica
Transitiva
Adicao
Multiplicacao

u=u
Seu=v,entdiov = u
Seu=vev=w,entiou = w

Seu=vew=zentiou +w=v + z

Seu=vew=zentdouw =vez

€ verdadeira, isto €, encontrar todas as solugdes da equacio.

EXEMPLO 1 Verificacdo de uma solucgdo

Prove que x = —2 é uma solug¢do da equacdo x* —x + 6 = 0.

S

OLUCAO

(=2 = (-2)+6 =0
—8+2+6=0

0=0
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Equacoes lineares com uma variavel

A equacdo mais bdsica na dlgebra € a equacdo linear.

DEFINICAO Equacio linear em x

Uma equacao linear em x € aquela que pode ser escrita na forma:

ax+ b =0,

onde a e b sdo nameros reais com a # 0.

A letra x ndo € a tinica que pode ser incégnita de uma equagdo. Podemos usar qualquer letra do
alfabeto como varidvel. Por exemplo, a equacdo 2z — 4 = 0 € linear na varidvel z.

Outra caracteristica da equacio linear € que ela tem apenas uma solucéo. A equacédo 3u> — 12 = 0
ndo € linear na varidvel u, pois tem mais de uma solucao.

Para resolver uma equacao linear, nés a transformamos em uma equagdo equivalente cuja solu-
¢do € 6bvia. Duas ou mais equagdes sdo equivalentes se elas t&€m as mesmas solucdes. Por exemplo,
as equagdes 2z — 4 = 0, 2z = 4 e z = 2 s@o todas equivalentes. Vejamos algumas operacdes que
transformam as equacgdes em equivalentes:

Operacoes para equacoes equivalentes

Uma equac@o equivalente € obtida se uma ou mais das seguintes operagoes sao aplicadas.

Operacéao Equacao Equacao
dada equivalente
. 3 1
1. Combinar termos semelhantes, e A = 6 3x = g

simplificar fracdes e remover
simbolos por meio de agrupamento.

2. Aplicar a mesma opera¢ao em ambos os lados.
(a) Adicionar (—3). x+3=7 x=4
(b) Subtrair (2x). S5x=2x+ 4 3x=4

(c) Multiplicar por uma constante
diferente de zero (1/3). 3x =12 x=4

(d) Dividir por uma constante
diferente de zero (3). 3x =12 x=4
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EXEMPLO 2 Resolucdo de uma equacéo linear
Resolva2(2x —3) +3(x + 1) = 5x + 2.
SOLUCAO

22x —=3)+3(x+1)=5x+2
4x—6+3x+3=5x+2

Tx —3=5x+2

2x =15

x=25

Para conferir a solucdo apresentada, substitua x por 2,5 na equacdo original, utilizando uma cal-
culadora. Dessa forma, € possivel concluir que os dois lados da equagao sao iguais.

Se uma equacdo envolve fragdes, encontramos o minimo multiplo comum dos denominadores
das fragdes e multiplicamos ambos os lados pelo valor encontrado. O Exemplo 3 ilustra isso.

EXEMPLO 3 Resolvendo uma equacéo linear que envolve fracées

Resolva M =2+ Y

8 4°
SOLUCAO

Os denominadores sao 8, 1 e 4. O minimo multiplo comum € 8.

S5y =2 y
P — + =
8 2 4
S5y =2 y
=7 " | = + =
8( : ) 242
S5y —2 y
« —F———— — . —+ « —
8 g 8.2+8 .
S5y —2=16+2y
S5y =18 + 2y
3y =18
y=6

Agora vocé pode conferir o resultado usando lapis e papel ou uma calculadora.

Solucao de equacoes por meio de graficos

Outro meio de resolver uma equagio € esbocando um gréfico. As solucdes de uma equacio de

duas incégnitas sdo pares ordenados representados graficamente por pontos no sistema cartesiano de
coordenadas.
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Vejamos o grafico da equagiio y = 2x — 5, que pode ser usado para resolver a equagdo 2x — 5 =0
5
(em x), onde y € igual a 0. Podemos mostrar que x = 5 ¢ a solucdo de 2x — 5 = 0. Portanto, o par
ordenado (E’ 0) é asolugdodey = 2x — 5.

A Figura 5.1 confirma isso, pois indica que o ponto por onde a reta intercepta o eixo x € o par

N

5
ordenado ( E 0).

X=2,5 LY=0

[—4,7; 4,7] por [—10, 5]

Figura 5.1 Graficodey = 2x — 5.

Para resolver uma equag@o graficamente, € preciso encontrar os valores de x por onde a reta
intercepta o eixo horizontal x. Esses valores, que sdo as solugdes das equacdes, sdo chamados de
raizes. Existem muitas técnicas grificas que podem ser usadas para encontrar esses valores.

EXEMPLO 4 Resolucdo grafica e algébrica
Resolva a equacd@o 2x*> — 3x — 2 = 0 algébrica e graficamente.
SOLUCAO

Solucéo algébrica Neste caso, podemos fatorar para encontrar os valores exatos.
23 —3x—2=0
2x+Dx—2)=0

Podemos concluir que:

2x+1=0o0ux—2=0

ou seja,

1
x=—50ux=2

. 1 . - ~ ..
Assim, x = — Fex= 2 sdo as solugdes exatas da equagao original.

Solucédo grafica Encontrar os valores por onde o grafico de y = 2x*> — 3x — 2 intercepta o eixo x
(Figura 5.2). Usamos o grafico para ver que (—0,5; 0) e (2, 0) s@o pontos do grafico que estdo no
eixo x. Assim, as solucdes desta equacdo sao x = —0,5e x = 2.
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X=-0,5 [Y=0

[—4.,7;4,7] por [-5, 5]

Figura 5.2 Graficode y = 2x> — 3x — 2.

O procedimento usado na resolucdo algébrica do Exemplo 4 € um caso especial da seguinte
propriedade:

Propriedade do fator zero

Sejam a e b nimeros reais.

Seab = 0,entdoa = Qou b = 0.

Solucao de equacoes quadraticas

Além das equagdes lineares (ax + b = 0), existem outros tipos de equacdes polinomiais. Um
item desses tipos de equagdo sdo as equagoes quadrdticas.

DEFINICAO Equacédo quadratica em x

Uma equacao quadratica em x ¢ aquela que pode ser escrita na forma:

ax*+bx+c=0

onde a, b e ¢ sdo numeros reais, com a # 0.

Uma das técnicas algébricas bdsicas para resolver equagdes quadraticas € a fatoragdo, usa-
da no Exemplo 1. Ilustraremos, no Exemplo 5, a resolucdo de equagdes quadraticas da forma
(ax + b)* = c.

EXEMPLO 5 Solucido por meio de raizes quadradas

Resolva (2x — 1)*> = 9 algebricamente.
SOLUCAO

2x—1?%=09
2x—1==3
2x=4ou2x=—2
x=2oux=—1
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A técnica do Exemplo 5 € mais geral do
que pensamos, pois toda equagdo quadrdtica = UTILIZAMOS O SEGUINTE RESULTADO
pode ser escrita na forma (x + b)* = c. Porém, g 2= >0, entdor = Vk our = — Vk.
existem equagdes que ndo deixam essa forma tao
evidente. Nesses casos, o procedimento que pre-
cisamos executar € o de completar o quadrado.

Completando o quadrado

Para resolver x> + bx = ¢ por meio do procedimento de completar o quadrado, adicionamos
2
(%) a ambos os lados da equagdo e fatoramos o lado esquerdo da nova equacgio.

b\? b\?
2 L 4
x+bx+(2) c+<2>

b\? b?
(x-i‘z) —C+T

Percebemos também que, para resolver a equacdo quadratica completando o quadrado, pri-
meiramente temos que deixar o coeficiente do x? igual a 1. Portanto, dividimos ambos os lados pelo
coeficiente de x? e completamos o quadrado, como ilustrado no Exemplo 6.

EXEMPLO 6 Resolucéo pelo procedimento de completar o quadrado

Resolva 4x? — 20x + 17 = 0 pelo procedimento de completar o quadrado.

SOLUCAO

4x2 —-20x+17=0

RS YA
4
x2—5x=—£
4

Completando o quadrado na equacdo:

x=%+\/§E3,9louxE%—\/§EI,09
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O método utilizado no Exemplo 6 pode ser aplicado para a equacdo quadratica geral ax* +
bx + ¢ = 0 a fim de construir a férmula quadratica ou férmula de Bhaskara, que ¢ o método mais
conhecido de resolucdo de equagdes quadraticas. Vejamos:

Formula quadratica (também conhecida como féormula de Bhaskara)

As solucoes da equacdo quadratica ax® + bx + ¢ = 0, onde a # 0, sdo dadas pela formula:

—b = Vb2 — 4ac
2a

e

EXEMPLO 7 Resolucdo usando a formula quadratica (de Bhaskara)

Resolva a equagéio 3x* — 6x = 5.

SOLUCAO
Em primeiro lugar, subtraimos 5 de ambos os lados da equagdo para colocad-la na forma
ax*+ bx + ¢ = 0 e obtemos: 3x*> — 6x — 5 = 0. Podemos observarquea = 3,b = —6ec= — 5.
Lo b= Vb? — 4ac
2a
_ —(=6) = V(=62 — 4(3)(=5)
) 203)

L _ 6V

[—5, 5] por [—10, 10]

Figura 5.3 Grafico de y = 3x> — 6x — 5.

O gréfico de y = 3x* — 6x — 5, na Figura 5.3, mostra que os valores por onde a pardbola passa no
eixo x sdo aproximadamente —0,63 e 2,63.
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Resolucao algébrica de equacoes quadraticas
Existem quatro caminhos bdsicos para resolver equacdes quadraticas algebricamente.
1. Fatoracao (veja o Exemplo 4)
2. Extracdo de raizes quadradas (veja o Exemplo 5)
3. Procedimento de completar o quadrado (veja o Exemplo 6)
4. Uso da féormula quadratica, conhecida como férmula de Bhaskara (veja o Exemplo 7)

Solucoes aproximadas das equacoes por meio de grafico

Como mencionamos anteriormente, os graficos também nos fornecem solugdes para as equa-
¢des, porém em alguns casos esses valores sdo aproximados.

O Exemplo 8 ilustra a constru¢do de um grafico com a ajuda de uma calculadora adequada,
onde poderemos encontrar o valor de x, que € a solucio de uma equagao. Lembre-se de que a solugdo
da equagdo x> — x — 1 = 0 € o valor de x que torna o valor de y igual a zero.

EXEMPLO 8 Resolucéo grafica
Resolva a equagéo x> — x — 1 = 0 graficamente.

SOLUCAO

A Figura 5.4 sugere que x = 1,324718 € a solucdo que procuramos.

Zero L
X=1,324718 |Y=0

[—4,7,4,7] por [—3,1; 3,1]

Figura 5.4 Graficodey = x> — x — 1.

Quando resolvemos equacdes graficamente, usamos solugdes aproximadas, e ndo solucdes exa-
tas. Portanto, empregaremos o seguinte critério sobre aproximagao:

Critério sobre solucoes aproximadas

Devemos fazer a aproximag@o para um valor que seja razoavel ao contexto do problema. Em
todas as outras situagoes, devemos aproximar a varidavel com pelo menos duas casas decimais
apos a virgula.
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Utilizando esse critério, poderiamos entio concluir que a solu¢do encontrada no Exemplo 8 é
aproximadamente 1,32.

Outro método para resolver uma equacio graficamente € a identificacdo dos pontos de inter-
secgdo de dois graficos. Um ponto (a, b) € um ponto da interseccio se ele pertence, por exemplo,
aos dois gréficos envolvidos. Ilustraremos esse procedimento com a equacao do valor absoluto
(também conhecida como equag¢ao modular) no Exemplo 9.

EXEMPLO 9 Resolucido pelo encontro das interseccoes (em graficos)

Resolva a equagdo [2x — 1| = 6.

SOLUCAO

Por esse método, consideramos duas equacdes: y = [2x — 1| e y = 6. As duas barras paralelas
representam o médulo ou valor absoluto. E importante ter em mente que o médulo de um
nimero real é sempre positivo ou nulo, pois ele representa a distancia desse nimero até a
origem O.

A Figura 5.5 sugere que o grafico de y = |2x — 1| em forma de “V” intersecciona duas vezes o
grafico da linha horizontal y = 6. Os dois pontos da intersec¢do t€ém as coordenadas (-2,5; 6) e
(3,5; 6). Isso significa que a equagdo original tem duas solugdes: —2,5 e 3,5. Podemos usar a
algebra para encontrar as solugdes exatas. Os nimeros reais que t€ém valor absoluto igual a 6 sdo
—6 ¢ 6. Assim, se [2x — 1| = 6, entdo:

2x—1=6o0u2x—1= -6

/
\

Intersecgao
X=—2,5 - Y=6

[—4.7:4,7] por [5, 10]

Figura 5.5 Graficos de y = \ 2x—1|ey=6.
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REevisio RArIDA

Nos exercicios 1 e 2, simplifique a expressdo combinando termos equivalentes.
1. 2x+5x+7+y—3x+4y +2
2. 4+2x—3z+5y—x+2y—z—2

Nos exercicios 3 e 4, use a propriedade distributiva para expandir os produtos. Simplifique a expressdo resul-
tante combinando termos semelhantes.

3. 32x—y) +4y —x) Fx+y 4.52x+y— 1)+ 4y —3x+2) + 1

Nos exercicios de 5 a 10, reduza as fragdes ao mesmo denominador para opera-las. Simplifique a fracdo resul-
tante.

523 S e L B
y oy y—1 y=2 x x oy
x+4 3x — 1 X X

. + oS+ =

9 2 5 103 4

Nos exercicios de 11 a 14, faca a expansdo do produto.

11. (3x — 4)? 12. (2x + 3)?

13. 2x + DHBx — 5) 14. 3y — 1)(5y + 4)
Nos exercicios de 15 a 18, fatore completamente.

15. 25x* — 20x + 4 16. 15x° — 22x> + 8x
17. 3%+ X2 — 15x — 5 18. y* — 13y + 36

Nos exercicios 19 e 20, opere com as fracdes e reduza a fragdo resultante para termos de expoentes mais baixos.
x 2 20 x+1 _ 3x+ 11
2x+1  x+3 "x2-5x+6 x*—x—6

19.

ExERcicIOs

Nos exercicios de 1 a 4, encontre quais valores de x  Nos exercicios de 5 a 10, determine se a equagdo ¢

sdo solugdes da equagdo. linear em x.
2 = 1
1.2 Sx=3 5. 5—3x=0 6.5=50
1 1
@ax=-3 (b)xzfz (c)x=§ 7.x+3=x-75 8. x—3=1x
x 1 x 1
2. 5+¢=3 9.2Vx +5=10 10. v+ =1
(@)x = -1 (b)x =0 (€)x=1 Nos exercicios de 11 a 24, resolva a equacdo.
3. Vi-x*+2= 11. 3x =24 12. 4x = —16
@x= -2 (b)x=0 ©)x=2 13. 3r—4=38 14. 2t —9=3
15. 2x =3 =4x—5 16. 4 —2x=3x—6
4 (x—2B=2
17. 4 — 3y =2(y + 4) 18. 4(y — 2) = 5y
@x=-6 (b)x=28 (©)x=10 19 L. -7 20. 2, =24

2 8 3 5



1 1 1 1
21.§x+§—1 22.§x+z—1
23. 23 —47) =52z +3)=z—17

24. 35z —3) —4Q2z+ 1)=5z—-2
Nos exercicios de 25 a 28, resolva a equacdo. Vocé

pode conferir a resposta com uma calculadora que
tenha recurso grafico.

25. 2573 153, 2. 0r—4=H"3
1 3
45 -2 1 =1 t+5 1
27. o=y B =

Nos exercicios 29 e 30, explique como a segunda
equacao foi obtida da primeira.

29. x —3=2x+3, 2x—6=4x+6

x - % =x—2

Nos exercicios 31 e 32, determine se as duas equa-
cdes sao equivalentes.

31. (@) 3x=6x+9, x=2x+9
(b) 6x+2=4x+10, 3x+1=2x+5

30. 2x — 1 =2x — 4,

32. (@) 3x+2=5x—-7, —2x+2=-17
b) 2x+5=x—7, 2x=x—-7

33. Multipla escolha Qual das seguintes equa-
¢oes € equivalente a 3x + 5 = 2x + 1?

(a) 3x = 2x (b) 3x=2x+ 4
(c) %x+%=x+l (d) 3x + 6 =2x

(e) 3x=2x—4
34. Multipla escolha Em qual das seguintes alter-
nativas temos a soluco da equagdo x(x + 1) = 0?
(b) x=0oux=1

(d) somente x = 0

(@) x=0o0ux=—1
(c) somente x = —1

(e) somente x = 1

35. Multipla escolha Em qual das seguintes alter-
nativas temos uma equagdo equivalente a:

2x

=t
3

1_x_1y
2 4 3
@ 2x+1=x—-1 (b) 8&x+6=3x—4
(c) 4x+3=%x—2 (d) dx+3=3x—4

(e) x+6=3x—4
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36. Perimetro de um retangulo A férmula para
o perimetro P de um retangulo é

P=20b+h)

onde b € a medida da base, e &, a medida da
altura. Resolva essa equag¢do isolando A.

37. Area de um trapézio A férmula para a 4rea
A de um trapézio é:

1
A = Eh(bl + by),

onde b, e b, sdo medidas das bases, e i € a medi-
da da altura. Resolva essa equagdo isolando b,.

38. Volume de uma esfera A férmula para o
volume V de uma esfera é:

4 3
V =—ar
3 9
onde r € o raio. Resolva essa equacdo isolando r.

39. Celsius e Fahrenheit A férmula para tempe-
ratura Celsius (°C), em termos de temperatura
Fahrenheit (°F), é:

C = > (F —32)
9 .
Resolva essa equagdo isolando F.

Nos exercicios de 40 a 45, resolva a equagdo grafica-
mente encontrando os valores que interceptam o eixo
horizontal x.

40. > —x—20=0
42. 4x> = 8x +3 =0

41. 2x> +5x—3=0
43. x> — 8x = —15

44. x3x—7) =6 45. x(3x + 11) = 20

Nos exercicios de 46 a 51, resolva a equacio extrain-
do as raizes quadradas.

46. 43> = 25
48. 3(x + 42 =38

47. 2(x — 5> =17
49. 4(u + 1> =18

50. 2)2 — 8 = 6 — 2)? 51. (2x + 3)2 = 169

Nos exercicios de 52 a 57, resolva a equag@o comple-
tando o quadrado.

52. >+ 6x=17 3. ¥ +5x—9=0

5
54.x2—7x+z=0 55. 4 — 6x = x?
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56. 2x> = Tx +9=(x—3)(x + 1) + 3x
57.3x> —6x—7=x+3x—x(x+1)+3

Nos exercicios de 58 a 63, resolva a equacdo usando
a férmula de Bhaskara.

8. ¥+ 8x —2=0 59. 2x* —3x+1=0

60. 3x + 4= 61. x2—5="\3x
62. x(x +5) = 12

63. > —2x+ 6 =2x>— 6x — 26

Nos exercicios de 64 a 67, estime os valores por onde
os graficos interceptam os eixos x e y:

64. [
L :/./
[—5, 5] por [—5, 5]
65.

A

[—3, 6] por [—3, 8]

"

[—3, 3] por [3, 3]

Nos exercicios de 68 a 73, resolva a equagdo grafica-
mente encontrando intersec¢des. Confirme sua res-
posta algebricamente.

68. |t — 8 =2
70. [2x + 5| =7
72. |2x — 3| = ¥

69. x +1|=4
71. 3 —5x =4
73. x+1]=2x—3

74. Interpretando graficos Os gréficos a seguir
podem ser usados para resolver graficamente a

equacio 3Vx + 4 =x2 — 1.

A

~

[—5, 5] por [— 10, 10]
(a)

WA
/

[—5, 5] por [—10, 10]
(b)

7

(a) O grifico em (a) ilustra 0 método da inter-
sec¢do. Identifique as duas equagdes que
estao representadas.

(b) O grifico em (b) ilustra 0 método de analisar
onde o gréfico intercepta o eixo horizontal x.

(c) Como estdo os pontos de intersecgdo em (a)
relacionados com os valores por onde o gra-
fico intercepta o eixo horizontal x em (b)?

Nos exercicios de 75 a 84, utilize o método da sua
preferéncia para resolver a equagdo.

75. ¥ +x—-2=0

76. x> —3x =12 — 3(x — 2)
77. 2x — 1| =5

78. x+2-2Vx+3=0
79. ¥ +4x* —3x—2=0
80. ¥ —4x+2=0

8l. P +4x—1|=7

82. [x + 5| =|x— 3

83. |05x + 3| =2 — 4

84. Vx+7=—-x2+5

85. Discriminante de uma expressao quadra-
tica O radicando b* — 4ac na férmula quadrdtica
¢ chamado de discriminante do polindmio



86.

87.

88.

quadrético ax*> + bx + ¢, porque ele pode ser utili-
zado para descrever a origem dos zeros (ou raizes).

(a) Se b* — 4dac > 0, o que vocé pode dizer
sobre os zeros (raizes) do polindmio quadra-
tico ax? + bx + ¢? Explique sua resposta.

(b) Se »*» — 4ac = 0, o que vocé pode dizer
sobre os zeros (raizes) do polindmio quadra-

tico ax®> + bx + ¢? Explique sua resposta.

(¢) Se b — dac < 0, o que vocé pode dizer
sobre os zeros (raizes) do polindmio quadra-
tico ax* + bx + ¢? Explique sua resposta.

Discriminante de uma expressao qua-
dratica Use o que vocé aprendeu no exercicio
anterior para criar um polindmio quadratico com
os seguintes numeros de zeros (ou raizes).
Justifique sua resposta graficamente.

(a) Dois zeros (ou duas raizes) reais.
(b) Exatamente um zero (ou uma raiz) real.
(c) Nenhum zero (ou raiz) real.

Tamanho de um campo de futebol (as
medidas estdo em jardas [yd], e 1 m equivale a
1,0936 yd) Viarios jogos da Copa do Mundo de
1994 ocorreram no estddio da Universidade de
Stanford, na Califérnia. O campo tem 30 yd a
mais de comprimento em relacdo a sua largura,
e a drea do campo € de 8.800 yd> Quais sdo as
dimensdes desse campo de futebol?

Comprimento de uma escada (a medida
estd em pés [ft], e 1 m equivale a 3,2808 ft) Joao
sabe que sua escada de 18 ft fica estdvel quando a
distancia do chao até o topo dela € de 5 ft a mais
do que a distancia da construgdo até a base da
escada (como vemos na figura). Nessa posi¢ao,
qual a altura que a escada alcanga na construg¢ao?

18 ft

——x —|

89.

90.

91.

92.

93.

94.
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Dimensoes de uma janela (a medida estd
em pés [ft], e 1 m equivale a 3,2808 ft) Essa
janela tem a forma de um quadrado com um
semicirculo sobre ele. Encontre as dimensdes da
janela se a drea total do quadrado e do semicir-
culo é dada por 200 ft*.

A

——— o ———1

—x——

Verdadeiro ou falso? Se o gréfico de y = ax’
+ bx + c intercepta o eixo horizontal x em 2,
entdo 2 € a solugdo da equagdo ax’> + bx + ¢ = 0.
Justifique a sua resposta.

Verdadeiro ou falso? Se 2x*> = 18, entdo x
precisa ser igual a 3. Justifique a sua resposta.
Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solugdo da equagdo x(x — 3) = 0?

(a)

Somente x = 3.

(b) Somente x = —3.

() x=0ex= —3.

(d) x=0ex = 3.

(e) Nao existem solugdes.

Multipla escolha Qual dos seguintes substitu-
tos para ? faz x> — 5x + ? ser um quadrado

perfeito?
5 5\?
(a) ) (b) (‘3)
2
(c) (—5)2 (d) (—%)
(e) —6

Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solugdo da equagdo 2x*> — 3x — 1 = 0?

3+
(a)z_\/ﬁ (b) =
(©) 3i2V17 (@) -3 i4\/17
(e) 3*x1

4
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95.

96.
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Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solugdo da equacdo |x — 1| = —3?

(b) Somente x = —2
d) x=4ex= -2

(a) Somente x = 4
(c) Somente x = 2

(e) Naio existem solugoes.

Deducdo da férmula quadratica ou de
Bhaskara Siga estes passos de completar o qua-
drado para resolver ax’> + bx + ¢ = 0,a # 0.

(a) Subtraia ¢ de ambos os lados da equacdo
original e divida ambos os lados da equagdo
resultante por a para obter

b c
X2+ —x=—
a a

(b)

Adicione o quadrado da metade do coefi-
ciente de x em (a) em ambos os lados e
simplifique para obter

I
2a 442

(c) Extraia raizes quadradas em (b) e isole x
para obter a férmula

—b+ Vb2 —dac

2a

X =

97.

98.

99.

Considere a equagdo |x* — 4| = c.
(a) Encontre o valor de ¢ para o qual essa equa-
¢do tenha quatro solugdes. (Existem varios

valores com essas condicdes.)

(b) Encontre o valor de ¢ para o qual essa equa-
¢do tenha trés solucdes. (Existe somente um

valor com essas condicdes.)

(c) Encontre o valor de ¢ para o qual essa equa-
¢do tenha duas solugdes. (Existem varios
valores com essas condicdes.)

(d) Encontre o valor de ¢ para o qual essa equa-
¢do nado tenha solugdes. (Existem vdrios

valores com essas condicdes.)

(e) Existem outros possiveis nimeros de solu-
¢oes dessa equagdo? Explique.

Somas e produtos das solucées de ax® + bx
+ ¢ =0, a # 0 Suponha que temos »* — 4ac > 0.

(a) Mostre que a soma das duas soluc¢des dessa
iy (b)
equacdo é —|=|.
a
(b) Mostre que o produto das duas solugdes
dessa equacdo é <.
a
Continuacdo do exercicio anterior A
equagdo 2x* + bx + ¢ = 0 tem duas solugdes, x,

ex, Sex +x,=35ex «-x,= 3, encontre as duas
solugdes.
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Inequacoes

Objetivos de aprendizagem

m Inequacdes lineares com uma variavel.

m Solugao de inequagdes com valor absoluto.
m Solucgao de inequagdes quadraticas.

m Aproximacédo de solugdes para inequagoes.

Esses tépicos suprem alguns fundamentos das técnicas de algebra e mostram a utilidade das
representacoes graficas para resolver inequacoes.

Inequacoes lineares com uma variavel

Inequacoes sao todas as sentengas matemadticas expressas por uma desigualdade. As inequa-
¢des, assim como as equacdes, podem ter uma ou mais incognitas.

Os sinais que representam uma desigualdade sdo: > (maior), < (menor), = (maior ou igual),
= (menor ou igual) e # (diferente).

Usamos essas desigualdades para descrever, por exemplo, a ordem dos niimeros sobre a reta
dos niimeros reais.

DEFINICAO Inequacdo linear em x

Uma inequacio linear em x pode ser escrita nas seguintes formas:

ax+b<0,ax +b=0,ax +b>0ouax + b =0,

onde a e b sdo nameros reais com a # 0.

Achar as solucdes de uma inequacdo em x significa encontrar todos os valores de x para os
quais a inequacao € verdadeira. O conjunto de todas as solu¢des de uma inequacdo € o que chamamos
de conjunto solucao. Observe a seguir a lista de propriedades que usamos para resolver inequacoes.

Propriedades das inequacoes
Sejam u, v, w e z nimeros reais, varidveis ou expressoes algébricas, e ¢ um nimero real.

1. Transitiva Seu<vev<w,entdou<w.

2. Adicao Seu<v,entiou + w<v + w.
Seu<vew<z,entiou + w<v + z.

3. Multiplicacao Seu<vec>0,entdo uc < ve.

Seu<vec<0,entdo uc > ve.
Isso quer dizer que a multiplicag@o (ou divisdo) de uma inequag¢do por um nimero positivo pre-
serva a desigualdade. Ja a multiplicagdo (ou divisdo) de uma inequagdo por um nimero negativo
inverte a desigualdade.
As propriedades acima também sdo verdadeiras se o simbolo < € substituido por =. Existem
propriedades similares para > e =.
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O conjunto das solugdes de uma inequagao linear com uma varidvel forma um intervalo de nu-
meros reais. Da mesma forma que resolvemos as equagdes lineares, podemos resolver uma inequa-
¢do; basta transforma-la em uma inequacgdo equivalente. Duas ou mais inequacdes sdo equivalentes
quando elas tém o mesmo conjunto solucdo.

As propriedades das inequagdes citadas no quadro descrevem operagdes que transformam uma
inequacgdo em outra equivalente.

EXEMPLO 1 Resolugdo de uma inequacio linear
Resolva3(x — 1) + 2 = 5x + 6.

SOLUCAO

3x—1)+2=5x+6

3x—3+2=5x+6 Propriedade distributiva
3x—1=5x+6 Simplificagdo
3x=5x+7 Adicio de 1
—2x=17 Subtragdo de 5x
1 1 . Lo :
(—5) . (—2)6) = (—5) <7 Multiplicagdo por ey (desigualdade inverte)
x= —35

Nesse caso, o conjunto solugdo da desigualdade € o conjunto de todos os nimeros reais maiores
ou iguais a —3,5. Em notacdo de intervalo, o conjunto solugdo € [—3,5, +oof.

Podemos apresentar o conjunto solug@o por meio da representacao grafica da reta real, pelo fato
de ele ser um intervalo de nimeros reais, como mostrado no Exemplo 2.

EXEMPLO 2 Resolucdo de uma inequacéo linear e representacao grafica do
conjunto solucéao

Resolva a inequacdo e represente graficamente seu conjunto solugao.

x,1ox 1
3 2 4 3

SOLUCAO
O minimo multiplo comum dos denominadores das fragdes € 12.
x 1 _x 1
S>>+
32 4 3
x 1 x 1 o ) )
12|+ |>12|—+— Multiplicando pelo minimo multiplo comum 12
3 2 4 3
dx+6>3x+4 Simplificando
x+6>4 Subtraindo por 3x

x> =2 Subtraindo por 6
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O conjunto solucdo € o intervalo ] —2, +oo[. Sua representacio gréfica €&:

s o S e B L B

-5 -4 -3-2-1 0 1 2 3 4 5

Figura 6.1 Grafico do conjunto solugéo da inequacdo do Exemplo 2.

As vezes, duas inequagdes sdo combinadas em uma inequacio dupla, que sio inequagdes com
duas desigualdades simultaneas. Para resolver esse tipo de inequacdo, basta isolar x como termo
central. O conjunto solu¢do € a desigualdade dupla que obtemos. O Exemplo 3 ilustra isso.

EXEMPLO 3 Resolucdo de uma inequacéao dupla

Resolva a inequagdo e represente graficamente seu conjunto solugao.

3 2x +5 =5
3
SOLUCAO
3
—9<2x+5=15 Multiplicagdo por 3
—14<2x=10 Subtrac@o por 5
—7T<x=5 Divisdo por 2

O conjunto solug@o € o conjunto de todos os nimeros reais maiores do que —7 e menores ou
iguais a 5. Em notacdo de intervalo, a solu¢do € o conjunto |—7, 5]. Sua representacdo grafica é
mostrada a seguir.

—10 -8 —6

e

-4 -2 0 2 4 6 8

Figura 6.2 Grafico do conjunto solugcao da inequacédo dupla do Exemplo 3.

Solucao de inequacoes com valor absoluto

O valor absoluto de um nimero indica a distdncia desse nimero a origem da reta real.
Uma inequagdo que contém o valor absoluto de uma varidvel € chamada inequacao com valor
absoluto. Observem duas regras bdsicas que aplicamos para resolver inequagdes com valor
absoluto.
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Solucéo de inequacées com valor absoluto

Seja u uma expressdo algébrica em x e @ um nimero real com a = 0.

1. Se |u| < a, entdo u estd no intervalo |—a, al, isto &,
|u| < a se, e somente se, —a < u < a.
2. Se |u| > a, entdo u estd no intervalo | —o, —a[ ou |a, +o[, isto &,
|u| > a se, e somente se, u < —aouu > a.

As desigualdades < e > podem ser substituidas por = e =, respectivamente. Veja a Figura 6.3.

v =lul
a y=a

(-a, a), 1(a, a)
I I

|
|
—a a

lul>a lul<a lul>a

Figura 6.3 Graficosdey=aey = |u|

A solugdo de |u| < a estd representada pela parte do eixo horizontal correspondente a regido
onde os valores de x do grafico de y = |u| estdo abaixo do grifico de y = a. Na Figura 6.3, essa so-
lucdo estd no intervalo ] —a, af.

A solugdo de |u| > a estd representada pela parte do eixo horizontal correspondente a regido
onde os valores de x dos pontos do grafico de y = |u| estdo acima do grafico de y = a. Na mesma
figura, essa solucdo estd no intervalo ] —e, —a[ ou Ja, +oo[.

EXEMPLO 4 Resolucao de uma inequacdo com valor absoluto

Resolva |x — 4] < 8.

SOLUCAO
[x —4] <8
—8<x—4<8 Inequacao dupla equivalente
-4 <x<12 Adicdo de 4

A solucio € dada pelo intervalo ]-4, 12][.
Na Figura 6.4, concluimos que os pontos sobre o grifico de y = |x — 4| que estdo abaixo do gra-
fico de y = 8 s@o aqueles em que os valores de x estdo entre —4 e 12.
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12

[—7, 15] por [—5, 10]

Figura 6.4 Graficosdey = |x —4|ey = 8.

EXEMPLO 5 Resolucdo de outra inequacgdo com valor absoluto

Resolva [3x — 2| = 5.

SOLUCAO

A resolugdo dessa inequag@o com valor absoluto consiste nas solu¢des das duas desigualdades.
3x—2=-5 ou 3x—2=5

3x=-3 ou 3x=7 Adicio de 2

7
x=-—1 ou X = E Divisdo por

A solu¢do dessa inequacdo € dada pela unido, representada por “U”, dos dois intervalos encontra-
7
dos: J-=, —1] e [%, +oo[, a qual pode ser escrita como ]—eo, —1] U [5, +oo].

A Figura 6.5 mostra que os pontos do gréifico de y = |3x — 2| que estdo acima ou sobre os pontos
do grafico de y = 5 sdo tais que os valores de x s3o menores ou iguais a — 1, como também sao

maiores ou iguais a g

Uma observacgdo: a unido de dois
conjuntos A e B, denotada por

A U B, é o conjunto de todos os
elementos que pertencem a A,

a B ou a ambos.

[—4, 4] por [—4, 10]

Figura 6.5 Graficosdey = [3x — 2| ey = 5.
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Solucao de inequacoes quadraticas
As inequagdes quadrdticas sao as do tipo:
ax* +bx+c¢<0, ax*+bx+c=0, a’>+bx+c>0 ou a*+bx+c=0,

onde a, b e ¢ sdo niimeros reais com a # 0

Para resolver uma inequacio quadritica, tal como x> — x — 12 > 0, substituimos a desigualda-
de pelo sinal de igual e resolvemos a equagdo quadratica x> — x — 12 = 0.

Entdo, determinamos os valores de x para os quais o grafico de y = x> — x — 12 estd acima do
eixo horizontal x (pelo fato de a desigualdade ser “maior do que zero”). Vejamos a seguir:

EXEMPLO 6 Resolucdo de uma inequacéo quadratica
Resolvax? — x — 12> 0.
SOLUCAO
Em primeiro lugar, resolvemos a equag@o correspondente x> — x — 12 = 0.
X—=x—12=0
x—4Hx+3)=0
x—4=0 ou x+3=0
x=4 ou x=-3
As solucdes obtidas da equacdo do segundo grau sdo —3 e 4, porém, essas ndo sdo as solucdes da
inequacao original, porque, ao substituirmos esses resultados na inequagao, chegamos a conclu-
sa0 0 > 0, o que € falso.
A Figura 6.6 mostra que os pontos do grifico de y = x> — x — 12 que estdo acima do eixo hori-

zontal x s@o os valores de x que estdo a esquerda de —3 ou a direita de 4. A solu¢do da inequagao
original € |—eo, —3[ U 4, +oo.

[—10, 10] por [—15, 15]

Figura 6.6 Graficodey =x>—x — 12 que cruzao eixoxem x = -3 e x = 4.

No Exemplo 7, a inequac@o quadritica envolve o simbolo =. Nesse caso, as solugdes da cor-
respondente equagdo quadratica sdo também solucdes da inequacio.
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EXEMPLO 7 Resolucdo de uma inequacéo quadratica
Resolva 2x* + 3x = 20.

SOLUCAO
Em primeiro lugar, subtraimos 20 dos dois lados da inequagdo para obter 2x*> + 3x — 20 = 0.
Depois, resolvemos a correspondente equacao quadratica 2x* + 3x — 20 = 0.
2x2+3x—20=0
x+4)2x—5=0
x+4=0 ou 2x—5=0

5
x=—4 ou x——2

As solugdes da correspondente equagdo quadratica sdo —4 e 5= 2,5, que sdo também solucdes
da inequagdo.

A Figura 6.7 mostra que os pontos do grifico de y = 2x> + 3x — 20 que estéo abaixo do eixo horizontal
x sdo os valores de x que estdo entre —4 e 2,5. Portanto, a solugdo da inequacao original € dada pelo
intervalo [—4; 2,5]. Usamos o intervalo fechado, pois —4 e 2,5 também sdo solucoes da inequagao.

[—10, 10] por [—25, 25]

Figura 6.7 Grafico de y = 2x*>+ 3x — 20, cuja parte que esta abaixo do eixo x sdo os pontos
cujos respectivos valores de x obedecem a inequacédo dupla —4 < x < 2,5.

Pode ocorrer de o extremo de algum intervalo ndo ser um niimero inteiro. Caso isso aconteca, pode-
mos deixar na forma fraciondria ou aproximar o valor, utilizando decimal com duas casas apds a virgula.

EXEMPLO 8 Resolucdo somente grafica de uma inequacao quadratica

Resolva x*> — 4x + 1 = 0 graficamente.

SOLUCAO

Podemos utilizar os gréificos de y = x> — 4x + 1, na Figura 6.8, para verificar que as solugoes
da equagdo x> — 4x + 1 = 0 sdo aproximadamente 0,27 e 3,73. Assim, a solu¢do da inequagio
original € ]—e; 0,27] U [3,73; + oo[. Usamos os intervalos fechado a direita no primeiro caso e
fechado a esquerda no segundo porque as solugdes da equacio quadrética sdo da inequacdo, em-
bora tenhamos usado aproximacao para seus valores.
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Zero _\/ Zero |

X=0,26794919 Y=0 X=3,7320508 Y=IE-I2
[—3, 7] por [—4, 6] [—3, 7] por [—4, 6]

Figura 6.8 Esta figura sugere que y = x> — 4x + 1 é zero para x = 0,27 e x = 3,73.

EXEMPLO 9 Inequacido quadratica sem solucdo
Resolva x2 + 2x + 2 < 0.

SOLUCAO

A Figura 6.9 mostra que o grafico de y = x> + 2x + 2 estd acima do eixo horizontal x para todos
os valores de x. Dessa forma, a inequacéo x> + 2x + 2 < 0 ndo tem solugdo, pois nenhum valor
desse grifico € menor do que zero. Portanto, ela € dada por um conjunto vazio.

[—5, 5] por [—2, 5]

Figura 6.9 Os valores de y = x> + 2x + 2 ndo séo negativos.

Se pensarmos agora na inequacdo x> + 2x + 2 > 0, vemos na Figura 6.9 que as soluc¢Ges sao
todos os ndmeros reais. Além dos dois tipos de solugdes apresentados nesse exemplo — que sio
inequacdes sem solucdo ou cuja solugdo s@o todos os nimeros reais —, hd inequacdes quadraticas
com apenas uma solugao.

Aproximacao de solucoes para inequacoes

Para resolver uma inequagdo tal como no Exemplo 10, estimamos as raizes do correspondente
grafico. Entdo, determinamos os valores de x para os quais o grafico estd acima ou sobre o eixo
horizontal x.
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EXEMPLO 10 Resolucido de uma inequacao cubica

Resolva x* + 2x* — 1 = 0 graficamente.

SOLUCAO

Podemos usar o grifico de y = x* + 2x> — 1 como na Figura 6.10 para mostrar que as solugdes
da correspondente equagdo x* + 2x*> — 1 = 0 s@o aproximadamente —1,62, —1 e 0,62. Os pontos
do gréifico de y = x* + 2x* — 1, que estdo sobre e acima do eixo horizontal x, sdo aqueles cujos
valores x estdo entre —1,62 ¢ —1 (incluindo os extremos), e também a direita de 0,62 (incluindo
o0 extremo). A solucdo da inequacédo € [-1,62; —1] U [0,62; +o[. Vale observar que as solugdes
da equacdo também fazem parte das solugdes da inequagdo, pois a desigualdade dessa inequagéo
€ maior ou igual.

7\
Zero
X=-1,61803Y Y=0

[—3, 3] por [—2,2]

Figura 6.10 O grafico de y = x* + 2x* — | apresenta os pontos que estdo acima do eixo
horizontal x com seus valores de x entre dois nimeros negativos ou a direita
de um numero positivo.

Revisio RApriDA

Nos exercicios de 1 a 3, resolva as equagdes ou as inequagdes.

1. -7<2x—3<7 2. 5x—2=7x+4
3. k+2/=3
Nos exercicios de 4 a 6, fatore a expressdo completamente.

4. 4x* -9 5. x* — 4x
6. 9x* — 16y?

Nos exercicios 7 e 8, simplifique a fracdo com termos de menores expoentes.

72 =125 8 x2+2x—35
2 -5z " x2—10x + 25

Nos exercicios 9 e 10, faca a soma das fracdes e simplifique-as.

X x+ 1 1 2x — 1 x—3
x—1 3x—4 0 T 312




64 Pré-calculo

ExERcicIos

Nos exercicios de 1 a 4, encontre quais valores de x
sdo solugdes da inequacdo.

1. 2x —3<7

(@) x=0 (b) x=5 () x=6
2. 3x—4=5

(@ x=0 B x=3 (o) x=4
3. —I<dx—1=11

(@) x=0 (b) x=2 () x=3
4. -3=1—-2x=3

(a) x=—1 (b) x=0 (c) x=2

Nos exercicios de 5 a 12, resolva a inequacio e repre-
sente o conjunto solucdo graficamente na reta real.

b, x —4<2 6. x+3>5

7. 2x—1=4x+3 8.3x —1=6x+8
9. 2=x+6<9 10. —1=3x—-2<7
11. 25 —3x) +32x — 1) =2x + 1

12. 4(1 —x) +5(1 + x)>3x — 1

Nos exercicios de 13 a 24, resolva a inequagdo.

5x+7 3x—2

 — = - . > —
13.— 3 14— 1
15.422y3_52—2 16.1>—3y4_1>—1

17.0=2z+5 <8 18. -6 <5t—1<0

x*5+3*2x<
4 3
3—x 5S5x—2
+
2 3
2y—3  3y—1
== 4
2 5
3-4  y-3
6 8

19.

20. < -1

21.

<y-—1

22, 2—y

23. %(x —4)—2x =53 —x)

1 1
24, E(x +3)+2x—4) < g(x —3)
25. Verdadeiro ou falso? Analise a desigualdade

—6 > —2 e verifique se ¢ verdadeira ou falsa.
Justifique a sua resposta.

26. Verdadeiro ou falso? Analise a desigualdade

6 . .
2 = 3 e verifique se € verdadeira ou falsa.
Justifique sua resposta.
Nos exercicios de 27 a 34, resolva as inequagdes

algebricamente. Escreva a solucdo com a notacdo de
intervalo e faca a representacio grafica na reta real.

27. x+4|=5 28. 2x — 1] > 3,6
29. |x —3|<2 30. x +3|=5
31. 4—3x—2<4 32. 3-2x+2>5
x+2 x—35
> 2 Yl<
33. 3 =3 34. 1 =6

Nos exercicios de 35 a 42, resolva as inequacdes.
Inicie resolvendo as correspondentes equagdes.

35. 2x> + 17x+21 =0 36. 6x> —13x+6=0

37. 2x* + Tx> 15 38. 4x* + 2 <9
39. 2 — 5x —3x*’<0 40. 21 +4x — x¥*>0
41. ¥ —x=0 42. ¥ — ¥ —-30x=0

Nos exercicios de 43 a 52, resolva as inequacdes
graficamente.

43. x* —4x<1 44. 12x* —25x +12=0

45, 6> —5x—4>0 46.4x*—-1=0
47. 9x* + 12x — 1 =0 48. 4> — 12x +7<0
49. 4x> + 1 > 4x 50. x>+ 9 = 6x

51. ¥» —8x + 16<0 52. 9 — 12x+4=0

Nos exercicios de 53 a 56, resolva as inequacdes
ctbicas graficamente.

53. 3¢ - 12x +2=0 54. 8x —2x* —1<0
55. 2x* + 2x>5 56. 4 = 2x° + 8x

57. D& um exemplo de uma inequagdo quadritica
com a solugdo indicada para cada caso.

(a) Todos os nimeros reais.
(b) Nenhuma solugio.

(c) Exatamente uma solugio.
(d) [-2,5]

(€) J—eo, =1[ U ]4, +oof

(£) o0, 01 U [4, +oof

58. Uma pessoa quer dirigir 105 km em ndo mais do
que duas horas. Qual € a menor velocidade
média que ela deve manter enquanto dirige?



59.

60.

61.

62.

63.

64.

Considere a cole¢do de todos os retdngulos com
um comprimento 2 cm menor do que duas vezes
sua largura.

(a) Encontre as possiveis larguras (em centime-
tros) desses retangulos, se seus perimetros
sdo menores do que 200 cm.

(b) Encontre as possiveis larguras (em centi-
metros) desses retangulos, se suas dreas
sd0 menores ou iguais a 1.200 centimetros
quadrados.

Para certo gis, P = g, onde P € pressdo e V é

volume. Se 20 = V = 40, qual a correspondente
variagdo para P?

Verdadeiro ou falso? A inequacao com valor
absoluto [x — a| < b, onde a e b sdo nimeros
reais, sempre tem ao menos uma solugdo.
Justifique sua resposta.

Verdadeiro ou falso? Todo nimero real € a
solu¢do da inequacdo com valor absoluto
[x — a = 0, em que a é um nimero real.
Justifique sua resposta.

Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solugdo da inequagdo |x — 2| < 3?

(@) x=—loux=35
() [-1,5]

() 1-1,5]

(d) J-eo, =1[ U ]5, +oof
(e) 1-1,5[

Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solucdo da inequagdo x> — 2x + 2 = 0?

(a) [0,2] (b) J—o0, O[ U ]2, +oof
(€) J—o0, 0] U [2, o]
(d) Todos os niimeros reais.

(e) Nio existe solugio.
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65. Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a solucdo da inequagdo x> > x?
(@) J—o0, O[ U ]1, +oof
(b) J-e0, 0] U [1, oo
(€) 11, [
(d) 10, +oof
(e) Nio existe solugio.
66. Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € a soluc@o da inequagdo x*> < 1?
(@) ]-, 1] (b) -1, 1[
(c) [1, +oof (@) [-1, 1]

67. Construindo uma caixa sem tampa Uma
caixa aberta é formada por um retangulo sem
pequenos quadrados nos cantos, de modo que
seja feita dobra nos pontilhados.

—-12cm——

(a) Qual o valor de x para que a caixa tenha um
volume de 125 centimetros ctibicos?

(b) Qual o valor de x para que a caixa tenha
um volume maior do que 125 centimetros
ctibicos?

Nos exercicios 68 e 69, use uma combinagdo de téc-
nicas algébrica e grafica para resolver as inequagdes.
68. [2x* + 7x — 15| < 10
69. 2x* + 3x — 20| = 10






Funcoes

Capitulo 7
Funcoes e suas propriedades

Capitulo 8
Funcoes do primeiro e do segundo graus

Capitulo 9
Funcoes poténcia

Capitulo 10
Funcoes polinomiais

Capitulo 11
Funcoes exponenciais

Capitulo 12

Funcoes logaritmicas

Capitulo 13
Funcoes compostas

Capitulo 14
Funcoes inversas






Capitulo 7

Funcoes e suas propriedades

Objetivos de aprendizagem
Defini¢bes de funcédo e notacéo.
Dominio e imagem.

Continuidade de uma funcao.
Funcoes crescentes e decrescentes.
Funcdes limitadas.

Extremos local e absoluto.

Simetria.

Assintotas.

Comportamento da fung¢do nas extremidades do eixo horizontal.

As fungoes e os graficos sdo os assuntos que formam a base para entender a matematica e
as aplicagoes matematicas, que podem ser vistas em diversas areas do conhecimento, como a
variagdo da arrecadacdo de impostos em bilhdes de reais em fungéao do tempo, o valor da conta
de luz em reais em funcdo da quantidade de energia gasta, ou até a variagdo do comprimento
da coluna de mercurio em um termdémetro em funcdo da temperatura.

Definicao de funcao e notacao

Neste capitulo, veremos a definicdo de funcdo, bem como sua linguagem e notacao. Essa ferra-
menta auxilia o trabalho com a matematica e suas aplicacdes.

DEFINI(;AO Funcido, conjunto dominio (ou simplesmente dominio) e

conjunto imagem (ou simplesmente imagem)

Uma fungdo de um conjunto A em um conjunto B € uma lei, isto €, uma regra de formagdo que
associa todo elemento em A a um unico elemento em B. Sendo assim, o conjunto A ¢ o dominio
da funcio, e o conjunto B, formado por todos os valores produzidos por essa associagdo, € o
conjunto imagem. Essa mesma funcdo pode ser definida para um conjunto A em um conjunto
C, de modo que esse conjunto C ndo seja o conjunto imagem, e sim um conjunto que contém os
elementos do conjunto imagem. Esse conjunto C € entdo conhecido como contradominio. Neste
texto, falaremos da funcdo definida por um conjunto em outro, sendo o segundo considerado o
conjunto imagem.

Existem varias maneiras de observar uma fung¢do. Uma das mais intuitivas € a ideia de uma “ma-
quina” (veja a Figura 7.1), na qual valores x do dominio s@o colocados dentro dela, representando a
funcdo, para produzir valores y da imagem. A notacdo utilizada para indicar que y vem de uma funcdo
que atua sobre x € a notacao de funcao de Euler, dada por y = f(x) (podemos ler como “y igual a f
de x” ou “o valor de f em x”), onde x € a varidvel independente ¢ y = f(x) € a varidvel dependente.
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Figura 7.1 Diagrama de uma “maquina” para compreender fungao.

A funcdo também pode ser vista como uma relacao dos elementos do dominio com os elemen-
tos da imagem. A Figura 7.2(a) mostra uma funcio que relaciona os elementos do dominio X com
os elementos da imagem Y. /A Figura 7.2(b) mostra outra relacdo, porém essa ndo é de uma funcdo,

uma vez que o elemento x, ndo € associado a um dnico elemento de ¥, contrariando a regra vista
anteriormente.

- L —

) 1 ) T

Dominio Imagem

Uma fung¢do Nao é uma fun¢@o

(@) (b)

Figura 7.2 O diagrama em (a) retrata a relacdo de X em Y que é uma fungéo. O diagrama em
(b) retrata uma relagdo de X em Y que néo é uma funcio.

A unicidade do valor da imagem € importante para estudarmos o seu comportamento. Verificar

que f(2) = 8 e, posteriormente, que f(2) = 4 € uma contradi¢@o. Jamais teremos uma fun¢do definida
por uma férmula ambigua como fix) = 3x % 2.

EXEMPLO 1 Verificando se é ou ndo é uma funcao
A férmula y = x? define y como uma fungdo de x?
SOLUCAO

Sim, y é uma func¢do de x. De fato, podemos escrever essa férmula com a notagdo f(x) = x%

Quando substituimos x na fungdo, o quadrado de x serd o resultado, e ndo existe ambiguidade
quanto a esse valor.

Outra forma de observar fungdes € graficamente. O grafico da funcao y = f(x) € o conjunto de
todos os pontos (x, f(x)), com x pertencente ao dominio da fungdo. No gréfico, visualizamos os va-
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lores do dominio sobre o eixo horizontal x, e os valores da imagem sobre o eixo vertical y, tomando
como referéncia os pares ordenados (x, y) do grafico de y = f(x).

EXEMPLO 2 Verificando se é ou ndo é uma funcéo

Dos trés graficos mostrados na Figura 7.3, qual deles ndo € grafico de uma fun¢ao? Como pode-
mos explicar?

SOLUCAO

O grifico em (c) ndo € de uma fungfo. Verificamos isso porque hé trés pontos no grafico com a
mesma coordenada x = 0, ndo existindo, dessa forma, um unico valor de y para esse valor x = 0.
Notamos que isso também ocorre para outros valores de x (aproximadamente entre —2 e 2).
Perceba que nos outros dois gréaficos, nenhuma linha vertical (imagindria) os cruza em mais de

um ponto. Sendo assim, os graficos que passam por esse feste da linha vertical sdo graficos de
funcdes.

' M

...\.\:.J..\ |-i)(\-L-_--‘--,
SN VT TS

L oo (:\mC,aB !
[74,7; 4,7] por [7373; 3 3] [_477; 4»7] por [_3’3; 353] [_4’7; 4’7] por [_3’3; 3’3]
(a) (b) ©

Figura 7.3 Um destes nao é grafico de funcgao.

/,'LW\‘)OTX-OW\\?_
Teste da linha vertical

Para verificar se um grafico no plano cartesiano define y como uma fun¢ao de x, tracamos uma
linha vertical imagindria e observamos se ela cruza o grafico em somente um ponto. Se ela cruzar
em mais de um ponto, esse grafico ndo define uma funcao.

Dominio e imagem

Definimos algebricamente uma funcio por meio de uma regra (ou lei) em termos da varidvel
x do dominio. No entanto, € necessdrio definir o dominio, pois essa regra nao nos fornece todos os
dados para a formacgao da fun¢@o. Por exemplo, podemos definir o volume de uma esfera como uma
funcao do seu raio, pela férmula:

4
V(r) = gﬂ'r3 (Observe que temos “V de r’, e ndo “V - r”)
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Essa formula esta definida para todos os niimeros reais, mas a fungdo volume no esta definida
para valores negativos de r. Se a inten¢do € estudar a fung@o volume, devemos entdo restringir o
dominio para todo » = 0.

Observacao

A menos que tenhamos um modelo (como o volume citado agora) que necessita de um dominio
restrito (no caso, somente 0s nimeros reais positivos), adotaremos que o dominio da fungdo
definida por uma expressdo algébrica € o0 mesmo que o dominio da prépria expressao algébrica.

EXEMPLO 3 Verificacdo do dominio de uma funcgéo D

Encontre o dominio de cada func¢do:

(a) f(x):\/m—o 330 3%
(b) g(x):ﬁ», 640 l_ﬁ-b K30 Dowbe & C ¢ o ueo
x—35 X“*g 1 [_0|5[_ UE ]5,‘_(”{

3 n s .
() As) = \i_ 5%, onde A(s) € a drea de um tridngulo equildtero com lados de comprimento s.

7
;. Dowiwd A § £ 0 winn val© "3”03‘\4» ol Yo

®Por Sew 00 YO0 dO | WO Ao S5O A0S 05 YA S

SOLUCAO [0‘ (D[

Solucao algébrica

(a) (A expressdo dentro do radical ndo pode ser negativa) Como devemos ter x + 3 = 0, entio
x = —3. O dominio de f € o intervalo [—3, +o°[.

(b) A expressio dentro do radical ndo pode ser negativa; portanto, x = 0. O denominador de uma
fracdo ndo pode ser zero; portanto, x # 5. O dominio de g € o intervalo [0, +2°[ com o nimero
5 removido, o qual podemos escrever como a unido de dois intervalos: [0, 5[ U ]5, +o9[.

(c) A expressdo algébrica tem como dominio todos os nimeros reais, mas. pelo que a fungdo

representa (comprimen tridngulo), s ndo pode ser negativo. Portanto, o do-

minio de A € o intervalo [0, +o0].

Suporte grafico
Podemos justificar algebricamente nossas respostas em (a) e (b) a seguir. Uma calculadora ou um
software que fazem graficos ndo fornecem pontos com valores de x impossiveis de efetuar contas.

(a) Na Figura 7.4(a), observe que o grifico de y = Vx + 3 mostra pontos somente para x =
—3, como era esperado.

(b) Na Figura 7.4(b), o grificode y = 7)65 mostra pontos somente para x = 0, como era espe-
Y-

rado. Porém, exibe uma reta vertical que corta o eixo x em x = 5. Essa reta ndo faz parte da
representacdo grafica, € apenas uma maneira de mostrar que o 5 ndo estd no dominio.

. ) 3 P . . (
(c) Na Figura 7.4(c), o grificode y = e s> mostra o dominio nfo restrito da expressio algé-

brica: o conjunto de todos os nimeros reais. Essa € a conclusdo a que chegamos somente
observando a funcio e o que ela significa, pois até entdo podemos nao saber que s € o com-
primento do lado do tridngulo.
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[—10, 10] por [—4, 4] [—10, 10] por [—4, 4] [—10, 10] por [—4, 4]
() (®) ©

Figura 7.4 Graficos das fungdes do Exemplo 3.

Encontrar algebricamente a imagem de uma fungdo é muitas vezes mais complexo do que
encontrar o dominio, embora graficamente as identificagdes de dominio e imagem sejam similares.

IPAFA GICORITAF O/ domiiio AeVETioS ObSEIVaT 03 Valo7es 10 eixo OFEORTaLS. e 510 a5 primeiras

coordenadas dos pontos do gréafico. Para encontrar a imagem, devemos observar os valores no eixo
vertical y, que s@o as segundas coordenadas dos pontos do grafico. Podemos utilizar os recursos
algébricos e graficos novamente.

EXEMPLO 4 Verificacdo da imagem de uma funcéao
2
Encontre a imagem da funcéo f(x) = ;e

SOLUCAO
Solucao grafica

2
O grificode y = < esta representado na Figura 7.5.

[—5, 5] por [—3, 3]

2
Figura 7.5 Graficodey = ;

O grafico ndo esta definido para x = 0, uma vez que o denominador da funcio nao pode ser 0.
Observamos também que a imagem € o conjunto de todos os niimeros reais diferentes de 0.



74 Pré-calculo

Solucao algébrica

. 2 . .
Confirmamos que 0 ndo estd na imagem ao tentar resolver — = 0. A proposta € verificar se existe
X

algum valor de x, tal que 2 seja 0, isto &, se f(x) =y = 0.
X

2
—=0
x
2=0-x
2=0

.2

Como a equacdo 2 = 0 ndo € verdadeira, — = 0 ndo tem solug¢@o e, consequentemente, y = 0 ndo
x

estd na imagem. Entdo, como concluimos que todos os outros nimeros reais estdo na imagem?

Seja k um ntimero real qualquer, diferente de 0, resolvemos 2. k:

=k

o=
I

»

=

=
I
|

Continuidade de uma funcao

Graficamente falando, diz-se que uma fung@o € continua em um ponto se o grafico ndo apresen-
ta falha (do tipo “quebra”, “pulo” etc.). Essa é¢ uma das mais importantes propriedades da maioria
das funcdes. Podemos ilustrar o conceito com exemplos de graficos (veja a Figura 7.6):

Y y

AL A L

Continuidade em todos os valores x Descontinuidade removivel Descontinuidade removivel

y

|
v

Descontinuidade de pulo (ou salto) Descontinuidade infinita

<

Figura 7.6 Alguns casos de pontos de descontinuidade.
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Vamos observar cada caso individualmente. y

Este grafico é continuo em todo x. Note que
o grafico ndo tem quebra. Isso significa que, se es-
tamos estudando o comportamento da funcdo f para
valores de x préximos a qualquer nimero real a, po-
demos assegurar que os valores f(x) estardo proxi-
mos af (a). Continuidade em todos os valores x

y
Este grafico ndo € continuo, pois existe um “bu- o f(a) —

raco” em x = qa. Portanto, se estamos estudando o
comportamento dessa fungdo f para valores de x pro-
ximos de a, ndo podemos assegurar que os valores | x
f(x) estardo proximos a f(a). Nesse caso, f(x) € me-
nor do que f(a) para x préximo de a.

Descontinuidade removivel
Isso é chamado de descontinuidade removivel

porque o grafico pode ser “remendado” (ou “conser-
tado”), redefinindo f(a).

y

Este grafico também apresenta uma desconti- |
nuidade removivel em x = a. Se estamos estudan-
do o comportamento dessa funcao f para valores de x
proximos de a, continuamos sem poder assegurar que Descontinuidade removivel
os valores f(x) estarﬁo/ proximos a f(a), porque, neste y
caso, f(a) ndo existe. E removivel porque poderiamos
redefinir f(a) completando o “buraco” e fazer f conti-
nua em a.

Neste exemplo, estd uma descontinuidade que
ndo ¢é removivel. E uma descontinuidade de pulo
porque existe mais de um “buraco” em x = a. Existe
um pulo (ou salto) nos valores da fungio que fazem
com que o espaco seja impossivel de completar com y
um simples ponto (a, f(a)).

Descontinuidade de pulo (ou salto)

Esta € uma fung¢do com uma descontinuidade ! x
infinita em x = a. Néo € possivel fazer nada do que
citamos anteriormente.

Descontinuidade infinita

Nao ¢é facil explicar na linguagem algébrica o simples conceito geométrico de um grafico que
ndo esteja “quebrado” em um ponto (a, f(a)). A principal ideia € perceber que os pontos (x, f(x))
estdo sobre o grafico da funcio e se aproximam de (a, f (a)), por qualquer um dos lados, sem, neces-
sariamente, atingir («, f(a)). Uma fun¢io € continua em x = a se lxgrlll f(x) = f(a). Uma fungao f¢é
descontinua em x = g se ndo € continua em x = g, ou seja, a forma de provar a descontinuidade de
uma funcdo € comprovar que ela ndo € continua.
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EXEMPLO 5 Verificacdo de pontos de descontinuidade

Analise os gréficos e verifique qual das seguintes figuras mostra fungdes descontinuas em
x = 2. Indique se a descontinuidade apresentada € do tipo removivel.

SOLUCAO

A Figura 7.7 mostra uma fun¢ao que nao estd definida em x = 2 e, portanto, ndo € continua para
esse valor. A descontinuidade em x = 2 néo € removivel, sendo do tipo descontinuidade infinita.
O gréfico da Figura 7.8 € de uma fun¢@o do segundo grau cuja representacdo € uma parabola, ou
seja, € um grafico que ndo tem “quebra” porque seu dominio inclui todos os nimeros reais. E
continua para todo x.

O gréfico da Figura 7.9 € de uma func¢do que ndo estd definida em x = 2 e, consequentemente,
nao € continua para esse valor. O grafico parece uma reta, que € a representa¢do de uma fungéo
do primeiro grau, dada por y = x + 2, com excec¢do de um “buraco” no local do ponto (2, 4). Essa
¢ uma descontinuidade removivel.

\_

: N

N

N

[—9.,4; 9.4] por [—6, 6] [—5, 5] por [—10, 10] [—9,4;9,4] por [—6,2; 6,2]
. x+3 . . x2—4
Figura 7.7 fix) = T2 Figura 7.8 g(x) = (x + 3)(x — 2). Figura 7.9 h(x) = 2
xX— x —

Funcoes crescentes e decrescentes

Outro conceito de fungdo, facil de entender graficamente, € a propriedade de ser crescente, de-
crescente ou constante sobre um intervalo. [lustramos o conceito com alguns exemplos de graficos
(veja a Figura 7.10):

3 3 3
; 2 1 R AR TR
I O e O O x I Y ¥ I I -
—5-4-3 ~11 12345 S4-32-1 12345 5432112345 x ;%
2 -2 )
-3 -3 -3 Decrescente em |—oo, —2]
Crescente Decrescente Constante Constante em [—2, 2]

Crescente em [2, +oo

Figura 7.10 Exemplos de fung¢des crescente, decrescente ou constante sobre um intervalo.
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Vejamos alguns casos com nimeros.

1. Das trés tabelas de dados numéricos abaixo, qual poderia ser modelada por uma funcdo que seja
(a) crescente, (b) decrescente ou (c) constante?

Y vl X y2 X y3
-2 12 -2 3 -2 -5
-1 12 -1 1 -1 -3

0 12 0 0 0 -1

1 12 1 -2 1

3 12 3 -6 3 4

7 12 7 -12 7 10

2. Ayl significa a variacdo nos valores de yl quando os valores de x variam de modo crescente.
Na mudanca de yl = a para yl = b, a variagdo € Ayl = b — a. O mesmo ocorre com os valores
de y2 e y3.

xmove para  Ax Ayl xmove para  Ax  Ay2 xmove para  Ax  Ay3

—2 para —1 1 0 —2 para —1 1 -2 —2 para —1 1 2

—1 para 0 1 0 —1 para O 1 -1 —1 para 0 1 2
0 para 1 1 0 0 para 1 1 -2 0 para 1 1 2
1 para 3 0 1 para 3 2 —4 1 para 3 2 3
3 para 7 4 0 3 para 7 4 -6 3 para7 4 6

3. Quando a funcio € constante, o quociente Ay/Ax é 0.
Quando a fungdo € decrescente, o quociente Ay/Ax € negativo.
Quando a fungdo € crescente, o quociente Ay/Ax é positivo.

Essa andlise dos quocientes Ay/Ax pode nos ajudar a compreender a seguinte defini¢ao:

DEFINICAO Funcdes crescente, decrescente e constante sobre um intervalo

Uma func¢do f € crescente sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variagdo positiva em x resulta em uma variagdo positiva em f(x). Isto €, x, < x, = f(x) <
f(x,) (ou seja, x, — x, > 0= f(x,) — f(x) > 0). Quando isso ocorre para todos os valores x do
dominio f, dizemos que a fungdo € estritamente crescente.

Uma fung¢ao f¢€ decrescente sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variagdo positiva em x resulta em uma variagdo negativa em f(x). Isto €, x, < x, = f(x) >
f(x,) (ou seja, x, — x, > 0= f(x,) — f(x) <0). Quando isso ocorre para todos os valores x do
dominio f, dizemos que a funcio € estritamente decrescente.

Uma func¢do f € constante sobre um intervalo se, para quaisquer dois valores de x no intervalo,
uma variagao positiva em x resulta em uma variagao nula em f(x). Isto €, x, <x, = f(x)) = f(x,)
(ou seja, x, — x, > 0= f(x) — f(x) = 0).
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EXEMPLO 6 Anaélise do comportamento de uma funcio crescente/decrescente

Para cada caso, verifique se a fungdo ¢ crescente ou decrescente em cada um dos seus intervalos.
2

x2—1

@ f(x) = (x +2)? (b) g(x) =

SOLUCAO
Solucao grafica
(a) Vemos no grafico da Figura 7.11 que f € decrescente sobre o intervalo ] —,—2] e crescente

sobre o intervalo [—2, +o[. Observe que incluimos —2 nos dois intervalos; isso ndo acarreta

contradicio porque falamos de funcdes crescente ou decrescente sobre intervalos, e —2 nao
¢ um intervalo.

[—5,5] por [—3,5]

Figura 7.11 Funcdo f(x) = (x + 2)*

(b) Vemos no grifico da Figura 7.12 que g € crescente sobre o intervalo ]—oo, —1[, crescente

novamente sobre |—1, 0], decrescente sobre [0, 1[ e decrescente novamente sobre o intervalo
J1, +oof.

[-4.7; 4,7] por [-3,1; 3,1]

Figura 7.12 Funcéo g(x) = —; .
X2 -

Vale observar que fizemos algumas suposi¢des sobre os graficos. Como sabemos que os grafi-
cos ndo retornam ao eixo x em algum lugar que ndo aparece nas representacdes? Desenvolveremos
algumas maneiras para responder a questdo, porém a teoria a esse respeito € estudada em calculo.
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Funcoes limitadas

O conceito de funcdo limitada € simples de entender, tanto grafica como algebricamente. Veremos
a defini¢@o algébrica apds introduzirmos o conceito com alguns graficos tipicos (veja a Figura 7.13).

y y Yy y
X X X X
Nao limitado superiormente  Nio limitado superiormente Limitado superiormente ..
S TG . . - . . . . . Limitado
Ndo limitado inferiormente Limitado inferiormente Nio limitado inferiormente

Figura 7.13 Alguns exemplos de gréaficos limitados e nao limitados superior e inferiormente.

DEFINICAO Limite inferior e limite superior da funcéo e da funcio limitada

Uma funcdo f ¢ limitada inferiormente se existe algum niimero b que seja menor ou igual a todos
os nimeros da imagem de f. Qualquer que seja o nimero b, ele € chamado limite inferior de f.
Uma fungdo f € limitada superiormente se existe algum nimero B que seja maior ou igual a
todos os niimeros da imagem de f. Qualquer que seja o nimero B, ele é chamado limite superior
def.

Uma func¢do f ¢ limitada quando ela € limitada das duas formas, superior e inferiormente.

Podemos estender a definicdo anterior para a ideia de limitacdo da funcio para x
em um intervalo, restringindo o dominio no intervalo de interesse. Por exemplo, a fungdo

f(x) = — € limitada superiormente sobre o intervalo |—cc, O[ e € limitada inferiormente sobre o
X

intervalo O, +oo[.

EXEMPLO 7 Verificagao do limite de funcao

Identifique se cada funcéo € limitada inferiormente, limitada superiormente ou limitada.

(a) w(x) =3x2—4 (b) p(x) =

1+ x2

SOLUCAO
Solucao grafica

Observando os dois graficos demonstrados na Figura 7.14, podemos verificar que w € uma funcio
limitada inferiormente e que p € uma funcao limitada.

Verificacdo

Podemos confirmar que w é uma fungdo limitada inferiormente encontrando o limite inferior,
como segue:
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=0

3x*=0
3Ax?—4=0-4
3 —4=—-4

Assim, —4 € o limite inferior para w(x) = 3x* — 4. Deixamos como um exercicio verificar que p
€ uma funcio limitada.

[—4,4] por [-5,5] [=8.8]por[—1,1]
(a) (b)

Figura 7.14 Graficos para o Exemplo 7.

Extremo local e extremo absoluto

Muitos graficos sdo caracterizados por “altos e baixos” quando mudam o comportamento de
crescente para decrescente, e vice-versa. Os valores extremos da fun¢@o, também chamados extremo
local, podem ser caracterizados como mdximo local ou minimo local. A distingdo pode ser verificada
facilmente pelo gréfico. A Figura 7.15 mostra um gréafico com trés extremos locais: maximo local
nos pontos P e R, além de minimo local em Q.

Figura 7.15 Grafico com maximo local nos pontos P e R, e minimo local em Q.

Este conceito também € mais fécil de observar graficamente do que de descrever na forma algé-
brica. Observe que um méaximo local ndo tem que ser o valor mdximo de uma fungao; ele precisa ser
somente um valor maximo para x pertencente a algum intervalo pequeno dessa funcao.



CAPITULO 7 Funcdes e suas propriedades 81

J4 mencionamos que o melhor método para analisar o comportamento crescente e decrescente
envolve ferramentas de cdlculo. O mesmo vale para os extremos locais. E suficiente compreender
esses conceitos por meio do grafico, embora uma confirmagao algébrica possa ser necessaria quando
aprendermos mais algumas fungdes especificas.

DEFINICAO Extremo local e extremo absoluto

Um maximo local de uma fungio f ¢ o valor f (¢) que € maior ou igual a todos os valores da ima-
gem de f sobre algum intervalo aberto contendo c. Se f (c) € maior ou igual a todos os valores da
imagem de f, entdo f (¢) € o valor maximo, também chamado maximo absoluto de f.

Um minimo local de uma funcéo /¢ o valor f(c) que é menor ou igual a todos os valores da ima-
gem de f'sobre algum intervalo aberto contendo c. Se f(c) € menor ou igual a todos os valores da
imagem de f; entdo f (c) € o valor minimo ou minimo absoluto de f. Extremos locais sdo chama-
dos também de extremos relativos.

EXEMPLO 8 Identificacdo de extremos locais

Verifique se f(x) = x* — 7x* + 6x tem maximo local ou minimo local. Caso isso se confirme,
encontre cada valor mdximo ou minimo local, e o respectivo valor de x.

SOLUCAO
O grifico de y = x* — 7x* + 6x (veja a Figura 7.16) sugere que existem dois valores minimos
locais e um valor mdximo local. Usamos uma calculadora que faz graficos para aproximar o
minimo local como —24,06 (que ocorre quando temos x = —2,06) e —1,77 (que ocorre quando
temos x = 1,60). De maneira similar, identificamos o maximo local como aproximadamente 1,32
(que ocorre quando x = (,46).

1 \ 1 1 / 1 1

Minimo
X=-2,056546 [ Y=-24,05728

[—5, 5] por [—35, 15]

Figura 7.16 Grafico de y = x* — 7x> + 6u.

Simetria

Em matematica, a simetria pode ser caracterizada numeérica e algebricamente. Veremos trés ti-
pos particulares de simetria e analisaremos cada tipo a partir de um gréfico, de uma tabela de valores
e de uma férmula algébrica, uma vez conhecido o que se deve observar.
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Simetria com relacao ao eixo vertical y

EXEMPLO: f(x) = x?

Graficamente Numericamente

y X [
-3 9
-2 4
(—x’Y)}**y _1 1
|
| 1 1
I X
- 2 4
3 9

Figura 7.17 O grafico parece o mesmo
quando olhamos do lado esquerdo e do

. . . Algebricamente
lado direito do eixo vertical y.

Para todos os valores x do dominio de f te-
mos f(—x) = f(x). Funcdes com essa proprie-
dade (por exemplo, x" com n sendo um nimero
par) sdo funcdes pares.

Simetria com relacao ao eixo horizontal x

EXEMPLO: x = y?

Graficamente Numericamente

y X y

L 9 -3

- @ 4 2
=t -

B (x,=y) | 1

] 4 2

9 3

Figura 7.18 O grafico parece o mesmo
quando olhamos acima e abaixo do eixo
horizontal x.

Algebricamente

Graéficos com esse tipo de simetria nao sdo
de fungdes, mas podemos dizer que (x, —y) estd
sobre o grafico quando (x, y) também esta.
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Simetria com relacao a origem

EXEMPLO: f(x) =x*

Graficamente Numericamente
X y
y
-3 —-27
— |
— ‘ -1 -1
TR 6 I ¥
—X i : X 1 1
|
! L
(% -8 [ 2 8
3 27

Figura 7.19 O grafico parece o
mesmo quando olhamos tanto seu lado Algebricamente
esquerdo inferior, como seu lado

. ) Para todos os valores x do dominio de
direito superior.

f, temos f(—x) = —f(x). Funcdes com essa
propriedade (por exemplo, x" com n sen-
do um ndimero impar) sdo fungdes impares.

EXEMPLO 9 Analise de funcgées pela simetria
Verifique se cada uma das fungdes € par, impar ou nenhum desses casos.

3
4 — x2

(@fx)=x>-3 () gx)=x2—2x—2  (c) h(x) =

SOLUCAO
(a) Solucéao grafica

A solugio grafica é demonstrada na Figura 7.20.

[-5, 5] por [-4, 4]

Figura 7.20 Este grafico parece ser simétrico com relagao ao eixo vertical y, assim pode-
mos supor que f é uma funcgédo par.
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Confirmacao algébrica
Precisamos verificar que f(—x) = f(x) para todos os valores x do dominio de f.

) =(x=3=xr=-3=fx
Desde que isso seja verdade para todo x, a funcdo f ¢ de fato par.

(b) Solucao grafica
A solugdo gréfica é demonstrada na Figura 7.21.

[—5, 5] por [—4, 4]

Figura 7.21 Este grafico ndo parece ser simétrico com relagao ao eixo vertical y ou com a
origem, assim podemos supor que g nao é uma funcao par nem impar.

Confirmacao algébrica
Precisamos verificar que:
g(—x) # g(x) e g(—x) # —gx)
gl=x)=(—xP?—2(—x)—2=x*+2x—2
g)y=x*—2x—2
—gx)=—x+2x+2
Assim, g(—x) # g(x) e g(—x) # —g(x).
Concluimos que g ndo € par nem impar.
(c) Solucgao grafica

A solugio grafica ¢ demonstrada na Figura 7.22.

—

[—4,7; 4,7] por [—10, 10]

Figura 7.22 Este grafico parece ser simétrico com relacao a origem; assim, podemos
supor que h é uma funcao impar.
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Confirmacéo algébrica

Precisamos verificar que
h(—x) = —h(x)
para todos os valores x do dominio de 5.

(_x)3 B _x3

h(—x) = 4 — (—x)2 T4 — 52 = —h(x)

Desde que isso seja verdade para todo x, exceto *2 (os quais ndo estdo no dominio de £), a fungdo
h € impar.

Assintotas

2

2
Considere o grifico da fungdo f(x) = 4—x2 na Figura 7.23.
—Xx

O gréfico parece ficar cada vez mais préximo da reta horizontal y = —2 quando observamos a
parte abaixo do eixo x. Chamamos essa reta de assintota horizontal. De maneira similar, o gréafico pa-
rece ficar cada vez mais préximo tanto da reta vertical x = —2 como da reta x = 2. Chamamos essas
retas de assintotas verticais. Na Figura 7.23, tracamos as assintotas e podemos verificar que elas for-
mam uma barreira, assim como observamos o comportamento limite do grafico. (Veja a Figura 7.24.)

y y

6 o6

S5 5 i

41 o4

3+ N3 |

2+ o2

1+ PV
[ N % Y O [ N Y O R A
—5—4—3—2—1_1_1 2345 -5-4-3 1—1_1_1 i 345

) e

3 L3

4 1.

5 e

6+ [ |

2x? 2x2
Figura 7.23 Grafico de f(x) = 4 Figura 7.24 Grafico de f(x) = P com as

assintotas mostradas pelas retas tracejadas.

Desde que as assintotas também descrevam o comportamento do grafico nas suas extremidades
tanto horizontal como vertical, a definicdo de uma assintota pode ser estabelecida com a notacao de
limite. O limite de fun¢@o serd abordado no Capitulo 17, porém, para podermos explicar o comporta-
mento da funcdo neste caso especifico, usaremos essa nota¢ao. Nesta defini¢do, note que x — a_ signi-
fica “x se aproxima de a pela esquerda”, enquanto x — a, significa “x se aproxima de a pela direita”.
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DEFINICAO Assintotas horizontal e vertical

A retay = b é uma assintota horizontal do grifico de uma fungio y = f(x), se f(x) se aproxima
do limite b quando x tende a +% ou —. Na notagdo de limite:

lim f(x)=b ou lim f(x)=b
X——oo X— +too

A reta x = a é uma assintota vertical do grifico de uma funcdo y = f(x), se f(x) tende a + ou
—oo quando x se aproxima de a, tanto pela esquerda como pela direita. Na notagao de limite:

lim f(x) = T ou lim f(x) = *oo
x—a_ X—a

EXEMPLO 10 Identificacdo das assintotas de um grafico

. . . . - . X
Identifique as assintotas, horizontais ou verticais, do grifico de y = o 2
SOLUCAO
O quociente al ndo estd definido em x = —1 e x = 2, fazendo com

xz—x—2_(x+1)(x—2)
que estes sejam os valores por onde teremos as assintotas verticais. O grafico da Figura 7.25 da

esse suporte, mostrando as assintotas verticaisemx = —1l ex = 2.

Para valores altos de x, o numerador (que ja € um nimero muito grande) fica menor do que o de-
. ( L . . X

nominador (que € o produto de dois nimeros grandes), sugerindo que lim ——— =0

vote(x + D(x —2)
Isso indica uma assintota horizontal em y = 0. O gréfico (veja a Figura 7.25) d4 esse suporte,

mostrando uma assintota horizontal em y = 0 quando x — +0c. De maneira similar, podemos con-
. . x o . .
cluirque lim ——— — = —0 = 0, indicando a mesma assintota horizontal quando x — —.
to—w(x + D(x — 2)

[—4.7:4,7] por [-3, 3]

X
Figura 7.25 Graficodey = ———.
xT—x—2
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Comportamento da funcao nas extremidades do
eixo horizontal

Uma assintota horizontal, para valores de x que tendem a +% ou —, mostra como a fungao se
comporta para valores de x nos extremos do eixo horizontal. Nem todos os gréficos se aproximam de
retas nessas condicdes (para valores de x nos extremos do eixo horizontal), mas € interessante saber
0 que ocorre além do que estamos visualizando.

EXEMPLO 11 Analise de fungdes por meio do comportamento nos extremos
do eixo horizontal

Associe cada fun¢ao a um dos graficos da Figura 7.26, considerando o comportamento nos extre-
mos do eixo horizontal. Todos os graficos sdo mostrados com as mesmas dimensoes.

3x 3x2 3x3 3x*
@y=2q ®y=ug Ey=ag @Wy=us
SOLUCAO

Quando x assume um valor muito grande, o denominador x*> + 1, em cada uma dessas fungdes,
assume quase o mesmo valor de x>. Se trocarmos x> + 1, em cada denominador, por x* e simpli-
ficarmos as fragdes, teremos fungdes mais simples:

(a)y= 3 (fica préximo de 0 quando x é grande) (b) y=3
X

(c) y=13x d) y=32

Para valores de x nos extremos do eixo horizontal, temos que:

3 . . ~ . .
* y = —tende a 0, o que nos permite associar a fung@o (a) com o grafico (iv).
X

* y = 3 mantém esse comportamento constante, o que nos permite associar (b) com (iii).

e y = 3x tende para + quando x tende para +, e essa funcio tende para —o quando x tende a
—o, 0 que nos permite associar (c¢) com (ii).

e y = 3x? tende para +o° quando x tende a +0o° ou —%, 0 que nos permite associar (d) com (i).

[—4.7:4.7] por [—3.5: 3.5] [—4,7;4,7] por [-3,5; 3,5] [-4.7: 4,7] por [—3.5; 3.5] [—4,7,4,7] por [—3,5; 3,5]
(i) (ii) (iii) (iv)

Figura 7.26 Graficos do Exemplo 11.

Para funcdes mais complicadas, € satisfatdrio saber se o comportamento nos extremos do eixo
horizontal € limitado ou ndo limitado em qualquer direcdo.
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REevisio RArIDA

Nos exercicios de 1 a 4, resolva a equagio ou a inequagao.

1. X —-16=0
3. x—10<0

2. 9—-x*=0
4., 5—x=0

Nos exercicios de 5 a 10, encontre algebricamente todos os valores de x para os quais a expressdo algébrica

ndo esta definida.

X X
> x— 16 x2—16
— Va2 +1

7. x— 16 );7_1
9 Vx+2 10 x2—2x

Vo N
ExERcicios
Nos exercicios de 1 a 4, determine se a féormula defi- ., 5
ne y como uma funcéo de x. Caso a resposta seja nao, 9./(x) =x*+ 4 10. h(x) = x—3
justifique.

NI 1) =—2 g =t 2
Ly=Vx—4 2.y=x"% ’ (x+3)(x—1 ’ x x—3
3. x =27 4. x =12 -

13. g(x) = —>— 14. h(x) = Va-x
Nos exercicios de 5 a 8, use o teste da reta vertical -8 x? — 5x ’ x—3
para determinar se a curva corresponde ao grafico de
uma fungao. _ V4 —x _ T 3
15. h (x) = 16. f(x) = Vx* — 16x

5. y 6. y
ﬂ‘ix
—LX

7. y 8. v

Nos exercicios de 9 a 16, encontre algebricamente o
dominio da funcdo e verifique sua conclusdo grafica-
mente.

(x+ 12+ 1)

Nos exercicios de 17 a 20, encontre a imagem da
funcao.

17. f(x) = 10 — x? 18. g(x) =5+ V4 —x

x2 3+ x2
1—x2 20. g(x) = 4 — x2

19. f(x) =

Nos exercicios de 21 a 24, faga o grifico de cada
fun¢@o e conclua se ela tem ou ndo um ponto de des-
continuidade em x = 0. Se existe uma descontinuida-
de, verifique se € removivel ou ndo removivel.

21. g(x) = % 22. h(x) = X+
23.f(x) = |fc—| 24. g(x) =~ = 5
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Nos exercicios de 25 a 28, conclua se cada ponto
identificado no grafico ¢ um minimo local, um maxi-
mo local ou nenhum dos dois. Identifique os interva-
los nos quais temos a fungio crescente ou a decres-
cente.

25. y
5,5
(—1,4)
2.2)
X
26.
y 5.7
3.3)
(1,2)
X
27. y
(1,5
(—1,3) (3,3)
(EX))
X
28. y
(1,6)
5,4
(=1, @G, 1) N

Nos exercicios de 29 a 34, faca o grafico de cada
funcdo e identifique os intervalos nos quais temos
uma fungio crescente, decrescente ou constante.

29. f(x) = Ix + 21 — 1

30. fO) =lx + 1l +x— 11 — 3
31 g) =+ 20+ lx — 11 — 2
32, h(x) = 0,5(x + 2)* — 1

33. glx) =3 — (x — 1)?
34. f(x) =X —x* — 2x
Nos exercicios de 35 a 40, determine se a fungdo ¢

limitada superiormente, limitada inferiormente ou
limitada sobre o seu dominio.

35.y =32 36.y=2—x?
37.y =2 38.y=27"
39.y=VI1—x2 40. y=x — x°

Nos exercicios de 41 a 46, a sugestdo € analisar o
gréfico que pode ser feito utilizando uma calculadora
com esse recurso. Se possivel, encontrar todos os
maximos locais, os minimos locais e os valores de x
para os quais isso ocorre. Vocé pode concluir os valo-
res aproximando com duas casas decimais apds a
virgula.

41. f(x) =4 —x+x? 42 . g(x) =x> —4x + 1
43. h(x) = —x*+2x—3 44. f(x) = (x +3)(x — 1)2
45. h(x) = x>*Vx+4 46. g(x) = x|2x + 5|
Nos exercicios de 47 a 54, indique se a fungdo ¢

fmpar, par ou nenhum dos dois. Verifique sua conclu-
sdo graficamente e confirme-a algebricamente.

47. f(x) = 2x*
49. f(x) = V2 2 3

1+ x
51. f(x)=—x>+0,03x + 5 52. f(x) = x>+ 0,04x>+ 3

48. g(x) = x3
50. g(x) =

53. g(x) = 2x3 — 3x 54. h(x) :%

Nos exercicios de 55 a 62, use o método de sua esco-
lha para encontrar todas as assintotas horizontais e
verticais das funcdes.

X x—1
55. f(x) = 1 56. g(x) = .
57. g(x) = ;C iz 58. g(x) = 1,5*
x> +2 4
59.f(x) = x2 1 60. p(x) = m
4x — 4 2x — 4
61. g(x) = m 62. h(x) = )62—_4

Nos exercicios de 63 a 66, associe cada fun¢do ao
grafico correspondente, considerando o comporta-
mento nos extremos do eixo horizontal e as assinto-
tas. Todos os graficos sdo mostrados com as mesmas
dimensoes.
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2
.y:x+2 64.y=x + 2
2x + 1 2x + 1
x+2 X3 +2
Ly = 66. y =
YTt 22+ 1

[—4.7:4,7] por [—3,1;3,1]

[—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1]

() (b)

__ =

I / :

[_

67

68.

69.

4,747 por [—3,1;3,1] [—47:47]por [-3.,1;3,1]
(c) (d)

. Um grafico pode cruzar sua proépria

assintota? A origem grega da palavra assintota
significa “sem encontro”, o que mostra que 0s
graficos tendem a se aproximar, mas nao encon-
trar suas assintotas. Quais das seguintes funcdes
tém graficos que podem interseccionar suas
assintotas horizontais?

X
x2—1
2

(a) f(x) = () g() = "7

+1
X
() h(x) = 5——

X+

Um grafico pode ter duas assintotas
horizontais? Embora muitos grificos tenham
no maximo uma assintota horizontal, € possivel
para um gréfico ter mais do que uma. Quais das
seguintes fungdes t€m graficos com mais de uma
assintota horizontal?

3

(c) h(x) =

-1
(b) g(x) = |;2——4|

x2—4

Um grafico pode interseccionar sua
proépria assintota vertical? Seja a fungdo
x— |x .
flx) = —2|—| + 1. Se possivel, construa o
X

gréafico dessa fungao.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

(a) O gréifico dessa fungdo ndo intersecciona
sua assintota vertical. Explique por que isso
nao ocorre.

(b) Mostre como vocé pode adicionar um tnico
ponto no gréfico de f'e obter um gréafico que
interseccione sua assintota vertical.

(c) O grifico em (b) é de uma fungido?

Explique por que um gréfico ndo pode ter mais
do que duas assintotas horizontais.

Verdadeiro ou falso? O grifico de uma fun-
¢do f € definido como o conjunto de todos os
pontos (x, f(x)) onde x estd no dominio de f.
Justifique sua resposta.

Verdadeiro ou falso? Uma relag@o simétrica
que envolve o eixo x ndo pode ser uma fungdo.
Justifique sua resposta.

Multipla escolha Qual fungio € continua?

(a)

O ndmero de criangas inscritas em uma
escola particular, como uma funcido do

tempo.

(b) A temperatura externa, como uma fungdo
do tempo.

(c) O custo para postar uma carta, como uma
funcdo do seu peso.

(d) O valor de uma ag¢do, em fungdo do tempo.

(e) O numero de bebidas nao alcodlicas vendi-

das, como uma funcdo da temperatura
externa.
Miultipla escolha Qual das fungdes ndo €
continua?

(a) Sua altitude, como uma fun¢do do tempo
enquanto viaja, voando de um lugar para

outro.
(b)

O tempo de viagem de um lugar para outro,
como uma fungdo da velocidade da viagem.

(c) O nimero de bolas que podem ser coloca-
das até o preenchimento total de uma caixa,

como uma fung¢@o do raio das bolas.

(d)

A drea de um circulo, como uma funcio do
raio.

(e)

A massa de um bebé, como uma funcio do
tempo apds seu nascimento.

Funcado decrescente Qual das funcgdes €&

decrescente?

(a) A temperatura externa, como uma fungdo
do tempo.
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(b) A média do indice Dow Jones, como uma
funcdo do tempo.

(c) A pressio do ar na atmosfera terrestre,
como uma fun¢do da altitude.

(d) A populagio mundial desde 1900, como
uma funcdo do tempo.

(e) A pressdo da dgua no oceano, como uma
funcdo da profundidade.

Crescente ou decrescente Qual das fun-
¢des ndo pode ser classificada como crescente
ou decrescente?

(a) A massa de um bloco de chumbo, como
uma funcdo do volume.

(b)

A altura em que uma bola foi langada para
cima, como uma fungdo do tempo.

(c) O tempo de viagem de um lugar para outro,
como uma funcdo da velocidade da viagem.

(d)

A érea de um quadrado, como uma fungdo
do comprimento do lado.

(e) O peso de um péndulo balangando, em fun-
¢ao0 do tempo.

Mostre a funcio algebricamente, agora que

px) = ¢ limitada.

1+ x?

(a) Faca o grifico da funcdo e encontre o
menor valor inteiro de k que parece ser um
limite superior.

x
(b) Verifique que [+ 22 < k provando a ine-
X

quagdo equivalente kx> — x + k > 0. (Vocé
pode resolver a equagiio para mostrar que
nao existe solucdo real.)

(c) Do grifico, encontre o menor valor inteiro
de k que parece ser um limite inferior.

X

(d) Verifique [+ 22 > k provando a inequa-
X

¢do equivalente kx> — x + k < 0.

Com base na tabela com valores x e y:

X y
60 0,00
65 1,00
70 2,05

75 2,57
80 3,00
85 3,36
90 3,69
95 4,00
100 4,28

Considerando y como uma fungao de x, ela € crescen-
te, decrescente, constante ou nenhuma das situacdes?

79.

80.

81.

82.

Esboce um grifico de uma fun¢@o f com domi-
nio como o conjunto de todos os nimeros reais
que satisfazem todas as seguintes condigdes:
(a) f¢é continua para todo x;

(b) fé crescente nos intervalos ]—°, 0] e [3, 51;
(c) fé decrescente nos intervalos [0, 3] e [5, +o°[;
(d) f(0)=f(5) =2

(e) F3)=0.

Esboce um grifico de uma fun¢@o f com domi-

nio como o conjunto de todos os nimeros reais

que satisfazem as seguintes condicdes:

(a) f € decrescente nos intervalos ]—oo, O[ e
10, +oo[;

(b) ftem um ponto ndo removivel de desconti-
nuidade em x = 0;

(c) ftem uma assintota horizontal em y = 1;

(@) £(0) =0;

(e) ftem uma assintota vertical em x = 0.

Esboce um grifico de uma fun¢@o f com domi-

nio como o conjunto de todos os nimeros reais

que satisfazem todas as seguintes condigdes:

(a) f¢é continua para todo x;

(b) f¢é uma funcdo par;

(c) fé crescente no intervalo [0, 2] e decrescen-
te no intervalo [2, +0oo[;

(d) f(2) =3.

Uma fungdo limitada superiormente tem um

ndmero infinito de limites superiores, mas existe

sempre um menor limite superior, isto €, um

limite superior que € o menor de todos os outros.

Esse menor limite superior poderia ou ndo estar
na imagem de f. Para cada fungdo a seguir,
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encontre o menor limite superior e conclua se
estd ou ndo na imagem da funcao.

(@) f(x) =2 —0,8x2

3 2
NPRES
(©) h(x) = 1;2’“
_ 4x
(d) g0 = x>+ 2x+1

Uma funcdo continua f tem como dominio o
conjunto de todos os nimeros reais. Se f(—1) =
5 e f(1) = —5, explique por que f precisa ter
pelo menos uma raiz no intervalo [—1, 1] (isso
generaliza uma propriedade de fungdo continua,

conhecida em calculo como teorema do valor
intermediario).

. Mostre que o grifico de toda fungdo fmpar, cujo

dominio tem todos os nimeros reais, passa
necessariamente pela origem.

. Se possivel, analise o grifico da funcio

32—
=55

(a) Qual é a aparente assintota horizontal do
gréafico?

no intervalo [—6, 6] por [—2, 2].

(b) Baseado no grifico, conclua qual é a apa-
rente imagem de f.
-1
+1
para todo x, confirmando assim sua suposi-
¢do no item (b).

(c) Mostrealgebricamente que—1 = <15
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Funcoes do primeiro
e do segundo graus

Objetivos de aprendizagem

m Funcgao polinomial.

m Fungdes do primeiro grau e seus graficos.

m Fungdes do segundo grau e seus graficos.

Muitos problemas econdmicos e da area de negdcios sao modelados por funcgdes do primeiro
grau, como a despesa mensal de uma pequena empresa com encargos sociais, em que a regra

desse gasto é uma fungao de primeiro grau f(x), representando a despesa, e x € o numero de
funcionarios.

Funcdes do segundo grau e func¢des polinomiais de graus mais altos também tém algumas apli-
cacdes, a exemplo da drea industrial, em que a funcio do segundo grau f(x) representa o custo de
uma empresa para produzir certa quantidade de unidades do seu produto por més.

Funcao polinomial

As funcgdes polinomiais estdo entre as mais conhecidas de todas as fungdes.

DEFINICAO Funcéo polinomial

Seja n um ndmero inteiro ndo negativo, e sejam Ay A,y Ay Ay e A, A ndmeros reais com a, # 0.
A fungdo dada por

— n—1 2
S =ax"+a x'+ - Faxtaxta,

€ uma fun¢ao polinomial de grau n, em que a , a,_
ficiente principal € a .

A fung@o zero dada por f(x) = 0 € uma funcgdo polinomial que nio tem grau nem coeficiente
principal.

e T aya, a,s30 0s coeficientes. O coe-

Para ser uma fun¢do polinomial, ela tem que ser expressa por um polindmio. Portanto, todas as
funcdes polinomiais sdo continuas e definidas sobre o conjunto de todos os niimeros reais. E impor-
tante saber reconhecer uma fung¢ao polinomial.
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EXEMPLO 1 Verificando se as func¢ées sao polinomiais

Quais dos seguintes exemplos sdo fungdes polinomiais? Para os que sdo fungdes polinomiais,
defina o grau e o coeficiente principal. Para os que ndo sdo, justifique.

(@) f(x) =4x3 —5x — % (b) glx) =6x"*+7
(€) h(x) = Vox* + 16x2 (d) k(x) = 15x — 2x*
SOLUCAO

(a) f¢é uma funcdo polinomial de grau 3 e com coeficiente principal 4.
(b) g ndo é uma fungio polinomial por causa do expoente —4.
(c) A ndo € uma funcdo polinomial porque ela ndo pode ser simplificada na forma polinomial.

Observe que V 9x* + 16x2 # 3x? + 4x.

(d) k€ uma fungdo polinomial de grau 4 e com coeficiente principal —2.

A funcdo zero, como mencionado anteriormente, e todas as fungdes constantes sdo polinomiais.
Algumas outras fungdes familiares sdo também polinomiais, cCOmo mostramos a seguir.

Funcées polinomiais de grau indefinido ou de grau baixo

Nome Forma Grau
Funcdo zero fx)=0 Indefinido
Funcdo constante f(x) =a(a#0) 0

Funcao do primeiro grau f(x) =ax + b(a # 0) 1

Funcdo do segundo grau fx) = ax* + bx + ¢ (a # 0) 2

Funcoes do primeiro grau e seus graficos

Uma funcio do primeiro grau € uma funcio polinomial de grau 1, e tem a forma:
f(x) = ax +b, onde a e b sdo constantes e a # 0.

Se, em vez de a, utilizarmos m como coeficiente principal e considerarmos a notagdo y = f(x),
obtemos:

y=mx +b
Essa equacdo representa uma reta inclinada. O coeficiente angular m de uma reta ndo vertical
¢ Yo 7Y
que passa pelos pontos (x,, y,) € (x,, y,) € dado por m = 22 L
X T X

A equagdo da reta que passa pelo ponto (x,, y,) € tem coeficiente angularméy — y = m (x — x)).
Essa equacdo € chamada de equacdo geral da reta.

No plano cartesiano, uma reta é o grafico de uma funcdo do primeiro grau somente se ela for
uma reta inclinada ou uma reta horizontal. Retas verticais ndo sdo graficos de fun¢des porque elas
falham no teste da linha vertical, que € feito para analisar se um grafico é ou nao de uma funcgao.
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EXEMPLO 2 Verificacdo da lei de uma funcéo do primeiro grau

Encontre a lei para a funcdo do primeiro grau f, tal que f(—1) =2 e f(3) = —2.

SOLUCAO

Solucao algébrica

Queremos encontrar uma reta que passe pelos pontos (—1, 2) e (3, —2). O coeficiente angular é:
Y2 =0 —2-2 -4

m = = =

X, —x 3-(=1) 4

-1

Usando esse valor m e as coordenadas (—1, 2), a equacido € dada por:

y—y =mx—x)

y=2=-1@ - (-1)
y—2=—-x-—1
y=—-x+1

Convertendo para a notacdo de funcao, temos a lei procurada:

fx)=—x+1
Suporte grafico
Podemos fazer o grificode y = —x + 1 e observar que inclui os pontos (—1, 2) e (3, —2). (Veja
Figura 8.1.)
y
3 —
(71’ 2) 02—
I I | I I | X
—5—4—3—2—1_1_1 2345
] I E )

Figura 8.1 O graficode y = —x + | passa por (—1,2) e (3, —2).

Confirmacao numeérica
Usando f(x) = —x + 1, provamos que f(—1) =2e f(3) = —2:

f(-D)=—=(-D+l1=1+1=2ef3)=-3+1=—-2

A taxa média de variaciao de uma funcio y = f(x) entre x = ae x = b,coma # b, &:

f(b) — f(a)

b—a
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Ela determina a variacdo média sofrida pelos valores da fun¢@o f(x) entre os pontos a e b. Tra-
taremos melhor desse assunto no Capitulo 17.

A fung¢@o do primeiro grau definida para todos os nimeros reais tem uma taxa média de varia-
c¢do constante, diferente de zero, entre quaisquer dois pontos sobre seu grafico. Pelo fato de essa taxa
ser constante, ela ¢ chamada simplesmente taxa de variacio da funcdo do primeiro grau.

Quando a fung@o estd definida para valores de x que sejam maiores ou iguais a zero, entdo po-
demos dizer que o valor inicial da funcdo, x = 0, € dado por f(0). Nesse caso, se f(0) = b, isto &,
y = b, entdo o inicio do gréfico estd no ponto (0, b), localizado no eixo vertical y.

O coeficiente angular m na férmula f(x) = mx + b € a taxa de variacdo da func¢do do pri-
meiro grau.

Resumo do que aprendemos sobre funcoes do primeiro grau

Caracteristicas de uma funcao do primeiro grau

Caracterizacao
Defini¢do polinomial de grau 1
Algébrica f(x) = mx + b (m # 0)
Grafica reta inclinada com coeficiente angular m e intersec¢ao no eixo y dado por b
Analitica funcdo com taxa de variacdo m constante e diferente de zero: f € crescente se

m > 0, e decrescente se m < 0

Funcoes do segundo grau e seus graficos

Uma funcio de segundo grau (também conhecida como fun¢ao quadratica) € uma fungio
polinomial de grau 2 dada pela forma f(x) = ax? + bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo constantes reais e a # 0.

O gréfico de toda fungdo do segundo grau € uma parabola de concavidade para cima ou para
baixo, dependendo do coeficiente principal, conforme veremos a seguir. Qualquer grafico de uma
fungdo do segundo grau pode ser obtido do gréfico da funcéo f(x) = x? por uma sequéncia de trans-
formagoes, a saber: translagdes, reflexdes, “esticamentos” e “encolhimentos”.

EXEMPLO 3 Transformacio da funcéo /(v) = 2

Descreva como transformar o grafico de f(x) = x*em um grafico da funcéo dada e esboce-o.
(@ g0x)= _G)xz +3

(b) h(x) =3x +2)—1

SOLUCAO

1
(a) O grifico de g(x)= —(ijz +3 € obtido pelas seguintes transformagdes: “encolhendo” ver-

ticalmente o gréfico de f(x) = x*por meio da multiplicagdo pelo fator —, refletindo no gréfico
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resultante com relagdo ao eixo horizontal x (por causa do sinal negativo do coeficiente principal) e
transladando o gréfico refletido trés unidades de medida para cima. Veja a Figura 8.2(a).
(b) O grifico de h(x) = 3(x + 2)> — 1 € obtido “esticando” verticalmente o grafico de f(x) = x*
por meio da multiplicagdo pelo fator 3, e transladando o grafico resultante duas unidades para
a esquerda e uma unidade para baixo. Veja a Figura 8.2(b).
y y

Figura 8.2 Grafico de f(x) = x>’ mostrado com (a) g(x)= —(%)xz +3e (b) h(x) = 3(x + 2)>— 1.

O griéfico de f(x) = ax?, com a > 0, é uma pardbola com concavidade para cima. Quando a < 0,
o grafico é uma parabola com concavidade para baixo. Independente do sinal de a, o eixo vertical y é
areta de simetria para o grafico de f(x) = ax®.

A reta de simetria para uma pardbola € seu eixo de simetria. O ponto sobre a pardbola que cru-
za seu eixo de simetria € o vértice da pardbola, e ele é sempre o ponto mais baixo da pardbola com
concavidade para cima ou o ponto mais alto da pardbola com concavidade para baixo. O vértice de
f(x) = ax* é sempre a origem, como pode ser visto na Figura 8.3.

eixo de simetria eixo de simetria

f)=ax’,a<0

vértice

vértice

f=ax*,a>0

(a) (b)

Figura 8.3 Grafico de f(x) = ax* para (a) a > 0 e (b) a < 0.

Expandindo f(x) = a (x — h)* + k e comparando os coeficientes resultantes com a forma qua-
dratica padrio ax’> + bx + ¢, em que os expoentes de x sdo organizados em ordem decrescente,
podemos obter as férmulas para e k.
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fx)=alx—h’+k
=a(x*>—2hx + h*) + k

= ax*+ (—2ah)x + (ah*+ k)
=ax*+ bx + ¢

Como b = —2ahe ¢ = ah® + k, temos que h :—2i ek=c—ah’
a

Usando essas férmulas, qualquer fungéio do segundo grau f(x) = ax*> + bx + ¢ pode ser rees-
crita na forma:

fx) =alx—h)*+k

Essa € a forma canénica para uma func¢do do segundo grau. Ela € usada para facilitar a identi-
ficacdo do vértice e do eixo de simetria do gréfico da funcao.

Forma candnica de uma funcao do segundo grau

Toda fungdo do segundo grau f(x) = ax’> + bx + ¢, sendo a # 0, pode ser escrita na forma
canénica

f&x) = alx — h)>+ k.

O grifico de f € uma pardabola com vértice (h, k) e eixo de simetria x = h, com h=—— ¢

2a
k = ¢ — ah®. Se a > 0, entdo a pardbola tem concavidade para cima; se a < 0, entdo a pardbola

tem concavidade para baixo (veja a Figura 8.4).

y
y=ax’>+bx+c

(a) (b)
Figura 8.4 O vértice estd em x= —2— , cujo valor descreve o eixo de simetria.
a

—(b% + 4ac)
2a ’

O valor de k também é conhecido como
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EXEMPLO 4 Verificacdo do vértice e do eixo de simetria de uma funcéo
do segundo grau

Encontre o vértice e o eixo de simetria do grdfico de f(x) = 6x — 3x*> — 5. Reescreva a equagio
na forma candnica.

SOLUCAO
A forma polinomial padrao de f € f(x) = —3x* + 6x — 5.
Temosa = —3,b = 6 e c = —5. Assim, as coordenadas do vértice sdo:
b 6
h = —-—= Y = 1
2 2-3)

k=f)=f(1)==3-1246-1-5=—2

k = f(h), pois ¢ a segunda coordenada de um ponto cuja primeira coordenada & h.
A equagdo do eixo de simetria € x = 1, o vértice € (1,—2) e a forma candnica de f¢é:

f) = =3 =1+ (-2).

EXEMPLO 5 Uso da algebra para descrever o grafico de uma funcéo do
segundo grau

Utilize o recurso de completar o quadrado de uma expressao algébrica para descrever o grafico de
f(x) = 3x* + 12x + 11. Confira sua resposta graficamente.

SOLUCAO

Solucao algébrica

f)=3x+12x+ 11
=3+ 4x) + 11
=3+ 4x+ ()= () + 11
=302+ dx + (2) — (2) + 11
=3 +4dx+4) -3+ 11

=3x+2)7—1
O gréfico de f ¢ uma pardbola de concavidade para cima com vértice (—2, —1), eixo de simetria
x = —2 e que cruza o eixo x nos valores dados aproximadamente por —2,577 ¢ —1,423. Os valo-
res exatos das rafzes sdo x = —2 + V/3/3.

Solucao grafica

O gréfico na Figura 8.5 mostra esses resultados.
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(VAR

X=—2 L Y=-1
[-4,7;4,7] por [-3,1; 3,1]

Figura 8.5 Os graficos de f(x) = 3x*+ 12x + 11 e f(x) = 3(x + 2)’— 1 sdo os mesmos.

Resumo do que aprendemos sobre funcoées do segundo grau

Caracteristicas de uma funcéo do segundo grau

Caracterizacao
Defini¢do polinomial de grau 2
Algébrica f(x) = ax’*+ bx + coualx — h)*+ k (a+0)
Grafica pardbola com vértice (A, k) e eixo de simetria x = h; a concavidade € para cima se

a > 0, e para baixo se a < 0; o valor onde corta o eixo vertical y € a interseccao
y = f(0) = ¢, e as raizes sdo os valores que passam pelo eixo horizontal x, que sao:

—b += Vb2 — 4dac

2a

REevisio RArIiDA

Nos exercicios 1 e 2, escreva na forma da equacdo geral da reta, e para cada caso a reta tem coeficiente angu-
lar m e cruza o eixo vertical y em b.
1. m=38, b=36 2.m=-18,b=-2

Nos exercicios 3 e 4, escreva uma equagdo para a reta que contém os pontos dados. Represente graficamente
areta com 0s pontos.

3. (—2,4)e@3, 1) 4. (1,5 e(—2,—-3)
Nos exercicios de 5 a 8, faca a expansdo de cada expressao. Podemos nos referir ao quadrante I
5. (x + 3)? 6. (x — 4 do plano cartesiano quando x > 0 e
5 R y > 0; ao quadrante II, quando x < 0
7. 3(x — 6) 8. -3x+7) e y > 0; ao quadrante III, quando

x < 0ey<0; e ao quadrante IV,

Nos exercicios 9 e 10, fatore o trindmio.
quandox >0ey <O.

9. 2x' —4x+2 10. 3x*+ 12x + 12
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ExERcicIos

Nos exercicios de 1 a 6, determine quais sio fungdes
polinomiais. Para as que sdo, identifique o grau e o
coeficiente principal. Para as que nao sdo, justifique.

1. f(x)=3x°+ 17 2. f(x) = -9+ 2x

3. f(x)=2x5—%x+9 4. f(x) =13

3
5. h(x) = V27X +8x° 6. k(x) = 4x — 5¢°
Nos exercicios de 7 a 12, escreva uma equagdo para
a fun¢do de primeiro grau f, satisfazendo as condi-
¢Oes dadas. Represente as funcdes graficamente.

7. f(=5)=—1 e fQQ)=4
8. f(-3)=5 e f(6)=—2
9. f(-4)=6 e f(-1)=2

10. f(H)=2 e f(5) =7

11. f(0)=3 e f3)=0

12. f(—4) =0 e f(0)=2

Nos exercicios de 13 a 18, associe um grafico a uma
funcdo. Explique a sua escolha.

13. f(x) =2(x + 1)*—3 14. f(x) =3(x +2)*—7
15. fx) =4 —3(x— 1 16. f() =12 —2(x — 1)?
17. f)=2(x— 1)*—3 18. f(x) = 12 — 2(x + 1)?

N7

(a) (b)

(e ®

Nos exercicios de 19 a 22, descreva como transfor-
mar o grifico de f(x) = x*no grifico das fungdes
dadas. Faca o esbogo de cada gréfico.

19. gx) = (x —3)*— 2 20. h(x) = %xz -1

21. g(x) = %(x +2)2 -3 22. h(x) = —3x2+2

Nos exercicios de 23 a 26, encontre o vértice e 0 eixo
de simetria do gréfico de cada fung¢do.

23. f(x) =3(x — 12+ 5
24. g(x) = —3(x + 27— 1
25. f(x) =5(x — 12— 7
26. g(x) =2(x — V3)2 + 4

Nos exercicios de 27 a 32, encontre o vértice € o eixo
de simetria do grafico de cada funcdo. Reescreva a
fun¢@o na forma candnica.

27. f(x) = 3x*+ 5x — 4
28. f(x) = —2x*+ 7x — 3
29. f(x) =8x — x*+ 3
30. f(x) = 6 — 2x + 4x?
31. g(x) = 5x*+ 4 — 6x
32. h(x) = —2x*—Tx — 4

Nos exercicios de 33 a 38, use o recurso de completar
o quadrado de uma expressao algébrica para descre-
ver o grafico de cada funcdo. Prove suas respostas
graficamente.

33. fx)=x*—4x+ 6
34. gx) =x*—6x + 12
35. f(x) = 10 —16x — x*
36. h(x) =8 + 2x — x*
37. f(x) =2+ 6x + 7
38. g(x) = 5x*— 25x + 12

Nos exercicios de 39 a 42, escreva uma equacio para
cada parabola, sabendo que um dos pontos do grafico

é o vértice.
39. [ 40. [

N o/

! 2,-7)

o
“1,-3) [

[-5, 5] por [-15, 15] [-5, 5] por [-15, 15]
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41. (1’ ]1) 42,

r‘\ 1.3
/ [ @, _7x / \2 -13)

[-5, 5] por [-15, 15] [-5, 5] por [-15, 15]

Nos exercicios 43 e 44, escreva uma equagdo para a
funcdo do segundo grau cujo grafico contém o vértice
e o ponto dados.

43. Vértice (1, 3) e ponto (0, 5).

44. Vértice (—2, —5) e ponto (—4, —27).

45. Uma pequena empresa fabrica bonecas e semanal-
mente arca com um custo fixo de R$ 350,00. Se o
custo para o material € de R$ 4,70 por boneca e seu
custo total na semana é uma média de R$ 500,00,

quantas bonecas essa pequena empresa produz por
semana?

46. Entre todos os retangulos cujos perimetros sdo
iguais a 100 metros, encontre as dimensdes do
que tem a drea maxima.

47. O preco p por unidade de um produto, quando x
unidades (em milhares) sdo produzidas, € mode-
lado pela funcdo:

preco = p = 12 — 0,025x

A receita (em milhdes de reais) € o produto do
preco por unidade pela quantidade (em milha-
res) vendida. Isto €,

receita = xp = x (12 — 0,025x)

(a) Represente graficamente a receita para uma
produgdo de 0 a 100.000 unidades.

(b) Quantas unidades deveriam ser produzidas
para a receita total ser de R$ 1.000.000,00?

48. Uma imobilidria tem 1.600 unidades de iméveis
para alugar, das quais 800 ja estdo alugadas por
R$ 300,00 mensais. Uma pesquisa de mercado
indica que, para cada diminui¢do de R$ 5,00 no
valor do aluguel mensal, 20 novos contratos sdo
assinados.

(a) Encontre a funcdo receita que modela o
total arrecadado, em que x € o nimero de
descontos de R$ 5,00 no aluguel mensal.

(b) Represente graficamente a receita para valo-
res de aluguel entre R$ 175,00 e R$ 300,00
(isto é, para 0 = x = 25), que mostra a recei-
ta maxima.

(c) Qual valor de aluguel permite que a imobi-
lidria tenha receita mensal mdxima?

Nos exercicios 49 e 50, complete a andlise para cada
fun¢do dada.

49. Analisando uma funcao Complete:
A fungdo f(x) = x chamada funcdo identidade.
Dominio:

Imagem:

Continuidade:

Comportamento crescente/decrescente:
Simetria:

Limite:

Extremo local:

Assintotas horizontais:

Assintotas verticais:

Comportamento nos extremos do dominio:

50. Analisando uma funcdo Complete:
A func@o de segundo grau f(x) = x2
Dominio:
Imagem:
Continuidade:
Comportamento crescente/decrescente:
Simetria:
Limite:
Extremo local:
Assintotas horizontais:
Assintotas verticais:
Comportamento nos extremos do dominio:
51. Verdadeiro ou falso? O valor inicial de
f(x) = 3x* + 2x — 3 € 0. Justifique sua resposta.

52. Verdadeiro ou falso? O grifico da funcdo
f(x) = x> — x + 1 ndo tem raiz, isto é, ndo passa
pelo eixo horizontal x. Justifique sua resposta.

Nos exercicios 53 e 54, considere f(x) = mx + b,
f(=2)=3ef@ =1

53. Multipla escolha Qual € o valor de m?
1 1
(@ 3 () -3 (c) -1 (d) 3 (e) 3

54. Multipla escolha Qual € o valor de b?

11 7 1
(@) 4 (b) 3 (c) 3 (@) 1 (e) BE)

Nos exercicios 55 e 56, seja f(x) = 2(x + 3)>*— 5.



55.

56.

57.

CAPITULO 8 Fungdes do primeiro e do segundo graus

Multipla escolha Qual € o eixo de simetria do
grafico de f?

(@) x=3 (b) x=-3
(d) y=-5 (e) y=0
Multipla escolha Qual € o vértice de f?

(@ 0,00 () 3,5 (e) 3, -5
(d) (=3.5) (e) (=3,-5)

Identifique graficos de funcées do pri-
meiro grau

() y=5

(a) Quais das representagdes grificas de retas
sdo gréficos de fungdes do primeiro grau?
Justifique sua resposta.

(b) Quais das representacdes graficas de retas

sdo graficos de fungdes? Justifique sua res-
posta.

(c) Quais das representagdes grificas de retas
ndo sdo graficos de funcdes? Justifique sua

resposta.
)
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sS40 [ 1245
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59.

60.
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Seja f(x) = x% g(x) = 3x + 2, h(x) = 7x — 3,

k(x) = mx + bellx) = x.

(a) Calcule a taxa média de variacio de f de

x=1lax=3.

(b) Calcule a taxa média de variagéo de f de

x=2ax=35.

(c) Calcule a taxa média de varia¢do de f de

XxX=aax=c.

(d) Calcule a taxa média de variagdo de g de

x=1lax=3.

(e) Calcule a taxa média de variagdo de g de

x=lax=4.

(f) Calcule a taxa média de variagdo de g de
X=aax=c.

(g) Calcule a taxa média de variagdo de h de

xX=aax=c

(h) Calcule a taxa média de variacdo de k de

X=aax=c.

(i) Calcule a taxa média de variacdo de [ de
Xx=aax=c.

Suponha que b*> — 4ac > 0 para a equagio ax* +

bx +c¢=0.

(a) Mostre que a soma das duas solucoes dessa
equagdo é —é.
a
(b) Mostre que o produto das duas solucdes
dessa equacgdo ¢ <.
a

Prove que o eixo de simetria do grifico de

f0) = — ayx — by éx=210

ndmeros reais.

,onde a e b sdo
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61. Identifique o vértice do grafico de f(x) = (x —a)  62. Prove que se x, e x, sd0 nimeros reais € sdo as
a+b ~ . raizes da fun¢@o do segundo grau dada por f(x) =
» onde a e b sdo quaisquer ax® + bx + ¢, entdo o eixo de simetria do gréifico

(x—Db)é x=

ndmeros reais. . X, +x
defé x= & +x) .
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Funcoes poténcia

Objetivos de aprendizagem

m Definicdo.

® Fungdes monomiais e seus graficos.
m Graficos de func¢des poténcia.

As fungoes poténcia podem descrever as relagdes proporcionais existentes, por exemplo, na
geometria, na quimica e na fisica.

Definicao

As fungdes poténcia formam um importante grupo de funcdes por sua propria estrutura, além
de fazerem parte de outras funcdes. Vejamos a seguir sua defini¢do.

DEFINICAO Funcédo poténcia

Funcio poténcia é qualquer fungio que pode ser escrita na forma

J&) =kext,

onde k e a sdo constantes diferentes de zero. Perceba que a constante a é a poténcia (ou o ex-
poente), e k € a constante de variacdo ou constante de propor¢ao. Dizemos que f(x) varia como
a a-ésima poténcia de x ou que f(x) é proporcional a a-ésima poténcia de x.

Em geral, se y = f(x) varia como uma poténcia constante de x, entdo y ¢ uma fungdo poténcia
de x. As férmulas mais comuns em geometria e ciéncia sdo fung¢des poténcia, por exemplo:

Nome Férmula Poténcia ou expoente  Constante de variagdo
Comprimento da circunferéncia C=2mr 1 2w
Area de um circulo A= 7r 2 ™
Forga da gravidade F= L3 -2 k
&
Lei de Boyle V= % -1 k

Esses exemplos de funcdes poténcia envolvem relacdes que podem ser uma varia¢do ou uma
propor¢do. Vejamos:

= O comprimento da circunferéncia varia diretamente com o seu raio.

m A drea dentro de um circulo € diretamente proporcional ao quadrado do seu raio.

m A forga de gravidade agindo sobre um objeto € inversamente proporcional ao quadrado da
distancia do objeto ao centro da Terra.
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= A lei de Boyle afirma que o volume de um gds armazenado (em uma temperatura constante)
varia inversamente a pressao aplicada.

As férmulas de fungdo poténcia com expoentes positivos (poténcias positivas) sdo exemplos
de variacao direta, e as com expoentes negativos (poténcias negativas) sdo exemplos de variacao
inversa. A variacdo sempre € assumida como direta, a menos que a palavra inversamente esteja
incluida em seu contexto.

EXEMPLO 1 Analise de funcdes poténcia

Verifique a poténcia (ou o expoente) e a constante de variacdo para cada fun¢ao, represente-a
graficamente e analise-a.

(@ /() = Vi ) g0 = =5

SOLUCAO

(a) Como f(x) = % = x!/3 = 1.x'3 entdo seu expoente é l e sua constante de variacdo € 1.
O grifico de f'¢é demonstrado na Figura 9.1(a). 3
Dominio: conjunto de todos 0s nimeros reais.
Imagem: conjunto de todos os nimeros reais.
E continua.
E crescente para todo x.
E simétrica com relacio 2 origem (uma funcio fmpar).
Nao ¢ limitada nem superior, nem inferiormente.
Nao tem extremo local.
Nao tem assintotas.

. . 3 . 3
Comportamento nos extremos do dominio: lim Vx = —eoelim Vx = + co.
X—>—oo x—+oo

Fato interessante: a funcéo raiz ctbica f(x) = Vx é a inversa da fungdo cibica (f(x) = x%).

1
(b) Como g(x) = i x~2 = 1+x72 entdo seu expoente € —2 e sua constante de variagio é 1.

O gréfico de g € demonstrado na Figura 9.1(b).
Dominio: [—2, O U ]0, +o°].

Imagem: ]0, +o9[.

E continua sobre seu dominio.

E descontinua em x = 0.

E crescente sobre 1=, O[.

E decrescente sobre 10, +oof.

E simétrica com relacio ao eixo y (uma funcio par).
E limitada inferior, mas ndo superiormente.

Naio tem extremo local.

Assintota horizontal y = 0. Assintota vertical: x = 0.

=0elim
x—+oo

1
;):0

1
Fato interessante: g(x) = 2 é a base das leis cientificas com inverso de um quadrado, como

) 1
Comportamento nos extremos do dominio: lim |—
x——oo \ X

o principio gravitacional com quadrado inverso dado por F = 7 mencionado anteriormente.



CAPITULO 9 Funcgdes poténcia 107

1
Assim, g(x) = z ¢ chamada as vezes de funcdo do quadrado inverso. Mas perceba que ela

ndo ¢ a inversa da fungdo quadratica, e sim sua inversa multiplicativa.

[-4,7; 4,7] por [-3,1; 3,1] [-4,7; 4,7] por [-3,1; 3,1]
(a) (b)

Figura 9.1 Graficos de (a) f(x) = Vx = x'? e (b) g (x) = iz =x"2
x

Funcoes monomiais e seus graficos

A funcdo polinomial de um unico termo € uma funcdo poténcia, também chamada func¢do
monomial.

DEFINICAO Funcdo monomial

Funcio monomial é qualquer fungdo que pode ser escrita como:
f(x) =kouf(x) =kex"

onde k é uma constante e n € um nimero inteiro positivo.

Perceba que a fung¢do zero e as funcdes constantes sdo fungdes monomiais. Mas a fungdo mo-
nomial mais tipica € uma funcio poténcia com um expoente inteiro positivo, expoente esse que in-
dica o grau do mondmio. As fungdes bdsicas x, x* e x* sdo fun¢des monomiais tipicas. E importante
entender os gréificos das fun¢des monomiais porque toda fungdo polinomial € uma fun¢do monomial
ou uma soma de fun¢gdes monomiais.

Vamos analisar a funcao cubica

f(x) = x*, x €IR

Dominio: conjunto de todos os nimeros reais.
Imagem: conjunto de todos os nimeros reais.

E continua.

E crescente para todo x.

E simétrica com relacio 2 origem (uma funcdo impar).



108 Pré-calculo

Nao € limitada nem superior, nem inferiormente.
Naio tem extremo local.
Nao tem assintotas nem horizontais nem verticais.

Comportamento nos extremos do dominio: lim x3 = — e lim x3 = +oo-
X—>—oo X—>+too

[—4.7;4,7] por [-3,1; 3,1]

Figura 9.2 Grafico de f(x) = x°.

EXEMPLO 2 Representacio grafica de fungées monomiais

Descreva como obter o grafico das fungdes dadas a partir do grafico de g(x) = x" (observe que
o valor do expoente das fungdes € mantido). Vocé pode esbogar o grafico e conferir com uma
calculadora apropriada.

(a) f(x) = 207 () () = — 3 *

SOLUCAO

(a) Obtemos o gréfico de f(x) = 2x* “esticando” verticalmente o gréifico de g(x) = x* por meio
da multiplicagdo pelo fator 2. Ambas sdo fun¢des impares. Veja a Figura 9.3(a).

(b) Obtemos o gréfico de f(x) = —( % )x“ “encolhendo” verticalmente o gréfico de g(x) = x* por
meio da multiplicac¢do pelo fator % e, entdo, refletindo-o com rela¢do ao eixo x por causa do

sinal negativo. Ambas sdo funcdes pares. Veja a Figura 9.3(b).

» \ B /
\ /
L X\ L /
/ \\ /
- ///// \\\\ - /////
o /N X\
[—2, 2] por [—16, 16] [-2, 2] por [-16, 16]
(@) (b)
Figura 9.3 Gréaficos de (a) f(x) = 2x* com fungdo monomial basica g(x) = x* e (b) f(x) = —(2/3

(%)x‘ com funcdo monomial béasica g(x) = x*
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Graficos de funcoées poténcia

Os gréficos da Figura 9.4 representam as quatro formas possiveis para fungdes poténcia em
geral, como f(x) =k« x, parax = 0.

Observe que o grifico de f sempre contém o ponto (1, k). As funcdes que apresentam expoentes
positivos também passam pelo ponto (0, 0). Aquelas com expoentes negativos sdo assintdticas para
os dois eixos, isto €, nao cruzam nenhum deles.

Quando k£ > 0, temos o grifico no primeiro quadrante, mas quando k < 0 o grafico estd no
quarto quadrante.

Em geral, para qualquer func¢io poténcia f(x) = k - x*, quando x < 0, ocorre uma das trés situacdes
a seguir:

= f ¢ indefinida para x < 0, como em f(x) = x"? e f(x) = x™.

= fé uma fungdo par; assim, f € simétrica com relacéo ao eixo vertical y, como em f(x) = x2

ef(x) = x?°.
= f € uma funcdo impar; assim, f € simétrica com relagdo a origem, como em f(x) = x"'e
fx) = X7
y y
1 2 3
a<0 Ja>1 a=1 0 I I I X
) O<ax<l
O<ax<1
(1, k)
| | | X a<0 a>1 a=1
0 1 2 3

(a) (b)

Figura 9.4 Graficos de f(x) = k+ x% parax = 0. (a) k > 0, (b) k <O0.

O proximo exemplo ilustra o processo em dois passos para a representacdo grafica da funcdo
poténcia.

EXEMPLO 3 Representacao grafica de funcdes poténcia da forma f(x) =k - x*

Encontre os valores das constantes k e a. Descreva a parte da curva que estd no primeiro ou no
quarto quadrante. Determine se f € par, impar ou indefinida para x < 0. Descreva o restante da
curva nos demais quadrantes. Esboce o grafico para verificar a descri¢ao.

(a) f(x)=2x? (b) f(x) = —0,4x' (c) f(x) = —x%
SOLUCAO
(a) Como k = 2 € positivo e a = —3 € negativo, entdo o grafico passa pelo par ordenado (1, 2)

e € assinttico em ambos os eixos. O grifico € de uma fung¢io decrescente no primeiro qua-
drante. A func¢do f € impar porque:

fen) =207 = = = = 2 =
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(b)

(c)

Pré-calculo

Assim, o grafico € simétrico com relag@o a origem. O grafico na Figura 9.5(a) nos orienta
sobre todos os aspectos dessa descri¢do.

Como k = —0,4 € negativo e a = 1,5 > 1, entdo o grifico contém o par ordenado (0, 0) e
passa pelo par ordenado (1; —0,4). O gréfico € de uma funcdo decrescente no quarto qua-
drante. A funcdo fnao estd definida para x < 0 porque:

f(x) = —04x15 = _%xm _ _%(\/;)3

Repare que a fun¢do raiz quadrada nao estd definida para x < 0. Assim, o grafico de f ndo
tem pontos no segundo e no terceiro quadrantes. O grafico na Figura 9.5(b) nos orienta sobre
todos os aspectos dessa descricao.

Como k = —1 é negativo e 0 < a < 1, entdo o grafico contém o par ordenado (0, 0) e passa
pelo par ordenado (1, —1). O gréfico € de uma fun¢do decrescente no quarto quadrante. A
funcdo f € par porque:

fEx) = —(cx) = —(-0)F = = (V=x)? = =(-Va)?
= — (V)= =% = f(x)

Assim, o grafico de f ¢ simétrico com relagdo ao eixo vertical y. O grafico na Figura 9.5(c)
confirma a descricao.

[—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1] [—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1] [-4,7;4,7] por [-3,1; 3,1]
(@) (b) (©)

Figura 9.5 Graficos de (a) f(x) = 2x73; (b) f(x) = —0,4x'%; e (c) f(x) = —x*4.

Vamos analisar a funcédo raiz quadrada F

fx)=Vx, x=0
Dominio: [0, +[.
Imagem: [0, +o°].
E continua sobre [0, +ool. o
E crescente sobre [0, +].

Nao apresenta simetria.

Limitada inferiormente, mas ndo superiormente.

Minimo local em x = 0.

Nao tem assintotas horizontais nem verticais.
Comportamento nos extremos do dominio: jm Vyx = +oo-

[4.7; 4,7] por [-3,1; 3,1]

Figura 9.6 Grafico de f(x) = Vx.

X—+oo
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Nos exercicios de 1 a 6, escreva as seguintes expressoes usando somente expoentes inteiros positivos.

1 x2/3

4, x77

2. p5/2

5., g

3.4

6 m*]/S

Nos exercicios de 7 a 10, escreva as seguintes expressdes na forma k « x* usando um tnico nimero racional

para o expoente.

7. Vox3 8. V8x3

ExERcicIOs

5 4x
10.
x4 \V/32x3

Nos exercicios de 1 a 10, determine se a fungdo ¢
uma fung¢do poténcia, dado que c, g, k e 7 represen-
tam constantes. Para aquelas que sido fungdes potén-
cia, verifique o expoente e a constante de variagao.

1. f(x) = *%xs 2. f(x) = 9"
3. f(x) =3.2% 4. f(x) =13

5. E(m) = mc? 6. KE(v) = %ka
7.d=%gt2 8 V=§7Tr3
9.I=% 10. F(a)=m-a

Nos exercicios de 11 a 16, determine se a funcdo é
dada por um mondmio, sabendo que / e 7 represen-
tam constantes. Para aquelas que sao fun¢des mono-
miais, verifique o grau e o coeficiente principal. Para
aquelas que ndo sao, justifique.

11. f(x) = —4 12. f(x) = 3x7°
13. y = —6x7 14. y=-2-5"
15. S = 4? 16. A =1Iw

Nos exercicios de 17 a 22, escreva uma equagao com
funcdo poténcia para cada um dos problemas. Utilize
k como a constante de variagdo, se nenhuma for dada.

17. A drea A de um tridngulo equildtero varia direta-
mente com o quadrado do comprimento s dos
seus lados.

18. O volume V de um cilindro circular com peso
fixado € proporcional ao quadrado do seu raio r.

19. A corrente / em um circuito elétrico € inversa-
mente proporcional a resisténcia R, com cons-
tante de variacdo V.

20. A lei de Charles (conhecida como lei de Gay-
Lussac) diz que o volume V de um gas ideal, a
pressao constante, varia diretamente com a tem-
peratura absoluta 7.

21. A energia E produzida em uma reacgio nuclear é
proporcional a massa m, com a constante de
variagdo sendo ¢?, o quadrado da velocidade da
luz.

22. A velocidade p de um objeto em queda livre que
foi langado varia com a raiz quadrada da distan-

cia percorrida d, com a constante de variacdo
k=V2g.

Nos exercicios de 23 a 25, escreva uma sentenca que
expresse o que ocorre na férmula, usando a lingua-
gem de variag@o ou proporcao.

23. w = mg, onde w e m s30 o0 peso e a massa de um

objeto, respectivamente, e g € a constante de
acelerag@o por causa da gravidade.

24. C = @D, onde C e D representam o comprimen-
to e o didmetro de um circulo, respectivamente,
e 7r € a constante.

2

25. d = 5—, onde d € a distancia percorrida de um
8

objeto langado em queda livre, p € a velocidade

do objeto e g € a constante de aceleracdo por

causa da gravidade.

Nos exercicios de 26 a 29, verifique a poténcia e a
constante de variagdo para a fungdo, esboce-a grafi-
camente e faca uma andlise completa.

26. f(x) = 2x* 27. f(x) = =33

28. f(x) = %\“/; 29. f(x) = —2x73



112 Pré-calculo

Nos exercicios de 30 a 35, descreva como obter o
grafico da fun¢do monomial dada a partir do grafico
de g(x) = x" com o mesmo expoente n. Verifique se a
funcdo € par ou impar. Esboce o grifico e, caso quei-

ra, verifique-o com uma calculadora adequada.
30.f(x) = %x“ 31. f(x) = 5x3
32. f(x) = —1,5%° 33. f(x) = —2x°

34. f(x) = %xs 35. f(x) = %ﬂ

Nos exercicios de 36 a 41, associe cada fun¢io a uma
das curvas no gréfico.

y
a b c
d
x
e
h g f

36.f(x) = —%x“ 37. f(x) = %X’S
38. f(x) = 2x'4

40. f(x) = —2x 2

39. f(x) = —x"
41. f(x) = 1,7x%3

Nos exercicios de 42 a 47, verifique os valores das
constantes k e a para a funco f(x) = k « x*. Descreva
a parte da curva que pertence ao primeiro e ao quarto
quadrantes. Determine se f € par, impar ou indefinida
para x < 0. Descreva a parte restante da curva.
Esboce graficamente a funcio para verificar os itens
da descricao.

42. f(x) = 3x# 43. f(x) = —4x??

4. f(x) = —2x* 45. f(x) = %lez

46. f(x) = %x*3 47. f(x) = —x*

Nos exercicios 48 e 49, os valores sdo dados para y
como uma funcdo poténcia de x. Escreva uma equa-

¢do poténcia e verifique seu expoente e a constante de

variagao.
48. x 2 4 6 8 10
y 2 05 0222.. 0,125 0,08

49. x 1 4 9 16 25
y -2 -4 -6 -8 —10

50. Se n é um numero inteiro, n = 1, prove que
f(x) = x" € uma fungdo impar, se n for impar, e
¢ uma fung@o par, se n for par.

51. Verdadeiro ou falso? A funcio f(x)=x"23¢
par. Justifique sua resposta.

52. Verdadeiro ou falso? O grifico da funcdo
F(x)=x'" ¢ simétrico com relacfio ao eixo ver-
tical y. Justifique sua resposta.

Nos exercicios de 53 a 56, resolva o problema sem
usar calculadora.

53. Multipla escolha Seja f(x)=2x"2 Qual é 0
valor de f(4)?

(a) 1 (b) —1

1
(d) 2—\/5

54. Multipla escolha Seja f(x)=-3x""3. Qual
das alternativas € verdadeira?
(@ f(0)=0 (b) f(-=1)=-3 (c) f(1)=1
(d) f3) =3 (e) f(0) é indefinido

55. Multipla escolha Seja f(x)=x*3. Qual das
alternativas € verdadeira?

(¢) 2V2

(e) 4

(a) fé uma funcédo impar.

(b) f¢é uma funcéo par.

(c) fndo ¢ uma fungdo par, nem uma fungdo
fmpar.

(d) O gréfico de f € simétrico com relagdo ao
eixo horizontal x.

(e) O gréfico de f é simétrico com relagdo a
origem.

56. Multipla escolha Qual dos seguintes conjun-
tos é o dominio da fungdo f(x)=x*2?

(a) O conjunto de todos os nimeros reais.

(b) [0, 4o

(c) 10, +oo

(d) ]—o, 0[

(e) =2, 0[ U 0, +oo



CAPITULO 9 Funcgdes poténcia 113

1

57. Prove que g(x)=—— ¢& par, se, e somente se,  58. Use os resultados do exercicio anterior para pro-

F) var que g(x) = x“ é par, se, e somente se,

fix) for par, e que g(x)= é impar, se, e  f(x) = x* for par, e que g(x) = x™* € impar, se, e
flx somente se, f(x) = x* for impar.

somente se, f(x) for impar.






Capitulo 10

Funcoes polinomiais

Objetivos de aprendizagem

Graficos de fung¢des polinomiais.

Comportamento das funcgdes polinomiais nos extremos do dominio.
Raizes das fungdes polinomiais.

Divisao longa e algoritmo da divisao.

Teorema do resto e teorema de D’Alembert.

Divisao de polinémios pelo método de Briot Ruffini.

Teorema das raizes racionais.

Limites superior e inferior das raizes de uma fung¢ao polinomial.

Esses tépicos sdo importantes quando fazemos modelagem de problemas e podem ser usados
para melhorar as aproximacdes de fung¢des mais complicadas.

Graficos de funcoées polinomiais

No Capitulo 8, recordamos que uma fun¢do polinomial de grau zero € uma funcio constante,
e o gréfico € representado por uma reta horizontal, paralela ao eixo x. J4 uma fung¢do polinomial de
grau 1 é uma funcdo do primeiro grau, e seu grafico € representado por uma reta inclinada. Por fim,
uma fun¢do polinomial de grau 2 € uma fungdo do segundo grau, e seu grafico é representado por
uma pardbola.

Neste capitulo, vamos considerar fungdes polinomiais de graus mais altos. Estas incluem as
funcoes cibicas (polinomiais de grau 3) e as funcdes quarticas (polinomiais de grau 4). Ja vimos
que uma fung¢do polinomial de grau n pode ser escrita na forma:

f)=ax"+a,

X'+ t+axr +ax+a,coma #0.

Observe algumas definicdes importantes associadas as fungdes polinomiais.

DEFINICAO O vocabulario dos polinémios

e  Cada mondmio na soma (ax"+ a,_x""',...,a,) € um termo do polindmio.
e A forma padrao de escrever uma funcdo polinomial € com seus termos apresentando graus
decrescentes.

e Asconstantesa,a, ,, ..., a,sdo os coeficientes do polinémio.
e  Otermo a x"€ o termo principal, € a, € o termo constante.

No Exemplo 1, veremos que o termo constante ¢, de uma fungdo polinomial p € tanto o
valor inicial da fun¢@o p(0) como o valor por onde o grafico corta o eixo vertical y, chamado
de intercepto.
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EXEMPLO 1 Transformacdes no grafico das fungées monomiais

Descreva como transformar o gréifico de uma fungdo monomial f(x) = a x"em um gréfico das
funcdes dadas abaixo. Esboce o grifico transformado e verifique a resposta, se possivel, em cal-
culadora com esse recurso. Calcule a localizag¢@o do intercepto, o valor por onde o grafico passa
no eixo vertical y, como forma de conferir o gréafico transformado.

(a) gx)=4x+ 1)
(b) hix)=-(x—2)*+5

SOLUCAO
(a) Vocé pode obter o gréfico de g(x) = 4(x + 1) deslocando o grifico de f(x) = 4x* uma

unidade para a esquerda, como mostrado na Figura 10.1(a). O intercepto do grafico de g é
2(0) = 4(0 + 1)* = 4, que coincide com o valor observado no grafico transformado.

(b) Vocé pode obter o grifico de h(x) = —(x — 2)* + 5 deslocando o grifico de f(x) = —x* duas
unidades para a direita e cinco unidades para cima, como mostrado na Figura 10.1(b). O
intercepto do graficode 2 é h(0) = —(0 — 2)* + 5= —16 + 5 = —11, que coincide com o
valor observado no grafico transformado.

Figura 10.1 (a) Gréaficos de g(x) = 4(x + 1) e f(x) = 4x°. (b) Gréaficos de h(x) = —(x —2)*+ 5 e
f) = .

O Exemplo 2 mostra o que pode acontecer quando fun¢des monomiais sdo combinadas para
obter fungdes polinomiais, chegando a conclusdo de que os polindmios resultantes ndo sao meros
deslocamentos de fungdes monomiais.
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EXEMPLO 2 Combinacées de graficos de fungées monomiais

Represente graficamente a fungdo polinomial, localize seus extremos e raizes e explique como
ela estd relacionada com as fun¢des monomiais utilizadas para sua construgao.

(a) f(x)=x"+x

(b) gx)=x—x

SOLUCAO

(a) O gréfico de f(x) = x* + x € demonstrado na Figura 10.2(a). A funcdo f € crescente sobre
]—c0, +oo[ e ndo tem extremos (nem valores maximo e minimo). A fungédo fatorada é
f(x) = x(x*> + 1) e tem raizem x = 0. A forma geral do grafico € muito parecida com o grafi-
co de seu termo principal, que € x*, porém, proxima da origem, a funcdo f se comporta como
o outro termo dado por x, como observamos na Figura 10.2(b). A funcéo f é impar, assim
como cada parcela, isto €, cada mondmio.

— r 4

- - /-

- Vs -

- / -

[—4,7;4,7] por [-3,1; 3,1] [—4.7;4.7] por [-3,1;3,1]
(a) (b)

Figura 10.2 Gréafico de f(x) = x* + x (a) sozinha e (b) com a funcgdo y = x.

(b) O grifico de g(x) = x* — x é demonstrado na Figura 10.3(a). A func¢do g tem um méximo
local dado por = 0,38, quando x = —0,58, e um minimo local dado por = —0,38, quando
x = 0,58. A funcéo fatorada € g(x) = x(x + 1)(x — ) etemraizesemx = —1,x =0ex =
1. A forma geral do grifico é muito parecida com o gréfico do seu termo principal, que € x°,
mas, préxima da origem, a fungio g se comporta como o outro termo dado por —x, como ve-
mos na Figura 10.3(b). A funcéo g € impar, assim como cada parcela, isto €, cada mondmio.

[—4.7;4,7] por [=3,1; 3,1]

(a)

[—4,7;4,7] por [-3,1; 3,1]

()

Figura 10.3 Grafico de g(x) = x* — x (a) sozinha e (b) com a fungdo y = —x.
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Toda funcdo polinomial estd definida e € continua para todos os nimeros reais. Além de os gra-
ficos serem sem quebra e sem “buraco”, eles também nao t&m “bicos”. Graficos tipicos de fungdes
ctibicas e quarticas sdo mostrados nas Figuras 10.4 e 10.5.

a3>0 a; <

/NS4

Figura 10.4 Graficos de quatro fungdes cubicas tipicas: (a) dois com coeficiente principal
positivo e (b) dois com coeficiente principal negativo.

a,>0 a, <0

Ui AM

Figura 10.5 Graficos de quatro fungées quarticas tipicas: (a) dois com coeficiente principal
positivo e (b) dois com coeficiente principal negativo.

Imagine retas horizontais passando através dos graficos nas Figuras 10.4 e 10.5, como se fos-
sem o eixo horizontal x. Cada intersecc¢éo do grafico com esse eixo corresponde a uma raiz da fun-
¢do. Podemos concluir que as fungdes ctibicas t€m, no maximo, trés raizes, e as funcdes quarticas
t€m, no maximo, quatro raizes. As fungdes ctibicas apresentam, no maximo, dois extremos locais, e
as fungdes quarticas, trés extremos locais. Essas observagdes generalizam o resultado:

TEOREMA Extremos locais e raizes de func¢ées polinomiais

Uma fungdo polinomial de grau n tem, no mdximo, n — 1 extremos locais e, no maximo, n raizes.
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Comportamento das fun¢ées polinomiais nos
extremos do dominio

Uma caracteristica importante das fungdes polinomiais € 0 seu comportamento nos extremos
do dominio. Esse comportamento estd relacionado com o comportamento do termo principal, que
serd analisado no Exemplo 3.

EXEMPLO 3 Comparacao dos graficos de um polinémio e do seu termo principal

Vamos comparar os graficos das fungdes f(x) = x> —4x? -5x -3 e g(x) = x%, que estdo no mesmo
plano cartesiano, porém em escalas diferentes. Podemos observa-los a seguir:

\

[=7, 7] por [—25, 25] [—14, 14] por [—200, 200] [—56, 56] por [—12800, 12800]
(a) (b) ©

Figura 10.6 Graficos das funcgdes f(x) = x* — 4x* — 5x — 3 e g(x) = x°, que estdo no mesmo
plano cartesiano e em escalas diferentes.

SOLUCAO
A Figura 10.6 mostra os graficos das fun¢des citadas em dimensdes cada vez maiores. Percebe-
mos que os graficos vao ficando cada vez mais parecidos. Logo, as conclusdes sdo:

lim f(x) = lim g(x) =+ e lim f(x) = lim g(x) = —oo

X—>+oo X—>+oo X—>—00 X——

Ao analisar o Exemplo 3, € possivel chegar a uma conclusdo vélida para todos os polindmios:
em escalas suficientemente grandes, o grdfico de um polindmio e o grdfico do seu termo principal
parecem idénticos. Isso significa que o termo principal domina o comportamento do polindmio
quando |x| — +oo. Baseados nisso, existem quatro padrdes possiveis nos extremos do dominio de
uma fun¢do polinomial. O expoente e o coeficiente do termo principal nos indicam qual padrdo
ocorre.
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Teste do termo principal para comportamento das fungées polinomiais nos

extremos do dominio

Para qualquer funcdo polinomial f(x) = ax" + a,_x""' + + -+ + ax* + ax + a, os limites
lim f(x) e lim f(x) sdo determinados pelo grau n do polindmio e seu coeficiente principal a,.
X—>+oo X—>—oco

. y
lim f{x) = +eo

lim f{x) = +eo
X—>+too X—>—co
L VL
II \\ — \ —
] \
| -
N T Y O T 2 O .
[ L | a>0 L\ 4 <0
/ -/ fmpar — n fmpar
I L
)1(1_r)117]:(qx)= —oo lim fix) = —oo
X—>teo
y
lim f(x) = +oo lim f(x) = oo
X—>—e2 X—>+eo
— —
\| b— 7/ \\\
[ S O T T I
‘l /L a >0 L | a <0
\ 1 n n
VOF n par — npar
(WA -
limfx) = —oo | lim flx) = —oo
X—>—eo X—>+oo

EXEMPLO 4 Analise das funcées polinomiais nos extremos do dominio

Descreva o comportamento das fun¢des polinomiais nos extremos do dominio:
(b) g(x) = 2x*+ 2x3 — 222 — 18x + 35

(@) f(x)=x+2x*—11x— 12

[N F
/ \

[-5, 5] por [-25, 25]
(a)

[-5. 51 por [-50, 50]
(b)

Figura 10.7 (a) f(x) = x* + 2> — llx — 12 e (b) g(x) = 2x* + 2x3 — 22x* — 18x + 35.




CAPITULO 10 Fungdes polinomiais 121

SOLUCAO

(a) O grifico de f(x) = x* + 2x* — 11x — 12 € demonstrado na Figura 10.7(a). A fungio f tem
dois extremos locais e trés raizes, que € o niimero maximo possivel para esse polindmio. Os
limites sdo lim f(x) = lim x* = 4+c0 e lim f(x) = lim x} = —oo,

x—> +oo x—> +oo x—>—oo X—> —oo

(b) O grifico de g(x) = 2x* + 2x* — 22x? — 18x + 35 € demonstrado na Figura 10.7(b). A fun-
¢do g tem trés extremos locais e quatro raizes, que € o nimero maximo possivel para esse
polindmio. Os limites sdo lim g(x) = lim 2x* = +o0 e lim g(x) = lim 2x* = +eo.

xX—>too xX—>too X—>—eo X—>—oo

Raizes das funcoes polinomiais

Encontrar as raizes de uma fungdo f'¢€ equivalente a encontrar os valores de x por onde o grafico
de y = f(x) passa no eixo horizontal x, que sdo as solu¢des da equacdo f(x) = 0. Uma ideia € fatorar
a funcdo polinomial, como observaremos no exemplo a seguir.

EXEMPLO 5 Raizes de uma funcio polinomial

Encontre as raizes da fungdo f(x) = x* — x> — 6x.

SOLUCAO
Solucao algébrica
Resolvemos a equagio f(x) = 0 fatorando:
¥-—x*—6x=0
x(x*—x—6)=0
x(x=3)(x+2)=0
x=0oux—3=0oux+2=0
x=0oux=3o0oux=-2

As raizes de fsdo 0,3 e —2.

Solucao grafica

Vocé pode usar uma calculadora com esse recurso ou esbogar manualmente o grafico da funcao.
Confira na Figura 10.8.

[ 1 [ 1
(=2,0)/ (0,0) (3,0)

[—5, 5] por [—15, 15]

Figura 10.8 Graficode y = x* — x> — 6x.
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Do Exemplo 5, vemos que, se uma fun¢do polinomial f ¢ apresentada na forma fatorada, cada
fator (x — k) corresponde a uma raiz x = k, e, se k € um niimero real, entdo o par ordenado (k, 0) é
um ponto por onde o grafico passa no eixo horizontal x.

Quando o fator € repetido, como na funcdo f(x) = (x — 2)*(x + 1)% dizemos que a fun-
¢do polinomial tem uma raiz repetida. A fungdo f tem duas raizes repetidas. Em razdo de o fator
x — 2 ocorrer trés vezes, entdo 2 € uma raiz de multiplicidade 3. De maneira similar, —1 é uma raiz
de multiplicidade 2. A defini¢@o seguinte generaliza esse conceito.

DEFINICAO Multiplicidade de uma raiz de uma func¢éo polinomial

Se f'é uma fun¢io polinomial e (x — ¢)"é um fator de f, mas (x — ¢)"+' ndo o &, entdo ¢ é uma
raiz de multiplicidade m de f, isto €, m € o nimero de vezes que c € raiz dessa funcéo.

Uma raiz de multiplicidade m = 2 € uma raiz repetida. Observe na Figura 10.9 que o grifico
de f(x) = (x — 2)*(x + 1)? encosta no eixo horizontal x no par ordenado (—1, 0) e cruza o mesmo
eixo no par ordenado (2, 0). Isso também pode ser generalizado.

[—4, 4] por [—10, 10]

Figura 10.9 Grafico de f(x) = (x — 2)*(x + 1)

Raizes de multiplicidade impar e par

Se uma fun¢do polinomial ftem uma raiz real ¢ de multiplicidade impar, entdo o gréfico de fcruza
0 eixo horizontal x em (¢, 0), e o valor de f muda de sinal em x = c.

Se uma funcdo polinomial f tem uma raiz real ¢ de multiplicidade par, entdo o grafico de f ndo
cruza o eixo horizontal x em (c, 0), e o valor de f ndo muda de sinal em x = c.

No Exemplo 5, nenhuma das raizes € repetida. Em virtude disso, cada raiz tem multiplicidade 1
(que € impar); o grafico da funcdo polinomial cruza o eixo horizontal x e tem mudanca de sinal em
todas as raizes (Figura 10.8).

Saber onde o grifico cruza e onde ele nio cruza o eixo horizontal x € importante para esbogar
gréficos e resolver inequagoes.



CAPITULO 10 Fungdes polinomiais 123

EXEMPLO 6 Esboco do grafico de um polinémio fatorado

Verifique o grau e relacione as raizes da funcéo f(x) = (x + 2)*(x — 1)% Verifique a multiplicidade
de cada raiz e se o grafico cruza o eixo horizontal x na raiz analisada. Esboce o grafico da fun¢@o.

SOLUCAO
O graudefé 5, e as raizes sdo x = —2 e x = 1. O gréfico cruza o eixo x em x = —2, pois a multi-
plicidade € 3 (que € impar). O gréifico ndo cruza o eixo x em x = 1, pois a multiplicidade € 2 (que é
par). Observe que os valores de f'sdo positivos parax > 1, como também para —2 < x < 1; agora, para
x < —2 os valores de f'sdo negativos. Voc€ pode conferir o esbogo do grafico na Figura 10.10.
y
10—

Figura 10.10 Grafico de f(x) = (x + 2)*(x — 1)%

O teorema do valor intermedidrio nos diz que a mudanga de sinal da funcdo implica a existén-
cia de uma raiz real dessa funcdo.

TEOREMA Teorema do valor intermediario

Se a e b sdo nlimeros reais, com a < b, e se f € continua no intervalo [a, b], entdo f assume todos
os valores reais entre f(a) e f(b). Em outras palavras, se y, estd entre f(a) e f(b), entdo y, = f(c)
para algum nimero ¢ em [a, b].

Em particular, se f(a) e f(b) t€ém sinais opostos (isto €, um € positivo e o outro € negativo), entdo
f(c) = 0 para algum nimero ¢ em [a, b]. Veja a Figura 10.11.

f(b)

y
a
yo=0 T (- x
fa) ¢

Figura 10.11 Se f(a) < 0 < f(b), entdo existe uma raiz x = c entre a e b.
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EXENMPLO 7 Uso do teorema do valor intermedidario

Explique por que uma funcdo polinomial de grau impar tem ao menos uma raiz real.

SOLUCAO
Seja fuma fungdo polinomial de grau impar. Como o grau € impar, o teste do termo principal nos
diz que lim f(x) = —hm f (x), isto €, o gréfico da fungdo cruza o eixo x e tem mudanga de sinal

x—>+too

naraiz, correspondendo ao termo principal. Assim, existem nimeros reais a € b, com a < b, e tais
que f(a) e f(b) tém sinais opostos. Pelo fato de toda fungdo polinomial ser definida e continua para
todos os nimeros reais, f € continua também no intervalo [a, b]. Portanto, pelo teorema do valor
intermedidrio, f(c) = 0 para algum niimero c em [a, b] e, assim, ¢ € uma raiz real de f.

Divisao longa e o algoritmo da divisao

Ao fatorar um polindmio, descobrimos suas raizes e as caracteristicas da representagdo gréfica.
Veremos uma maneira de fatorar um polindmio utilizando a divisdo de polindmios, bastante
semelhante a divisdo de nimeros inteiros. Observe os exemplos a seguir:

300 +5x2 4+ 8x + 7
3587 2. X+ S+ 8y 3x +2

o GBx+2) > —33 — 2y

112 - - 2Hx+2
7387 322+ 8x + 7
32 —3x% — 2x
67 6x + 7
~ 64 —6x — 4
3 3

A divisdo, seja de um nimero inteiro ou de um polindmio, envolve um dividendo dividido por
um divisor para obter um quociente e um resto. Podemos verificar e resumir nosso resultado com
uma equagdo da forma

(Divisor)(Quociente) + Resto = Dividendo
Das divisdes longas expostas, sdo verdades:
32112 + 3 =3.587 Bx+2)X>+x+2)+3=33+52+8 +7

Vejamos o algoritmo da divisdo:

Algoritmo da divisdo para polinémios

Sejam f(x) e d(x) polindmios com o grau de f maior ou igual ao grau de d, com d(x) # 0. Existem
0s tinicos polindmios g(x) e r(x), chamados de quociente e resto, respectivamente, tais que:

f(x) = dx) « g(x) + r(x),

onde r(x) = 0 ou o grau de r € menor do que o grau de d.
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A fung@o f(x) no algoritmo da divisdo € o dividendo, e d(x) € o divisor. Seja o resto r(x) = 0,
entdo dizemos que d(x) divide exatamente f(x). A equacio dada no algoritmo da divisdao pode ser
escrita na forma de fra¢do como:

fx) _ r(x)
a0 q(x) + a0’

pois d(x) « g(x) + r(x) = f(x).

EXEMPLO 8 Uso da divisdo longa com polinémios

Use a divis@o longa para encontrar o quociente e o resto quando 2x* — x* — 2 € dividido por
2x* + x + 1. Escreva com a notagdo do algoritmo da divisdo e na forma de fragao.

SOLUCAO
Vamos considerar 2x* — x* — 2 como 2x* — x> + 0x*> + Ox — 2.

o=+ 0+ 0 —2 222 +x+ 1
PNV B

2

_— X°—x
203 =X+ 0x—2
+203 + 2%+ x

x—2

O algoritmo da divisdo produz a forma polinomial:
2 =X =2=2%+x+ DX —x)+ (x—2).

Na forma de fracao, temos:

Ut = -2, x—2
e e T s
22+ x+1 2x2+x+ 1

Teorema do resto e teorema de D’Alembert

Um caso especial do algoritmo da divisdo ocorre quando o divisor € da forma d(x) = x — &,
onde k ¢ um nimero real. Pelo fato de o grau de d(x) = x — k ser 1, o resto é um niimero real. Assim,
obtemos o resumo simplificado do algoritmo da divisdo:

) =@ =k egx) +r
Veja que, se colocarmos k no lugar de x, entéo:
fE) = (k=k)+qk) +r=0.qk) +r=0+r=r,

onde r € o resto.

TEOREMA Teorema do resto

Se um polindmio f(x) € dividido por x — k, entdo o resto € r = f(k).




126 Pré-calculo

EXEMPLO 9 Uso do teorema do resto

Encontre o resto quando f(x) = 3x? + 7x — 20 € dividido por:
(a) x—2 (b) x+1 () x+4
SOLUCAO

(a) Podemos encontrar o resto sem usar a divisdo longa, e sim o teorema do resto com k = 2:
r=f2)=3.22+7.2-20=12+14—-20=6

D) r=f(—1)=3(=12+7(-1)—20=3-7-20= —24
INTERPRETACAO DO CASO QUANDO O RESTO E ZERO

Como em (c) o resto € 0, concluimos que x + 4 divide f(x) = 3x> + 7x — 20. Dessa forma, x + 4
é um fator de f(x) = 3x> + 7x — 20; logo —4 é uma solugdo de 3x* + 7x — 20 = 0. Portanto, —4
é um valor do eixo horizontal x por onde o gréifico de y = 3x*> + 7x — 20 passa. Podemos chegar
a essa conclusdo sem dividir, fatorar ou esbogar o grafico.

TEOREMA Teorema de D’Alembert

O teorema de D’ Alembert € uma consequéncia imediata do teorema do resto. Uma fung¢@o polino-
mial f(x) tem um fator x — k se, e somente se, f(k) = 0, isto &, a divisdo de f(x) por x — k & exata
se, e somente se, f(k) = 0.

Aplicando as ideias do teorema de D’ Alembert ao Exemplo 9, podemos fatorar f(x) = 3x* +
7x — 20 dividindo pelo fator x + 4.

3x% + 7x — 20 x+4

—3x2 — 12x
3x—5
—5x — 20
+5x + 20
0

Assim, f(x) = 3% + Tx — 20 = (x + 4)(3x - 5).

Resultados para funcées polinomiais

Para uma funcdo polinomial f e um nimero real k, as afirmagdes sdo equivalentes:
1. x = k € uma solucdo da equagdo f(x) = 0.

2. k¢ uma raiz da fungao f.

3. k¢ um valor por onde o gréifico passa no eixo horizontal x.

4

. x — k é um fator de f(x).
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Divisao de polinomios pelo método de Briot Ruffini

Continuamos com um caso especial de divisao de polindmio, com o divisor x — k. O teorema
do resto nos dd uma maneira de encontrar o resto sem a técnica da divisdo longa. Esse método mais
curto para a divisdo de um polindmio pelo divisor x — k é chamado método de Briot Ruffini.

Divisédo longa Briot Ruffini
O esquema inicial é
2 =322 = 5x — 12 x—3
=23 + 642 2
2x"+3x+ 4 . A
3x% = 5x — 12 coeficientes do polindmio
—3x% + Ox X

4x — 12

—4x + 12

0

Repetimos o coeficiente do termo de maior grau embaixo dele mesmo. Multiplicamos esse nu-
mero pelo k e somamos com o préximo coeficiente da primeira linha; o resultado fica embaixo desse
préximo coeficiente. Repetimos esses passos até o final:

Observe que os coeficientes obtidos na segunda linha do esquema sdo os mesmos da expres-
sdo do quociente conseguida com a divisdo longa, e o dltimo algarismo na linha € o resto. Logo,
temos que:

23 =3 —=5x—12=2x* + 3x + 4H)(x — 3)

Teorema das raizes racionais

As raizes reais das fun¢des polinomiais sdo raizes racionais (raizes que sao niimeros racionais)
ou raizes irracionais (raizes que s3o nimeros irracionais). Por exemplo,

f) =4 —9=(2x +3)2x — 3)

.. 33
tem as raizes racionais 3¢y

Outro caso:

f) =x>—2=(x+V2)(x-V2)

tem as rafzes irracionais —V2 e V2.

TEOREMA Teorema das raizes racionais

Seja fuma fungdo polinomial de grau n = 1 da forma:

f=ax"+a_x"+.. +a,
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com todos os coeficientes como nimeros inteiros e a, # 0. Se x =
p € g s@o primos entre si, entdo:

e p € um fator inteiro do termo independente a ;

e g € um fator inteiro do coeficiente principal a .

€ uma raiz racional de f, onde

T

EXEMPLO 10 Anadlise das raizes da funcédo
Encontre as raizes racionais de f(x) = x> — 3x*> + 1.
SOLUCAO

Como o coeficiente principal e o termo independente sdo ambos iguais a 1, de acordo com o

teorema das raizes racionais, as raizes que f pode ter sdo 1 e —1. Verificando se sdo raizes de f,
obtemos:

FA)= (1P =3(1p+1=—1%0
fED) = (1P =3(—12+ 1= =3%0

Logo, conclui-se que f ndo tem raizes racionais. Portanto, suas raizes, caso existam, sdo irracio-
nais. A Figura 10.12 mostra que existem trés raizes, e a nossa conclusio € que elas sdo irracionais.

N

[—4,7;4,7] por [-3,1; 3,1]

Figura 10.12 Grafico da funcgdo f(x) = x* — 3x* + 1.

Vimos no Exemplo 10 apenas dois valores candidatos a serem raizes racionais do polindmio.
As vezes, esse nimero € maior, como veremos no Exemplo 11.

EXEMPLO 11 Analise das raizes da funcédo
Encontre as raizes racionais de f(x) = 3x* + 4x> — 5x — 2.
SOLUCAO

Como o coeficiente principal € 3 e o termo independente € —2, pelo teorema das raizes racionais
temos vdrios candidatos para serem essas raizes.
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As possibilidades sdo:

Fatoresde =2 =*=1, +2 1 2
: xl,x2, =
Fatoresde 3 +1,=*3 3 3

1
A Figura 10.13 sugere, entre todos os valores candidatos, as raizes 1, —2 e, possivelmente, 3

2
ou 3

AT

[—4,7; 4,7] por [—10, 10]

Figura 10.13 Grafico da funcéo f(x) = 3x% + 4x* — 5x — 2.

Vejamos pelo método de Briot Ruffini se 1 € raiz de f.

1] 3 7 2 0

Como o ultimo nimero na segunda linha € 0, entdo x — 1 € um fator de f(x), e 1 € uma raiz de f.
Calculando as outras raizes pelo algoritmo da divisdo e usando fatoracao, temos:

fx) =3 +4x* —5x—2
=x—DGBP+Tx+2)

=x—DCBx+ DHx+2)

1
Assim, as raizes racionais de fsao 1, 3 e —2.

Limites superior e inferior das raizes de uma
funcao polinomial

Um ndmero k € um limite superior para raizes reais de f, se f(x) = y néo for zero, quando x
for maior do que k. De outra forma, um niimero k é um limite inferior para raizes reais de f, se
f(x) = y ndo for zero, quando x for menor do que k. Assim, se ¢ € um limite inferior e d € um limite
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superior para as raizes reais de uma funcdo f, entdo todas as raizes reais de f precisam estar no inter-
valo [c, d]. A Figura 10.14 ilustra essa situagdo.

y=f®

AW

t > X
c \/ d

Figura 10.14 ¢ é um limite inferior e d é um limite superior para as raizes reais de f.

Teste dos limites superior e inferior de raizes reais

Seja fuma funcdo polinomial de grau n = 1 com um coeficiente principal positivo. Suponha f(x)

dividido por x — k, usando o método de Briot Ruffini.

e Se k = 0 e todos os niimeros na segunda linha nao sdo negativos (sendo positivos ou zero),
entdo k € um limite superior para as raizes reais de f.

e Se k = 0 e os nimeros na segunda linha sdo alternadamente ndo negativos e nao positivos,
entdo k € um limite inferior para as raizes reais de f.

EXEMPLO 12 Verificacdo dos limites das raizes reais de uma funcéo
Prove que todas as raizes reais de f(x) = 2x* — 7x* — 8x* + 14x + 8 pertencem ao intervalo [—2, 5].

SOLUCAO

Precisamos provar que 5 € um limite superior e —2 € um limite inferior para as raizes reais de f. A
fungdo f'tem um coeficiente principal positivo, assim, podemos aplicar o teste dos limites superior
e inferior de raizes reais e usar o método de Briot Ruffini.

=7 -8 14 8

| 2 -7 -8 14 8 | 2
2 3 7 49 253 -2 ‘ 2 —11 14  —-14 36
Como na segunda linha da primeira divisao temos todos os niimeros ndo negativos, entdao 5 € um
limite superior. Como na segunda linha da segunda divisdo temos niimeros alternando o sinal,

entdo —2 € um limite inferior. Portanto, todas as raizes reais de f precisam estar no intervalo
fechado [—2, 5].

Veremos a seguir quais sao essas raizes.
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EXEMPLO 13 Calculo das raizes reais de uma funcio polinomial
Encontre todas as raizes reais de f(x) = 2x* — 7x3 — 8x* + 14x + 8.
SOLUCAO

Do Exemplo 12, sabemos que todas as raizes reais de f estdo no intervalo fechado [—2, 5]. Usando
o teorema das raizes racionais, temos:

Fatores de 8 ) *1,*+2, x4, +8 ]
Fatores de 2 ° +1, %2

+1,*+2, 4, +8,

0| —

Podemos comparar esses valores, que sdo candidatos, com os valores do grafico por onde a curva
passa no eixo horizontal x (Figura 10.15).

[—2, 5] por [—50, 50]

Figura 10.15 O gréfico de f(x) = 2x* — 7x* — 8x* + 14x + 8.

1
Os valores que parecem ser raizes sdo 4 e 5 Aplicando o método de Briot Ruffini para 4,
temos:

2
4‘2 1 -4 -2 0

Assim, f(x) = 2x* — Tx3 — 8x* + 14x + 8 = (x — 4)(2x* + x* — 4x — 2). Vamos aplicar o método
1

novamente para ——-.

2
| 2 1 -4 =2
1
5 2 0 —4 0
Dessa forma:
f(x):(x_4)(2x3+x2_4x—2)=(x—4.) x+% (2)62—4):
=2(x—4) x+% (x2=2)=(x—4)Q2x + D(x + V2)x — V2)

1
Assim, as raizes de f sdo os nlimeros racionais 4 e —,eos nimeros irracionais —V?2 e V2.
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Uma func¢do polinomial ndo pode ter mais raizes reais do que o seu grau, mas pode ter menos.
Quando uma funcao polinomial tem menos raizes reais do que o seu grau, o teste dos limites
superior e inferior de raizes reais nos auxilia para saber se encontramos todas elas.

EXEMPLO 14 Calculo das raizes reais de uma funcio polinomial
Prove que todas as raizes reais de f(x) = 10x° — 3x*> + x — 6 pertencem ao intervalo [0, 1].
SOLUCAO

Precisamos provar que 1 € o limite superior e 0 € o limite inferior para todas as raizes reais de f. A
funcdo ftem um coeficiente principal positivo, entdo, vamos usar a divisdo pelo método de Briot
Ruffini e o teste dos limites superior e inferior de raizes reais.

10 0 0 3 1 6 10 0 0 3 1 -6
1‘101010782 0‘1000_31—6

Na primeira divisdo, a segunda linha tem somente nimeros ndo negativos; logo, 1 € o limite supe-
rior das raizes. Na segunda divisdo, a segunda linha tem nimeros alternados positivos e negativos;
logo, 0 € o limite inferior das raizes. Todas as raizes reais de f pertencem ao intervalo fechado
[0, 1]. Pelo teste das raizes racionais, as possibilidades sao:

Fatoresde —6 =*1,+2, =3, +6 1 3 1 2 3 6 1 3
: ], 22, 23,26,k ko
Fatoresde 10 =1, =2, =5, =10 22 5 5 5 5 10 10

Podemos comparar esses valores, que sdo candidatos, com os valores do grafico por onde a curva
passa no eixo horizontal x (Figura 10.16).

[0, 1] por [—8, 4]

Figura 10.16 Graficode y = 10x° — 3x> + x — 6.

Portanto, conclui-se que f ndo tem raizes racionais. Podemos verificar também que f muda de si-
nal sobre o intervalo [0,8; 1], e isso mostra que existe uma raiz real nesse intervalo (pelo teorema
do valor intermedidrio), que, no caso, € uma raiz irracional.
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Nos exercicios de 1 a 4, reescreva a expressdo como um polindmio na forma padréo.

X3 — 4x? + Tx
X
x* = 3x2 4+ 7%

3. >

2x3 — 5x% — 6x
2x

6x* — 2x3 + 7x2
3x2

Nos exercicios de 5 a 16, fatore o polindmio em fatores lineares.

5. X —4x

7. 4+ 8x — 60
9. ¥+2 —x—2
11. ¥ —x— 12
13. 3> — 1lx + 6
15. 3x° — 5% + 2x

6. 6x* — 54

8. 15x* —22x*+ 8x
10. x*+ x* — 9x2 — 9x
12, x> — 1lx + 28
14. 6 —5x + 1
16. 6x° — 22x2 + 12x

Nos exercicios de 17 a 20, escreva apenas a soluc¢do da equacdo (pode-se resolver sem escrever).

17. x(x — 1) =0
19. (x + 6)*(x + 3)(x — 1,5 =0

ExERcicios

18. x(x +2)(x—5) =0
20. (x + 6)*(x + H)*(x — 5)*=0

Nos exercicios de 1 a 6, descreva como transformar o
grifico de uma fun¢do monomial f(x) = x"em um
grafico da fungdo polinomial dada. Vocé pode esbogar
o gréfico da fun¢do ou utilizar uma calculadora apro-
priada. Verifique onde o grafico passa no eixo vertical
y (o intercepto).

1. gx) =2(x — 3)°
2. gx)=-(x+5)

3. gv) = —%(x—l— 17 +2

2

4. g(x) =;(x— 38 + 1

5. glx) = —2(x +2)*—3

6. glx) =3(x—D*—2
Nos exercicios 7 e 8, esboce o grafico da fungdo poli-
nomial e localize seus extremos locais e raizes.

7. f(x) = =x* + 2x

8. g(x) = 2x* — 5x?

Nos exercicios de 9 a 12, associe a fung@o polinomial
a seu grafico. Explique a sua escolha.

133

I | S

[—5, 6] por [—200, 400] [—5, 6] por [—200, 400]
(a) (b)

Vi

NS
AR

[—5, 6] por [—200, 400] [—5, 6] por [—200, 400]
(©) (V)

9. f(x) =7x — 21x* — 91x + 104
10. f(x) = —9x° + 27> + 54x — 73
11. f(x) = x° — 8x* + 9x* + 58x* — 164x + 69
12. f(x) = = + 3x* + 16x° — 24> — 95x — 44
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Nos exercicios de 13 a 20, esboce o grafico da fun-
¢d0, de modo que seja possivel visualizar seus extre-
mos e raizes. Descreva o comportamento da fungdo
nos extremos do dominio.

13. f(x) = (x — D(x + 2)(x + 3)

14. f) = 2x—HE —Dx + 1)

15. f(x) = =} + 4x> + 31x — 70

16. f(x) = x* — 2x* —4lx + 42

17. f(x) = (x — 2)*(x + D(x — 3)

18. f(x) = 2x + D(x — 4)°

19. f(x) = 2x* — 553 — 172% + 14x + 41
20. f(x) = 3x* — 5% + 15x* = 5x + 19

Nos exercicios 21 a 24, descreva o comportamento da
funcdo polinomial nos extremos do dominio usando
lim £(x) e lim f(x).

21. f(x) =3x* =522+ 3

22, fx) =X+ Tx* —4x+3

23. fX) =Tx* =X +3x—4

24. fx) =X —x*+3x*—2x+7

Nos exercicios de 25 a 28, associe a funcdo polino-
mial a seu grafico. D& o valor aproximado das
raizes da fung@o. Use uma calculadora como recur-
so gréfico.

VA Wl
[ 7

[—4, 4] por [—200, 200] [—4, 4] por [—200, 200]
(a) (b)

| \\/\/

[—2, 2] por [—10, 50] [—4, 4] por [—50, 50]
(c) )

25. f(x) = 20x° + 8x> — 83x + 55

26. f(x) = 35x% — 134x> + 93x — 18
27. f(x)=44x* —65° + x>+ 17x + 3
28. f(x)=4x* —8x* — 19x* + 23x — 6

Nos exercicios de 29 a 34, encontre as raizes da fun-
¢do algebricamente.

29. f(x) =x>+2x— 8

30. f(x) =3x* +4x — 4
31. f(x) =9 —3x—2
32. f(x) = x* — 25x

33. f(x) =3x8 — x> — 2x
34. f(x) =58 — 5x* — 10x

Nos exercicios de 35 a 38, defina o grau e as raizes
da fun¢@o polinomial. Verifique a multiplicidade de
cada raiz e se o grafico cruza ou ndo o eixo x no valor
analisado. Vocé pode esbocar o grifico da funcio
polinomial.

35. f(x) = x(x — 3)?

36. f(x) = —x*(x —2)

37. f(x) = (x— 1)3(x + 2)?

38. f(x) =7(x — 3)*(x + 5)*

Nos exercicios de 39 a 42, encontre as raizes da fun-
¢do algébrica ou graficamente (com uma calculadora
apropriada).

39. f(x) = x* — 36x

40. f(x) = x* + 2x* — 109x — 110

41. f(x) = x* — 7x* — 49x + 55

42. f(x) = X — 4x* — 44x + 96

Nos exercicios de 43 a 46, encontre algebricamente
uma funcdo ctibica com as raizes dadas. Vocé pode
conferir a fungdo obtida esbogando o grafico manual-
mente ou com uma calculadora apropriada.

43.3, 4,6 44. —2,3, -5
45.V3,-V3,4  46. 1,1 +V2,1-V2

Nos exercicios 47 e 48, explique por que a fung@o
tem no minimo uma raiz real.
47. f(x) = x’ + x + 100
48. f(x) = x’ —x + 50
49. Economistas determinaram que as funcdes
receita total e custo total referentes ao periodo
de um ano de uma pequena empresa sdo dadas,
respectivamente, por R(x) = 0,0125x> + 412x
e C(x) = 12.225 + 0,00135x%, onde x € o
nimero de clientes.

(a) Quantos clientes sdo necessdrios para que
exista lucro na pequena empresa?



50.

51.

52.

53.

b4.

(b) Quantos clientes sdo necessdrios para que
haja um lucro anual de R$ 60.000,00?

Uma caixa sem tampa serd feita apenas remo-
vendo-se um quadrado de tamanho x dos can-
tos de uma peca de papeldo, com medidas de
15 cm por 60 cm.

(a) Mostre que o volume da caixa é dado por
V(x) = x(60 — 2x)(15 — 2x).

(b) Determine o valor de x, de modo que o volu-
me da caixa seja de no minimo 450 cm?’.

I 60 cm |

Quadrados de tamanho x sdo removidos de
uma pega de papeldo de 10 cm por 25 cm para
obter uma caixa sem tampa. Determine todos
os valores de x, tais que o volume da caixa
resultante seja de no minimo 175 cm’.

A fungdo V(x) = 2.666x — 210x> + 4x3 repre-
senta o volume de uma caixa que foi feita
removendo-se quadrados de tamanho x de cada
canto de uma pega retangular. Quais valores
sdo possiveis para x?

Verdadeiro ou falso? O gréfico de f(x) = x*
— x» — 2 cruza o eixo horizontal x entre x = 1
e x = 2. Justifique sua resposta.

Verdadeiro ou falso? Se o grifico de g(x)
= (x + a)? € obtido deslocando-se o grifico de
f(x) = x? para a direita, entdo a precisa ser
positivo. Justifique sua resposta.

Nos exercicios 55 e 56, resolva o problema sem usar
uma calculadora.

55.

Multipla escolha Qual € o valor por onde o
grafico de f(x) = 2(x — 1)* + 5 passa no eixo
vertical y?
(@) 7
(d) 2

(b) 5
(e) 1

(c) 3

56. Multipla escolha Qual € a multiplicidade da

57.

raizx = 2emf(x) = (x — 2)’(x + 2)* (x + 3)7?
(a) 1 (b) 2 (c) 3
(@ 5 (e) 7

Miultipla escolha O grifico a seguir perten-
ce a qual fungdo?
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58.
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(@) f(x) = —x(x+2)2—x)
(b) f(x) = —x(x + 2)(x = 2)
(€) f(x) = x*x+ 2)(x —2)
(d) f(x) = —x(x + 2)*(x — 2)
(e) f(x) = —x(x + 2)(x — 2)*

Multipla escolha O grifico a seguir perten-
ce a qual fungdo?

(a) f(x) = x(x + 2)%(x — 2)
(b) f(x) = x(x + 2’2 — x)
(c) f(x) =x*(x +2)(x —2)
(d) f(x) = x(x + 2)(x — 2)?
(e) f(x) = x}(x + 2)(x — 2)?

Nos exercicios 59 e 60, a mesma funcdo € represen-
tada graficamente em escalas diferentes.

59.

Descreva por que cada representagdo da fungao
Jx) =x — 10x* + 2 + 64x> — 3x — 55

pode ser considerada inadequada.
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D

PN

P T T N T T N T B BN 1

[—5, 10] por [—7.500, 7.500]  [—3, 4] por [—250, 100]
(a) (b)
60. Descreva por que cada representagdo da fungao

fx) = 10x* + 19x* — 121x* + 143x — 51

v

pode ser considerada inadequada.

\
/

[—6, 4] por [—2.000, 2.000] [0,5; 1,5] por [—1, 1]
(a) (b)

Nos exercicios de 61 a 66, divida f(x) por d(x) e rees-
creva a fun¢do como consequéncia do algoritmo da
divisdo e também na forma de fragao.

61. f(x) =x>—2x+3;dx)=x—1

62. f(x) =x*— 1;dx) =x+1

63. f(X) =X +4x>+Tx—9;dx)=x+3

64. f(x) =48 — 8 +2x — I;d(x) = 2x + 1
65. f(x) = x* — 2x° + 3x2 — 4x + 6;

dx) =x*+2x — 1

66. f(x) =x*—3x° +6x* —3x + 5;dx) =x + 1
Nos exercicios de 67 a 72, faca a divisdo pelo método

de Briot Ruffini e escreva a func¢éio na forma de fracdo.

x3—=5x2+3x -2
x+1

67.

2x* = 5x3+ Tx2—3x+ 1
) x—3
Ox3 + 7x% — 3x

x— 10
3xt+ 3 —4x2+9x—3
) x+5
Sx*—3x+ 1
’ 4 —x

2.x8—1

68

69.

70

71

Nos exercicios de 73 a 78, use o teorema do resto
para encontrar o valor do resto quando f(x) esta divi-
dido por x — k.

73. f)=2x* —3x+ 1, k=2

74. fx)=x*—5k=1

75. fx) =X —x¥+2x— 1, k= -3

76. f(x) =X —3x+ 4 k= -2

77. f(x) =28 =3 +4x — T, k=2

78. f(x) =X —2x* +3x> —20x + 3; k= —1

Nos exercicios de 79 a 84, use o teorema de
D’ Alembert para determinar se o primeiro polindmio
¢ um fator do segundo polindmio.

79. x—L;X¥*—x>+x—1

80. x —3;X*—x>*—x—15

81. x —2;x*+3x— 4

82. x-2;x —3x—2

83. x+ 2;4x* +9x* — 3x — 10

84, x+ 1;2x — X+ x4+ x7+2x0 — 3

Nos exercicios 85 e 86, use o grafico para deduzir
possiveis fatores lineares de f(x). Fatore a fungdo
utilizando o método de Briot Ruffini.

85. f(x) = 5x — 7x* — 49x + 51

[—35, 5] por [—75, 100]

86. f(x) = 5x — 12x* — 23x + 42
N\ /
N_/

[—5, 5] por [—75,75]




Nos exercicios de 87 a 90, encontre a fungdo polino-
mial com coeficiente principal 2 e com as raizes e
grau dados.

87. Grau 3, com —2, 1 e 4 como raizes.

88. Grau 3, com —1, 3 e —5 como raizes.

89. Grau 3, com 2, % e % como raizes.
90. Grau4,com —3, —1,0e¢ %como raizes.

Nos exercicios 91 e 92, usando somente métodos
algébricos, encontre a funcdo ctibica com os valores
dados nas tabelas.

91.
X —4 0 3 5
fx) 0 180 0 0

92.
X -2 -1 1 5
f(x) 0 24 0 0

Nos exercicios de 93 a 96, use o teorema das raizes
racionais para escrever uma lista de todas as rafzes
racionais candidatas.

93. f(x) =6x° —5x— 1

94. f(x) =3x*—7x>+ 6x — 14

95. f(x) =2 —x*—9% +9

96. f(x) =6x*— X —6x2—x— 12
Nos exercicios de 97 a 100, use a divisdo pelo méto-
do de Briot Ruffini para provar que k € um limite
superior para as raizes reais da funcéo f.

97. k=3f(x) =2 —4x* + x — 2

98. k=5;f(x) =2x —5x* —5x— 1

99. k=2fx)=x"—xX+x2+x— 12

100. k=3;f(x) =4x* — 6 — 7> + 9x + 2

Nos exercicios de 101 a 104, use a divisdo pelo méto-
do de Briot Ruffini para provar que k € um limite
inferior para as raizes reais da funcdo f.

101. k= —1;f(x) =3 —4x* +x + 3

102. k= -3;f(x) =x* +2x*+2x + 5

103. k=0;f(x) =x* — 4>+ Tx — 2

104. k= —4;,f(x) =3 —x*—5x—3
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Nos exercicios de 105 a 108, use o teste dos limites
superior e inferior das raizes para decidir se existem
raizes reais para a funcdo que estejam fora da regido
do grafico exposta.

105. f(x) = 6x* — 11x* — 7x* + 8x — 34

[—5, 5] por [—200, 1.000]

106. f(x) = x° — x* + 21x> + 19x — 3

[—35, 5] por [—1.000, 1.000]

107. f(x) = x — 4x* — 129x* + 396x> — 8x + 3

[—5, 5] por [—1.000, 1.000]
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108. f(x) = 2x° — 5x* — 141x° + 216x* — 91x + 25

[—5, 5] por [—1.000, 1.000]

Nos exercicios de 109 a 116, encontre todas as raizes
reais da funcdo (e seus valores exatos), se possivel.
Analise se cada raiz € racional ou irracional.

109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.

118.

119.

120.

() =28 =32 —dx + 6

) =x*+3x2—-3x—-9
fO)=x*+x>—8x—6
f)=x—6x2+7x +4

fx) =x*—3x — 6x2 + 6x + 8
f)=x*—x*—"7Tx+5x + 10

O =2x* =T -2 —Tx — 4

SO =3 =23 +3>+x—2

Encontre o resto quando x* — 3 estd dividido
por x + 1.

Encontre o resto quando x® — 17 estd dividido

porx — 1.

Seja f(x) = x* + 2x* — 11x*> — 13x + 38.

(a) Use o teste dos limites superior e inferior
das raizes para provar que todas as raizes
reais de f pertencem ao intervalo [—5, 4].

(b)

(c) Fatore f(x) usando as raizes racionais encon-
tradas em (b).

Aproxime todas as raizes irracionais de f.

Encontre todas as raizes racionais de f.

(d)
(e)

Faca a divisdo pelo método de Briot Ruffini
com as raizes irracionais do item (d) para
continuar a fatorag¢@o de f(x) até ficar como
em (c).

Verdadeiro ou falso? A fungdo polinomial
f(x) tem um fator x + 2 se, e somente se, f(2)
= (. Justifique sua resposta.

121.

122.

123.

124.

125.

Verdadeiro ou falso? Se f(x) = (x — 1)
(2x* — x + 1) + 3, entdo quando f(x) € dividido
por x — 1 o resto € 3. Justifique sua resposta.

Multipla escolha Seja f uma fungdo polino-
mial com f(3) = 0. Qual das seguintes alterna-
tivas nao é verdadeira?

(@) x + 3 ¢ um fator de f(x).
(b) x — 3 é um fator de f(x).
(c) x = 3 ¢é uma raiz de f(x).
(d) 3 corta o eixo horizontal x em 3.

(e) Quando f(x) € dividido por x — 3, o resto
é zero.

Multipla escolha Seja f(x) = 2x° + 7x* +

2x — 3. Qual das seguintes alternativas ndo tem

uma possivel raiz racional de f?

(a) -3 (b) -1 (c) 1
1 2
(d) 5 (e) 5

Multipla escolha Seja f(x) = (x + 2)(x* +
x — 1) — 3. Qual das seguintes alternativas nao
é verdadeira?

(a) Quando f(x) € dividido por x + 2, o resto
é —3.

(b) Quando f(x) € dividido por x — 2, o resto
é —3.

(c) Quando f(x) € dividido por x> + x — 1, 0
resto € —3.

(d) x + 2 ndo é um fator de f(x).

(e) f(x)ndo é completamente divisivel por x + 2.

Multipla escolha Seja f(x) = (& + 1)

(x — 2) + 7. Qual das seguintes alternativas

ndo é verdadeira?

(a) Quando f(x) € dividido por x> + 1, o resto
é7.

(b) Quando f(x) é dividido por x — 2, o resto
é7.

() f@)=17.

(d) f(0)=>5.

(e) fndo tem uma raiz real.
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Funcoes exponenciais

Objetivos de aprendizagem

m Graficos de funcgdes exponenciais.

m A base da funcgao dada pelo numero e.

m Fungdes de crescimento e decaimento logistico.

m Taxa percentual constante e fungdes exponenciais.

m Modelos de crescimento e de decaimento exponencial.

As fungoes exponenciais modelam muitos padroes de crescimento, incluindo pesquisas de
crescimento populacionais.

Graficos de funcoées exponenciais

As fungdes f(x) = x* e g(x) = 2* envolvem uma base e uma poténcia, porém com caracteristicas
diferentes. Vejamos:

m Para f(x) = x% abase € a varidvel x, e o expoente € a constante 2; f € tanto uma funcgdo potén-
cia como uma fungdo monomial, como vimos no Capitulo 9.

m Para g(x) = 2+, a base € a constante 2, e o expoente € a varidvel x; g, portanto, é uma funcgdo
exponencial. Veja a Figura 11.1.

A funcio exponencial é uma das mais importantes ferramentas da matemdtica e estd presente na
andlise de muitos fendmenos da vida real, como célculos financeiros, datacdo de materiais arqueoldgi-
cos, estudos populacionais, entre outros.

y

20 /
15

10

5

4-3-2-1 | 1234

X

Figura 11.1 Esboco de g(x) = 2~

DEFINICAO Funcdes exponenciais

Sendo a e b constantes reais, uma funcao exponencial em x € a fun¢do que pode ser escrita na
forma f(x) = a « b*, onde a € diferente de zero, b € positivo e b # 1. A constante a € o valor de f
quando x = 0 e b € a base.

Func¢des exponenciais estdo definidas e sdo continuas para todos os nimeros reais. Sendo as-
sim, primeiro ¢ importante reconhecer se uma fungao é, de fato, uma func¢ao exponencial.
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EXEMPLO 1 Identificacdo de funcées exponenciais

(a) f(x) = 3*¢ uma fungio exponencial, com um valor « igual a 1 e base igual a 3.

(b) g(x) = 6x* ndo é uma funcdo exponencial porque a base x € uma varidvel, e o expoente &
uma constante; portanto, g € uma fungao poténcia.

(c) h(x) = —2.1,5"é uma fungdo exponencial, com um valor a igual a —2 e base igual a 1,5.

(d) k(x) = 727" é uma fungdo exponencial, com um valor a igual a 7 e base igual a %, pois
. . 1)
27 =27 1y =|—].
=4

(e) g(x) =5 6" ndo é uma fungdo exponencial porque o expoente 7 ¢ uma constante; portanto,
q é uma funcao constante.

EXEMPLO 2 Calculo dos valores de uma funcédo exponencial para alguns
numeros racionais

Para f(x) = 2%, temos:
(@) f4)=2"=2.2.2.2=16 (b) f(O)=2"=1

(©) f(=3)=2"3= % - % — 0,125 @) f(%) — o\ = 14142, .

_2 — n-32 1 — 1 _ 1 _
(e) f( 2)—2 = m N T g o 035355

Quando o expoente ¢ irracional, ndo existe uma propriedade de potenciagdo para expressar o
valor de uma fungdo exponencial. Por exemplo, se f(x) = 2%, entdo f() = 27, porém o que 27 signi-
fica? O que podemos fazer sdo apenas aproximagdes, como mostra a Tabela 11.1.

Tabela 11.1 Valores de f(x) = 2* para naumeros racionais aproximando m de 3,14159265...
X 3 3,1 3,14 3,141 3,1415 3,14159
2% 8 8,5... 8,81... 8,821... 8,8244... 8,82496...

EXEMPLO 3 Identificacdo da lei de uma funcdo exponencial a partir de alguns
valores tabelados

Determine férmulas para as fungdes exponenciais g e 4, cujos valores sdo dados na Tabela 11.2.

Tabela 11.2 Alguns valores para duas funcées exponenciais

x g(x0) h(x)
-9 i 128
9 X3 X
4

—_ S
~
r~"
X
w
0
X

X

(%)
rr
X
(8]
W
(3]
[ 4 W
X
EN N N

[\ ]

w0 —_
- )
r~"
X
w

(SR )
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SOLUCAO

Como g € uma fungdo exponencial, entdo g(x) = a « b*. Como g(0) = 4, entdo o valor de a ¢ igual
a4.Como g(1) = 4+b' = 12, entdo a base b € igual a 3. Assim:

g =43

Como A € uma fungdo exponencial, entdo A(x) = a « b*. Como A(0) = 8, entdo o valor de a € igual

a 8. Como h(1) = 8+ b' =2, entdo a base b € igual a T Assim:
1 X
h(x) =8 (4)

A Figura 11.2 mostra os gréficos dessas funcdes, e os pontos destacados sdo os pares ordenados
mostrados na Tabela 11.2.

[ 0. 8)
— &

(1,2) (2,

SIS o
U=

[-2.5; 2,5] por [-10, 50] [-2,5; 2,5] por [-25, 150]
(@ ®

Figura 11.2 Gréaficos de (a) g(x) = 4« 3* e (b) h(x) = 8- (%) .

Na Tabela 11.2, podemos verificar que os valores da fung@o g(x) crescem com fator de multi-
plicacdo igual a 3, e os da funcdo h(x) decrescem com fator de multiplicacdo igual a i Além disso,

a variacdo dos valores de x € de uma unidade, e o fator de multiplicac@o € a base da funcio exponen-
cial. Esse padrdo generaliza todas as fun¢gdes exponenciais, como vemos na Tabela 11.3.

Tabela 11.3 Valores para uma funcdo exponencial f(x) = a « b*

X aob‘
_ -2
2 ab ) < b
-1 ab™!
> X b
0 a
> X b
1 ab
> X b
2 ab?
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Na Tabela 11.3, vemos que, quando x cresce uma unidade, o valor da fung@o € multiplicado pela
base b. Essa relagdo acarreta a seguinte formula recursiva:

f(x)=a-b"

Crescimento e decrescimento exponencial

Para qualquer func@o exponencial f(x) = a - b* e qualquer niimero real x,
fx+ 1) =b-fx).

Sea > 0eb > 1, entdo a funcdo f € crescente, sendo uma fun¢ao de crescimento exponencial.
A base b € o seu fator de crescimento.

Sea > 0eb < 1, entdo a funcdo f € decrescente, sendo uma funcio de decaimento exponencial.
A base b € o seu fator de decaimento.

No Exemplo 3, g € uma funcdo de crescimento exponencial, e & € uma fun¢do de decaimento
1 X
exponencial. Quando x cresce por 1, g(x) = 4 « 3* cresce pelo fator 3, e A(x) = 8 » (Z) decresce pelo

1 ~ . . a2
fator —. A base de uma funcio exponencial nos diz se a fungéo € crescente ou decrescente.
4

Vamos resumir o que aprendemos sobre fungdes exponenciais com um valor de a igual a 1.

Funcao exponencial f(x) = b*

Dominio: conjunto de todos os nimeros reais.
Imagem: |0, +oof.

E continua.

Nao € simétrica: ndo € funcdo par, nao € funcio impar.
Limitada inferiormente, mas ndo superiormente.
Nao tem extremos locais.

Assintota horizontal: y = 0.

Nao tem assintotas verticais.

Se b > 1 (veja a Figura 11.3(a)), entdo:

e f¢é uma fungdo crescente

e lim f(x) = 0elim f(x) = +

X—>—oo X—+oo
Se 0 < b < 1 (vejaa Figura 11.3(b)), entdo:
 f¢é uma fungado decrescente
e lim f(x) = teoelim f(x) =0

X—>—oco X—>+oo



f="p"
b>1

’/////wJ)

(1, b)
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fo=b"
0<b<1

@J)\\Qfl\

(a)

(b)

Figura 11.3 Graficos de f(x) = b*, para(a)b>1e (b) 0 <b < 1.

Observe o que podemos fazer também com as fungdes exponenciais.

EXEMPLO 4 Transformacéo de funcées exponenciais

Descreva como transformar o grafico de f(x) = 2* no grafico da funcgdo dada.
(@) gx) =2
SOLUCAO

(a) O grifico de g(x) = 2*! € obtido deslocando o gréfico de f(x) = 2* uma unidade para a di-
reita (Figura 11.4(a)).

(b) h(x) =2+

(€) k(x) =32

143

(b) Podemos obter o grifico de h(x) = 27" refletindo o gréfico de f(x) = 2* com relagio ao eixo

(c)

vertical y (Figura 11.4(b)). Como 27+ = (27')* = (%) , entdo podemos pensar em s como

uma fungdo exponencial com um valor de @ igual a 1 e uma base igual a l
2

Podemos obter o grifico de k(x) = 3 - 2* esticando verticalmente o grafico de f(x) = 2* pelo
fator 3 (Figura 11.4(c)).

_ -4
L ]

[-4, 4] por [-2, 8]

(a)

e e | ——"]

— i 1 1 1

[—4, 4] por [-2, 8] [—4, 4] por [-2, 8]
(b) (©)

Figura 11.4 Grafico de f(x) = 2* com (a) g(x) = 271, (b) h(x) = 2% e (c) k(x) = 3 « 2~
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A base da funcao dada pelo numero ¢

A fungdo f(x) = e* € uma funcdo de crescimento exponencial.
Vejamos um resumo para essa funcao exponencial.

Funcao exponencial f(x) = e*

Dominio: conjunto de todos os nimeros reais.

Imagem: |0, +oof.

E continua.

E crescente para todo valor de x do dominio.

Nao ¢ simétrica.

Limitada inferiormente, mas ndo superiormente.

Nao tem extremos locais.

Assintota horizontal: y = 0.

Nao tem assintotas verticais.

Comportamento nos extremos do dominio: lim e* = 0 e lim e* = +oo.

X—>—oco X—>+eo

[-4, 4] por [-1, 5]

Figura 11.5 Grafico de f(x) = e".

Como f(x) = e* € crescente, entdo € uma funcdo de crescimento exponencial; logo e > 1. Mas

0 que € o nimero e?

A letra e € a inicial do sobrenome de Leonhard Euler (1707-1783), que foi quem introduziu a
notacdo. Como f(x) = e* tem propriedades especiais de cdlculo que simplificam muitas contas, entao
e € a base natural da funcio exponencial, que € chamada funcdo exponencial natural.

DEFINICAO A base natural ¢

lx
e=1lm |l +—
X—>+too
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Nao podemos calcular o niimero irracional e diretamente, mas usando essa definicio podemos
obter, sucessivamente, aproximagdes cada vez melhores para e, como mostrado na Tabela 11.4.

Tabela 11.4 Aproximacoes para a base natural e

X 1 10 100 1.000 10.000 100.000

2 2,5... 2,70. .. 2,716. .. 2,7181. .. 2,71826. . .

Em geral, interessam mais a func¢do exponencial f(x) = e* e variagdes dessa funcdo do que o
numero irracional e. De fato, qualquer funcio exponencial pode ser expressa em termos da base
natural e.

TEOREMA Funcoes exponenciais e a base e

Qualquer funcao exponencial f(x) = a « b* pode ser reescrita como

fxX)=a-e~

para uma constante k, sendo um niimero real apropriadamente escolhido.

Sea>0ek>0,entdo f(x) = a - e~ é uma funcdo de crescimento exponencial (veja a Figura
11.6(a)). Se a > 0 e k < 0, entdo f(x) = a - ¢~ é uma fungéo de decaimento exponencial (veja a
Figura 11.6(b)).

y y
fy=e
k<0
— pkx
f()]cc)>—oe (1.
/‘ ©. 1) ©. 1) (1,69
X \\ X

(@) (b)

Figura 11.6 Graficos de f(x) = ¢* para (a) k > 0 e (b) k < 0.
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EXEMPLO 5 Transformacéo de fungées exponenciais
Descreva como transformar o gréafico de f(x) = e* no grafico da fun¢do dada.

(a) gx) = ¥ (b) h(x) =e~ (c) k(x) = 3e*
SOLUCAO

(a) O grifico de g(x) = > € obtido encolhendo horizontalmente o grifico de f(x) = e* por meio
do fator 2 (Figura 11.7(a)).

(b) Podemos obter o grifico de h(x) = e * refletindo o grafico de f(x) = e* com relagio ao eixo
vertical y (Figura 11.7(b)).

(c) Podemos obter o grifico de k(x) = 3 « ¢* esticando verticalmente o gréfico de f(x) = ¢* pelo
fator 3 (Figura 11.7(c)).

\ _—y | | | T T e K|\L ] )

[—4, 4] por [-2, 8] [—4, 4] por [-2,8] [—4, 4] por [-2, 8]
(a) (b) (©)

Figura 11.7 Grafico de f(x) = ¢*, com (a) g(x) = €%, (b) h(x) = e¢* e (c) k(x) = 3¢

Funcoes de crescimento logistico

Uma funcéo de crescimento logistico mostra seu comportamento a uma taxa crescente e nao ¢é
limitada superiormente. A limitacdo acaba existindo por razdes de capacidade fisica ou de volume
maximo. Com isso, por causa das situacdes reais, a funcdo de crescimento € limitada tanto inferior
como superiormente por assintotas horizontais.

DEFINICAO Funcdes de crescimento logistico

Sejam a, b, ¢ e k constantes positivas, com b < 1. Uma funcao de crescimento logistico em x é
uma fung¢do que pode ser escrita na forma

f) = 1+ l+a-e ™

PR flx) =

onde a constante ¢ € o limite de crescimento.
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Se b > 1 ou k <0, entdo as formulas serdo de funcoes de decaimento logistico.
As funcdes de crescimento logistico tém comportamento nos extremos do dominio (conjunto
dos nimeros reais), dado por:

lim f(x) =0 e lim f(x) =c,

X—>—oo X—>+oo

onde c¢ € o limite de crescimento.

Taxa percentual constante e funcées exponenciais

Suponha que uma populacio estd se modificando a uma taxa percentual constante r, onde r &
a taxa percentual da mudanca em forma decimal. A populagado entdo segue o seguinte padrio:

Tempo em anos Populagao
0 P(0) = P, = populagdo inicial
! P(1) =P, + Py =Pl + 1)
’ PQ2) = P(1)+ (1 + 1) = P(1 +ry
3 PG) = PQ)+(1 +r) = P(I + 1)
! P(t) = P(1 + ry

Assim, nesse caso, a populacdo € expressa como uma func¢do exponencial do tempo.
Modelo de crescimento exponencial de uma populacao
Se uma populacao P estd se modificando a uma taxa percentual constante r a cada ano, entao:
P(t) = P(1 + r),

onde P, € a populagdo inicial, r € expresso como um nimero decimal e ¢ € 0 tempo em anos.

Por um lado, se » > 0, entdo P(¢) € uma funcao de crescimento exponencial, e seu fator de cres-
cimento € a base da fun¢do exponencial, dada por 1 + r.

Por outro lado, se r < 0, entdo a base 1 + r< 1, P(¢) € uma fun¢@o de decaimento exponencial, e
1 + r € o fator de decaimento para a populagdo.
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EXEMPLO 6 Verificacdo das taxas de crescimento e decaimento

Conclua se o modelo da populagdo € uma fungdo de crescimento ou decaimento exponencial e
encontre a taxa percentual constante de crescimento ou decaimento.

(a) SdoJosé: P(r) = 782.248 - 1,0136" (b) Detroit: P(r) = 1.203.368 - 0,9858'

SOLUCAO

(a) Como 1 + r=1,0136, entdo r = 0,0136 > 0. Assim, P € uma fung¢io de crescimento expo-
nencial com a taxa de crescimento de 1,36%.

(b) Como 1 + r = 0,9858, entdo r = — 0,0142 < 0. Assim, P ¢ uma funcéo de decaimento ex-
ponencial com a taxa de decaimento de 1,42%.

EXEMPLO 7 Identificacdo da lei de funcio exponencial
Determine a fung@o exponencial com valor inicial igual a 12 e taxa de crescimento de 8% ao ano.
SOLUCAO

Como Py =12 e r = 8% = 0,08, entdo P(z) = 12(1 +0,08)" ou P(r) =12 - 1,08'. Poderiamos es-
crever essa funcdo como f(x) = 12« 1,08%, onde x representa o tempo.

Modelos de crescimento e decaimento exponencial

Os modelos de crescimento e decaimento exponencial sdo usados para populacdes, por exem-
plo, de animais, bactérias e dtomos radioativos. Esses modelos se aplicam em qualquer situa¢do na
qual o crescimento ou o decrescimento € proporcional ao tamanho atual da quantidade de interesse.

EXEMPLO 8 Modelagem do crescimento de bactérias

Suponha que hd uma cultura de 100 bactérias localizadas em um objeto, de modo que o nimero
de bactérias dobra a cada hora. Conclua quando esse nimero chegard em 350.000 unidades.

SOLUCAO
Modelo
200 = 1002 Total de bactérias apds 1 hora
400 = 100 - 22 Total de bactérias apds 2 horas
800 = 100 « 2° Total de bactérias apds 3 horas
P(t) =100 -2’ Total de bactérias apds ¢ horas

Assim, a funcdo P(f) = 100 « 2 representa a populacdo de bactérias ¢ horas apds a verificagao
inicial no objeto.
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Solucao grafica

A Figura 11.8 mostra que a fungdo da populag@o intersecciona y = 350.000 quando ¢ = 11,77.

Pesquisa bacteriologica

P(1)

g 450.000
& —
= 300.000
&
A 150.000
L ‘
-5 0 5 10 15
Tempo
Intersec¢ao:

t=11,773139; P = 350.000

Figura 11.8 Crescimento exponencial de uma populacdo de bactérias.

INTERPRETACAO

A populagao de bactérias serd de 350.000 em, aproximadamente, 11 horas e 46 minutos.

As fungdes de decaimento exponencial modelam a quantidade de uma substincia radioativa
presente em uma amostra. O nimero de dtomos de um elemento especifico que se modifica de um
estado radioativo para um estado ndo radioativo € uma fracéo fixada por unidade de tempo. O pro-
cesso € chamado decaimento radioativo, e o tempo que ele leva para que metade da amostra mude
de estado € chamado meia-vida da substancia radioativa.

EXEMPLO 9 Modelagem do decaimento radioativo

Suponha que a meia-vida de certa substancia radioativa € de 20 dias e que existem 5 gramas pre-
sentes inicialmente. Encontre o tempo até existir 1 grama da substancia.

SOLUCAO
Modelo

( . L .t
Se t € o tempo em dias, o tempo de meias-vidas serd 20

5 1 )2020

E = E Gramas ap6s 20 dias

5 1 4020

Z =5 5 Gramas ap6s 2 « 20 = 40 dias

: 1\70
f(l‘) =2J|—= Gramas ap0s ¢ dias
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Assim, a funcdo f(r) = 5 - 0,5 modela a massa, em gramas, da substéncia radioativa no tempo .

Solucao grafica

A Figura 11.9 mostra que o grafico de f(¢) = 5+ 0,5" intersecciona y = 1 quando 7 = 46,44,

Decrescimento radioativo
y

=20 20 40 60 80
Tempo

Interseccio:
x=46,438562;y=1

Figura 11.9 Decaimento radioativo.

INTERPRETACAO

Existird 1 grama da substancia radioativa apds, aproximadamente, 46,44 dias, ou seja, 46 dias e
11 horas.

Revisio RApPIDA

Nos exercicios de 1 a 4, desenvolva a expressdo sem usar a calculadora.

1. V216 2. B/%

3. 27 4. 4

Nos exercicios de 5 a 8, reescreva a expressao usando um dnico expoente positivo.
5. (27%* 6. (3972
7. (a2} 8. b7

Nos exercicios 9 e 10, converta a porcentagem para a forma decimal ou a decimal em uma porcentagem.
9. 15% 10. 0,04
11. Mostre como aumentar 23 em 7% usando uma simples multiplicagao.

12. Mostre como diminuir 52 em 4% usando uma simples multiplicagao.

Nos exercicios 13 e 14, resolva a equagdo algebricamente.
13. 40+ b* = 160 14. 243 - b’ =
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Nos exercicios de 15 a 18, resolva a equagdo numericamente.

15. 7825° = 838 16. 9355 = 521
17. 672b* = 91 18. 12757 = 56
ExERcicios

Nos exercicios de 1 a 6, identifique as fungdes expo-
nenciais. Para aquelas que sdo funcdes exponenciais
da forma f(x) =ab*, determine o valor de a e o valor da
base b. Para aquelas que ndo sdo, explique por que ndo.

1. y=2x8
2. y=3"
3. y=5°
4. y=4?
5. y—x\/;
6. y=x!3

Nos exercicios de 7 a 10, calcule o valor exato da
funcdo para o valor de x dado.

7. f(x) =35, parax =0

8. f(x) =6+3, parax = —2

9. f(x) = =23, parax = %

3
10. f(x) = 8 < 4%, parax = —5

Nos exercicios 11 e 12, determine uma férmula para
a fungdo exponencial cujos valores sdo dados na
Tabela 11.5.

11. f(x)
12. g(x)
Tabela 11.5 Valores para duas
funcdes exponenciais
x S 8(x)
=2 6 108
-1 3 36
3
0 - 12
2
1 E 4
4
4
) 3 4
8 3

Nos exercicios 13 e 14, determine uma férmula para
a fung@o exponencial, cujo grifico é demonstrado
na figura.

13. f(x) 14. g(x)
y y
y=g)
¥ =) %@ (l,z)
e
/ (0, 3) (0,2) '\’\

X X

Nos exercicios de 15 a 24, descreva como transfor-
mar o grifico de f no grafico de g.

15. f(x) = 2%, g(x) = 23

16. f(x) = 3%, g(x) = 3***

17. f(x) = 4%, g(x) = 47

18. f(x) = 2%, g(x) = 25~

19. f(x) = 0,5, g(x) = 3+ 0,5 + 4
20. f(x) = 0,6% g(x) = 2+ 0,6*
21. f(x) = ¢, gx) = e ™

22. f(x) = €', g(x) = —e™*

23. f(x) = €', g(x) = 23

24. f(x) = e, g(x) = 3¢ — 1

Nos exercicios de 25 a 30, associe a fungdo dada a
seu grafico e explique como fazer a escolha.

25. y =3

26. y=2""

27. y = —2¢
28. y = —0,5
29. y=3+-2
30. y=15"-2
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]\

-—"/

/|

(e) ®

Nos exercicios de 31 a 34, verifique se a fungéo € de
crescimento ou de decaimento exponencial; descreva
o comportamento de cada funcdo nos extremos do
dominio (aqui usamos limite de fungdo).

31. f(x) = 3>

32. f(x) = ( L )x

e

33. f(x) = 0,5
34. f(x) = 0,75

Nos exercicios de 35 a 38, resolva cada desigualdade
graficamente.

35, < 4

36. 6> 8

-
<[

Nos exercicios 39 e 40, use as propriedades de poten-
ciacdo para provar que duas das trés funcdes expo-
nenciais dadas sdo idénticas.

39. (a) y, =3
(b) y,=3>+4

(c) y, = Qr+2
40. (a) y, =47
(b) y, =2(2%7)
(c) y, = 231
Nos exercicios de 41 a 44, vocé pode usar uma calcu-
ladora como suporte para fazer graficos. Encontre o

valor por onde o grafico passa no eixo vertical y e as
assintotas horizontais.

a1, f(x) = ﬁ
42. [() = 15305
43. f(x) = %
44. g(x) = 1+’92e_)‘

Nos exercicios de 45 a 50, esboce o gréifico da funcgio
e analise dominio, imagem, continuidade, crescimen-
to/decrescimento, extremos, assintotas e comporta-
mento nos extremos do dominio.

45. f(x) =3+ 2%

46. f(x) = 4+05"
47. f(x) =4+ &*
48. f(x) =5.¢*

5
49. =
9. f(x) 1 +4ee ™™
6
80 f0) =5~
Tabela 11.6 Populacao de duas cidades
norte-americanas
. Populagio Populacio
Cidade em 1990 em 2000
Austin, Texas 465.622 656.562
Columbus, Ohio 632910 711.265

Fonte: World Almanac and Book of Facts 2005.

51. A populacdo de Ohio pode ser modelada por
_ 12,79
PO = 157402 com0r
lacdo em milhdes de pessoas e ¢ € o nimero de
anos desde 1900. Baseado nesse modelo, quan-
do a populacdo de Ohio serd de 10 milhdes?

onde P € a popu-

52. A populacdo de Nova York pode ser modelada por:



19,875
1 + 57,993 . ¢~ 0.0350050>

P(t) =

onde P ¢ a populagdo em milhdes de pessoas e 7 € o
nimero de anos desde 1800. Baseado nesse modelo:

53.

54,

55.

56.

57.

58.

(a) Qual foi a populagdo de Nova York em 1850?
(b) Qual serd a populagdo em 2020?

(c) Qual € a populagdo méxima sustentdvel de
Nova York (limite para crescimento)?

O ndmero B de bactérias em um dado local apds
t horas é dada por B = 100 « ¢%%%,

(a) Qual foi o nimero inicial de bactérias pre-
sentes?

(b) Quantas bactérias estdo presentes apds 6
horas?

Verdadeiro ou falso? Toda fungfo exponencial
¢ estritamente crescente. Justifique sua resposta.

Multipla escolha Qual das seguintes funcdes
¢é exponencial?

@ fl=a

(b) fx) =x°

(¢) flx)=x"

@) f()=Vax

(e) flx) =8

Multipla escolha Qual € o ponto que todas as

fung¢des da forma f(x) = b* (b > 0) tém em
comum?

(@ 1,1
() (1,0
() 0, D
(d) (0,0
(e) (=1, -1

Multipla escolha O fator de crescimento para
flx)y =43¢

(a) 3 (b) 4
() 12 (d) 64
(e) 81

Multipla escolha Para x > 0, qual das seguin-
tes alternativas ¢ verdadeira?

(a) 3* >4
(b) 77> 5"

“ ({4

(d) 9+>28~
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(e) 0,177 >0,32"

Nos exercicios de 59 a 64, verifique se a funcdo € de
crescimento ou decaimento exponencial e encontre a
taxa percentual constante de crescimento ou decai-
mento.

59
60
61
62
63
64

. P() = 3,5+ 1,09

. P(f) = 43+ 1,018

. f(x) = 78,963 + 0,968
. f(x) = 56,07 + 0,9968"
. g(t) =247 42

. g(H) = 430,05’

Nos exercicios de 65 a 76, determine a funcdo expo-
nencial que satisfaz as condi¢des dadas.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Valor inicial igual a 5, crescente, com taxa de
17% ao ano.

Valor inicial igual a 52, crescente, com taxa de
2,3% ao dia.

Valor inicial igual a 16, decrescente, com taxa de
50% ao més.

Valor inicial igual a 5, decrescente, com taxa de
0,59% por semana.

Valor inicial da populagdo igual a 28.900,
decrescente, com taxa de 2,6% ao ano.

Valor inicial da populacio igual a 502.000, cres-
cente, com taxa de 1,7% ao ano.

Valor inicial do comprimento igual a 18 cm,
crescendo a uma taxa de 5,2% por semana.

Valor inicial da massa igual a 15 gramas, decres-
cente a uma taxa de 4,6% ao dia.

Valor inicial da massa igual a 0,6 grama, dobran-
do a cada 3 dias.

Valor inicial da populagio igual a 250, dobrando
a cada 7,5 horas.

Valor inicial da massa igual a 592 gramas, cain-
do pela metade a cada 6 anos.

Valor inicial da massa igual a 17 gramas, caindo
pela metade a cada 32 horas.

Nos exercicios 77 e 78, determine uma férmula para
a fungdo exponencial cujos valores s3o dados na
Tabela 11.7.

77

78.

- f(x)
g(x)
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Tabela 11.7 Valores para duas funcées
exponenciais

x S 8(x)
-2 1,472 —9,0625
-1 1,84 —7,25

0 2,3 -5,8

1 2,875 —4,64

2 3,59375 —3,7123

Nos exercicios 79 e 80, determine uma férmula para
a fung@o exponencial cujo griafico é demonstrado
na figura.

79. 80. v

(5:8,05) (4; 1,49)

0.3

X X

Nos exercicios de 81 a 84, encontre a fungdo logistica
que satisfaz as condigdes dadas.

81. f(0) = 10, limite para crescimento igual a 40,
passando através de (1, 20).

82. f(0) = 12, limite para crescimento igual a 60,
passando através de (1, 24).

83. f(0) = 16, populacdo mdxima sustentdvel igual
a 128, passando através de (5, 32).

84. f(0) = 5, limite para altura igual a 30, passando
através de (3, 15).

Nos exercicios 85 e 86, determine uma fungio para a
funcdo logistica cujo grafico é mostrado na figura.

85. y

©.5)
I/I/ I |

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Em 2000, a populacdo de Jacksonville era de
736.000 e crescia a uma taxa de 1,49% ao ano. A
essa taxa, quando a populacio serd de 1 milhdo?
Em 2000, a populagdo de Las Vegas era de
478.000 e esta crescendo a uma taxa de 6,28%
ao ano. A essa taxa, quando a populacdo serd de
1 milhdo?

A populacdo de Smallville no ano de 1890 era
igual a 6.250. Suponha que a populacio cresceu
a uma taxa de 2,75% ao ano.

(a) Estime a populagdo em 1915 e em 1940.
(b) Estime quando a populagéo alcancard 50.000.

A populacdo de River City em 1910 era de
4.200. Suponha que a populac¢do cresce a uma
taxa de 2,25% ao ano.

(a) Estime a populagdo em 1930 e em 1945.
(b) Estime quando a populagéo alcangard 20.000.

A meia-vida de certa substincia radioativa é
igual a 14 dias. Existem 6,6 gramas presentes
inicialmente.

(a) Expresse a quantidade da substéncia rema-
nescente como uma funcdo do tempo .

(b) Quando existird menos de 1 grama?

A meia-vida de certa substincia radioativa é
igual a 65 dias. Existem 3,5 gramas presentes
inicialmente.

(a) Expresse a quantidade da substincia rema-
nescente como uma funcdo do tempo 7.
(b) Quando existird menos de 1 grama?
O ndmero B de bactérias em um local apos ¢
horas é dado por B = 100 ¥ Quando o
nimero de bactérias serd 200? Estime o tempo
para dobrar a quantidade de bactérias.
Verdadeiro ou falso? Se a taxa percentual
constante de uma funcio exponencial € negativa,
entdo a base da funcdo € negativa. Justifique a
sua resposta.



95.

96.

Multipla escolha Qual € a taxa percentual de
crescimento constante de P(f) = 1,23 « 1,049"?
(a) 49%

(b) 23%

(c) 4,9%

(d) 2,3%

(e) 1,23%

Multipla escolha Qual € a taxa percentual de
decaimento constante de P(f) = 22,7 « 0,834"?
(a) 22,7%

(b) 16,6%
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(c) 8,34%
(d) 2,27%
(e) 0,834%

Multipla escolha Uma unica célula de ameba
duplica a cada 4 horas. Quanto tempo uma célu-
la de ameba levara para produzir uma populacdo
de 1.000?

(a) 10 dias
(b) 20 dias
(c) 30 dias
(d) 40 dias
(e) 50 dias
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Funcoes logaritmicas

Objetivos de aprendizagem
Inversas das funcgdes exponenciais.
Logaritmos com base 10.

Logaritmos com base e.

Propriedade dos logaritmos.
Mudanca de base.

Graficos de fungdes logaritmicas.
Resolucao de equagodes exponenciais.

Resolucgao de equagodes logaritmicas.

Ordens de grandeza (ou magnitude) e modelos logaritmicos.

Funcgoes logaritmicas sdo usadas em muitas aplicagdes, como em estudos de multiplicacdo de
células por divisOes sucessivas ou juros em aplicagoes financeiras. Por isso iniciamos com toda
a parte de fundamentacdo, além de aplicagoes de logaritmos, que também sdo baseadas nas
propriedades dos logaritmos.

Inversas das funcées exponenciais

Apesar de as funcdes exponenciais serem objetos de estudo do Capitulo 11, por meio delas
podemos compreender as primeiras ideias das fun¢des logaritmicas.

Uma funcdo exponencial f(x) = b* tem uma inversa que também € fun¢do. Essa inversa € a
funcao logaritmica de base b, denotada por log, x, isto €, se f(x) = b, comb > 0 e b # 1, entdo
f7'(x) = log, x. Veja a Figura 12.1.

Figura 12.1 A funcgdo exponencial e sua inversa, que é a funcédo logaritmica (no caso de fun-
¢do crescente).
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Essa transformacdo nos diz que um logaritmo estd vinculado a uma poténcia, ou seja, é um
expoente da poténcia. Com isso, podemos desenvolver expressdes logaritmicas usando nossos co-
nhecimentos sobre potenciacao.

Transformacéao entre a forma logaritmica e a forma exponencial

Sex>0e0<b#l,entdoy = logb (x), se, e somente se, b’ = x.

EXEMPLO 1 Calculo de logaritmos
(a) log, 8 = 3, porque 2° =

(b) 10g2 \/_ = %, porque 31/2:\/§
1 1 1
_— = — 2=__ = __
(c) logs 25 2, porque 5 = 33
(d) log, 1 =0, porque 4° = 1

(e) log,7 =1, porque 7' =7
Podemos generalizar os resultados observados no Exemplo 1. Vejamos:

Propriedades basicas de logaritmos

Parax > 0,b > 0, b # le y como um nimero real qualquer:
* log, 1 = 0, porque b° = 1

* log, b = 1, porque b' = b

e log, b’ =y, porque b* = b’

* b°u* = x, porque log, x = log, x

Vale observar que, em geral, nas situagdes praticas, as bases dos logaritmos sdo quase sempre
maiores do que 1.

Essas propriedades nos dao suporte para calcular logaritmos e algumas expressdes exponen-
ciais. Temos, a seguir, casos que jd apareceram no Exemplo 1, mas agora com destaque para algumas
das propriedades listadas anteriormente.

EXEMPLO 2 Calculo de logaritmos
(a) log, 8 = log, 22=3

(b) logz V3 = log; 31/2=%

(c) ovs!ll=11
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Como ja citamos, as fungdes logaritmicas sdo inversas das funcdes exponenciais. Com as pro-
priedades citadas, podemos compreender os calculos apresentados na Tabela 12.1, tanto para a fun-
¢do f(x) = 2* como para f~'(x) = log, x.

Tabela 12.1 Uma funcdo exponencial e sua inversa

x fx) =2¢ X f7'(x) = log, x
3 1 1 3
8 8
: ; T,
1 1
- 2 2 -
0 1 1 0
1 2 2 1
2 4 4 2
3 8 8 3

Logaritmos com base 10

Quando a base do logaritmo € 10, ndo precisamos escrever o nimero, e denotamos a funcdo
logaritmica por f(x) = log x. Lembre-se de que essa funcdo € a inversa da funcido exponencial
J(x) =10". Assim:

y = log x, se, e somente se, 10" = x.

Podemos obter resultados para logaritmos com base 10.

Propriedades basicas para logaritmos com base 10

Sejam x e y nimeros reais, e x € maior do que 0.
* log 1 = 0, porque 10°= 1

* log 10 = 1, porque 10'= 10

e log 10" =y, porque 10" = 10¥

e 10"e* = x, porque log x = log x

Com mais essas propriedades, podemos calcular outros logaritmos e expressdes exponenciais
com base 10.
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EXEMPLO 3 Calculo de logaritmos com base 10
(a) log 100 = log,, 100 = 2, porque 10* = 100

(b) log V10 = log 101/5=%

1 1
- = - = -3 = _
(c) log 1000 log 107 log 10 3
(d) 10e=6

Transformar uma forma logaritmica em uma forma exponencial, na maioria das vezes, ja € o
suficiente para resolver uma equagao envolvendo fungdes logaritmicas.

EXEMPLO 4 Resolucido de equagées logaritmicas
Resolva cada equacio transformando-a para a forma exponencial.

(a) logx=3 (b) log,x =5

SOLUCAO

(a) Transformando para a forma exponencial, temos x = 10° = 1.000.

(b) Transformando para a forma exponencial, temos x = 2° = 32.

Logaritmos com base ¢

Logaritmos com base e sdo chamados logaritmos naturais. Muitas vezes utilizamos ape-
nas a notagdo “In” para representar o logaritmo natural. Assim, a fun¢@o logaritmica natural &
S(x) = log, x = In x. Essa fun¢@o € a inversa da fungéo exponencial f(x) = e*. Assim:

y = In x, se, e somente se, ¢’ = Xx.

Podemos obter resultados para logaritmos com base e.

Propriedades basicas para logaritmos com base ¢ (logaritmos naturais)
Sejam x e y niimeros reais, e x € maior do que 0.

* In1 =0, porque ¢’ = 1

*Ine =1, porquee' = e

e In e’ =y, porque ¢’ = ¢

e ¢ = x, porque Inx = In x

Usando a defini¢do de logaritmo natural e suas propriedades, podemos calcular expressdes
envolvendo a base natural e.
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EXEMPLO 5 Calculo de logaritmos com base ¢

(@) InVe =log, Ve = %,porque éd?=Ve
(b) Ine>=1log e’ =5
(c) =4

Propriedades dos logaritmos

As propriedades sdo utilizadas nas resolugdes de equacdes logaritmicas e de problemas.

Propriedades dos logaritmos

Sejam b, R e S nimeros reais positivos com b # 1 e ¢ como um nimero real qualquer.
Regra do produto: log, (RS) = log, R + log, S

Regra do quociente: log, % = log, R — log, S

Regra da poténcia: log, R° = c log, R

A propriedade de mudanca de base serd tratada na proxima secao.

As propriedades de potenciacdo apresentadas a seguir sdo fundamentais para as trés proprie-
dades de logaritmos listadas acima. Por enquanto, a primeira propriedade de potenciacdo € a que da
suporte para a regra do produto, que provaremos a seguir.

Sejam b, x e y nimeros reais com b > 0.

1.05« by = b*+V 2. zy = Dby 3.y =bv
EXEMPLO 6 Demonstracdo da regra do produto para logaritmos
Prove que log, (RS) = log, R + log, S.

SOLUCAO

Sejam x = log, Re y = log, S. As respectivas expressoes com potenciagdo sdo b* = Re b = §.
Portanto:

RS =0b-b
= p

log, (RS) =x +y
=log, R + log, S

Quando resolvemos equacdes que envolvem logaritmos, muitas vezes precisamos reescrever
expressdes usando suas propriedades. Outras vezes, precisamos expandir ou condensar até onde for

possivel. Os préximos exemplos mostram como as propriedades de logaritmos podem ser usadas
para mudar a forma das expressdes envolvendo logaritmos.
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EXEMPLO 7 Expansao do logaritmo de um produto

Supondo que x e y sdo positivos, use as propriedades de logaritmos para escrever log (8xy*) como
uma soma de logaritmos ou multiplo de logaritmos.

SOLUCAO
log (8xy*) = log 8 + log x + log y*
= log 2° + log x + log ¥*
=3log2 +logx+4logy

EXEMPLO 8 Expansaio do logaritmo de um quociente

como

Supondo que x € positivo, use as propriedades de logaritmos para escrever In (\/ X +5

X
uma soma ou uma diferenga de logaritmos, ou mesmo como um multiplo de logaritmos.

SOLUCAO

\/x2+5 1 (x2+5)1/2
——— =In

X

In
X
=ln(2+5"”—Inx

=%1n(x2+5)—lnx

EXEMPLO 9 Notacao de logaritmo

Supondo que x e y sdo positivos, escreva In x° — 2 « In (xy) como um unico logaritmo.

SOLUCAO
In x> — 2 1n (xy) = In x> — In (xy)?

=1Inx> — In (x%y?)

Mudanca de base

Quando trabalhamos com uma expressdo logaritmica, com uma base que nao seja adequada
para o momento, € possivel modificar a expressao em um quociente de logaritmos com uma base
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diferente. Por exemplo, € dificil desenvolver log,7 porque 7 ndo € uma poténcia de 4 € ndo existe a
tecla “log,” na calculadora. Podemos trabalhar com esse problema da seguinte forma:

y =log, 7
4y =17
In4Y=1In7
yln4 =1In7
_h7
YT a4

In7
Para finalizar, podemos utilizar uma calculadora e, assim, log, 7 = 12—4 = 1,4037.

Podemos generalizar o resultado obtido apds aplicar o logaritmo em ambos os lados da expres-
sd0, como a formula de mudanca de base.

Foérmula de mudanca de base para logaritmos

Para nimeros reais positivos a, b e x, coma # 1 e b # 1, temos:

As calculadoras, em geral, t€ém duas teclas para logaritmo que sdo “LOG” e “LN”, as quais

correspondem as bases 10 e e, respectivamente. Assim, utilizamos a férmula de mudanga de base
com uma das formas:

lo xZM ou lo len_x
&%= Tog b 8Ty

EXEMPLO 10 Desenvolvimento do logaritmo por meio da mudanca de base

In 16 _
@ logs 16 = —>=2523...=252
_logl10 1 _
() logg 10 = 5% = o= 1285 = 1.29
In2 In2 In2
(c) logip2= 1n(1) "Wml-l2 -2
2

Graficos de funcoes logaritmicas

Vamos listar agora as propriedades da fun¢do logaritmica natural f(x) = In x.
Dominio: ]0, +oo[.
Imagem: IR.
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E continua em 10, +ool.

E crescente em 10, +ol.

Nao ¢ simétrica.

Nao ¢ limitada inferior ou superiormente.

Nao tem extremos locais.

Nao tem assintotas horizontais.

Assintota vertical é em x = 0.

Comportamento no extremo do dominio: lim Inx = +ee.

X—>+oo

Qualquer fungéo logaritmica f(x) = log, x, com b > 1, tem o mesmo dominio, imagem, con-
tinuidade, comportamento crescente, auséncia de simetria e outras caracteristicas, como vimos na
funcdo f(x) = In x. O grifico e o comportamento de f(x) = In x € tipico das func¢des logaritmicas
mais usadas.

A Figura 12.2(a) a seguir mostra que os graficos de y = Inx e y = ¢* sdo simétricos com relacio

aretay = x. A Figura 12.2(b) mostra que os graficos de y = log x e y = 10" também sdo simétricos
com relagdo a mesma reta y = x.

y y
y=x y=x
4t 4
=e* — =10" 1,/
L LT, TP AN T,

4 1 4
y:hlx _y:]()gx

() )

Figura 12.2 Funcgdes logaritmicas e exponenciais como func¢des inversas.

A Figura 12.3 mostra a comparacio entre os graficosde y = logxey = In x.

[-1, 5] por [-2, 2]

Figura 12.3 Graficos dey =logxey =Inux.
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EXEMPLO 11 Transformacédo dos graficos de funcgées logaritmicas
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Descreva como transformar o grafico de y = In x ou y = log x em um grafico das funcdes apre-

sentadas a seguir.

(@) gx)=In(kx+2)
(¢) gx)=3logx

SOLUCAO

(b) A(x) =In (3 -x)
(d) h(x) =1+ logx

_——
—
P
-

1
K
ll
(

[-3, 6] por [-3, 3]
(a)

[-3, 6] por [-3, 3]
(b)

[-3, 6] por [-3, 3]
(©)

[-3, 6] por [-3, 3]
d

Figura 12.4 Transformacgédo dos graficos das fungdes logaritmicas (a, b) y = Inx e (¢, d) y = log x.

(a) O grifico de g(x) = In (x + 2) € obtido deslocando o grifico de y = In x duas unidades para
a esquerda. Veja a Figura 12.4(a).
(b) A(x) =1In (3 -x) = In [-(x - 3)]. Assim, obtemos o gréfico de h(x) = In (3 — x) do gréfico de
y = In x aplicando, nessa ordem, uma reflexao com relaga@o ao eixo vertical y, seguida de um
deslocamento de trés unidades para a direita. Veja a Figura 12.4(b).
(c) O grifico de g(x) = 3 log x € obtido esticando verticalmente o grifico de f(x) = log x pela
multiplicag@o dos valores de y pelo fator 3. Veja a Figura 12.4(c).
(d) Podemos obter o grifico de h(x) = 1 + log x do gréfico de f(x) = log x deslocando uma

unidade para cima. Veja a Figura 12.4(d).
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Usando a férmula de mudanca de base, podemos reescrever qualquer fungdo logaritmica
g(x) = log, x como:

glx) =-—=

In x 1 1
nb Inb %

Assim, toda funcdo logaritmica € uma constante multiplicada pela funcdo logaritmo natural
dada por f(x) = In x. Se a base € b > 1, entdo o grifico de g(x) = log, x € obtido esticando ou en-

colhendo o gréfico de f(x) = In x com a multiplicacdo pelo fator 1 b.Se 0 < b < 1, € necessdria
também uma reflexido do grafico com relagio ao eixo x. In

EXEMPLO 12 Esboco do grafico das funcées logaritmicas

Descreva como transformar o grafico de f(x) = In x em um gréfico das fungdes apresentadas a
seguir. Voc€ pode esbocar o grafico ou conferir com uma calculadora com esse recurso.

(@) g(x) =log, x
(b) h(x) =log,, x
SOLUCAO

(a) Como g(x) = logs x = in—g , entdo o grafico é obtido esticando verticalmente o grafico
n

de f(x) = In x por meio do fator ln15 = 0,62. Veja a Figura 12.5(a).

| | | 1
() h(x) =logyx = nlx = ox =_0* - _ In x
In —

" Inl—-In4 —ln4d  In4d

Assim, podemos obter o grafico de i do gréfico de f(x) = In x aplicando, na ordem, uma reflexao

com relacgdo ao eixo x e esticando verticalmente pelo fator ﬁ = (,72. Veja a Figura 12.5(b).
n

- e
- -
P -

[-3, 6] por [-3, 3] [-3, 6] por [-3, 3]
(a) (b)

Figura 12.5 Gréficos das fungdes logaritmicas (a) g(x) = log, x e (b) A(x) = log %x.

Podemos generalizar o Exemplo 12(b) da seguinte maneira: se b > 1, entdo 0 < 1o le
b

log,, x = —log, x.
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Encerramos esta se¢do analisando a fungdo logaritmica f(x) = log, x, com b > 1. Ja falamos
sobre essa fungdo quando analisamos a funcao f(x) = In x no inicio desta secdo.

X

/1,0)

Figura 12.6 f(x) = log, x, com b > 1.

Dominio: ]0, +eo[.

Imagem: IR.

E continua em 10, +oof.

E crescente em 10, +oo[.

Nao € simétrica: ndo € uma funcgdo par, nem fmpar.
Nao € limitada inferior ou superiormente.

Nao tem extremos locais.

Nao tem assintotas horizontais.

Assintota vertical € em x = 0.

Comportamento no extremo do dominio: lim log, x = + .
X—> +o00

Resolucao de equacoes exponenciais

As propriedades descritas a seguir, partindo das fungdes exponencial e logaritmica, sdo muito
uteis para resolver equagdes.

Propriedades

Para qualquer fun¢ao exponencial f(x) = b*":

e Se b= b" entdo u = v.

Para qualquer fun¢do logaritmica f(x) = log, x:

e Selog, u = log, v, entdo u = v.

Os exemplos a seguir mostram a utilizacao dessas propriedades.

EXEMPLO 13 Resolucgédo algébrica de uma equacgdo exponencial

1 x/3
Resolva 20(5) = 5.
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SOLUCAO

Resolucao de equacoes logaritmicas

Quando as equagdes logaritmicas sdo resolvidas algebricamente, € importante verificar o dominio
de cada expressao na equacao, para que nao haja perda nem acréscimo de solugdes no desenvolvimento.

EXEMPLO 14 Resolucido de uma equacéao logaritmica

Resolva log x* = 2.

SOLUCAO
Podemos usar a propriedade citada anteriormente.
log x> =2
log x> = log 10?
x>= 107
x*=100

x=10oux = -10

Podemos mudar a equacdo da forma logaritmica para a forma exponencial.

logx>=2
x>=10%
x*=100

x=10oux =-10

Observe que, usando a propriedade da poténcia, acabamos chegando a um resultado incorreto.

log x*=2
2logx =2
logx =1

x=10
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Vendo a Figura 12.7, € verdade que os grificos de f(x) = log x> e y = 2 se interseccionam quando
x = —10 e quando x = 10.

Interseccao {
X=-10 Y=2

[-15, 15] por [-3, 3]

Figura 12.7 Gréficos de f(x) = logx*e y = 2.

Os métodos 1 e 2 estdo corretos. O método 3 falhou porque o dominio de log x*¢€ o conjunto de
todos os nimeros reais diferentes de zero, mas o dominio de log x € o conjunto dos nimeros reais
positivos diferentes de zero.

A solugdo correta inclui 10 e —10 na resposta, pois os dois valores fazem a equacio original ser
verdadeira.

O método 3 violou um detalhe da regra da poténcia para logaritmos, pois log, R® = ¢ log, R
somente quando R € positivo. Na expressdo log x?, vemos que x pode ser positivo ou negativo.

Por causa da manipulagdo algébrica de uma equacao logaritmica, podemos obter expressdes
com diferentes dominios, e € por isso que a resolug@o grafica estd menos sujeita a erros.

Ordens de grandeza (ou magnitude) e modelos
logaritmicos

O logaritmo na base 10 de uma quantidade positiva € sua ordem de grandeza (ou ordem de
magnitude). Ordens de grandeza (ou ordens de magnitude) podem ser usadas para comparar quais-
quer quantidades:

e Um quilometro € 3 ordens de grandeza maior que um metro.
e Um cavalo pesando 400 kg € 4 ordens de grandeza mais pesado que um rato pesando 40 g.

Ordens de grandeza sdo usadas para comparar, por exemplo, a forca dos terremotos e a acidez
de um liquido, como veremos a seguir.

A grandeza R de um terremoto, medido pela escala Richter, € R = log %, + B, onde a € a am-

plitude (em micrdmetros, pum) do movimento vertical do solo, que € informado em um sismégrafo;
T € o periodo do abalo sismico em segundos; e B € a amplitude do abalo sismico, com distancia
crescente partindo do epicentro do terremoto.



170 Pré-calculo

EXEMPLO 15 Comparacio das intensidades de terremotos

Com relagdo ao terremoto de 1999, em Atenas, na Grécia (R, = 5,9), o quanto mais forte foi o
terremoto de 2001, em Gujarat, na india (R, =197

SOLUCAO

Sendo a, a amplitude do terremoto de Gujarat e a, a amplitude do terremoto de Atenas, temos:

R, = 10ga—71+ B=19
R, = 1ogizf + B= 59
a a
(10g?1 + B) - <log?2 + B) =R — R,

a9 _
logT logT 79 —-59

ap _

log @ 2
9D~ 102 =100
ay

Portanto, podemos concluir que o terremoto de Gujarat foi 100 vezes mais forte que o de Atenas.

Em quimica, a acidez de uma solug¢do liquida € medida pela concentragdo de fons de hidrogénio

nessa solucdo (a titulo de informagao, a unidade de medida € “moles por litro”). A concentracdo de
hidrogénio € denotada por [H*].

Como tais concentragdes geralmente envolvem expoentes negativos de 10, ordens de grandeza

negativas sao usadas para comparar os niveis de acidez. A medida de acidez usada € pH e € o oposto
do logaritmo na base 10 da concentra¢@o de hidrogénio:

pH = —log [H']

Solugdes mais dcidas tém concentragdes de fons de hidrogénio mais altos e valores de pH mais
baixos.

EXEMPLO 16 Comparacio da acidez quimica
Temos vinagres com pH 2,4 e recipientes com bicarbonato de sédio cujo pH € 8.4.
(a) Quais sdo as concentrag¢des de fons de hidrogénio?

(b) Quantas vezes a concentragio de fons de hidrogénio no vinagre é maior que no bicarbonato
de s6dio?

(c) Que ordem de grandeza difere um produto do outro?
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SOLUCAO
(a) Vinagre —log [H*] = 2,4
log [H*] = -2,4
[H*] = 1024 = 3,98 - 10~ moles por litro
Bicarbonato de sédio —log [H*] = 8,4
log [H*] = -8,4

[H*] de vinagre

[H] =104 = 3,98 - 10~ moles por litro
10724
= e 10(7294)_(78’4) e 106

(b) [

H*] de bicarbonato de sédio

- 1084

171

(c) A concentracdo de fons de hidrogénio do vinagre tem sua ordem de grandeza 6 vezes maior
que a do bicarbonato de sédio, exatamente a diferenca entre os niveis de pH.

REevisio RArIDA

Nos exercicios de 1 a 10, calcule o valor da expressdo sem usar a calculadora.

1. 572 2.1073
40 10
3. 5 4. >
gll 913
5 9% 6 o7
7. log 102 8.In¢?
9. Ine? 10. log 1073

Nos exercicios de 11 a 14, reescreva a expressdo como uma poténcia com expoente racional.

11. V5 12. V10
! 1
13. /¢ 14. 2
Nos exercicios de 15 a 20, simplifique a expressao.

x5y~2 w37

15. 2y 16. =
17. (x6y~2)"? 18. (x8y12)"*
-2,3)-2

w24 (x72y?)

19, WV J 20. 4()63})_2)_3

(27uby=6)1"3

Nos exercicios 21 e 22, escreva o nimero em notagdo cientifica (poténcia de base 10).

21. A distancia média de Jupiter até o Sol € de aproximadamente 778.300.000 quildmetros.
22. Um ntcleo atdmico tem um didmetro de aproximadamente 0,000000000000001 metro.
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Nos exercicios 23 e 24, escreva o nimero na forma original.

23. O ndmero de Avogadro ¢ aproximadamente 6,02 « 10%.

24. A massa atdmica € aproximadamente 1,66 « 10-*’ quilos.

Nos exercicios 25 e 26, use a notacdo cientifica para simplificar a expressdo; deixe sua resposta em notagao.

26. 0.0000008
0,000005

25. (186.000)(31.000.000)

ExERcicios

Nos exercicios de 1 a 18, calcule os logaritmos sem
usar calculadora.

1. log, 4 2. logg 1
3. log, 32 4. logs 81
1
5. lOgS \/3 25 6. 10g6 \5/%
7. log 10 8. log 10.000
9. log 100.000 10. log 1074
1
11. log V10 12. log
V' 1.000
13.1né3 14. Ine™*
1
15. In — 16. In 1
e
17.1In Ve 18. In

1
Ve
Nos exercicios de 19 a 24, calcule o valor exato da
expressdo sem usar calculadora.

19. 7log;3 20. 5logs 8
21. 10k 05 22, 10le 14
23, o6 24. "

Nos exercicios de 25 a 32, use uma calculadora para
resolver o logaritmo, caso ele esteja definido, e faca
a conferéncia usando expressdo exponencial.

25. log 9,43 26. log 0,908
27. log (—14) 28. log (—5,14)
29. 1n 4,05 30. 1n 0,733
31. In(—0,49) 32. In (—3.3)

Nos exercicios de 33 a 36, resolva a equagao modifi-
cando-a para uma forma exponencial.

33. logx =2 34. logx =4

35. logx = -1 36. logx =-3
Nos exercicios de 37 a 40, associe a fungdo a seu
gréfico.

37. f(x) =log (1 -x)

38. f(x) =log(x + 1)

39. f(x) = -In (x-3)

40. f(x) =-In(4-x)

1

(a) (b)

_&—

I

(©) (d)

Nos exercicios de 41 a 46, descreva como transfor-
mar o grifico de y = In x no grifico das funcdes
apresentadas. Vocé pode fazer o esbogo do gréfico ou
utilizar uma calculadora com esse recurso.

41. f(x) =In(x + 3)
42, f(x) =In(x) + 2
43. f(x) =In(—x) + 3
44. f(x) =In(—x) — 2



45. f(x) =In(2 —x)

46. f(x) =In(5 —x)
Nos exercicios de 47 a 52, descreva como transfor-
mar o grafico de y = log x no grifico das funcdes
apresentadas. Vocé€ pode fazer o esbogo do grafico ou
utilizar uma calculadora com esse recurso.

47. f(x) = —1 + log (x)

48. f(x) = log (x — 3)

49. f(x) = —2log (—x)

50. f(x) = —3log (—x)

51. f(x) =2log3 —x) — 1

52. f(x) = —3log(1 —x) +1
Nos exercicios de 53 a 58, esboce o grifico da fungao
e analise seu dominio, sua imagem, a continuidade, o
comportamento de crescimento/decrescimento, se €

limitada, se tem extremos, a simetria, as assintotas e
0 comportamento nos extremos do dominio.

53. f(x) =log(x — 2)

54. f(x) =In(x + 1)

55. f(x) =-In(x — 1)

56. f(x) = —-log (x + 2)
57. f(x) =3 log (x) -1
58. f(x)=5In(2 —x)-3

59. Multipla escolha Qual € o valor aproximado
do logaritmo de 2?

(a) 0,10523
(b) 0,20000
(c) 0,30103
(d) 0,69315
(e) 3,32193
60. Multipla escolha Qual afirmativa ¢ falsa?
(a) log5=12,51log2
(b) log5=1-1log2
(c) log5>1log2
(d) log5 <log 10
(e) log5 =1log 10 —log 2

61. Multipla escolha Qual afirmativa ¢ falsa
sobre y = In x?

(a) E crescente sobre o seu dominio.
(b) E simétrica com relagdo a origem.
(c) E continua sobre o seu dominio.
(d) E limitada.

(e) Tem uma assintota vertical.
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62. Multipla escolha Qual das seguintes fun-
¢oes € a inversa de f(x) = 2 « 3*? (Estudaremos
mais sobre isso no Capitulo 14).

(@ () = log, (%)

(b) f(x) = log, (%)

(c) fix)=2 log, (x)
(d) f'(x) = 3log, (x)
(e) f'(x) =0,5log, (x)

Nos exercicios 63 e 64 descreva, para cada fungéo, o
dominio, a imagem, o valor do intercepto (valor onde
o grafico passa no eixo vertical), além de uma andlise
a respeito da existéncia de assintota.

63. f(x) = log, x
64. f(x) =logzx

65. Encontre o nimero b > 1, de modo que os gra-
ficos de f(x) = b* e sua inversa f~'(x) = log, x
tenham exatamente um ponto de intersec¢ao.
Qual ponto € comum aos dois graficos?

66. Descreva como transformar o grafico de f(x) =
In x no grafico de g(x) = log,, x.

67. Descreva como transformar o grafico de f(x) =
log x no grafico de g(x) = log,, x.

Nos exercicios de 68 a 79, assumindo que x e y sdo
nimeros positivos, use as propriedades de logaritmos
para escrever a expressdo como uma soma ou diferen-
c¢a de logaritmos, ou como um multiplo de logaritmos.

68. In 8x 69. In 9y
70. 10gi 71. log —
x
72. log, y’ 73. log, x
74. log x*y? 75. log xy*
2
76. ln% 77. log 1.000x*
4/ X ﬁ
78. log ; 79. In \3/;

Nos exercicios de 80 a 89, assumindo que x, y e z s30
ndmeros positivos, use as propriedades de logaritmos
para escrever a expressao como um unico logaritmo.

80. log x + logy
81. log x + log 5
82. Iny-In3
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83. Inx—Iny
1
84. 3 log x
85. L log z
5

86. 2Inx+3Iny
87. 4logy—-logz

88. 4 log (xy) — 3 log (yz)
89. 31n (x*y) + 21n (yz?)

Nos exercicios de 90 a 95, use a férmula de mudanca
de base e sua calculadora para encontrar o valor de
cada logaritmo.

90. log, 7 91. log, 19
92. log, 175 93. log,, 259
94. log . 12 95. log,, 29

Nos exercicios de 96 a 99, escreva a expressao usan-
do somente logaritmos naturais.

96. log, x
98. log, (a + b)

97. log, x
99. log, (c-d)

Nos exercicios de 100 a 103, escreva a expressdo
usando somente logaritmo de base 10.

100. log, x

101. log, x

102. log,, (x +y)

103. log,, (x-)

104. Prove a regra do quociente dos logaritmos.

105. Prove a regra do produto dos logaritmos.

Nos exercicios de 106 a 109, descreva como transfor-
mar o grafico de g(x) = In x no gréifico da fungdo
dada. Vocé pode fazer o esboco do grafico ou utilizar
uma calculadora com esse recurso.

106. f(x) = log, x
107. f(x) = log, x
108. f(x) = logisx
109. f(x) = logysx

Nos exercicios de 110 a 113, associe cada funcio a
seu grafico.

110. f(x) = log, (2 - x)
111. f(x) = log, (x—3)
112. f(x) = log, (x—2)
113. f(x) = log,, 3 —x)

/

\

(@) (b)

(© (d)

Nos exercicios de 114 a 117, esboce o grifico da
fun¢@o e analise seu dominio, sua imagem, a conti-
nuidade, o comportamento de crescimento/decresci-
mento, as assintotas e 0 comportamento nos extremos
do dominio.

114. f(x) = log, (8x)

115. f(x) = log,, (9x)

116. f(x) = log (x?)

117. f(x) = In (x°)

118. Verdadeiro ou falso? O logaritmo do produ-

to de dois nimeros positivos € a soma dos loga-
ritmos dos nimeros. Justifique sua resposta.

119. Verdadeiro ou falso? O logaritmo de um
nimero positivo € positivo. Justifique sua
resposta.

120. Multipla escolha log 12 =
(a) 3log4
(b) log3 + log 4
(c) 4log3
(d) log3-log4
(e) 21log6
121. Multipla escolha log, 64 =
(@) 5log,2
(b) (log, 8)
(In 64)
o)
(d) 2log, 32

(c)

(e) (]Og 64)
9



122.

123.

124.

125.

126.
127.

128.

129.

130.

Multipla escolha In x° =

(@) Slnx

(b) 2Inx?

() xIn5

(d) 31nx?

(e) Inx?+Inx’

Muiltipla escolha log,, x> =

(a) -2 log, x

(b) 21log, x

(c) -0,51og, x

(d) 0,5 log, x

(e) —2log, Ixl

Sejam a = log 2 e b = log 3. E verdade que
log 6 = a + b. Liste os logaritmos na base 10
de todos os niimeros inteiros positivos menores
que 100 que podem ser expressos em termos de
a e b, escrevendo equagdes como log 6 =
a + b para cada caso.

Resolva In x > Vx.

Resolva 1,2* = log , x.

Compare os dominios das fungdes presentes
em cada item a seguir.

(@) f(x) =2Inx+In(x-3)e g =Inx}(x—3)
(b) fx) =In(x +5)—1In(x-5)

x+5

x—35

(¢) f(x) =log (x + 3)*e g(x) = 2log (x + 3)
Prove a férmula de mudanga de base dos loga-
ritmos.

eglx) =In

Use uma calculadora para resolver os logarit-
mos (com até cinco casas apds a virgula), onde
alguns itens exemplificam as propriedades
citadas:

(a) log(2+4) =1log2 + log4

log (%) = log 8 — log 2
(c) log2*=3+log2

(b)

1
(d) logs (use o fato de que 5 =EO
(e) log 16 (use 16 como poténcia de base 2)
(f) log 40

Das oito expressdes a seguir, verifique quais
sdo verdadeiras e quais sdo falsas.

(@) n(x+2)=Inx+1n2
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(b)
(c) log, (5x) = log, 5 + log, x

(d)

log, (7x) = 7 log, x

1n§=1nx—1n5

x _ logx
e =
(e) log log 4

(f) log,x*=3log, x

(g) log, x* = (log, x)(log, x)
(h) log l4xI = log 4 + log IxI

Nos exercicios de 131 a 140, encontre algebricamente
a solucdo exata e verifique o resultado substituindo-o
na equacdo original.

x/5
131, 36 (g) =4

[\
132. 32 (Z) =2
133. 2. 5" =250
134. 3. 4" = 96
135, 2(10 ") =20
136. 3(5 ) =15
137. logx =4

138. logx =5

139. log, (x-5) = -1
140. log, (1 -x) =1

Nos exercicios de 141 a 148, resolva cada equagio alge-
bricamente. Vocé pode obter uma aproximacdo para a
solucdo e checar o resultado pela substituicdo na equa-
¢do original.

141. 1,06* = 4,1

142. 0,98 = 1,6

143. 50e %95 = 200

144. 80e"™x = 240

145. 3 + 2¢ =

146. 7-3e* =2

147. 3ln(x-3)+4=5

148. 3 -log (x + 2)

Nos exercicios de 149 a 154, verifique o dominio de
cada funcdo. Depois associe cada uma a seu gréfico.

149. f(x) = log [x(x + 1)]

150. g(x) = logx + log (x + 1)
X

x+1

151. f(x) =In
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152
153
154
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. gx)=Inx-In(x+1) Nos exercicios de 168 a 171, determine quantas
. f()=2Inx ordens de grandeza diferem uma quantidade da outra.
. g(x) = In x? 168. R$ 100.000.000.000,00 e R$ 0,10.

169.
I I 170.

I \: 171.

(@) (b) 172.

.......‘v.J...... 173

© @ 174.
(e ()
Nos exercicios de 155 a 167, resolva cada equac@o. 175.
155. log x* =
156. Inx? =4
157. logx* =2
2x — 2—)5
158. 3 =4
159. 242 3
2
e +e "
160. —— =4
) 176.
161. 2e* +5¢*-3=0
500 _ 177.
162. 1+ 25003 — 200
400
163. 1T+ 950 06% = 150
1
164. Eln(er 3) = Inx=0
1
165. log x — Elog (x+4)=1
166. In(x—3)+In(x +4)=3In2
167. log (x—2) + log (x + 5) = 2 log 3

Um candrio pesando 20 gramas e uma galinha
pesando 2 quilos.

Um terremoto com 7 pontos na escala Richter
e outro com 5,5 pontos.

Um suco de limdo com pH = 2,3 e uma cerve-
jacom pH = 4,1.

Quantas vezes o terremoto da Cidade do
Meéxico, em 1978, (R = 7,9) foi mais forte do
que o terremoto de Los Angeles, em 1994
(R = 6,6)?

. Quantas vezes o terremoto de Kobe, no Japio,

em 1995 (R = 7,2) foi mais forte do que o de

Los Angeles, em 1994 (R = 6,6)?

O pH da dgua com gas € 3,9, e o pH do amoniaco

é11.9.

(a) Quais sdo as concentracoes de fons de
hidrogénio?

(b) Quantas vezes a concentragdo de fons de
hidrogénio da dgua com géas ¢ maior do
que a do amoniaco?

(c) Que ordem de grandeza difere um produto
do outro?

O pH do acido do estomago € aproximadamen-

te 2 e o pH do sangue ¢ 7.4.

(a) Quais sd3o as concentracoes de fons de
hidrogénio?

(b) Quantas vezes a concentragdo de fons de
hidrogénio do acido do estdmago € maior
do que a do sangue?

(c) Que ordem de grandeza difere um produto
do outro?

Verdadeiro ou falso? A ordem de grandeza

de um ndmero positivo € seu logaritmo natural.

Justifique sua resposta.

Multipla escolha Resolva 23*! = 32.

(@) x=1
(b) x=2
() x=4
(d) x=11
(e) x=13
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(a) x=-1
b) x=1L

e
(c) x=1
d) x=e

(e) Nao hd solugdo possivel.

179. Miultipla escolha Quantas vezes foi mais
forte o terremoto em Arequipa, no Peru, em
2001 (8,1 na escala Richter) com relagdo ao
terremoto na Provincia Takhar, no Afeganistao,
em 1998 (6,1 na escala Richter)?
(a) 2
(b) 6,1
(c) 8,1
(d) 14,2
(e) 100

180. Prove que, se oo parau > 0ev > 0,

v

entdo log u — log v = n. Explique como esse

resultado relaciona a poténcia de 10 com a
ordem de grandeza.

Nos exercicios de 181 a 186, resolva a equagdo ou a
inequacao.

181. ¢ +x =5

182. ¢*-8x+1=0

183. ¢*<5 + Inx

184. Inlxl—e* =3

185. 2logx—41log3>0
186. 2 log (x + 1)-21log 6 <0
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Nos exercicios de 187 a 193, a seguir, vamos utilizar
o conceito M = C (1 + i)", onde C € o capital (repre-
senta o valor inicial), M € o montante (representa o
valor futuro), i € a taxa de juros no periodo de inte-
resse e n € a quantidade de periodos (referentes a
taxa de juros) no prazo de uma aplicagdo financeira
(vamos supor que a capitalizacdo em um periodo
seja calculada a partir do valor obtido no periodo
imediatamente anterior).

187. Um valor inicial de R$ 500,00 serd aplicado a
uma taxa de juros anual de 7%. Qual serd o

investimento dez anos mais tarde?

188. Um valor inicial de R$ 500,00 serd aplicado a
uma taxa de juros anual. Qual deve ser a taxa
de juros para que o valor inicial dobre em

dez anos?

189. Um investimento de R$ 2.300,00 ocorre a uma
taxa de juros de 9% ao trimestre. Qual deve ser
o prazo da aplicag@o para que esse investimen-

to atinja o valor de R$ 4.150,00?

Um valor inicial de R$ 1.250,00 serd aplicado
a uma taxa de juros bimestral de 2,5%. Qual
serd o investimento um ano e meio mais tarde?

190.

191. Qual valor deve ser investido a uma taxa de
juros de 1,2% ao més para obter, ao final de um

semestre € meio, o montante de R$ 3.500,00?

Um valor inicial de R$ 2.350,00 serd aplicado
a uma taxa de juros semestral. Qual deve ser a
taxa de juros para que o valor inicial atinja
R$ 3.200,00 em dois anos?

Um investimento de R$ 8.700,00 ocorre a uma
taxa de juros de 3% ao més. Qual deve ser o
prazo da aplicag@o para que esse investimento
atinja o valor de R$ 11.000,00?

192.

193.






= — }' Capitulo 13

Funcoes compostas

Objetivos de aprendizagem

m Operacgoes com fungoes.

m Composigcao de fungdes.

m Relacoes e fungdes definidas implicitamente.

Muitas fungdes que estudamos e trabalhamos nas aplicagdes podem ser criadas modificando-
-se ou combinando-se outras fungdes.

Operacoes com funcoes

Uma maneira de construir novas funcgdes € aplicar as operacdes usuais (adi¢@o, subtragdo, mul-
tiplicag@o e divisdo), empregando a seguinte defini¢do.

DEFINIQAO Soma, diferenca, produto e quociente de funcoes

Sejam f'e g duas fungdes com dominios que t€m valores comuns. Entao, para todos os valores de
x na intersec¢ao desses dominios, as combinagdes algébricas de fe g sao definidas pelas seguintes
regras:

Soma: (f+ k) = f(x) + gx)
Diferenca: f— o =f(x) — gkx)
Produto: (fo)(x) = f(x)gx)

g g(x)
Em cada caso, o dominio da nova fun¢do consiste em todos os nimeros que pertencem ao domi-
nio de f'e ao dominio de g. Como vemos, as raizes da fungdo do denominador sdo excluidas do
dominio do quociente.

Quociente: (f ) (x) = f((_x) , desde que g(x) =0

EXEMPLO 1 Definic6es algébricas de novas funcoes
Sejam f(x) = x’e g(x) = Vx + 1

Encontre férmulas para as fungdes f + g, f — g. fg, g, gg. Descreva o dominio de cada uma.
SOLUCAO

O dominio de f € o conjunto de todos os niimeros reais, ¢ 0 dominio de g pode ser representado
pelo intervalo [—1, +oo[. Como eles se sobrepdem, entdo a intersec¢do desses conjuntos resulta
no conjunto dado pelo intervalo [—1, +2[. Assim:

f+ 9 =fx) +gx) =x*+Vx+1 comdominio [—1, +o%[
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fF— o =f(x) —gkx)=x*=-Vx+1 comdominio [—1, +oo[

(fo)x) = f(gx) = ¥* Vix + 1 com dominio [—1, +o9[

(i)(x) S x? com dominio ]—1, +oo[
8 g Vix+1

(g9)®) = g)gx) = (Vx + 1)2 com dominio [—1, +o[

Note que podemos expressar (gg)(x) simplesmente por x + 1. Essa simplificagdo ndo muda o
fato de que o dominio de (gg)(x) € o intervalo [—1, +[. A funcdo x + 1, fora desse contexto,
tem como dominio o conjunto dos nimeros reais. Sob essas circunstancias, a funcdo (gg)(x) €
o produto de duas fun¢gdes com dominio restrito e, portanto, também terd o dominio restrito.

Composicao de funcoes

Existem situagcdes em que uma funcio ndo € construida combinando-se operagdes entre duas
funcdes; uma fungdo pode ser construida aplicando-se as leis envolvidas, primeiro uma e depois a
outra. Essa operacdo para combinar fungdes, que nao estd baseada nas operagdes numeéricas, € cha-
mada composicdo de fungdo.

DEFINICAO Composicdo de funcoes

Sejam fe g duas fungdes tais que o dominio de fintersecciona com a imagem de g. A composicao
fde g, representada por fo g, é definida pela regra:

(fo 9)x) = f(g(x))

O dominio de f - g consiste em todos os valores de x que estdo no dominio de g, cujo valor g(x)
estd no dominio de f. Veja a Figura 13.1.

fog
B f
X precisa estar R g(x) precisa estar no
no dominio de g dominio de f

Figura 13.1 Na composicédo fo g, primeiro é aplicada a funcgéo g, e depois a f.
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A composicdo g de f, denotada por g o f, € definida de maneira similar. Em muitos casos, fo g
e g o f s@o fungdes diferentes. Em linguagem técnica, dizemos que a composi¢do de fungoes néo é
comutativa.

EXEMPLO 2 Composicdo de funcées

Sejam f(x) = e* e gx) = \V/x . Encontre as funcdes (f = g)(x) e (g S f)(x). Verifique se essas
funcdes ndo sdo as mesmas.

SOLUCAO

(fo0)x) = flg(x) =f(Vx) = eV
(g £)x) = g(f(x) = gle¥) = Ver

Uma forma de verificar que essas fun¢des ndo sdo as mesmas € concluindo que nio tém dominios
iguais: fo g € definida somente para x = 0, enquanto g o f € definida para todos os nimeros reais.
Poderiamos também considerar seus gréaficos (Figura 13.2) que interseccionam apenas em x = 0
ex =4.

T | 1 1 1 1 1

[—2,6] por [—1, 15]

Figura 13.2 Os gréaficos de y = eVie y= Ve* ndo sdo os mesmos.

Para finalizar, os graficos sugerem uma verificacdo numérica: vamos citar um valor de x para o
qual f(g(x)) e g(f(x)) t€m valores diferentes. Podemos verificar isso, por exemplo, para x = 1:
f(g() =eeg(f(l)) = Ve.O grafico nos ajuda a fazer a escolha adequada de x, pois escolher x
= 0 e x = 4 levaria a conclusdo de que elas sdo iguais.

EXEMPLO 3 Verificacdao do dominio de fungc6es compostas
Sejam f(x) =x>—1e glx) = \V/x . Encontre os dominios das funcdes compostas.
(@ gsf (b) fs¢
SOLUCAO
(a) Comporemos as fun¢des na ordem especificada:
(g ° f)x) = g(f(x)

=Vx2—-1
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Para x estar no dominio de g = f, primeiro analisa-se a fungdo f(x) = x> — 1. Nesse caso, x
pode ser qualquer nimero real. Depois, € calculada a raiz quadrada desse resultado, entao
x> — 1 pode ter apenas valores ndo negativos. Portanto, o dominio de g = f consiste em todos
0s ndmeros reais para os quais x> — 1 > 0, isto €, o conjunto ]—o0, —1] U [1, +oo[.

(b) Novamente, comporemos as fun¢des na ordem especificada: (f o g) x = f(g(x)) = (\/; )2 —1.
Para x estar no dominio de f' = g, primeiro deve-se analisar a fungdo g(x) = Vx. Nesse caso,
x deve ser qualquer nimero real ndo negativo. Como depois € calculado o quadrado desse
resultado e subtraido o valor 1, entdo o préprio resultado de Vix pode ser qualquer niimero
real. Portanto, o dominio de f = g consiste em todos os ndmeros do conjunto [0, +2[.

Nos exemplos 2 e 3, vimos que duas fungdes foram compostas para formar uma nova fungao.
Ha momentos em que precisamos do processo inverso. Isso significa que, partindo de uma funcao,
podemos ter a necessidade de encontrar aquelas que, ao serem compostas, resultam na que temos.

EXEMPLO 4 Decomposicao de fungoes
Para cada fung@o A, encontre as fungdes fe g, tais que h(x) = f(g(x))
(@ h(x) = (x + 12 —3(x+ 1)+ 4 ) h(x) =V +1
SOLUCAO
(a) Podemos observar que & é uma fungio quadrdtica em funcéo de x + 1. Portanto, as fun¢des
procuradas sdo f(x) = x> — 3x + 4 e g(x) = x + 1. Conferindo:
hx)=fg) =fx+ 1) =x+1)> =3x+1)+4
(b) Podemos observar que & € a raiz quadrada da fungio x* + 1. Logo, as fun¢Ges procuradas séo
f(x) = Vx e g(x) = x* + 1. Conferindo:
h(x) = f(g(x)) = f( + 1) = Vx> + 1

Muitas vezes existe mais de uma maneira para decompor uma fungdo. Por exemplo,

uma alternativa para decompor h(x) = Vi3 + 1 no Exemplo 4(b) € fazer f(x) = Vx+1 e
g(x) = x*. De fato, h(x) = f(g(x)) = f(x) = Vx3 + 1

Relacoes e funcoes definidas implicitamente

O termo geral que relaciona as variaveis dos pares ordenados (x, y) € uma rela¢io. Se ocorrer
de existir um unico valor de y para cada valor de x, entdo a relacdo também € uma funcio, e seu
grafico satisfaz o teste da linha vertical (Capitulo 7). No caso da equagdo de um circulo definida, por
exemplo, por x* + y* = 4, os pares ordenados (0, 2) e (0, —2) satisfazem a lei da rela¢do; porém, y
nao € uma funcdo de x, pois existe mais de um valor de y para cada valor de x.

EXEMPLO 5 Verificacao de pares ordenados de uma relagao

Determine quais dos pares ordenados dados por (2, —5), (1, 3) e (2, 1) estdo na relagdo defini-
da por x>y + y*> = 5. A relagio € uma fungdo?
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SOLUCAO
N6s simplesmente substituimos os valores das coordenadas x e y dos pares ordenados em x*y + y?
e vemos se o resultado € 5.

(2, =5): (2)(=5) +(=572=5
(1, 3): (123 + 3P =12#5
(2, : @y + 1y =5

Assim, (2, —5) e (2, 1) estdo na relacdo, mas (1, 3) ndo esta.
Como a relacdo estd satisfeita para pares ordenados com diferentes valores de y, porém para o
mesmo valor de x, a relagdo ndo pode ser uma fungao.

Seja novamente a equagao do circulo dada por x* + y* = 4. Essa equagdo néo define uma fun-
¢do, porém podemos reescrevé-la em duas equagdes, de modo que cada uma delas seja uma fungao:

x2+y2=4

y2:4_x2

y=+Vi-Fouy=-Vi- 2

Os gréficos dessas duas fungdes sdo, respectivamente, os semicirculos superior e inferior do
circulo da Figura 13.3. Eles sdo mostrados na Figura 13.4. Desde que os pares ordenados dessas
fungdes satisfacam a equagdo x> + y*> = 4, dizemos que a relacido dada pela equacio define duas
funcdes implicitamente.

Figura 13.3 Circulo de raio 2 centralizado na origem (0, 0), com equagéo x> + y*> = 4.

(@) (b)

Figura 13.4 Graficosde (a)y=+ V4 — x> e (b) y = —V4 — 1%
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EXEMPLO 6 Uso das funcées definidas implicitamente

Descreva o grafico da relagdo x* + 2xy + y* = 1.

SOLUCAO
Observe que a expressdo do lado esquerdo da equagdo pode ser fatorada. Isso permite que a
equacdo seja escrita como duas funcdes definidas implicitamente, como seguem:

X2+ 2xy +y? =1
x+yyr=1

x+ty==1
x+ty=loux+y=-—1
y=—x+louy=—x—1

O gréfico consiste em duas retas paralelas (Figura 13.5), cada uma referente a uma fungao
definida implicitamente.

Figura 13.5 Grafico da relagédo x* + 2xy + y*> = 1.

Revisio RApPIDA

Nos exercicios de 1 a 10, encontre o dominio de cada funcdo e expresse-o com a notacdo de intervalo.

1. f(x) = % 2.0 =In(x — 1)
3.f(t): V5 —t 4.g(x)=ﬁ
5. f(x) = VIn(x) 6. h(x) = V1 — 22
7.0 = 52 8. ¢(1) = In(lr)

1

9. f(x) = ﬁ 10. g(x) =2
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Nos exercicios de 1 a 3, encontre as férmulas para as
funcdes f + g, f — g e fg. Determine o dominio de
cada uma delas.

1. f(x) =2x — 1; g(x) = X2
2. fW)=(x—1D%3glx)=3—x
3. f(x) =Vx+5gkx =I|x+3|
Nos exercicios de 4 a 9, encontre as férmulas para

as fungdes S e & Determine o dominio de cada uma
delas. 8 f

4. f(x) = Vx+3;g(x) = x2
5. f(x) = Vx —2,g(x) = Vx + 4
) =22 = V- k2
) =g = V-

1
8. f(x) = x* e g(x) = — sdo mostradas no gréfico
X

a seguir. Esboce o griafico da soma (f + g)(x)
manualmente ou com uma calculadora que
tenha esse recurso.

o

N

[0, 5] por [0, 5]

9. f(x) = x* e g(x) = 4 — 3x sdo mostradas no
gréfico a seguir. Esboce o grifico da diferenca
(f —g)(x) manualmente ou com uma calculado-
ra que tenha esse recurso.

[=5, 5] por [—10, 25]

Nos exercicios de 10 a 13, encontre (fo g)(3) e (g0 )(—2).
10. f(x) =2x —3;gx) =x + 1
11. f) =x*—1;gx) =2x— 3
12. f(x)=x*+4;gx)=Vx+1
_ X . — 0 _ 42
13. f(x) p 1,g()c) 9 —x

Nos exercicios de 14 a 21, encontre f(g(x)) e g(f(x)).
Determine o dominio de cada fungdo.

14. f(x) =3x+2;g(x) = x — 1
15 /() =~ 1 gl0) = ——
16. f(x) =x2— 2;g(x) = Vx + 1
17. f(x) = ﬁ; g(x) = Vax

18. f(x) = x% g(x) = V1 — x?
19. f(x) = x% g(x) = V1 - 23

20. f(3) = 5 ¢0) = 5-

1 1
21. = ; =
F0) = — i) = —
Nos exercicios de 22 a 26, encontre f(x) e g(x), de modo
que a funcdo possa ser escrita como y = f(g(x)) (pode

existir mais de uma maneira de decompor a funcao).

22. y="Vx?—5x 23. y= (& + 1)

24. y=13x—2I
26. y=(x—3’+2
27. Quais pares ordenados entre (1, 1), (4, —2) e
(3, —1) satisfazem a relagéio dada por 3x + 4y = 5?
28. Quais pares ordenados entre (5, 1), (3, 4) e
(0, —5) satisfazem a relagéo dada por x* + y* = 25?7
Nos exercicios de 29 a 36, encontre duas funcdes defini-
das implicitamente, partindo das relagdes apresentadas.

29. X +y*=25 30. x +y* =25
31. ¥ —y*=25 32. 3x» —y* =125

25'y:x3—5x+3

3. x+hl=1 34. x — Iyl =1

35. y2 =X’ 36. y»=x

37. Verdadeiro ou falso? O dominio da funcio
f&)

quociente ‘s (x) (que significa ) con-

8(x)
siste em todos os nimeros que pertencem aos

dois dominios, que sdo os de fe de g. Justifique
sua resposta.
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38.

39.

40.

41.
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Verdadeiro ou falso? O dominio da fungdo
produto (fg)(x) (que significa f(x)g(x)) consiste
em todos os nimeros que pertencem ao domi-
nio de f ou ao de g. Justifique sua resposta.

Multipla escolha Suponha que f e g sdo
fun¢des cujo dominio € o conjunto de todos os
ndmeros reais. Qual das seguintes alternativas
ndo ¢é necessariamente verdadeira?

(@ (f+g9) = (g +tHkx)

) () = (gH(x)

(c) f(gx) = g(f(x))

@) (-9 = —(g —NHx)

(e) (o)) = f(g(x)

Multipla escolha Se f(x) = x — 7 e g(x) =
V4 — x, ento qual € o dominio da fungdo g?
(@) 1—=, 4

(b) ]—c, 4]

(€) 14,

(d) [4, [

(e) 14,71V 17, + oo

Multipla escolha Se f(x) = x> + 1, entdo
(Fox) =

(a) 2 +2

() x*+1

(e) x**+2x2+2

(b) 2x* + 1
(d) x*+2x2+ 1

42. Multipla escolha Qual das seguintes rela-
¢oes define a funcdo y = Ixl implicitamente?
(@) y=x (b) »=x* (c) y¥=x
@ 2+y*=1 (e) x=1l

43. Associe cada funcdo f a uma funcio g, e tam-

bém a um dominio D, tal que tenhamos
(f g)(x) = x> com dominio D.

f g D

& V2 —x  ]—o0,0[ U0, +oof
2 + 2)? x+1 ]—oo, 1[ U ]1, +oo[
2 —2)? 21Inx 10,+o0[

1 1
x— 17 -1 (2, +el

2-—2+1 V-2 ]—o0, 2]

<x + 1)2 x+1 |— oo, +oof

X X

44. Seja f(x) = x*> + 1. Encontre uma fung¢do g tal
que:

@ (o) = — 1
© (Jg) =1
() g(f()) = 9x* + 1

(b) (f +9)(x) = 3%
(@) f(gx) = 9% + 1
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FuncoOes inversas

Objetivos de aprendizagem
m Relacoes definidas parametricamente.
m Relacoes inversas e fungoes inversas.

Ha funcoes e graficos que podem ser definidos parametricamente, enquanto outros podem ser
entendidos como inversas das fung¢oes que ja conhecemos.

Relacoes definidas parametricamente

Uma maneira de definir funcdes ou, de forma mais generalizada, relagdes, € definir os dois
elementos do par ordenado (x, y) em termos de outra varidvel, que representaremos por ¢, chamada
parametro. Vejamos um exemplo.

EXEMPLO 1 Definicdo de uma funcéo feita parametricamente

Considere o conjunto de todos os pares ordenados (x, y) definidos pelas equagdes:

x=t+1
y=1r+2,
onde ¢ ¢ um ndmero real qualquer.
(a) Encontre os pontos determinados porr = —3, =2, —1,0, 1,2 ¢ 3.

(b) Encontre uma relagio algébrica entre x e y (chamada de “eliminac¢io do pardmetro”). Temos
y como uma funcgéo de x?
(c) Esboce o gréfico da relagdo no plano cartesiano.

SOLUCAO

(a) Substitua cada valor de ¢ nas férmulas que definem x e y para encontrar o ponto que esse
valor de 7 determina parametricamente.

t x=t+1 y=£f+2 (x, )
-3 -2 3 (-2,3)
2 -1 0 (-1, 0)
-1 0 -1 0, -1)

0 1 0 (1, 0)

1 2 3 2,3)

2 3 8 (3,8)

3 4 15 (4,15)
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(b) Podemos encontrar a relacéo entre x e y algebricamente pelo método da substituicdo. Come-
¢amos com ¢ em termos de x para obtermos r = x — 1 e fazemos a substitui¢do na expressao
y=78+2t

y=17+2t
y=@x—12+2x—-1)

X=2x+1+2x—-2

x>—1

Isso € consistente com os pares ordenados encontrados na tabela. Como ¢ varia em todo o conjun-

to dos nimeros reais, obteremos todos os pares ordenados da relagdo y = x*>— 1, o que de fato faz

y ser definido como funcio de x.

(c) Desde que a relacdo definida parametricamente consista em todos os pares ordenados na
relacdo y = x* — 1, podemos obter o grafico esbo¢ando a pardbola, como na Figura 14.1.

Figura 14.1 Graficode y = x> — 1.

EXEMPLO 2 Definicdo de uma funcéao feita parametricamente

Considere o conjunto de todos os pares ordenados (x, y) definidos pelas equacdes:

x=7~+2t
y=t+1,

onde ¢ € um ndmero real qualquer.

(a) Encontre os pontos determinados por r = 3,2, -1,0, 1,2 ¢ 3.
(b) Esboce o grifico da relagdo no plano cartesiano.

(c) yéuma funcido de x?

(d) Encontre uma relacdo algébrica entre x e y.

SOLUCAO
(a) Substitua cada valor de ¢ nas férmulas que definem x e y, para encontrar o ponto que esse
valor de ¢ determina parametricamente.
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t (x,y)
-3 (3, -2)
-2 0, —1)
-1 (—1,0)

0 0, 1)

1 (3,2)

2 8,3)

3 (15, 4)

(b) Podemos obter o grafico manualmente ou conferi-lo na Figura 14.2.

N

[—5, 5] por [—3, 3]

Figura 14.2 Grafico de uma parabola no modo parameétrico.

(c) ynio € uma funcio de x. No item (a) ja vemos que existem pares ordenados diferentes com
valores de x iguais; além disso, no item (b) vemos que o grafico falha no teste da linha ver-
tical porque temos dois valores diferentes de y para o mesmo valor de x.

(d) De forma andloga ao que foi feito no Exemplo 1, temos x = y* — 1.

Relacoes inversas e funcoées inversas

O que acontece quando invertemos as coordenadas de todos os pares ordenados na relagdo?

Obviamente obtemos outra relagdo, ja que existe outro conjunto de pares ordenados; mas qual
semelhanca observamos com a relacdo original? Se a relag¢do original € uma funco, a nova relagao
também serd uma fungao?

Podemos ter ideia do que ocorre analisando os exemplos 1 e 2. Os pares ordenados no Exemplo 2
podem ser obtidos simplesmente invertendo-se as coordenadas dos pares ordenados no Exemplo 1
(isso porque as definicdes de x e y estdo trocadas nos dois exemplos). Entdo, dizemos que a relagao
no Exemplo 2 € a relagdo inversa da relacdo no Exemplo 1.
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DEFINICAO Relacdo inversa

O par ordenado (a, b) pertence a uma relagdo somente se o par ordenado (b, a) estd na relaciao
inversa.

Estudaremos a conexdo entre uma relacdo e sua inversa e, dessa forma, analisaremos as re-
lagdes inversas e o que ocorre para elas serem funcoes. Observe que, no Exemplo 2, o grifico da
relacdo inversa falha no teste da linha vertical e, portanto, ndo € o grafico de uma fung@o. A questao
é: podemos predizer essa falha apenas considerando o grifico da relacdo original? A Figura 14.3
sugere que sim.

O grifico da inversa na Figura 14.3(b) falha no teste da linha vertical porque temos dois valores
diferentes de y para o mesmo valor de x. Isso € uma consequéncia direta do fato de a rela¢do original
na Figura 14.3(a) ter dois valores diferentes de x com o mesmo valor de y. O grafico da inversa falha
no teste da linha vertical precisamente porque o grifico original falha no teste da linha horizontal
(falaremos a respeito logo a seguir). Isso nos dd um teste para relagdes cujas inversas sao funcoes.

y y
3 3
_ 2 2+ |, 1)
-1 (1 L
Ll NIA T L1 LL o,
757473727_11_1 2345 7574*3727_11_ 2345
(=1, 1D

Figura 14.3 (a) Relacdo original e o teste da linha horizontal. (b) Relacédo inversa e o teste da
linha vertical.

Teste da linha horizontal

Apesar de esse teste ndo ter sido citado anteriormente, ele parte da mesma ideia do teste da linha
vertical. A inversa de uma relacdo € uma fun¢@o somente se cada linha horizontal intersecciona o
gréfico da relag@o original no maximo em um ponto.

EXEMPLO 3 Aplicacao do teste da linha horizontal
Quais dos graficos de (1) a (4) na Figura 14.4 sao graficos de:

(a) relacdes que sao fungdes?
(b) relacdes que tém inversas que sido funcdes?
SOLUCAO

(a) Os graficos (1) e (4) sdo graficos de funcdes porque satisfazem o teste da linha vertical. J4 os
graficos (2) e (3) ndo sdo graficos de fungdes porque falham no teste da linha vertical.
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(b) Os gréficos (1) e (2) sdo gréficos de relagdes cujas inversas sdo fungdes porque satisfazem
o teste da linha horizontal. Os gréficos (3) e (4) falham no teste da linha horizontal; assim,

suas relagdes inversas ndo sao funcdes.

3)

Figura 14.4 Graficos do Exemplo 3.

Uma fungdo cuja inversa também € uma fung@o tem o grafico que satisfaz tanto o teste da linha
horizontal como o teste da linha vertical (tal como o Grafico 1 do Exemplo 3). Tal fung@o € bijetora,
desde que todo x seja a primeira coordenada de um tnico y, e todo y seja a inica segunda coordenada

de um tnico x.

DEFINICAO Funcio inversa

Se € uma funcdo bijetora com dominio A e imagem B, entdo a func¢ao inversa de f, denotada por
[, é a funcdo com dominio B e imagem A definida por f~!(b) = q, se, e somente se, f(a) = b

O que é uma funcao bijetora

Para determinarmos isso, daremos outras
definigdes antes.

Uma fungdo fde A em B € injetora se quais-
quer dois elementos distintos do dominio de f(que
¢ o conjunto A) tiverem imagens diferentes em B.

CUIDADO SOBRE A NOTACAO DE FUNCAO

O simbolo ! deve ser lido como “fungéo
inversa” e jamais deve ser confundido com a
reciproca de f. Se fé uma funcgdo, o simbolo
[ pode significar somente a inversa de f. A
reciproca de f deve ser escrita como _—.

f
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Uma fungdo f de A em B € sobrejetora se seu conjunto imagem for igual ao seu contra-
dominio, isto €, se seu conjunto imagem resultar em todo o conjunto B (B é o contradominio).
Uma funcdo fde A em B € bijetora se for injetora e sobrejetora.

EXEMPLO 4 Verificacdo da funcéo inversa algebricamente

Encontre uma equagdo para f~'(x) se f(x) = « _T_ )

SOLUCAO

O gréafico de fna Figura 14.5 sugere que f € bijetora. A funcdo original satisfaz a equagéo
y = a Se, de fato, f € bijetora, entdo a inversa f' ird satisfazer a equagdo x =

(x+ 1) y+1
(observe que apenas trocamos x por y € y por x).
Se resolvermos essa nova equagdo escrevendo y em fung¢do de x, entdo teremos uma férmula

para f~'(x):

Y
. y+1
x(y+ 1=y
xytx=y
Xy —y=—x
yx—1)=—x
=X
Y x—1
X
Y 1 —x

Portanto, f~'(x) = a i D

[—4,7;4,7] por [5, 5]

Figura 14.5 O grafico de f(x) = S
x+1
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Muitas fungdes nao sdo bijetoras e, assim, ndo t€m funcdes inversas. O dltimo exemplo
apresentou uma maneira de encontrar a fungo inversa. Porém, dependendo do caso, o desenvolvi-
mento algébrico pode tornar-se dificil. O que ocorre € que acabamos encontrando poucas inversas
dessa forma.

E possivel usar o grafico de fpara produzir um grifico de f~' sem nenhum desenvolvimento al-
gébrico, bastando utilizar a seguinte propriedade geométrica: os pontos (a, b) e (b, a) sdo simétricos
no plano cartesiano com relacdio a reta y = x. Ou seja, os pontos (a, b) e (b, a) sdo reflexdes um do
outro com relagdo aretay = x.

EXEMPLO 5 Verificacdo da funcéo inversa graficamente

O gréfico de uma fungdo y = f(x) € demonstrado na Figura 14.6. Esboce o grafico da funcdo
y = f~'(x). Podemos dizer que f é uma fungio bijetora?

SOLUCAO

Observe que ndo precisamos encontrar uma férmula para f~'(x). Basta encontrar a reflexo
do gréfico dado com relagdo a reta y = x. Isso pode ser feito geometricamente. Imagine
um espelho ao longo da reta y = x e desenhe a reflexdo do grafico dado no espelho (veja
a Figura 14.7).

Outra maneira de visualizar esse processo € imaginar o grafico desenhado em uma janela de
vidro. Imagine esse vidro girando ao redor da reta y = x, de modo que os valores positivos de x
ocupem os lugares dos valores positivos de y. O grafico de f entdo passard a ser o grafico de f.
Desde que a inversa de ftenha um grafico que satisfaca os testes da linha vertical e da linha hori-
zontal, f € uma func¢ao bijetora. Vejamos nos graficos a seguir:

) —
S
W f—
=

Figura 14.6 O grafico de uma funcao bijetora.
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y y
3 =
2 2
Ly i, L A,
5432 [[12345 5432412345
Gréfico de f Espelho y = x

2%

1*/
[ [
—5-4-3-2-11J 2345

_2ﬁ

_3ﬁ

Reflexdo Gréfico de f‘1

Figura 14.7 Reflexao do grafico com relacdo a retay = x.

Existe uma conexdo natural entre inversas e composicao de funcdes, e isso dd uma ideia do que
uma inversa faz: desfaz a acdo da fungao original.

Regra da composicdo para fungao inversa

Uma fungdo f € bijetora com funcdo inversa g, se, e somente se:
f(g(x)) = x, para todo x no dominio da funcdo g e
¢(f(x)) = x, para todo x no dominio de f.

EXEMPLO 6 Verificacdo de funcées inversas

Mostre algebricamente que f(x) = x> + 1 e g(x) = Vi — 1 sdo fungdes inversas.

SOLUCAO

Vamos usar a regra citada anteriormente:

flg)=f(Vx—1)=(Vx—1P3+1=x—1+1=x
gf)) =g+ 1) =VE@+1)— 1=V =x

Desde que essas equagdes sejam verdadeiras para todo x, a regra garante que f e g sdo inversas.
Saiba que os gréficos dessas fungdes sao os mesmos que foram utilizados no Exemplo 5.



CAPITULO 14 Fungdes inversas 195

Algumas fungdes sdo importantes, de modo que precisamos estudar suas inversas, mesmo nao
sendo fungdes bijetoras. Um bom exemplo € a fun¢do da raiz quadrada, que € a “inversa” da func¢ao
quadrdtica. A inversa ndo da a func@o quadrdtica completa, pois, se for dessa forma, ela falha no teste

da linha horizontal. A Figura 14.8 mostra que a fungdo y = Vx érealmente a inversa de y = x*com
um “dominio restrito”, isto €, definida somente para x > 0. Observe os graficos:

y y
4 4
3 3
2 2
1 1
Lt NA ey T O Y
54321123456 —s—432-1, K1 23456
-2 -2
Grifico de y = x? (ndo & bijetora) Relagdo inversa de

y = x? (nfo é uma fung¢do)

— N W A
— W A

I I | x | | I I | X
*5*4*3*2*711 123456 757473*2*711 123456
-2 -2

Griéficode y = Vix (é uma funcdo) Gréfico da fungdo

cujainversaéy = Vx

Figura 14.8 A funcgdo y = x* com dominio néo restrito e também restrito.

A questio do dominio acrescenta refinamento para o método algébrico, resumido a seguir:

Como encontrar uma funcao inversa algebricamente

Dada uma férmula para uma funcio f, proceda da seguinte maneira para encontra-la:

1. Determine que existe uma fungéo /', verificando que f € bijetora. Estabeleca restricdes sobre
o dominio de f, de modo que ela seja bijetora.

2. Troque x e y na férmula y = f(x).

3. Resolva isolando y para obter y = f~!(x). Veja que o dominio de /' é uma consequéncia do
primeiro procedimento.

EXEMPLO 7 Verificacdo de uma funcéo inversa

Mostre que f(x) =V x + 3 tem uma fungdo inversa e encontre uma regra para f~'(x). Estabelega
quaisquer restrigdes sobre os dominios de fe de f'.
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SOLUCAO

O grifico de f satisfaz o teste da linha horizontal, assim f tem uma funco inversa (Figura 14.9).
Observe que ftem dominio [-3, +oo[ e imagem [0, +oo[.

Para encontrar f~!, escrevemos

y=Vx+3 ondex=—-3,y=0

x=Vy+3 ondey=—-3,x=0
x2=y+3 ondey=—-3,x=0
y=x>-3 ondey=—-3,x=0

Assim, f'(x) = x> — 3 com um dominio restrito dado por IR"= {x € IR | x > 0} (herdado da
imagem da funcio f). A Figura 14.9 mostra as duas fungdes.

[—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1]

Figura 14.9 O gréafico de f(x) =V x + 3 e sua inversa.

Revisio RAPIDA

Nos exercicios de 1 a 10, resolva a equag@o para y.

1.x=3y—6 2.x=05y+1

.x=y>+4 4.x=y>*—6

y—2 _3y—1

y+3 &x=72

2y + 1 4y + 3
7.x=——7 X =

T4 e

9.x=Vy+3,y=-3 10.x=Vy—-2,y=2
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ExERcicIos

Nos exercicios de 1 a 4, encontre o par (x, y) para o 11.
valor do parametro. y

1. x=3tey=1¢+ 5, parat =2

2. x=5t-T7ey=17 — 3t, parat = =2

3. x=—4tey=Vit+1,parat=3 =
4.

x:It+3|ey=l,parat=—8 -
t

Nos exercicios de 5 a 8: L

(a) Encontre os pontos determinados por t = -3, r
-2,—-1,0,1,2e3.
(b) Encontre uma relacdo algébrica entre x e y e 12.

determine se as equacdes paramétricas definem
y como uma funcdo de x.

(c) Esboce o gréfico no plano cartesiano.
x=2tey=3t-1

x=t+ley=r-2t T .
x=rey=t-2 /

@ Noo

x=\/;ey=2t—5

Nos exercicios de 9 a 12, sdo mostrados gréficos de

relagdes.
Nos exercicios de 13 a 22, encontre uma férmula para

f7'(x). Determine o dominio de /', incluindo todas as
restri¢des herdadas de f.

(a) A relagdo € uma fungdo?

(b) A relacdo tem uma inversa que € uma fungdo?

9. 13. f(x) = 3x — 6 14. f(x) =2x + 5
3 2x—3 3
15. f(x) = ;‘+—1 16. f(x) = ;‘fz

17. f(x) = Vx—3 18. f(x) = Vx+2
19. f(x) = X3 20. fx) =x*+5

21. f) = Vx+5 22. f(x) = Vx—2

Nos exercicios de 23 a 26, determine se a funcéo ¢
bijetora. Se for, esboce o grifico da funcdo inversa.

10.
y 23.
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24.
s
25.
y
4%
3%
2%
1%
| | | L1 1 X
—5-4-3-2-1,| 1/2 3 45
i
74%
26.

Nos exercicios de 27 a 32, confirme que f e g sdo
inversas, mostrando que f(g(x)) = x e g(f(x)) = x.

27. f(x) =3x—2 e g(x)=x—§2
28.f(x)=x:3 e o(x) = 4x — 3
29. f) =3+ 1 ¢ gx)=Vr—1
30. f(1) =+ e g() =

31 f() = 1t e g =
32, f) = 5 e gl = 2

33.

34.

35.

36.

37.

38.

A férmula para converter a temperatura Celsius
x em temperatura Kelvin € k(x) = x + 273,16.
A férmula para converter a temperatura
Fahrenheit x em temperatura Celsius ¢&

e(x) = 5(x9— 32)

(a) Encontre uma férmula para ¢'(x). Para
que € usada essa formula?

(b) Encontre (k o ¢)(x). Para que € usada essa
formula?

Verdadeiro ou falso? Se f é uma fungio
bijetora com dominio A e imagem B, entdo !
é uma fungao bijetora com dominio B e ima-
gem A. Justifique sua resposta.

Multipla escolha Qual par ordenado estd na
inversa da relagdo dada por x>y + S5y = 9?

(@ 2D d) 2,1 () (-1,2)
(@ @,-D (e) (1,-2)

Multipla escolha Qual par ordenado néo estd
na inversa da relagao dada por xy* — 3x = 12?

(a) 0,4 () 4, 1) (e) 3.2)
(d) (2,12) (e) (1,-6)

Multipla escolha Qual fun¢éo € a inversa da
funcdo f(x) = 3x —2?

(@) g(x>:§+2

(b) g(x) =2 — 3x

(@) gln) = <52
(d) gx) = %
() g(v) = 252

Multipla escolha Qual fungéo € a inversa de
fx)=x+1?

(@) glx) = Vx—1
(b) glx) = Vi — 1
(c) g(x) = —1
(d) g(x) = Vx + 1
(e)glx)=1—-4x°
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F—A \ Capitulo 15

Nocoes de trigonometria e
funcoes trigonomeétricas

Objetivos de aprendizagem
Graus e radianos.

Comprimento de arco.

Algumas medidas trigonométricas.
O circulo trigonométrico.

Algumas fungoes trigonométricas.

Arcos trigonomeétricos inversos.

Identidades fundamentais.

Os angulos sédo os elementos do dominio das fung¢des trigonométricas. Neste capitulo, vocé
conhecerd as nogoes essenciais para possiveis aplicagoes, por exemplo em fenémenos fisicos
como a acustica.

Graus e radianos

O grau ¢ representado pelo simbolo

ors

1
e € o angulo cuja medida € igual a 180 de um angulo

raso. O radiano € o angulo central formado quando um arco de comprimento s tem a mesma medida
do raio r do circulo, no qual estd inserido.

EXEMPLO 1 Graus e radianos
(a) Quantos radianos existem em 90 graus?
. T
(b) Quantos graus existem em 3 radianos?
. . A |
(c) Encontre o comprimento de um arco interceptado por um angulo central de > radiano em um
circulo com raio de 5 polegadas.

(d) Encontre a medida em radianos de um adngulo central que intercepta um arco de comprimento
s em um circulo de raio r.

SOLUCAO

(a) Desde que 7 radianos e 180° representam o mesmo angulo, podemos usar o fator de conver-
(7r radianos)

(180°)

=1 para converter graus em radianos.

900( 7 radianos ) _ 907

. T
180° 130 radianos = > radianos
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(180°)

—————~ =1 para converter radianos em graus:
(7r radianos)

(b) Nesse caso, usamos o fator de conversio

180° 180° o
Wradianos) 3 60

(% radianos)(

(¢) Um éangulo central de 1 radiano intercepta um arco de comprimento de um raio, que € de 5

A 1 . . .
polegadas. Portanto, o dngulo central de — radiano intercepta um arco de comprimento de
%raio, isto €, de 2,5 polegadas.

(d) Podemos resolver esse problema com raios:

x radianos 1 radiano

s unidades r unidades
Xr=-s
S

x=—
’

Conversao de grau-radiano

180°

Para converter radianos em graus, multiplicamos por ———
7 radianos

. . 7 radianos
Para converter graus em radianos, multiplicamos por 1800

Comprimento de arco

Como um angulo central de um radiano sempre intercepta um arco de comprimento de mesma
medida que o raio do circulo, podemos afirmar que um angulo central de 6 radianos em um circulo

de raio r intercepta um arco de comprimento 6r.

Férmula do comprimento do arco (medida em radianos)

Se 6 é um angulo central em um circulo de raio r, e se 6 € medido em radianos, entdo o compri-
mento s do arco interceptado é dado por:

s =16
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Formula do comprimento do arco (medida em graus)

Se 6 € um angulo central em um circulo de raio r, e se # ¢ medido em graus, entdo o comprimento
s do arco interceptado € dado por:

Trl

180

S =

EXEMPLO 2 Perimetro de uma fatia de pizza

Encontre o perimetro de uma fatia de pizza de angulo central igual a 60°, e a pizza tem raio de
7 polegadas.

SOLUCAO

O perimetro € 7 polegadas + 7 polegadas + s polegadas (como se vé€ na Figura 15.1), em que s é
o comprimento do arco da pizza. Pela férmula de comprimento do arco:

_ m(60) _ Tm _
180 3 7.3

O perimetro € de aproximadamente 21 polegadas.

7 pol s pol

7 pol

Figura 15.1 O pedacgo de pizza do exemplo.

Algumas medidas trigonomeétricas

Seja o tridngulo (retdngulo, pois a medida entre os catetos € de 90°) determinado pelos vértices
ABC, como na Figura 15.2.

medida do lado (ou cateto) oposto
seno (6) = sen 6 =

medida da hipotenusa

medida do lado (ou cateto) adjacente
cosseno () = cos 6 =

medida da hipotenusa

medida do lado (ou cateto) oposto
tangente (0) = tg 0 =

medida do lado (ou cateto) adjacente



204 Pré-calculo

B
2
& e
S 3
» 2,
]
A [-]
A adjacente Cc

Figura 15.2 Tridngulo de vértices ABC e medidas trigonométricas do dngulo 6.

EXEMPLO 3 Calculo de medidas trigonométricas para angulo de 45°

Encontre os valores do seno, cosseno e tangente do angulo de 45°.
SOLUCAO

Imagine um tridngulo com dois dos trés lados iguais (tridngulo isdsceles) com dois angulos in-
ternos de 45° e um com 90°.

Figura 15.3 Tridngulo retangulo is6sceles.

Aplicando as defini¢des, temos:

medida do lado (ou cateto) oposto 1 \/5
sen 45° = - - =—==—
medida da hipotenusa \/5 2
medida do lado (ou cateto) adjacente 1 \/5
cos 45° = - - R
medida da hipotenusa V2 2
30 medida do lado (ou cateto) oposto 1 )
t ° = = — =
& medida do lado (ou cateto) adjacente 1

EXEMPLO 4 Calculo de medidas trigonométricas para angulo de 30°
Encontre os valores do seno, do cosseno e da tangente do angulo de 30°.
SOLUCAO

Suponha um triangulo retdngulo com angulos internos com valores de 30°, 60° e 90°.
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Figura 15.4 Tridngulo obtido de um tridngulo equilatero de lado 2.

30 medida do lado (ou cateto) oposto 1 \/5
tg 30° = = =
g medida do lado (ou cateto) adjacente V3 3
medida do lado (ou cateto) oposto 1
sen 30° = - - =—
medida da hipotenusa 2
30 medida do lado (ou cateto) adjacente V3
cos 30° = =—
medida da hipotenusa 2

EXEMPLO 5 Aplicacao

Um tridngulo retangulo com hipotenusa de medida 8 tem um angulo interno de 37°. Encontre as
medidas dos outros dois angulos e dos outros dois lados.

SOLUCAO

Desde que o tridngulo € retdngulo, entdo um dos outros dois angulos € de 90° e o outro € de
180° — 90° — 37° = 53°.

8
a
A [-]

b

0_2 022
sen 37° = 3 e cos 37 3

a = 8 sen 37° b = 8 cos 37°
a=4281 b = 6,39

Em geometria pensamos o angulo como uma unifo de dois raios (ou semirretas) com um vér-
tice em comum. A trigonometria nos leva a um ponto de vista mais dindmico, pensando o angulo
em termos de um raio de rotagdo. A posi¢do inicial do raio, o lado inicial, € girado em torno de
sua extremidade, chamada de vértice. A posi¢do final € chamada de lado terminal. A medida de
um angulo é um nimero que descreve a quantidade de rotacdo do lado inicial ao lado terminal do
angulo. Angulos positivos sio gerados por rotacdes no sentido anti-horério, e 4ngulos negativos

sdo gerados por rotagdes no sentido hordrio. A Figura 15.5 mostra um angulo de medida o, onde a
¢ um nimero positivo.
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Lado terminal

Lado inicial

Figura 15.5 Um angulo com medida positiva «.

Para trazermos o poder da geometria coordenada para a figura (literalmente), geralmente colo-
camos um angulo na posi¢ao padrao no plano cartesiano, com o vértice do angulo na origem e seu
lado inicial sobre o eixo x positivo. A Figura 15.6 mostra dois angulos na posi¢cdo padrdo, um com
medida « positiva e o outro com medida 3 negativa.

X ‘k J X
B
Um angulo positivo (anti-horario) Um angulo negativo (hordrio)

(@) (b)

Figura 15.6 Dois d4ngulos na posigdo padrdo. Em (a) a rotagdo anti-horaria gera um angulo
com medida positiva. Em (b) a rota¢do horaria gera um angulo com medida
negativa.

Dois angulos no sistema de medida de dngulo podem ter o mesmo lado inicial € 0 mesmo lado
terminal, e ainda assim terem medidas diferentes. Chamamos tais Angulos de angulos equivalentes.
(Veja a Figura 15.7) Por exemplo, angulos de 90°, 450° e —270° sdo todos equivalentes, assim como
angulos de m radiano, 3 radianos e —99m radianos. De fato, angulos sdo equivalentes sempre que
eles diferem de um inteiro multiplo de 360° ou um inteiro mdltiplo de 2 radianos.

PN N DN
ﬁ\ | N

Angulos equivalentes Dois angulos
positivo e negativo equivalentes positivos

(a) (b)

Figura 15.7 Angulos equivalentes. Em (a) um angulo positivo e um angulo negativo sdo
equivalentes, enquanto em (b) ambos os d4ngulos equivalentes sédo positivos.
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DEFINICAO Funcdes trigonométricas de qualquer angulo

Seja 6 um angulo qualquer na posi¢do padrdo (determinado do eixo horizontal x no sentido anti-
-horério), e seja P(x, y) um ponto qualquer sobre o lado que determina a abertura do angulo (que
ndo seja a origem). Se r denota a distancia de P(x, y) at€ a origem, isto €, r = Vx2 + y2, entdo:

sen =2 cosf =2 tg@zl(x¢0)
r r X

EXEMPLO 6 Calculo do seno, do cosseno e da tangente para 315°

Calcule os valores do seno, do cosseno e da tangente do angulo de 315°.

SOLUCAO
Supondo que o angulo estd na sua posi¢do padrao, uin/gar ordenado que estd no segmento que o
limita é (1,-1). Logo,sex =ley =-1,entdo r = V2 &
_ V2 _
sen315°=—1=——2 005315°=L=£ tg315°=—1=—1
V2 2 Va2 2 1

Aqui utilizamos o fato de que, se um triangulo retangulo tem medida dos catetos dados por a e
b, e a medida da hipotenusa € igual a ¢, entdo € verdade que a> + b* = ¢* (conhecido como teorema
de Pitdgoras).

O circulo trigonomeétrico

Temos a seguir o circulo de raio 1; o eixo horizontal x fornece a medida do cosseno do angulo forma-
do, partindo do 0 no sentido anti-horario, e o eixo vertical y fornece a medida do seno do mesmo angulo.

E verdade que: sen® 6 + cos?# = 12 = 1 (consequéncia do teorema de Pitdgoras).
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Funcoes trigonométricas

A funcao seno (Figura 15.8):

f(x) = sen x ou f{x) = sen (x)

Dominio: conjunto de todos os niimeros reais.

Imagem: [—1, 1]. A fungdo € continua.

E alternadamente crescente e decrescente. E periédica de periodo 277 (o comportamento da fungio é
repetitivo para cada intervalo de comprimento 27 no eixo horizontal).
E simétrica com relagdo a origem (¢ uma fungdo fmpar).

E limitada.

O maximo absoluto € 1.

O minimo absoluto é —1.

Nao tem assintotas horizontais.

Nao tem assintotas verticais.

Comportamento nos extremos do dominio: xlg{}m e XE}?M ndo existem.
Os valores da funcao oscilam de —1 até 1.

[-27, 27] por [4, 4]

Figura 15.8 Grafico da funcao seno.

A funcio cosseno (Figura 15.9):

Jix) = cos x ou flx) = cos (x)

Dominio: conjunto de todos os nimeros reais.

Imagem: [—1, 1].

A fungfo € continua.

E alternadamente crescente e decrescente.

E periédica de periodo 27 (o comportamento da fungdo é repetitivo para cada intervalo de compri-
mento 277 no eixo horizontal).

E simétrica com relagdo ao eixo vertical y (€ uma fungdo par).

E limitada.

O maximo absoluto € 1.

O minimo absoluto € —1.

Nao tem assintotas horizontais.

Nao tem assintotas verticais. Comportamento nos extremos do dominio: lim € lim ndo existem.
Os valores da fun¢@o oscilam de —1 até 1. Kok amee
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N 2N« 7]
D

[-2m, 27] por [-4, 4]

Figura 15.9 Grafico da funcdo cosseno.

209

A funcao tangente (Figura 15.10):

B _senx _ _sen (x)
fx) =tgx = cos x OU fx) =tg )= cos ()

Dominio: conjunto dos nimeros reais sem os multiplos impares de T
Imagem: conjunto de todos os nimeros reais. 2
A fung@o € continua sobre o seu dominio.

E crescente em cada intervalo do dominio.

E simétrica com relagio a origem (¢ uma fungdo fmpar).

Nao ¢ limitada superior nem inferiormente.

Nao tem extremos locais.

Nao tem assintotas horizontais.

As assintotas verticais sdo da formax = k « (g) para todo k impar.

Comportamento nos extremos do dominio lim e lim nfo existem.
X—>too  X—>—oo

Os valores da func¢do oscilam no intervalo ]—co, + oo,

-3r 37

2

por [4, 4]

Figura 15.10 Grafico da fungéo tangente.
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Funcao cotangente

A funcao cotangente € a reciproca da funcdo tangente. Entdo:

CoS X
cotx =
sen x

ou

cos (x)

cot (x)= sen (1)

O gréfico de y = cot x terd assintotas verticais nos zeros da func¢éo seno e zeros nos zeros

da funcéo cosseno (Figura 15.11).

y
| 3T |
o2 |
VAN AN N
2 NN NN
| |
| |
| 3+ |

Figura 15.11 A cotangente tem assintotas nos

funcgéo cosseno.

zeros da funcgéo seno e zeros nos zeros da

Funcao secante

Caracteristicas importantes da fun¢@o secante podem ser identificadas partindo do fato de ela

ser a reciproca da fun¢@o cosseno.

Onde cos x = 1, sua reciproca sec x também € 1. O grifico da funcio secante tem assintotas
verticais nos zeros da funcao cosseno. O periodo da fungdo secante € 27, o mesmo da sua reciproca,

a funcdo cosseno.

O gréfico de y = sec x € mostrado com o grifico de y = cos x na Figura 15.12. Um méaximo
local de y = cos x corresponde a um minimo local de y = sec x, enquanto um minimo local de

y = cos x corresponde a um méximo local de y = sec x.

y
} \3_} |
i
| |
< SV >
NN L
I N
! el
AR
| \_3_\ |

Figura 15.12 As caracteristicas da fungdo secante sdo concluidas a partir do fato de ela ser

a reciproca da funcgao cosseno.
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Funcao cossecante

Caracteristicas importantes da fung@o cscante podem ser identificadas partindo do fato de ela
ser a reciproca da fun¢ao seno.

Sendo sen x = 1, sua reciproca csc x € também 1. O grifico da funcdo cscante tem assintotas
verticais nos zeros da funcdo seno. O periodo da fungao cossecante € 277, 0 mesmo que a funcdo seno.

O gréfico de y = csc x € mostrado com o gréfico de sen x na Figura 15.13. Um maximo local
de y = sen x corresponde a um minimo local de y = csc x, enquanto um minimo local de y = sen x
corresponde a um méaximo local de y = csc x.

|
LV

VIN LTI
N N

2 N/ NS
I 7N (.
o\F
L | .

Figura 15.13 Caracteristicas da funcao cscante sdo concluidas a partir do fato de ela ser a
reciproca da fungao seno.

Arcos trigonomeétricos inversos

Cada funcdo tem uma relagdo inversa. Essa relagdo também € uma func@o apenas se a original
for injetora. As seis funcdes trigonométricas bdsicas, sendo periddicas, falham no teste da reta ho-
rizontal para saber se sdo injetoras. Contudo, algumas funcdes sdo importantes o suficiente a ponto
de estudarmos o comportamento das suas inversas, independentemente do fato de serem injetoras.
Fazemos isso restringindo o dominio da fung¢@o original para um intervalo em que ela € injetora e,
entdo, encontrando a inversa da fungdo restrita.

T

Se vocé restringir o dominio de y = sen x ao intervalo , como mostrado na Figura

™
)

15.14(a), a funcdo restrita € injetora. A inversa da fun¢ao seno, y = sen! x, € a inversa dessa por¢ao
restrita da fung@o seno, vista na Figura 15.14(b).

It Ll
2
I I i i
_m E —1 1
2 2
ar
—1r 5L
[-2, 2] por [-1,2; 1,2] [-1,5; 1,5] por [-1,7; 1,7]

(a) (b)

Figura 15.14 (a) A restrigcdo de y = sen x é injetora e (b) tem uma inversa, y = sen™ x.
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Pela relacdo inversa usual, as afirmagdes

y=senlx e x=seny

sdo equivalentes para valores de y no dominio restrito

-

e para valores de x em [-1, 1].

. A T T c
Isso significa que sen™! x pode ser pensado como o dngulo entre ~3 e 37 cujo seno € x. Como os

angulos e os arcos orientados no circulo unitdrio tém a mesma medida, o dngulo sen™" x também &

chamado arco-seno de x.

Funcéao seno inverso (funcao arco-seno)

o
ey =

O tnico angulo y no intervalo tal que seny b x € o seno inverso (ou arco-seno)

de x, denotado sen™! x ou arc sen x.

O dominio de y = sen™! x é [-1, 1], e a imagem &

T m
272 |

Se vocé restringir o dominio de y = cos x ao intervalo [0, 77], como mostrado na Figura 15.15(a),

a fungdo restrita € injetora. A inversa da funcfo cosseno, y = cos™! x, é a inversa da porgo restrita
da fung@o cosseno, vista na Figura 15.15(b). Pelas relagdes inversas usuais, as sentengas

y=cosx e x=cosy

sdo equivalentes para valores de y no dominio restrito [0, 7] e para valores de x em [-1, 1]. Isso

significa que cos™! x pode ser pensado como o angulo entre O e 77, cujo cosseno € x. O angulo cos™
x € também o arco-cosseno de x.

-1F -1 1

[-1, 4] por [-1,4; 1,4] [-2, 2] por [1; 3,5]
(a) (b)

Figura 15.15 (a) A restrigdo de y = cos x é injetora e (b) tem uma inversa, y = cos™! x.
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Funcao cosseno inverso (funcédo arco-cosseno)

O tnico angulo y no intervalo [0, 7], tal que cos y = x, € a inversa do cosseno (ou arco-cosseno)
de x, denotada cos™! x ou arc cos x.
O dominio de y = cos™ x € [-1, 1], e a imagem € [0, 77].

, como mostrado na Figura 15.16(a), a

A . . e . o T
Se voce restringir o dominio de y = tg x ao intervalo (—5 B

funcao restrita € injetora. A inversa da fun¢io tangente, y = tg™' x, € a inversa dessa porg¢io restrita
da fung@o tangente, vista na Figura 15.16(b).

I
T

wIy |
wIy |

I
T

[-3, 3] por [-2, 2] [-4, 4] por [-2,8; 2,8]
(a) (b)

Figura 15.16 A (a) restricdo de y = tg x é injetora e (b) tem uma inversa, y = tg™' x.

Pela relacdo inversa usual, as sentencas
y=tg'x e x=tgy
~ . .. . T
sao equivalentes para valores de y no dominio restrito (—E, £l ) e para valores de x em (—o0, o). Isso

. . -1 ~ w w . . A 1
significa que tg™' x pode ser pensado como o dngulo entre Y e 5 cuja tangente € x. O angulo tg

x € também o arco-tangente de x.
Funcdo tangente inversa (funcdo arco-tangente)

PV . T . .
O tnico angulo y no intervalo (_E’ > ), tal que tg y = x, € a tangente inversa (ou arco-tangente)

de x, denotado tg~' x ou arc tg x.

NJ:}
SE|

O dominio de y = tg~' x € (—o0, ), € a imagem & (—
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Identidades fundamentais

Identidades trigonométricas basicas

Identidades reciprocas:

1 1
= — = t) = ——
csc 0 send sec 6 o5 0 cot 6 w0
1 1
sene—?e Coso_seCG tgo_cot@
Identidades de quociente:
sen 6 cos 6
g6 = cos 6 cotd = sen 6

Identidades pitagdricas

Como observamos no ciclo trigonométrico, podemos aplicar o teorema de Pitdgoras a qualquer
tridngulo formado no ciclo com lados sen(x), cos(x) e hipotenusa igual ao raio da circunferéncia.

Assim, obtemos a identidade fundamental da trigonometria:

sen?(x) + cos*(x) = 1

A partir dessa identidade, podemos deduzir as identidades pitagéricas. Se dividirmos cada ter-
mo da identidade por (cos x)?, obtemos uma identidade que envolve tangente e secante:

(cos x)* | (senx) _ 1
(cosx?  (cosx)*>  (cos x)?

1 + (tgx)* = (sec x)?

Se dividirmos cada termo da identidade por (sen x)* obtemos uma identidade que envolve

cotangente e cossecante:
(cos x)? | (senx)? 1
(senx)?  (senx)?  (sen x)?

(cot x)2+ 1 = (csc x)?

Essas trés identidades sdo chamadas identidades pitagdricas, que reafirmaremos usando a nota-

¢do abreviada para poténcias de fungdes trigonométricas.

Identidades pitagoricas
cos?f + sen’6 = 1

1+ tg260 = sec? 0
cot?’0 + 1 = csc? 0
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Outras identidades uteis

Se C for o angulo reto no tridngulo retdngulo AABC, entdo os dngulos A e B sdo complemen-
tares. Note o que acontece se usarmos as razdes de tridngulos usuais para definir as seis funcdes
trigonométricas dos angulos A e B (Figura 15.17).

A X C

Figura 15.17 Os angulos A e B sdo complementares no tridngulo retangulo AABC.

AnguloA:  senA =2 tgA =2 secA ="
r X X

cosA=2 cotA=2 cscA="L

r y y

Angulo B: sen B=2 tg B = X secB="_
r y y

cos B=~ cotB=2 cscB="

r X X

Vocé percebe o que acontece? Em cada caso, o valor de uma fun¢do em A € 0 mesmo que
o valor da sua cofunc¢io em B. Isso sempre acontece com angulos complementares; de fato, esse € o

e s

fendmeno que dd & “cofun¢@o” seu nome. O “co” vem de “complementar”.

Identidades de cofuncgées

sen|T +6\|= cos 6 cos(z—e)zsene
2 2

tg(%+9)=cot9 cot(%—9)=tg0
z-e): 0 (l—e)z

sec(2 csc csc > sec O

Identidades de cofuncoes 2 paridade e imparidade

sen(—x) = — sen(x) cos(—x) = cos(x) tg(—x) = — tg(x)

csc(—x) = — csc(x) sec(—x) = sec(x) cot(—x) = — cot(x)



216 Pré-calculo
Soma e diferenca de arcos

Seno de uma soma ou diferenca

sen (u = v) = sen u cos v £ cos u sen v
Note que o sinal ndo troca em nenhum dos casos.

Cosseno de uma soma ou diferenca

cos (u = v) = cos u cos v = sen u sen v
Note a mudanga de sinal nos dois casos.

EXENMPLO 7 Usando as formulas de soma/diferenca

Escreva cada uma das expressdes a seguir como o seno ou o cosseno de um angulo.

(a) sen 22° cos 13° + cos 22° sen 13°
(b) cos T cos T + sen T sen =

3 4 3 4
(c) sen xsen 2Xx — cOS x COS 2X

SOLUCAO

A ideia em cada caso € reconhecer qual férmula aplicar. (De fato, o objetivo principal de tais
exercicios € ajuda-lo a se lembrar das formulas.)

(a) sen 22° cos 13° + cos 22° sen 13°
= sen (22° + 13°)

= sen 35°

T T T T
(b) cos — cos — + sen — sen —

3 4 3 4
w m
ZCOS(?_Z
a
:COSE

(c) sen x sen 2x — COS X cOS 2x

= —(cos x cos 2x — sen x sen 2x)

= —cos (x + 2x)

= —cos 3x
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EXEMPLO 8 Confirmando identidades de cofuncao

Prove as identidades (a) cos (g)—x =senxe (b) sen ((%)—x = Ccos x
SOLUCAO

cos r_ = cos T cos x + sen T sen
(a) 5 X > X > X

=0.cosx+ 1e.senx

= senx

(b) sen (g — x) = sen (g) ¢ COSX — SENnX s COS (%)

=1lecosx—senx. 0

= COS x

Tangente de uma soma ou diferenca

sen (1 * v) sen u cos v £ cos u sen v

tg(uiv)zcos(uiv) = COS 1COS vV + Sen u sen v

Existe também uma férmula para tg (# = v), que € escrita inteiramente em termos de fungdes
tangente.

tgu * tgv

tg(u*v) = I¥tgu -tgv

EXEMPLO 9 Provando uma férmula de reducéo de tangente

3w
Prove a férmula de redugdo: tg (0 —( 7)) = —cot 0.

SOLUCAO

~ < < . Lo 2 1es . ™
Nao podemos usar a formula s6 de tangentes, pois um dos valores € multiplo impar de (?) . Sen-
do assim, converteremos para senos € Cossenos.
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sen 0 cos ( ) — cos 0 sen ( 3777
cos 6 cos + sen 0 sen 377
2 2

senf+0 —cosf-(—1)
cosB+0+senf+(—1)

= —cotf

Arcos multiplos

As férmulas que resultam ao fazer u = v no dngulo da identidade da soma sdo chamadas identi-
dade de angulo duplo. Afirmaremos e provaremos uma, deixando as demais provas como exercicios.

Identidades de angulo duplo

sen 2u = 2 sen u cos u
cos®u — sen’ u

cos 2u = {2 cos>u — 1
1— 2sen® u

1—tg’u

EXEMPLO 10 Provando uma identidade de 4ngulo duplo
Prove a identidade: sen 2u = 2 sen u cos u.

SOLUCAO

sen 2u = sen (u + u)
= sen u cos u + cosusen u
=2 senucosu
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Identidades de reducao de poténcia

sen 1 = 1 — cos2u
2

2 1 + cos 2u

cos“y =—————
2

to? 4 = 1 — cos 2u

& 1 + cos 2u

EXEMPLO 11 Provando uma identidade

Prove a identidade: cos 4 § — sen* 6 = cos 26.
SOLUCAO
cos* 6 — sen* @ = (cos? 0 + sen? H)(cos? O — sen? 6)
= 1+(cos?f — sen?0)

= cos 20

EXEMPLO 12 Reduzindo uma poténcia de 4

Reescreva cos* x em termos de fungdes trigonométricas com poténcias ndo maiores do que 1.
SOLUCAO

cos* x = (cos? x)?

1 + cos 2x :
2

1+20052x+c0s22x)
4

NS SR |
4 2COS X 4

1 + cos 4x
2

1 1 1 1
—Z+50052x+§+§cos4x

1
= §(3 + 4 cos 2x + cos 4x)

219
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Identidades de metade de angulo

P

senﬁ . 1 —cosu . 1 —cosu
2 N 2 "V 1+cosu
u 1 + cosu t£_<1—cosu
cos 5 2 €5~ sen u

_senu
1+ cosu
\

I
[+

EXEMPLO 13 Usando identidades de metade de dngulo
Resolva sen? x = 2 sen? ( % )
SOLUCAO

O grifico de y = sen’ x — 2 sen? ( X ) na Figura 15.18 sugere que essa fungdo € periddica com

periodo 2 7, e que a equagdo sen® x = 2 sen’ ( % ) tem trés solucdes em [0, 2 r].

[-27r, 27r] por [-2, 1]

Figura 15.18 O gréfico de y = sen’ x —2 sen” (;) sugere que sen’ x = 2 sen’ (;)

tem trés solugdes em [0, 2].

Resolucéao algébrica

X
Zx=2sen?=

1 —cosx
2
1 —cos?x=1—cosx

sen

sen? x = 2(

cosx —cos2x =0

cosx (1 —cosx)=0
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cosx =0 ou cosx=1

——ous—wouO
T2 2

O resto das solugdes € obtido por periodicidade:

x = 2nr, x=%+2nﬂ', x=3777+2n77, n=0,=*x1,*2, ...

Lei dos senos

Lembre-se da geometria, em que um tridngulo tem seis partes (trés lados (L), tr€s angulos (A)),
mas seu tamanho e formato podem ser determinados completamente fixando apenas trés dessas partes,
desde que sejam as trés certas. Essas triplas sdo conhecidas por suas siglas: AAL, ALA, LAL e LLL.

Os outros dois acronimos nio funcionam bem: AAA determina apenas similaridade, enquanto
LLA nao determina sequer similaridade.

Com trigonometria podemos encontrar as outras partes do tridngulo, uma vez que a congruéncia
¢ estabelecida. As ferramentas que precisamos sio a lei dos senos e a lei dos cossenos, o assunto das
dltimas duas secoes de trigonometria. A lei dos senos afirma que a razdo do seno de um angulo em
relagdo ao comprimento do seu lado oposto € a mesma para todos os trés angulos de qualquer tridngulo.

Lei dos senos

Em qualquer AABC com angulos A, B e C e lados opostos a, b e ¢, respectivamente, a equagao a
seguir € verdadeira:

senA _ senB _ senC

a b c

Resolucao de triangulos (AAL, ALA)

Dois angulos e um lado de um tridngulo, em qualquer ordem, determinam o tamanho e a forma
de um triangulo. E claro, dois angulos de um tridngulo determinam o terceiro, assim, obtemos uma
das trés partes faltantes de graga. Resolvemos as duas partes restantes (os dois lados desconhecidos)
com a lei dos senos.

EXEMPLO 14 Resolvendo um tridngulo, dados dois d&ngulos e um lado
Resolva AABC, dado que ZA = 36°, /B = 48° e a = 8 (veja a Figura 15.19).

Cc

A c B

Figura 15.19 Um tridngulo determinado por AAL.
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SOLUCAO
Primeiro, notamos que £C = 180° —
Entao, aplicamos a lei dos senos:
senA _ senB
a b
sen 36° _ sen 48°
8 b
~ 8sen48°
~ sen 36°
b=10,115

As seis partes do triangulo sdo:

LA = 36°
/B =48°
£C =96°

O caso ambiguo (LLA)

Enquanto dois angulos e um lado de um tridngulo sdo suficientes para determinar seu tamanho
e forma, o mesmo ndo pode ser dito para dois lados e um angulo. Isso depende de onde o angulo
estd. Se o angulo estiver incluido entre os dois lados (o caso LAL), entdo o tridngulo serd unicamente
determinado a menos de congruéncia. Se o angulo for oposto a um dos lados (o caso LLA), entdo

36° —

48° = 96°.
senA  senC
¢ a ¢
sen 36° _ sen 96°
8 c
~ 8sen 96°
~ sen 36°
c = 13,536
a=38
b =10,115
¢~ 13,536

poderdo existir um, dois ou zero triangulos determinados.

EXEMPLO 15 Resolvendo um tridngulo, dados dois lados e um angulo

Resolva AABC, dadoque a = 7,b = 6 e LA = 26,3° (veja a Figura 15.20).

6

26,3°

C

A

c B

Figura 15.20 Um tridngulo determinado por LLA.

SOLUCAO

Desenhando um esbogo razoavel (Figura 15.20), podemos nos certificar de que esse néo € o caso

ambiguo. Comece resolvendo o dngulo agudo B, usando a lei dos senos:
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senA _ sen B
a b

sen 26,3° sen B
7 6

6 sen26,3°
7

sen B =

6 sen 26,3°
B = -1 2= =
sen ( 7 )

B =12273°
Entdo, encontre o angulo obtuso C pela subtragdo:
C =180° — 26,3° — 22,3° = 131 4°
Finalmente, encontre o lado c:

sen A sen C
a c

sen 26,3° _ sen 131,4°

7 c
_ _7sen1314°
sen 26,3°
c=119
As seis partes do triangulo sdo:
LA =263° a=7
/B =1223° b=06
£C=1314° c=119

EXEMPLO 16 Lidando com o caso ambiguo
Resolva AABC, dado que a = 6,b =7 e LA = 30°.

SOLUCAO

Desenhando um esbogo razodvel (Figura 15.21), podemos ver que sdo possiveis dois tridngulos
com as informagdes dadas. Iremos nos lembrar disso a medida que prosseguirmos.
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() (b)

Figura 15.21 Dois tridngulos determinados pelos mesmos valores de LLA.

Comecaremos usando a lei dos senos para encontrar o angulo B.

senA  senB

a b

sen 30° _ senB
6 7

sen B — 7 sen 30
6
B= sen1< 7 sen 30 )
6
B =35,7°

Note que a calculadora nos dd um valor de B, ndo dois. Isso ocorre porque usamos a fungéo sen™',
que ndo pode dar dois valores de saida para o mesmo valor de entrada. De fato, a fungio sen!
nunca dard um angulo obtuso, por isso escolhemos comegar com o angulo agudo no Exemplo 15.
Nesse caso, a calculadora encontrou o dngulo B mostrado na Figura 15.21(a).

Encontre o angulo obtuso C por subtragio:

C = 180° — 30,0° — 35,7° = 114,3°.
Finalmente, encontre o lado c:

senA  senC

a c

sen 30,0°  sen114,3°

6 c

_ 6sen1143°
sen 30°

c =109
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Assim, assumindo que o angulo B € agudo (veja a Figura 15.21(a)), as seis partes do tridngulo sdo:
LA =30,0° a==6
/B =135]° b=17
/£ C=1143° c =109

Se o dngulo B for obtuso, podemos ver na Figura 15.19b que este mede 180° — 35,7° = 144,3°.
Por subtracdo, o angulo agudo C = 180° — 30,0° — 144,3° = 5,7°. Entao, recalculamos c:

= 6sen5,7° _

1,2
sen 30° ’

Assim, assumindo que o dngulo B € obtuso (veja a Figura 15.21(b)), as seis partes do tridngulo sdo:

/A =30,0° a==6
LB =1443° b=1
£4C=5]7° c=1,2

Lei dos cossenos

Tendo visto a lei dos senos, vocé provavelmente ndo se surpreenderd ao saber que existe uma
lei dos cossenos. Ha muitos desses paralelos em matemadtica. O que vocé pode achar surpreendente é
que a lei dos cossenos ndo tem semelhanga com a lei dos senos. Em vez disso, ela lembra o teorema
de Pitdgoras. De fato, a lei dos cossenos € frequentemente chamada “teorema de Pitdgoras generali-
zado”, porque contém o teorema cldssico como um caso especial.

Lei dos cossenos

Seja AABC qualquer tridngulo com lados e angulos indicados de modo usual (veja a Figura 15.22).
Entao:

a>=b>+ ¢> — 2bccos A
b* = a*> + ¢ — 2ac cos B

¢ =a*>+ b>— 2ab cos C
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A c

Figura 15.22 Um tridngulo com as notag¢des usuais (d&ngulos A, B, C; lados opostos q, b, ¢).

Enquanto a lei dos senos € a ferramenta que usamos para resolver tridngulos nos casos AAL e
ALA, alei dos cossenos € a ferramenta necessdria para LAL e LLL. (Ambos os métodos podem ser
usados no caso LLA, mas lembre-se de que pode haver O, 1 ou 2 tridngulos.)

EXEMPLO 17 Resolvendo um tridngulo (LAL)
Resolva AABC, dado que @ = 11, b = 5 e C = 20° (veja a Figura 15.23).

SOLUCAO

¢?=a>+ b*—2abcos C
=112 + 52 — 2(11)(5) cos 20°
= 42,6338 ...
c=V42,6338... =65

B

Figura 15.23 Um tridngulo com dois lados e um angulo incluso conhecido.

Poderiamos utilizar a lei dos cossenos ou a lei dos senos para encontrar um dos dois angulos
desconhecidos. Como regra geral, € melhor usar a lei dos cossenos para encontrar angulos, pois a
funcdo arco-cosseno distingue angulos obtusos de angulos agudos.
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a?=b%>+ 2 —2bccos A
112 = 52 + (6,529...)2 — 2(5)(6,529...) cos A
52+ (6,529...)% — 112

COSA = T 5)(6.529..)
g et [P (652902 112
2(5)(6,529...)
~ 144.8°
B = 180° — 144.8° — 20°
= 152°

Assim, as seis partes do tridingulo sdo:

A = 144.8° a=11
B =152° b=5
C=20° c=06,5

EXEMPLO 18 Resolvendo um tridngulo (LLL)
Resolva AABC,sea = 9,b = 7 e c = 5 (veja a Figura 15.24).

A

C 9

Figura 15.24 Um tridngulo com trés lados conhecidos.
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SOLUCAO

Usaremos a lei dos cossenos para encontrar dois dos angulos. O terceiro angulo pode ser encon-

trado por subtracdo de 180°.

a>=b>+ ¢ — 2bc cos A b* =a®+ ¢?> — 2ac cos B
92="72+52—-2(7)(5) cos A 72 =92 + 52 — 2(9)(5) cos B
70cos A = —7 90 cos B = 57
A =cos 1 (=0,1) B = cos™ ! (57/90)
=~ 95,7° ~ 50,7°

Entdo C = 180° — 95,7° — 50,7° = 33,6°.
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Area do triangulo

As mesmas partes que determinam um tridngulo também determinam sua drea. Se as partes fo-
rem dois lados e um angulo incluso (LAL), obtemos uma férmula simples de drea, em termos dessas
trés partes, que ndo requer encontrar a altura. Aplicando a férmula de drea padrdo, temos:

A Area = %(base)(altum) = %(c)(b senA) = %bc sen A.

Isso s@o, na verdade, trés férmulas em uma, e ndo importa qual lado usamos como a base.

Area de um triangulo

A Area = %bc sen A = %ac sen B = %ab sen C

EXEMPLO 19 Encontrando a area de um poligono regular

Encontre a drea de um octégono regular (8 lados iguais, 8 angulos iguais) inscrito dentro de um
circulo de raio de 9 polegadas.

SOLUCAO
A Figura 15.25 mostra que podemos dividir o octégono em 8 tridngulos congruentes.
360
Cada triangulo tem dois lados de 9 polegadas, com um angulo incluso de 6 =—— = 45°. A drea

de cada tridngulo é:

A Area = (%) (9)(9) sen 45° =(%) sen 45° = 814£

Portanto, a drea do octégono é:

A Area = 8 A Area = 162V2 ~ 229 polegadas quadradas.

Figura 15.25 Um octdégono regular inscrito em um circulo de raio de 9 polegadas.

Existe também uma férmula de drea que pode ser usada quando os trés lados do tridngulo sdo
conhecidos. Embora Herdo tenha provado esse teorema usando apenas métodos de geometria cldssica,
provaremos, como a maioria das pessoas faz hoje em dia, usando as ferramentas de trigonometria.
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TEOREMA Férmula de Herédo
Sejam a, b e ¢ os lados do AABC, e seja s 0 semiperimetro:

(a+b+c)
—

entio, a drea de AABC é dada por Area = Vs(s — a)(s — b)(s — ¢).

EXEMPLO 20 Usando a féormula de Herao
Encontre a drea de um tridngulo com lados 13, 15, 18.

SOLUCAO

Primeiro calcularemos o semiperimetro: s = A3+15+18) _ 23.

Entdo, usaremos a formula de Herao.

Area = V23 (23 — 13)(23 — 15)(23 — 18)

=V23.10-8+5 = V9200 = 20V 23.

A drea aproximada € 96 unidades quadradas.

ExERcicios
Nos exercicios 1 a 8, converta de radianos para graus. 13. Multipla escolha Qual € a medida em radia-
1. ™ 2. T nos de um angulo de x graus?
6 4 (a) mx (b) X
3.7 L 180
10 3 () ™  (a) 180x
5. /T 6. 137 180 ™
9 20 (e) 180
7.2 8.1,3 X

14. Multipla escolha Se o perimetro de um
setor € 4 vezes seu raio, entio a medida em
radianos do angulo central do setor é:

Nos exercicios de 9 a 12, use as férmulas para calcu-
lo do comprimento do arco para completar com as
informagdes que estio faltando.

(a) 2 (b) 4

s r 6 () 2 @ 4

a T

9.7 lem 70 rad (e) impossivel determinar sem saber o raio.
10. 2,5cm ? T rad

3 O teorema de Pitdgoras diz que, em um tridngulo
11. 3m I m ? retdngulo, o quadrado da medida da hipotenusa ¢ a
12. 40 cm 2 20° soma dos quadrados das medidas dos outros dois

lados. Entende-se hipotenusa como o lado oposto ao
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angulo de 90°. Nos exercicios de 15 a 18, use esse
teorema para encontrar x.

15. 16.
X
X 8
5
17. 18.
10 4 X
8

Nos exercicios de 19 a 26, encontre o valor do seno,
do cosseno e da tangente do dngulo 6.

ol
)

19. 20.
5 4
A []
3
21.
0 13
5
12
22.
17
8
ol %)

]
|/

25. 26. Y

11 13

Nos exercicios de 27 a 32, encontre as outras medidas
dos angulos que faltam (sabemos calcular seno, cos-
seno e tangente).

27. sen@:E 28. senHZ%
5 5
29.00519711 30.005078
5 12
31.tg0—9 32.tg6—13

Nos exercicios de 33 a 38, encontre o valor da varia-
vel indicada.

33. 34.
X Z
15
5 34° - 39°
d
]
32
>
y

35, 36.
‘ y ) \
37. 38. o
6 r 50 *
«q

Nos exercicios de 39 a 42, dé o valor do angulo 6 em
graus.

39.0= -2 0.0 = 27
6 6

25 167
41.9="=" 42.0=—"

Nos exercicios de 43 a 46, calcule o seno, 0 cosseno
e a tangente do angulo.
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43.
-1.2)e] 6
A\ x
aa. y
0
D .
N
P(4,-3)
45, y
6
SN
P(-1,-1)
46. y
0
N .
\J
P@3,-5)

Nos exercicios de 47 a 52, o ponto P estd na reta que
determina a abertura do angulo. Encontre o seno, o
cosseno e a tangente do angulo 6.

47. P(3,4) 48. P(—4, —6)
49. P(0,5) 50. P(—3,0)
51. P(5, —2) 52. P(22, —22)

Nos exercicios de 53 a 58, encontre sen 6, cos 6 ¢
tg 0 para o angulo dado.

53. —450° 54. —270°

55. 77 56. L7
2
57. — 77” 58. —47r

1
59. Encontre cos 6,se sen 0 = 1 etg 6 <O.

60. Encontre tg 6,se sen § = — % e cos 6 > 0.

61. Verdadeiro ou falso? Se 6 € um angulo na
posig¢do padrio determinado pelo ponto (6, —6),
entdo sen & = —0,6. Justifique sua resposta.

5
62. Multipla escolha Se cos 0 = - etgh >0,

entdo sen O =
12 5 5
(a) E (b) 1 (c) e}
5 12
(d) D) (e) e}

No exercicio 63, identifique o gréfico de cada funcao.

63. Grificos de dois periodos de 0,5 tg x e 5 tg x
530 mostrados.

<

~
S<

TTTTTTTTTT Y ITTTTTTT

/
/
]
/
I

No exercicio 64, analise a fungdo quanto a: dominio,
imagem, continuidade, comportamento crescente ou
decrescente, se € limitada e se € simétrica; analise
extremos, assintotas e comportamento nos extremos
do dominio.

X
64. f(v) =tz

Nos exercicios de 65 a 67, avalie sem o uso de uma
calculadora.
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a
65. =
o]

o
66. —
ofz)
T
67. —
Cos ( 4 )

Nos exercicios de 68 a 73, avalie sem usar uma cal-
culadora, mas usando indices em um tridngulo de
referéncia.

68. cos 120° 69. sec g
70. sen 127 71.tg 157
6 4
72. cos 23w 73. sen L7
6 3
Nos exercicios de 74 a 79, determine o valor exato.
74. sen”' (?) 75. tg—"'(0)
76. cos”! (%) 77. tg7'(=1)
_ 1
78. sen 1(——) 79. cos ' (0)
V2

Nos exercicios 80 e 81, use identidades para determi-
nar o valor da expressao.

80. Se sen 6 = 0,45, determine cos (% — 9) .

81. Se sen (0 - %) = 0,73, determine cos (—6).
Nos exercicios de 82 a 85, use identidades basicas
para simplificar a expressao.

82. tgxecosx

83. secysen(g —y)

ga. 1+ tgzx
csc? x
85. cosx — cos’ x

Nos exercicios de 86 a 88, simplifique a expressdo
para 1l ou —1.

86. sen xcsc (—x)

87. cot(—x) «cot (% —x
88. sen’ (—x) + cos? (—x)

Nos exercicios de 89 a 93, use uma identidade de
soma ou diferenga para determinar um valor exato.

89. sen 15° 90. sen 75°
™ 5
91. cos — 92. tg —
M) £
T
93. cos —
cos 2

Nos exercicios de 94 a 96, escreva a expressdo como
0 seno, o cosseno ou a tangente de um angulo.

94. sen 42° cos 17° — cos 42° sen 17°

™ ™ ™ T
95. sen —cos — + sen — cos —
5 2 5

96. tg19°+1tg47°
1—tg 19°tg 47°
Nos exercicios de 97 a 98, determine todas as solu-
¢oes para a equagdo no intervalo [0, 2].
97. sen 2x = 2 sen x

98. sen2x —tgx =20

Nos exercicios de 99 a 101, utilize identidades de
meio angulo para encontrar um valor exato sem auxi-
lio de calculadora.

99. sen 15°
T

101. o (12
:(12)

100. cos 75°
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Limites

Objetivos de aprendizagem

Velocidade média e velocidade instantéanea.
Distancia com velocidade variavel.

Limites no infinito.

Propriedades dos limites.

Limites de func¢des continuas.

Limites unilaterais e bilaterais.

Limites envolvendo o infinito.

Velocidade média e velocidade instantanea

Velocidade média ¢ o valor da variacdo da posi¢do de um objeto (ou dizemos “variagdo do
espaco percorrido”) dividido pelo valor da variacao do tempo, como podemos ver no Exemplo 1.

EXEMPLO 1 Calculo da velocidade média

Um automével viaja 200 quilometros em 2 horas e 30 minutos. Qual € a velocidade média desse
automovel, apds transcorrido esse intervalo de tempo?

SOLUCAO
A velocidade média € o valor da variagcdo da posi¢do (200 quildémetros) dividido pelo valor da
variacdo do tempo (2,5 horas). Se denotarmos a posi¢do por s e 0 tempo por £, temos:

. o As 200 quildmetros )
Velocidade média = — = ——————— = 80 quildmetros por hora
At 2,5 horas

Note que a velocidade média nao nos informa quao rapido o automovel estd viajando em um mo-
mento qualquer durante o intervalo de tempo. Ele poderia ter viajado a uma velocidade constante
de 80 quildmetros por hora durante todo o tempo ou poderia ter aumentado a velocidade, como
também ter diminuido ou até parado momentaneamente vdrias vezes. Veremos a seguir o conceito
de velocidade instantanea.

EXENMPLO 2 Calculo da velocidade instantanea

Uma bola desce uma rampa, tal que sua distancia s do topo da rampa ap6s ¢ segundos € exatamen-
te > centimetros. Qual € sua velocidade instantdnea apds 3 segundos?
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SOLUCAO
Poderiamos tentar responder a essa questdo calculando a velocidade média sobre intervalos de
tempo cada vez menores. Sobre o intervalo [3; 3,1]:
As _ (3,12 — 32 _ 061
At 31-3 0,1

= 6,1 centimetros por segundo

Sobre o intervalo [3; 3,05]:

As (3,057 -3 03025
At 305-3 005

= 6,05 centimetros por segundo

Continuando esse processo, concluimos eventualmente que a velocidade instantanea ¢ de 6
centimetros por segundo. Portanto, podemos ver diretamente o que estd acontecendo com o quo-
ciente (que resulta na velocidade média) por meio do que chamamos /imite da velocidade média
sobre o intervalo [3, 7], quando 7 se aproxima de 3 (esse limite estuda a tendéncia da velocidade
média na medida que ¢ se aproxima de 3).

v— lim S _jipm @ —s(@)
At—0 At t—>a

t—a
Para t se aproximando de 3:
—lim S® —s3)
t—3 t—3
N
gl ar—
i D=3
=3 t—3
. t—3
= lim (r+3) -3
= lim (t + 3) Desde que ¢t # 3, entdo N 1
-3 L=

=6

Note que ¢ ndo € igual a 3, mas se aproxima de 3 como um limite, o que nos permite fazer o
cancelamento no Exemplo 2. Se 7 fosse igual a 3, o desenvolvimento feito nos levaria a uma conclu-

sdo incorreta, que € a de que 0 = 6. A diferenga entre igualar a 3 e se aproximar de 3 como um limite

¢ sutil, mas algebricamente ela € relevante.
Nao € simples a definicdo algébrica formal de um limite. Temos utilizado a ideia intuitiva (des-
de o Capitulo 7) e podemos usar o seguinte resultado, digamos informal.

DEFINICAO Limite em a

Quando escrevemos “lim f(x) = L”, temos de fato que f(x) se aproxima de L na medida em que
. —>
X se aproxima de a. .
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Velocidade instantanea

Galileu fez experiéncias com a gravidade rolando uma bola em um plano inclinado e registran-
do sua velocidade aproximada como uma fung¢do do tempo decorrido. Aqui estd o que ele pode ter
se perguntado quando comegou seus experimentos:

Uma questao de velocidade

Uma bola rola uma distancia de 16 pés em 4 segundos. Qual € a velocidade instantdnea da bola
no instante de tempo 3 segundos depois de ter comegado a rolar?

Vocé pode querer visualizar a bola sendo congelada naquele momento e, assim, tentar determi-
nar sua velocidade. Bem, entdo a bola teria velocidade zero porque estd congelada! Essa abordagem
parece insignificante, j4 que, evidentemente, a bola estd se movendo.

Essa € uma pergunta complicada? Ao contrdrio, € na verdade uma pergunta profunda; € exa-
tamente a que Galileu (entre muitos outros) estava tentando responder. Note como € facil achar a
velocidade média:

_As_ _lopes d
Vinédia = Ar ~ Fsegundos pés por segundo

Agora, note como a nossa dlgebra se torna inadequada quando tentamos aplicar a mesma for-
mula para a velocidade instantinea:

As 0 pés
Vinstanlﬁnea = Al‘ = ()segm

Ela envolve divisdo por zero e ¢, portanto, indefinida. Assim Galileu fez o melhor que pode
para tornar Ar o menor possivel experimentalmente, medindo os valores pequenos de As, e entao
encontrando os quocientes.

Isto € apenas a velocidade instantdnea aproximada, mas encontrar o valor exato parecia ser
algebricamente fora de questao, ja que a divisdo por zero era impossivel.

EXENMPLO 3 Usando limites para evitar divisdo por zero

Uma bola rola para baixo em uma rampa, de modo que a distancia s a partir do topo da rampa
depois de t segundos € exatamente * pés. Qual € a velocidade instantinea depois de 3 segundos?
SOLUCAO

Podemos tentar responder a essa questdo calculando a velocidade média em intervalos de tempo
cada vez menores.
No intervalo [3; 3,1]:

As _ (312 -3 _ 06l
At 3,1-3 0,1

= 6,1 pés por segundo.
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No intervalo [3; 3,05]:

As _ (3052 -3 _ 03025 _ )
A 305-3 005 005 pés porsegundo.

Continuando esse processo concluimos que a velocidade instantanea deve ser 6 pés por segundo.
Entretanto, podemos ver diretamente o que estd acontecendo no quociente tratando-o como um
limite da velocidade média no intervalo [3, 7], quando ¢ se aproxima de 3:

. As . s(t)—s(a)
y=lim—=lim—————=
A—0 At t—=a t—a

Para t se aproximando de 3:

. s(t)—s(3)

lim———=

1—3 t—3
As 12— 32

lim — = lim
-3 At —3 t—3

im (t+3)(r—3)

=1 Fatore o numerador.
1—3 t—3
t—3
=lim (r + 3) -
—3 ( ) t—3
=lim (t + 3) Comot#3,g=l
—3 t—3

=06

DEFINIGAO Limite em « (informal)

Quando escrevemos “lim f(x) = L”, queremos dizer que f(x) se aproxima de L a medida que x
X—a

se aproxima (sem ‘“‘encostar”) de a.

EXEMPLO 4 Calculo da distancia percorrida

Um automével trafega a uma velocidade constante de 48 milhas por hora, durante 2 horas e 30
minutos. Qual € a distancia percorrida pelo automével?

SOLUCAO

Aplicamos a féormula d = vr:

d = (48 mph) (2,5 h) = 120 milhas
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Se representarmos a distincia percorrida, isto €, a mudanga de posicdo, por As e o intervalo de
tempo por At, a férmula torna-se:

As = 48 mph « At,

que equivale a:

As
— =4 h
Ar 8 mp

EXEMPLO 5 Calculo da distancia percorrida

Um automoével desloca-se a uma velocidade média de 48 milhas por hora, durante 2 horas e 30
minutos. Qual € a distancia percorrida pelo automével?

SOLUCAO
A distancia percorrida € As, o intervalo de tempo possui extensdo de Af e As/At representa a ve-
locidade média.
Logo,
As

As = o «Af = (48 mph) (2,5 h) = 120 milhas

Portanto, dada a velocidade média durante um intervalo de tempo, podemos encontrar facilmente a
distancia percorrida. Mas vamos supor que temos uma fun¢@o de velocidade v(¢), que dé a veloci-
dade instantdnea como uma fungdo variavel do tempo. Como podemos usar a fungao de velocidade
instantanea para encontrar a distancia percorrida em um intervalo de tempo? Esse era o outro pro-
blema sobre velocidade instantdnea que intrigava os cientistas do século XVII — e, mais uma vez, a
algebra foi insuficiente para resolvé-lo, como veremos.

Distancia de uma velocidade variavel

Quando Galileu comegou seus experimentos, eis aqui o que ele pode ter-se perguntado sobre
utilizar uma velocidade varidvel para determinar a distancia: suponha que uma bola role por uma
rampa e sua velocidade seja sempre 27 pés por segundo, onde ¢ € o nimero de segundos decorridos
apos ela ter comecado a rolar. Qual € a distancia percorrida pela bola nos primeiros trés segundos?

Pode-se tentar oferecer a seguinte “soluc¢do’:

Velocidade vezes At da As. Mas a velocidade instantanea ocorre em um instante de tempo, de
modo que Az = 0. Isso significa que As = 0. Entdo, em um dado instante de tempo, a bola ndo se move.
Uma vez que qualquer intervalo de tempo consiste em instantes de tempo, a bola nunca se move!

Esse exemplo aparentemente simples esconde um dilema algébrico muito sutil, e longe de ser
uma “pegadinha”, trata-se exatamente da questdao que precisa ser respondida para calcular a distan-
cia percorrida por um objeto cuja velocidade varia em fun¢do do tempo.

Os cientistas que estavam trabalhando no problema da linha tangente perceberam que o problema
da distancia percorrida devia estar relacionada a ela, mas, surpreendentemente, a geometria levou-os
em outra dire¢@o. O problema da distancia percorrida levou-os nao as linhas tangentes, mas as dreas.
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Limites no infinito

Antes de examinarmos essa conexao com dreas, vamos rever outro conceito de limite que tor-
nard mais facil lidar com a velocidade instantanea, assim como na dltima secao.

DEFINI(;AO Limite no infinito (informal)

Quando escrevemos “lim f(x) = L, queremos dizer que f(x) aproxima-se de L a medida
X—00

que x se torna arbitrariamente grande.

Sabemos que, ao dividir 1 litro de leite em 10 xicaras, teremos uma quantidade maior do que
temos ao dividir 1 litro de leite em 100 xicaras: o volume de leite que hd em cada xicara no primeiro
caso € 10 vezes maior do que o volume de leite em cada xicara no segundo caso.

Mas o que aconteceria se tentdssemos dividir 1 litro de leite por infinitas xicaras? Teoricamente
seria zero, o que € exatamente o motivo pelo qual a experiéncia real nao pode ser executada (além
do fato de ndo existirem infinitas xicaras). Na linguagem dos limites, a quantidade total de leite no
ndmero infinito de xicaras ficaria assim:

lim (nl) = lim 2 = 1 litro

n—o n n—ow pn
Enquanto a quantidade total em cada xicara de cha seria:

lim 1o 0 litro
n—w pn
Somar um niimero infinito de coisa nenhuma para obter alguma coisa € misterioso o suficiente
quando usamos limites, uma vez que sem limites, parece ser uma impossibilidade algébrica.
Esse foi o dilema enfrentado pelos cientistas do século XVII que tentavam trabalhar com a velocida-
de instantanea. Mais uma vez, foi a geometria que mostrou o caminho a seguir, quando a dlgebra falhou.

Definicao informal de um limite

Nao hé dificuldade alguma nas declaragdes sobre limite, a seguir:

lim 2x—1)=5 lim (®+3)=o  lim + =
x—3 X—®© n—e° n

Por isso, utilizamos a notacdo de limite ao longo deste livro. Sobretudo quando graficos eletro-
nicos estdo disponiveis, analisar o comportamento-limite das fun¢des de modo algébrico, numérico
e grafico pode nos ajudar muito sobre o que € preciso saber a respeito delas.

A real dificuldade consiste em chegar a uma definicao, dificil de ser compreendida, do que é
realmente um limite. Se fosse facil, ndo teria levado 150 anos. As sutilezas de uma definicdo “epsilon-
-delta” de Weierstrass e Heine s@o tao belas quanto profundas, mas nao se trata de matéria para um
curso de pré-célculo.

Portanto, embora analisemos mais a fundo os limites e suas propriedades nesta se¢do, vamos
continuar a recorrer a nossa defini¢ao “informal” de limite (essencialmente a de d'Alembert). N6s a
repetimos aqui para facilitar a consulta:



CAPITULO 16 Limites 239

DEFINICAO (informal) de limite em a

Quando escrevemos “lim f(x) = L,”, queremos dizer que f{x) aproxima-se de L 2 medida que x
X—a
aproxima-se arbitrariamente (mas nfo se iguala) a a.

EXENMPLO 6 Calculo de limite

Determine: lim L‘l) .
t—1 ( X — 1)

SOLUCAO (GRAFICA)

O gréfico da Figura 16.1(a) sugere que o limite existe e € de cerca de 3.

x=1.0212766 [y = 3.0642825

[—2, 8] por [3,7]
()

3
Figura 16.1(a) Um grafico de f(x) = ((x 11)) .
o

SOLUCAO (NUMERICA)

A tabela também apresenta forte evidéncia de que o limite € 3.

x fx)
997 2.991
998 2.994
.999 2.997
1 = =1 . .
Erro: a funcéo f(x) = o= nao esta definida para x =1
1.001 3.003
1.002 3.006
1.003 3.009
=1
0=t

3
Figura 16.1(b) Uma tabela de valores para f(x) = (x D)

-1




240 Pré-calculo

SOLUCAO (ALGEBRICA)

.o =1
lim
-1 x—1
= lim x—DE2+x+1) Fatore o numerador.
x—1 x—1
=lim xX*+x+1) Comox;&l,xilzl
x—1 x—1
=1+1+1
=3

Por mais convincentes que sejam as evidéncias grafica e numérica, a melhor delas € a algébrica.
O limite € 3.

Propriedades de limites

Quando existem limites, ndo hd nada de incomum na forma como eles interagem algebricamen-
te entre si. Pode-se prever facilmente que as propriedades descritas a seguir sao mantidas. Trata-se
de teoremas que se provam com uma defini¢@o rigorosa de limite, mas devemos apresentd-las aqui
sem nenhuma evidéncia.

Propriedades dos limites

Se tanto lim f(x) como lim g (x), existem, entdo:
xX—c xX—c

1. Regra da soma lim (f(x) + gx)) = lim f(x) + lim g(x)
x—c x—c x—c

2. Regra da diferenca lim (f(x) — gx)) = lim f(x) — lim g(x)
x—c x—c xX—=c

3. Regra do produto lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(x)
x—c x—c x—c

4. Regra do multiplo constante li_r)n (k-fix) = k- liLn fix), onde k € R

5. Regra do quociente lim = ¢
e g(x)  lim g(x)
X—>C

desde que lim g(x) # 0
xX—C
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6. Regra da poténcia lim (f(x))" = (lim (f(x))" paran
xX—c X—cC

um inteiro positivo

7. Regra da raiz lim Vf(x) = V1im f(x) paran =2
A= A=
um inteiro positivo, desde que V lim f(x)
Xx—c

e lim Vf(x) sejam niimeros reais
X—C

EXENMPLO 7 Uso das propriedades dos limites

. osenx . . - . . .
Se 1111(1) = 1, considere as propriedades dos limites para determinar os seguintes limites:
X—> X
3
. x+senx .1 —cos’x . Vsenx
(a) lim ————— (b) lim — () lim —
x—0 X x—0 X x—0 '\/;
SOLUCAO
. Xx+senx . X sen x
(a) lim ~——= = lim |=— + —/—~
x—0 X x—0 \ x X
. X . senx
= lim = + lim Regra da soma
x—0 x x—=0 x
=1+1
.1 —cos’x . sen’x ‘ . .
(b) lim lim Identidade pitagoriana
x—0 X2 =0 x2
. sen x |( sen x
= lim
x—0 X X
. sen x . sen x
= lim + lim Regra do produto
x—0 X x—0 X




242 Pré-calculo

[, senx :
=’/ lim Regra da raiz

Limites de funcoes continuas

Considerando que uma funcéo é continua em «, se lim f(x) = f(a), isso significa que o limite
xX—a

(em a) de uma funcdo pode ser encontrado estabelecendo-se uma “ligacdo em a”, desde que a fungao
seja continua em a. A condicdo de continuidade € essencial quando se aplica essa estratégia. Por
exemplo, fazer "ligacdo em 0" ndo funciona em nenhum dos limites visto no Exemplo 7.

EXEMPLO 8 Calculo de limites por substituicido

Determine os limites.

(a) lim & &% (b) lim Vi
-0  cos?x x—16 logzn

SOLUCAO

Essas func¢des podem nio ser reconhecidas como continuas, mas € possivel usar as propriedades
dos limites para escrevé-las em termos de limites de fungdes bdsicas.

o — to x lim (er —tgx)
(a) lim g = ’H(_) Regra do quociente
x>0 cos?x hn(l) (cos? x)
X—>

lim e* — lim tg x
=220 0 Regra da diferenca e da poténcia
(hn(l) cos x)?
X

0 _
= % Limites de fun¢des continuas
cos
1-0
1
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(b) lim = = Regra do quociente
g q
=16 log,n 1111116 log,n
xX—>

= Limites de fun¢des continuas

Limites de fung¢6es continuas
O Exemplo 8 indica algumas propriedades importantes de fun¢des continuas que decorrem das
propriedades de limites. Se f e g sdo ambos continuos em x = a, entdo também o sdo f + g, f — g,

feg,e / (supondo-se que g(a) ndo crie um denominador igual a zero no quociente). Além disso,
8

a enésima poténcia e a enésima raiz de uma fung@o que € continua em a também serdo continuas
n
em a (supondo-se que V f(a) seja real).

Limites unilaterais e bilaterais

Podemos ver que o limite da funcéo na Figura 16.1 € 3, ndo importando se x aproxima-se de 1
pela esquerda ou pela direita.

O limite de f a medida que x se aproxima de ¢ a partir da esquerda € o limite do lado esquerdo
de fem c, ao passo que o limite de f quando x se aproxima de c a partir da direita € o limite do lado
direito de fem c. A notagdo que usamos € esta:

Lado esquerdo: lim_ f(x). O limite de f a medida que x se aproxima de c a partir da esquerda.
X—C

Também chamado limite lateral a esquerda.
Lado direito: lim_f(x). O limite de f quando x se aproxima de ¢ a partir da direita. Também
X—cC

chamado limite lateral a direita.
Algumas vezes, os valores de uma fung¢do f podem se aproximar de valores diferentes quando
x se aproxima de c de lados opostos.

EXEMPLO 9 Calculo dos limites a esquerda e a direita

—x2+4x—1, sex=2

Determine lim e lim onde =
lim_f(x) e lim, f(x), onde f(x) 2% -3, N

SOLUCAO

A Figura 16.2 sugere que os limites a esquerda e a direita de f existem, mas ndo sio iguais.
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[—2, 8] por [—3,7]

— 42 —
Figura 16.2 Grafico de funcao definida por partes tax -1 sex = 2.
2x — 3, sex >2
Usando algebra, encontramos:
lim f(x) = lim (—=x*> + 4x — 1) Defini¢do de f
x—2 x—2
=-22+4-2-1
=3
lim f(x) = lim, (2x — 3) Defini¢do de f
x—2 x—2
=2-2-3
=1

Pode-se usar tabelas para comprovar esses resultados.

O limite lim f(x) pode ser chamado limite bilateral, ou apenas o limite de f em ¢ para distin-
X—c

gui-lo dos limites unilaterais a esquerda e a direita de fem c. O teorema a seguir indica como esses
limites estdo relacionados.

TEOREMA Limites unilateral e bilateral

A funcdo f{x) tem um limite a medida que x se aproxima de c, se, e somente se, os limites a es-
querda e a direita em c existem e sdo iguais. Isto €,

lim f(x) = Lo lim f(x) =L e lim f(x) =L
xX—c X—c xX—c

O limite da fun¢@o f do Exemplo 9 a medida que x se aproxima de 2 ndo existe, portanto f é
descontinua em x = 2. No entanto, as fungdes descontinuas podem ter um limite em um ponto de
descontinuidade. A func¢do f do Exemplo 6 € descontinua em x = 1 porque f(1) ndo existe, mas tem o
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limite de 3 a medida que x se aproxima de 1. O Exemplo 10 ilustra outra forma em que uma fungao
pode ter um limite e, ainda assim, ser descontinua.

EXEMPLO 10 Calculo de um limite em um ponto de descontinuidade

x2+9
Seja f(x) ={ x —3
2, sex =3

) sex # 3

Determine lim f (x) e prove que f € descontinua em x = 3.
X—3

SOLUCAO

A Figura 16.3 sugere que o limite de f, a medida que x se aproxima de 3, existe.

<

/

[—4.7,4.7] por [—5, 10]

Figura 16.3 Grafico da funcao.

Usando algebra, encontramos:

2 —
x2—9 — lim x—=3)x+3)
-3 x—3 x—3 x—3
=lim (x + 3)
x—3

=6
Podemos assumir que x # 3.
Visto que f(3) =2 # lin31 f(x), fé descontinua em x = 3.

x—

EXEMPLO 11 Calculo de limites unilaterais e bilaterais

Seja f(x) = int (x), a maior funcao de inteiro. Determine:

(a) li_)n%, int(x) (b) li_)n% L Int(x) (c) li_)ng int(x)
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SOLUCAO
Lembre-se de que int (x) € igual ao maior inteiro, menor que ou igual a x. Por exemplo, int (3) = 3.
A partir da definicdo de fe seu grafico na Figura 16.4, pode-se verificar que:

[—5, 5] por [—5, 5]

Figura 16.4 O grafico de f(x) = int (x).

(a) lim_ int(x) =2 (b) lim, int(x) =3 (c) lim int(x) ndo existe
x—3 x—3 x—=3

Limites envolvendo o infinito

A defini¢do informal que temos de um limite refere-se a lim f(x) = L, onde tanto a como L
X—a
sdo nimeros reais. Anteriormente, adaptamos a defini¢do para que se aplicasse aos limites da forma
lim f(x) = L e, assim, pudéssemos usar essa notacdo para descrever integrais definidas.
x—0

Trata-se de um tipo de “limite no infinito”. Note que o préprio limite (L) € um nimero real
finito, admitindo-se que o limite existe, mas que os valores de x tendem ao infinito.

DEFINICAO Limites no infinito

Quando escrevemos “lim f(x) = L”, queremos dizer que f(x) se aproxima de L a medida
xX—>
que x se torna arbitrariamente grande. Dizemos que f tem um limite L a medida que x se

aproxima de .
Quando escrevemos “lim f(x) = L”, queremos dizer que f(x) se aproxima de L a medida que
x—=

—x se torna arbitrariamente grande. Dizemos que f tem um limite L & medida que x se apro-

xima de — oo,
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Observe que os limites, seja em a ou no infinito, sio sempre niimeros reais finitos; caso contra-
rio, os limites ndo existem. Por exemplo, € correto escrever:

.1 - .
lim — ndo existe,
=0 x2

visto que ndo se aproxima de nenhum nimero real L. Nesse caso, no entanto, € também conveniente
escrever:

0 que nos dd um pouco mais de informacgdes sobre por que o limite deixa de existir (a fungio
fx) = lz aumenta sem limitacdo a medida que x se aproxima de 0. Ou seja, a fung@o f tende para o
X

infinito). De modo andlogo, é conveniente escrever:

lim,Inx = —
x~>0+ ’

uma vez que In x diminui sem limitacao a medida que x tende a 0 a partir da direita. Nesse contexto,
os simbolos “o” ¢ “—o0” podem ser chamados de limites infinitos ou singularidades.

EXEMPLO 12 Investigacdo de limites quando x >+ «

sen(x)
x

Seja f(x) = . Determine lim f(x) e lim f(x).
X—00 X—>—o00

Al/\l/\l/\l,-.L
N4 A\ %4

[—20, 20] por [—2, 2]

sen(x)
Figura 16.5 O grafico de f(x) = ———.

SOLUCAO
O gréfico de fna Figura 16.5 sugere que:

. sen(x) . sen(x)
Iim — = lim —— =

X—00 X x——0w X

0.
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EXEMPLO 13 Usando tabelas para investigar limites quando x — *

Seja fix) = xe™. Determine lim f(x) e lim f(x).
X—0 X——00

SOLUCAO

As tabelas na Figura 16.6 sugerem que:

l1_r)r010 xe =20 exl_igloo xe = —oo,
X Jfx)

0 0
10 45e —4
20 41e -8
30 3e—12
40 2e —16
50 le—20
60 5e—25

fix) = xe™
(a)
x J(x)

0 0
—10 —22e5
—20 —97e9
—30 —3el4
—40 —9el8
—50 —3e?23
—60 —T7e27

fix) = xe™
(b)

Figura 16.6 A tabela em (a) sugere que os valores de f{x) = x¢™* tendem a 0 quando x — ®,
e a tabela em (b) sugere que os valores de f(x) = xe™ tendem a — % quando x —— ®.
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O gréfico de fna Figura 16.7 sustenta esses resultados.

[—5, 5] por [—5, 5]

Figura 16.7 Grafico da fungdo f(x) = xe™

EXEMPLO 14 Investigacdo de limites ilimitados

Determine lim

=2 (x — 2)%
SOLUCAO
1
O gréfico de f(x) = m na Figura 16.8 sugere que:
I e el =

[—4, 6] por [—2, 10]

Figura 16.8 Grafico da funcgédo f(x) = m

249

O limite de f'a medida que x tende a 2 ndo existe, visto que o resultado ndo se aproxima de ne-

nhum ndmero real. Entretanto, podemos escrever que lin% = (172)2 = oo, Isso significa que a
xX— X —
1
funcdo f(x) = _ 27 tende ao infinito quando x se aproxima de 2 de qualquer lado. A tabela de
Y-

valores na Figura 16.9 corresponde a essa conclusdo. O grafico de f tem uma assintota vertical

emx = 2.
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x Jf(x)
1.9 100
1.99 10.000
1.999 le6
2 Erro
2.001 le6
2.01 10.000
2.1 100

1
fx) = T
Figura 16.9 Tabela de valores para f(x) = » j 0

EXEMPLO 15 Investigagcdo de um limite em x =0

(sen x)

Determine lim
x—0 X

SOLUCAO

O grifico de f(x) = (Se;l %) na Figura 16.5 sugere que esse limite existe. A tabela de valores na
Figura 16.10 sugere que:
fim 80D _
x—0 X
x J(x)
-.03 99985
-.02 99993
-.01 99998
0 Erro
.01 .99998
.02 .99993
.03 99985
sen x
fx) = g
(sen x)

Figura 16.10 Tabela de valores para flx) =

f(2) ndo existe
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1. Um caminhio viaja a uma velocidade média de
85 quildmetros por hora durante 4 horas. Qual
a distancia percorrida?

2. Uma bomba de dgua funciona durante 2 horas,
e sua vazdo tem capacidade para encher 5
galdes por minuto. Quantos galdes ela conse-
gue encher apds duas horas?

3. Uma ciclista viaja 21 quildmetros em 1 hora e
45 minutos. Qual € a velocidade média dessa
ciclista durante esse intervalo de tempo?

4. Um automével viaja 540 quildometros em 4
horas e 30 minutos. Qual € a velocidade média
desse automovel durante todo esse intervalo de
tempo?

Nos exercicios de 5 a 8, a posi¢do de um objeto no
tempo ¢ € dada por s(7). Encontre a velocidade instan-
tanea no valor indicado de ¢.

5. s()=3t-5,emt=4

6. s(1) = sem =2

t+1
7. s(t)=at*+ 5,em t=2
8. s(t) =Vr+1l,emt=1
Nos exercicios de 9 a 13, se houver, determine o
limite por substitui¢do direta.
9. limx(x — 1)? 10.
x——1

11. limVx+5 12.
x—2

lim(x* — 2x + 3)
x—2
lim (e* senx)
x—0
13. lim(* —2)
Xx—a

Nos exercicios de 14 a 17, (a) explique por que ndo
se pode usar a substitui¢do para determinar o limite e
(b) calcule o limite algebricamente, se ele existir.

. 3
14. lim X *+7x+12 15. lim X *t1
x——3 2—-9 x——1 x+ 1
. 2 _ . 2
16. lim * —4 17. lim $¢° X
x—>—2 -0 x

x+2

Nos exercicios 18 e 19, use o fato de que lin(l) senx _q,
X! X

associado as propriedades do limite, para determinar
os seguintes limites.

. . 2
18. lim 50X 19. lim 561" X
x—0 2% — x =0

Nos exercicios 20 e 21, determine os limites.

-V 21, fim N9

x—=7/2 gsenx

20. lim &~ VX
=0 Jog,(x +2)

Nos exercicios 22 e 23, utilize o grafico fornecido
para determinar os limites ou explicar por que os
limites ndo existem.

22.
(a) lim J)
(b) lim S

(¢) lim S0

x—2

23.

(a) lim S0

x—=3"

(b) lim S0

K
x—3 °

(c) lim/fx) 0

x—3

4
3

1234

24. Considerando o grifico da fungdo y = flix) que
é dado, quais afirmagdes sobre a fungdo sdo
verdadeiras e quais sdo falsas?

— N W A
T

L NE

—4 -3 f2-1 1

=
W =
N

(a) liljllf(x) =1 (b) th(l)f(x) =0
(c) liné flo =1

(d) lim f(x) = lim f(x)
x—0 x—0*

(e) lim fix) existe (f) lim fix) =0
x—0

x—0
(9) 111% f =1 (h) 1in11 fix)=1

(i) lim fix) =0 (@) 1lim fix) =2
=1 x—2°
25. Considerando fix) = (1 + ', use um gréfico de
fpara determinar se (a) lim f(x), (b) lin}) fix) e
J s 07

(c) lim f(x) existem. 0
x—0
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26. Suponha que lim fix) =—1 e lim g(x) = 4.
x—4 x—4

Determine o limite.

(a) lim (g(x)+2) (b) lim 4+f(x)
x—4 =4

. P {€))

c) lim g*(x d) lim —=——

(© lim &® @ i o1
Nos exercicios 27 e 28, complete o seguinte para a
funcdo de f definida por partes.

(a) Trace o gréfico de f.
(b) Determine lim f(x) € lim f{x).
x—a* x—a-

(c) lim fix) existe? Se sim, determine seu
X—a
valor. Se ndo, justifique.
2—x, sex<2
27. a=2, flx) = 1, sex=2
xX*—4, sex>2

— <
28. 4= 0. fix) = [x = 3], sex<0

xX*—2x,sex=0

Nos exercicios de 29 a 31, determine o limite.

29. lim int(x) 30. lim int(x)
x—2" x—0.0001
x+3

31. Im ——+—
x—-3+ |x + 3l

Nos exercicios de 32 a 34, use gréficos e tabelas para
determinar o limite e identificar todas as assintotas
verticais.

1
32. lim —— 33.

lim
=3 x—3 —-2'x + 2
34. lim ———
x5 (x — 5)?

Nos exercicios 35 e 36, determine o limite algebrica-
mente, se possivel. Sustente sua resposta graficamente.
I+xP—1 . tgx
35, 1im 0 =L 36, gy

x—0 X x—0 X

Nos exercicios de 37 a 40, determine o limite.

|xI
37. lim X 38. lim xsen(i)
x—0 x? x—0 X
2
39. lim X1 40. fim 0¥
=1 x—1 x—o In x?

x+2,se<=3

41. Verdadeiro ou falso? Se f(x) = s
8 —x,se>3

entdo lim3 f(x) ndo existe. Justifique sua resposta.
X—>
Nos exercicios 42 e 43, complete o seguinte para
fungdo de f definida por partes.
(a) Trace o gréfico de f.

(b) Em que pontos ¢ no dominio de f lim f{(x)
existe? e

(c) Em que pontos ¢ existe somente o limite
do lado esquerdo?

(d) Em que pontos ¢ existe somente o limite
do lado direito?

cosx, se —m=x<0

. X)=

2. &) —cosx, se0=x<m
V1i—x%se —1=x<0

43. fi = X, se0=x<1

2, sex =1

44. Populacédo de coelhos A populagio de coe-
lhos em um periodo de dois anos em determi-
nado municipio € apresentada na Tabela 16.1.
Com base nos dados:

Tabela 16.1 Populacao de coelhos

Inicio do més Nuamero (em milhares)

0 10
2 12
4 14
6 16
8 22
10 30
12 35
14 39
16 44
18 48
20 50

22 51




(a)

(b)

(c)

Trace um gréfico de dispersdo dos dados
da Tabela 16.1.

Encontre um modelo de regressdo logisti-
ca para os dados. Determine o limite desse
modelo quando o tempo tende ao infinito.

O que se pode concluir sobre o limite de
crescimento da populacdo de coelhos no
municipio?
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Nos exercicios 45 e 46, esboce um grifico de uma
fun¢do y = f(x) que satisfaga as condicdes apresenta-
das. Inclua todas as assintotas.

45. lim fix) = —, lim f{x) = —oo, lim f{x) =2
x—4 xX—> 0 xX——0

46. lim flx) = o, lim f{x) = —oo
x—1 x—2*

1irr57f(x) = —oo, lim flx) =






Capitulo 17

Derivada e integral de uma
funcao

Objetivos de aprendizagem

Retas tangentes a um grafico.

A derivada.

Regras de derivagéao.

Introducéo a integral de uma fungéo.

A integral definida e a indefinida.

Regras de integracao.

A derivada de uma func¢do nos permite analisar taxas de variacdo, que sdo fundamentais para
entender conceitos em areas como fisica, economia e engenharia. A integral de uma funcéao
nos permite fazer aplicagdes em varios ramos da ciéncia, como no célculo de areas sob uma
curva, por exemplo.

Retas tangentes a um grafico

Retomando a experiéncia da bolinha rolando em um plano inclinado, vista no Capitulo 16,
sobre limites, vamos supor que a inclinacdo do plano € tal que a relagdo entre o comprimento s da
rampa e o tempo ¢ gasto pela bolinha ao percorrer a rampa toda é:

s=1

A representacdo gréafica de s como funcdo de 7, onde # = 0, € a metade de uma parabola a direita,
vista na Figura 17.1. Se ligarmos os pontos (1, 1) e (2, 4) com uma reta, construiremos entao uma
reta secante ao grafico. Podemos encontrar a tangente do angulo que essa reta forma com o eixo hori-
zontal x, ou seja, a inclina¢@o dessa reta. Esse angulo € definido partindo da reta, no sentido hordrio,
até o eixo horizontal x. Veja que essa conta pode ser feita com o mesmo cdlculo da velocidade média
da bola no intervalo de tempo [1, 2].

Figura 17.1 O gréfico de s = > mostra a distancia s percorrida pela bola na rampa como uma
funcéo do tempo transcorrido .
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Se (a, s(a)) e (b, s(b)) sdo dois pontos do grafico, entdo a velocidade média sobre o intervalo [a,
b] pode ser interpretada como a inclinagdo da reta, contendo esses dois pontos. De fato, designamos
as quantidades com os simbolos As

At
Quando tentamos encontrar a velocidade instantanea aproximando os dois pontos, temos que

As . . . s [ PP .
A = o o que € uma impossibilidade algébrica. Porém, a representacdo grafica indica, geometrica-

mente, outra relagdo. Se, por exemplo, tentarmos conectar pares de pontos cada vez mais proximos
de (1, 1), as retas secantes ficardo parecidas com uma reta que € tangente a curva no ponto (1, 1),
conforme a Figura 17.2.

Figura 17.2 A reta tangente ao gréafico de s = > no ponto (1,1).

Podemos ver a reta tangente, mas como calcular sua inclinacao evitando a divisao por zero?

EXEMPLO 1 Calculo da inclinacdao de uma reta tangente

Use limites para encontrar a inclinac@o da reta tangente ao gréfico de s = ¢?>no ponto (1, 1), visto
na Figura 17.2.

SOLUCAO

Usaremos as mesmas ideias ja utilizadas no Exemplo 2, do Capitulo 16.

i Sy 2 —12
m-——=11mm—
-1 At —1 t—1

. @+ DE-1)
=11m—
—1 r—1
tr—1
t—1

=lim@¢+1)-
t—1

=lim(@¢+1)
t—1

=2

Set# l,entﬁot ! =1.
t—1
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Derivada

Se y = f(x) € uma funcdo qualquer, entao podemos dizer como y varia quando x varia.

DEFINICAO Taxa média de variacdo

Se y = f(x), entdo a taxa média de variacdo de y com relacdo a x sobre o intervalo [a, b] é:

_[®) —fla)
Ax b—a

Geometricamente, essa € a inclinacdo da reta secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Usando limites, podemos desenvolver a definicéo para a taxa instantdnea de y com relagdo a x
no valor de x = a. Essa taxa de variac@o instantanea € chamada derivada, ou seja, derivada da fungao
y = f(x) quando x = a.

DEFINICAO Derivada em um ponto

A derivada da funcao f em x = a, denotada por f'(a) (I&-se "f linha de a") pode ser definida
através do limite:

vy e J&) = fla)
f(a)—lgg—x_a ,

desde que o limite exista. Geometricamente, representa a inclina¢do da reta tangente ao grafico
de fque passa pelo ponto (a, f(a)).

Se considerarmos x = a + h, entdo fazer x se aproximar de a € o mesmo que fazer & tender a 0.

DEFINICAO Derivada em um ponto

A derivada da funcao f em x = a, denotada por f'(a), é:

P = iy Le D =10

desde que o limite exista.

Pelo fato de a derivada de uma fun¢@o em um ponto ser vista geometricamente como a inclina-
¢do da reta tangente a curva y = f(x), passando pelo proprio ponto, hd a possibilidade de a derivada
ndo existir, uma vez que essa reta tangente pode nao estar bem definida.

A Figura 17.3 mostra trés casos para os quais f(0) existe, mas f'(0), ndo.
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| | /1

[=4.7;4,7] por [-3,1; 3,1] [=4.7;4,7] por [-3,1; 3,1] [-4.7;4,7] por [-3,1; 3,1]
(a) (b) (©
F() = | x| tem um gréfico com inclinagao flx) = V> tem um grifico com uma reta { x—1,parax<0
ndo definida em x = 0. tangente vertical em x = 0. fo) = 1, para x = 0

Figura 17.3 Exemplos de fungdes definidas em x = 0, mas sem a derivada em x = 0.

EXENMPLO 2 Calculo da derivada em um ponto

Encontrar f'(4), se f(x) = 2x* — 3.

SOLUCAO
vy e JE ) —f(4)
f'4) = lim A

_ 24+ h)3?—-3—-(2.42-3)
h—0 h
. 216 +8h + h?) — 32

= lim
h—0 h
. 16h + 2hK?

=lim ———
h—0 h

lim (16 + 2h)
h—0

=16

A derivada também pode ser definida como uma funcdo de x. Essa funcdo, chamada funcio
derivada, tem como dominio o conjunto de todos os valores do dominio de f para os quais f tem
derivada, isto é, /¢ diferenciavel. A fungdo f” pode ser definida adaptando a defini¢do que ja vimos
para x = a.

DEFINICAO Derivada de uma funcéo f(x)

Se y = f(x), entdo a derivada da funcio f com relacio a x € a funcio f’, cujo valor em x é:
f+h) — fx)
h b

£'(x) = lim

para todos os valores de x onde o limite existe.
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O Exemplo 3 nos informa sobre a notacdo que podemos encontrar quando o assunto € a deri-
vada de uma funcao.

EXEMPLO 3 Calculo da derivada de uma funcéo (com apresentacéo de
outra notacao)

L a
(a) Encontre f'(x), se f(x) = x?; isto é, encontre d—y, sey = x°.
X

1. dy 1
E ’ — . £ et = —,
(b) Encontre f'(x), se f(x) o isto é, encontre oSy =
SOLUCAO
flx+h) — fx)
h

@ 712 = Jim

2 2
:lim(x+h) X
h—0 h
x2 4+ 2xh + h?* — X2

— h

. 2xh + K2
=lim ———
h—0 h

= }llir(l) 2x + h)

= 2x
Assim, f'(x) = 2x, isto é ﬂ=2x
9 9 ’dx
v o St ) — f(x)
(b) f(x)—}ll_r)r(l) P
1 1
— 1 x+h x
_hll)% h
x—(x+hn)
B x(x + h)
— h
—h 1

L A

- }zlg(l) x(x + h)

-1 d -1
Assim, f'(x) = ?, isto é, Ey =
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Regras de derivacao

Ja vimos como funciona a derivada de uma funcéo pela defini¢do. No entanto, vale lembrar que
existem regras de derivac@o de funcio para facilitar os cdlculos. Os resultados podem ser demonstra-
dos, porém citaremos somente algumas fungdes seguidas das respectivas derivadas.

Funcéo constante:
Jx) =k
f'x)=0

Funcéo poténcia:

f(x) = x%, e @ uma constante
f'@) =a-x!

Funcéo produto:

S = u(x) « v(x)
') = u'(x) « v(x) + ux) V' (x)

Funcéao soma:
J&) = u(x) + v(x)
J1) =u'(x) +v'(x)
Funcao diferenca:

S = ulx) — v(x)
) =u'(x) —v'(x)

Funcéao produto com um dos fatores
constante (dizemos constante
multiplicada por funcéo):

Jx) =k v(x)
J'0) = kev'(x)

Funcao quociente:

u(x)
fx) = ,v(x) # 0

v(x)
PARCRIORTORIE

()P

Funcéao exponencial:
fx)y=a"xeIR,a>0ea=1
ff@x)=a-Ina

Funcao logaritmica:

f(x) =log,x,x€]0, +oo[,a >0ea # 1
1

xelna

S =

Introducao a integral de uma funcao

Com as informacdes da velocidade de um objeto e do tempo transcorrido, podemos calcular a
distancia percorrida. Os exemplos a seguir mostram isso.

EXEMPLO 4 Calculo da distancia percorrida (com uma velocidade constante)

Um automdvel viaja a uma velocidade constante de 80 km/h durante 2h30. Qual € a distancia

percorrida pelo automével?

SOLUCAO

Distancia = velocidade « tempo = 80+ 2,5 = 200 km
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EXEMPLO 5 Calculo da distancia percorrida (com uma velocidade média)

Um automével viaja a uma velocidade média de 80 km/h durante 2h30. Qual € a distancia per-
corrida pelo automdvel?

SOLUCAO
As = velocidade média « Ar = 80+ 2,5 = 200 km

Observamos que, dada a velocidade média sobre um intervalo de tempo, podemos facilmente
encontrar a distancia percorrida. Mas suponha que temos uma funcao velocidade v() que nos for-
nece a velocidade instantanea como uma fungao, variando com relagcdo ao tempo: como podemos
usar a func@o que resulta na velocidade instantanea para encontrar a distancia percorrida em um
determinado intervalo de tempo?

Observe a Figura 17.4. Vemos que a drea do retingulo sombreado resulta no mesmo valor obti-
do com a multiplicacdo entre a distincia percorrida e o tempo transcorrido.

Velocidade (km/h)

80

Tempo (h)
2,5

Figura 17.4 Velocidade constante do Exemplo 4 em funcédo do tempo.

Agora suponha que a fungfo velocidade varia constantemente como uma fungdo do tempo,
como mostrado na Figura 17.5.

Velocidade Velocidade
Tempo Tempo
a a b
Figura 17.5 Velocidade variando no Figura 17.6 Regido sob a curva partida em

intervalo de tempo [a, b]. fatias.
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De modo andlogo, seria a drea sob a curva entre os valores a e b o valor da distancia percorrida?
A resposta € sim. A ideia dessa defini¢@o € partir o intervalo de tempo em pequenos intervalos, cada
um com uma velocidade praticamente constante, por causa da proximidade desse intervalo. Cada
fatia, por ser estreita, parece um retangulo. Tomando como base a Figura 17.6, perceba que a soma
das dreas desses retangulos resulta, entdo, em um valor aproximado da drea sob a curva e acima do
eixo horizontal. Vejamos o Exemplo 6.

EXEMPLO 6 Calculo aproximado da area com retangulos

Use os seis retdngulos na Figura 17.7 para aproximar a drea da regiio sob o grafico de
f(x) = x*sobre o intervalo [0, 3].

SOLUCAO

~

10

Figura 17.7 Parte do gréfico de f(x) = x> com a area sob a curva partida em aproximada-
mente seis retangulos.

A base de cada retangulo € % A altura € determinada pela funcdo aplicada no valor do extremo

direito de cada intervalo no eixo x. As dreas dos seis retdngulos e a drea total foram calculadas na
tabela a seguir.

Subintervalo Base do retangulo Altura do retangulo Area do retangulo
2
0.1 1 (1):(1) _1 (1)(1):
2 2 d 2 2 4 2/\4 0.125
1 1 (1)
—> = H={y=1 — (1) = 0,500
5 > J =@ 5 M
1,3 1 f(i):(E)ZZQ (l)(2)=1125
2 2 2 2] 4 2/\4 ’
3 5 1 (1) _
2, - 2)=2P=4 =~ | (4) = 2,000
> > @)= 2
2
2,§ 1 f(é):(é) :2 (l)(§)=3,125
2 2 2 2 4 2/\ 4

continua
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continuagdo
Subintervalo Base do retangulo Altura do retangulo Area do retdngulo
5 3 1 ( 1 )
2, — 3)=3)2=9 —1(9) = 4,500
[ 5 5 f3)=0) 5 )

Area total: 11,375

Os seis retangulos resultam em 11,375 unidades quadradas para a drea sob a curva de O até 3.

Vale observar que, pelo fato de termos considerado o valor de x que estd no extremo direito de
cada subintervalo, superestimamos a drea sob a curva citada. Caso tivéssemos considerado o valor
de x que estd no extremo esquerdo de cada subintervalo, entdo terifamos subestimado esse valor de
area, como vemos na Figura 17.8.

~<

10

T
)
w

Figura 17.8 As alturas dos retangulos sdao determinadas pela fung¢ao aplicada nos valores
extremos a esquerda de cada subintervalo.

Nesse caso, a drea resulta em 6,875 unidades quadradas. A média entre as duas aproximagdes é
de 9,125 unidades quadradas, que € uma boa estimativa para a verdadeira drea de 9 unidades quadra-
das (o resultado 9 € obtido com ferramentas do préprio célculo diferencial e integral).

Se continudssemos nesse processo de partir em retdngulos cada vez mais estreitos, poderiamos
passar de um nimero finito de retangulos (cuja soma das dreas resulta em um valor aproximado da
drea sob a curva) para infinitos retdngulos (cuja soma das dreas resulta no valor exato da drea sob a
curva). Essa conclusio serve como base para definir a integral de uma funcao.

Integral definida e indefinida

Seja uma funcdo continua y = f(x) no intervalo [a, b]. Divida o intervalo [a, b] em n subinter-

valos de comprimento Ax = u. Escolha um valor qualquer x, no primeiro subintervalo, x, no
n

segundo, e assim por diante. Calcule f(x)), f(x,), f(x,), ... f(x ), multiplique cada valor por Ax e faga a
soma dos produtos. A notacdo da soma dos produtos €:

O limite dessa soma, quando 7 tende para + o, € a solu¢do do problema da 4rea, e também a
solucdo para o problema da distancia percorrida. Caso exista, esse limite € chamado integral definida.
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OBSERVACAO

n
A soma da forma Z f(x;)A\x, onde x, estd no primeiro subintervalo, x, esta no segundo, e assim por
i=1
diante, é chamada soma de Riemann, em homenagem a Georg Riemann (1826-1866), que foi quem
determinou as funcgdes para as quais tais somas tém limite quando n tende para +co.

DEFINICAO Integral definida

Seja fuma funcdo definida sobre o intervalo [a, b] e seja Z f(x;))Ax, como definida anteriormen-
i=1

b
te. A integral definida de f'sobre [a, b] denotada por f f(x)dx é dada por:

th(x)dx = lim i fl)Ax,
a n— +oo i3

desde que o limite exista. Se o limite existe, entdo dizemos que f ¢ integravel sobre [a, b].

SOBRE A NOTACAO DA INTEGRAL DEFINIDA

A notacédo se iguala com a notagdo sigma da soma para a qual o limite é aplicado. O "X" no
limite se transforma no estilizado "S" para "soma". O "Ax" torna-se "dx", e "f(x‘.)" torna-se
simplesmente "f(x)", afinal, estamos somando todos os valores f(x) pertencentes ao intervalo,
sendo os subscritos desnecessarios.

Uma definicdo informal para limite no infinito é:

DEFINICAO Limite no infinito

Quando escrevemos lim f(x) = L, isso significa que f(x) fica cada vez mais préximo de L, na

xX—+oo

medida em que x assume valores arbitrariamente grandes.

Os exemplos a seguir utilizardo recursos da geometria para calculo das areas de figuras geo-
métricas.

EXEMPLO 7 Calculo de uma integral

5
Calcule J 2x dx.
1
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SOLUCAO
Essa integral serd a drea sob a reta que € o grafico de y = 2x sobre o intervalo [1, 5]. O grafico na
Figura 17.9 mostra que essa € a drea de um trapézio. Assim:

=24

S 2¢1 + 25
f 2xdx =4 (7)
1

EXEMPLO 8 Calculo de uma integral

Suponha uma bola rolando e descendo uma rampa, tal que sua velocidade apds ¢ segundos € sem-
pre 2t centimetros por segundo. Qual a distancia que ela percorrera nos trés primeiros segundos?

SOLUCAO
A distancia percorrida serd a mesma que a drea sob o gréfico da velocidade v(f) = 21, sobre o in-
tervalo [0, 3]. O grafico € mostrado na Figura 17.10. Desde que a regido seja triangular, podemos

base « altura

encontrar a area _ 36, A distancia percorrida nos trés primeiros segundos, portanto,

2 2
éde 9 cm.
v
y
6 —
y= 2x —
LV ,
| [ N 1 2 3
1 5 B
Figura 17.9 Integral do Exemplo 7 é a area Figura 17.10 Distancia percorrida é a

sob a reta do gréafico de y = 2x, area sob o grafico da velocidade
sobre o intervalo [1, 5]. v(t) = 2t, sobre o intervalo [0, 3].

Podemos definir a integral de uma func@o f(x) sem especificar qual € o intervalo de x que estamos
considerando. O resultado disso € uma funcdo, chamada primitiva, adicionada de uma constante C.

DEFINICAO Integral indefinida

Seja fuma funcdo. A integral indefinida de f denotada por [ f(x)dx é dada por:

Jf(x)dx = F(x) + C,

de modo que a derivada de F'(x) + C seja f(x).
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Regras de integracao

Ja vimos como funciona a integral de uma fungdo pela definicdo. No entanto, existem regras
de integragdo de funcéo, cujo objetivo € facilitar todo o procedimento desenvolvido até o0 momento
(o intuito € o mesmo das regras de derivagdo). Todos os resultados podem ser demonstrados, porém
citaremos somente alguns casos de integral de fun¢ao, seguidos dos respectivos resultados. Observe
que todas as regras aparecem com uma parcela C do lado direito; essa parcela representa uma cons-
tante qualquer, cuja derivada € 0.

Iniciaremos citando as propriedades de integrais indefinidas, ou seja, as propriedades das inte-
grais sem determinacdo do intervalo real a que esteja fazendo referéncia.

J(f(x) + g(x))dx = Jf(x)dx + Jg(x)dx
J(f(X) — g(x))dx = Jf(X)dx - j g(x)dx

[(k f()dx =k (f(X)dx

Algumas regras:

x"dx = +C,paran¢—1

kde =kex +C

|
|
[+ = [rar =mlxl+c
|
Jore

efde =¢e" +C

lna

RevisAo RApPIDA

Nos exercicios 1 e 2, encontre a inclinagdo da reta determinada pelos pontos.
1. (—2,3),(5, -1 2. (=3,-1),(3,3)

Nos exercicios de 3 a 5, escreva uma equagdo para a reta especificada.

3. Passa por (—2, 3) com inclinagio = 3
4. Passapor (1,6)e (4, —1)

5. Passapor (1,4)e é paralelaay = ( )x +2

Bw
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Nos exercicios de 6 a 9, simplifique a expressdo, supondo que / seja diferente de 0.

6 2+ h?-4 g BHhP+3+h—12
. . . ;

I S § 1
8 2+ 2 9 +hn x

Nos exercicios 10 e 11, liste os elementos da sequéncia:

{1 \?
10. ak=5(3k), para k=1,2,3,4,...,9,10

1 1\
11. "":Z(2+Z")’ para k=1,2,3,4,...,9,10

Nos exercicios de 12 a 15, encontre a soma.

10 1 n
12. ;; E(k +1) 13. k; k+1)
10 1 5 n 1 5
14. > —(k+1 15. > —k
2,74+ 27
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16. Um pais tem uma densidade populacional de 560 pessoas por quildmetro quadrado em uma drea de 90.000

quildometros quadrados. Qual € a populagdo do pais?

ExERcicIos
Nos exercicios de 1 a 4, use o grafico para estimar a (a) ainclinagdo da reta que tangencia o grafico
inclinag@o da reta tangente ao grafico, caso ela exista, da fungéo no ponto com o valor de x dado;

no ponto com valor x dado.

(b) a equagdo da reta tangente que passa pelo

1. x=0 2. x=1 ponto;
y y (c) o esboco do grifico da curva préximo ao
ponto dado.
4 4 5. f(x) =2, emx= —1
2 6. f(x) =2x— xX,emx =2
_"_ﬁ'#'ﬁ'z'; XTSI 7 f) =20 —Tx+ 3, emx =2
-2 -2
8. fx) = ,emx = 1
3. x=2 4. x=4 x+2
y y Nos exercicios de 9 a 14, encontre a derivada, caso ela
exista, da funcdo no valor de x especificado.
3 2 9. fwy=1—-x,emx=2
? 4 10. f(x)=2x+%x2, emx =2
o T 2 x 11. f(x) = 3%+ 2,emx = —2
12. f(x) =¥ -3x+ l,emx =1
Nos exercicios de 5 a 8, use a definicio com limite ~ 13. f(x) = Ix +2l,em x = —2

para encontrar: 1
14. f(x) = —— = -1
f(x) P em x
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Nos exercicios de 15 a 18, encontre a derivada de f.
15. f(x) = 2 — 3x 16. f(x) =2 — 3x2

Nos exercicios de 30 a 63, derive as fungdes a seguir
pelas regras de derivagao:

1 30. f(x) = x 31 fx) =x°
17. f(x) =32+ 2x — 1 18. f(x) = T3
X 32. f(x) = Vix 33. fx) = V¥
Nos exercicios de 19 a 24, esboce um possivel grifico
para uma funcdo que tem as propriedades descritas. 34. f(x) = \6/; 35. f(x) =x°
19. O dominio de f¢€ [0, 5], e a derivadaem x = 2 € 3. 1
20. O dominio de f§ [0, 5], e a derivada é 0 em x = 2. 36. f(x) = 37. f(n) =327
21. O dominio de f¢€ [0, 5], e a derivada em x = 2 \/_ 4
ndo estd definida. 38. f(x) =5 Vx 39. f(x) = 2
22. O dominio de f€ [0, 5], fn3o € decrescente em _5
[0, 5] e a derivada em x = 2 € 0. 40. f(x) = v 41, f(x) = —5x7
23. Explique por que vocé pode encontrar a derivada x . 5
de f(x) = ax + b sem fazer nenhum célculo. 42. f(x) :? 43. f(x) =10x" = 5x
Qual é a f' (x)? *
24. Use a primeira definicdo de derivada em um 4. f(x) = 4x* + 5x

ponto para expressar a derivada de f(x) = lxl,
em x = (0, como um limite. Entdo, explique por
que o limite ndo existe.

45.

f(x) = 4x> + 6x + 1.000

3

e
25. Verdadeiro ou falso? Se a derivada da fungio ~ 46. f(x) = 3 6x% + 1
fexiste em x = a, entdo a derivada € igual a
inclinag@o da reta tangente em x = a. Justifique X = 4x?
47. fix) =
a sua resposta. 8
26. Multipla escolha Se f(x) = x*> + 3x — 4, entdo 5
encontre f”(x). 48. fx) = — 49. f(x) =x* - —
(a) »*»+3 (b) ¥* — 4 s
() 2x—1 (@) 2x+3 50. f(x) = x’ + —
X
(e) 2x—3
27. Multipla escolha Se f(x) = 5x — 32, entdo  51. f(x) = 4x’+(5x* — 6)
encontre f'(x).
(@) 5— 6x (b) 5 — 3x 52. f(x) = Vx+(5x* — 6)
() 5x—6 (d) 10x —3
(e) 5x— 622 53. f(x) = (4x> — 5)(x* + 6)
28. Multipla escolha Se f(x) = x°, entdo encontre
a derivada de fem x = 2. 54. f(x) = Vi« (3 + x)
(a) 3 (b) 6
65. f(x) = (x + D — x)
(c) 12 (d) 18
3 3 2
(e) Naio existe _ X -
56. = b7. = —F5—
. 1 fx 2+ x?2 J) 3x% + 1
29. Multipla escolha Se f(x) = , entdo en-
~ S 58. f1) = 59 f() = 0
contre a derivada de fem x = 1. - Jx ct4 - JX T+ 10
1 1
(a) ~2 (b) 2 x + 1
60. f(x) = 61. f(x) = ——
© 1 @ 1 1+ 2x x — 1
c —_— —
2 2 62 - 63 -0
(e) Nio existe - S0 = 4r + 3 - fo) = > —
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Nos exercicios 64 e 65:
(a) Trace um grifico da fungéo.
(b) Determine a derivada da fungéo no ponto
dado, se ele existir.
(c) Se o derivativo ndo existe no ponto, expli-
que por que nao.

4—x sex=2

64. j» = x+3 sex>2 para x =2
=21 eyu2

65. f(x) =4 x—2 para x =2
1 sex =2

Nos exercicios de 66 a 70, explique como representar
o problema como uma questdo de cdlculo de drea e,
entdo, resolva-o.

66. Um trem viaja a 120 quilémetros por hora duran-
te 3 horas. Qual a distancia percorrida?

67. Uma bomba d’4dgua funciona durante uma hora e
meia, e sua vazdo tem capacidade para encher
15 galdes por minuto. Quantos galdes ela conse-
gue encher ap6s o periodo de uma hora e meia?

68. Uma cidade tem uma densidade populacional de
650 pessoas por quildmetro quadrado em uma
drea de 49 quildometros quadrados. Qual € a
populacdo da cidade?

69. Um avido viaja a uma velocidade média de 640
quildmetros por hora durante 3 horas e 24 minu-
tos. Qual a distancia percorrida pelo aviao?

70. Um trem viaja a uma velocidade média de 38
quilometros por hora durante 4 horas e 50 minu-
tos. Qual a distancia percorrida pelo trem?

71. Verdadeiro ou falso? Quando uma bola rola
por uma rampa, sua velocidade instantanea é
sempre igual a zero. Justifique sua resposta.

72. Queda livre Um baldo d’agua atirado de uma
janela caird por uma distincia de s = 167 ft
durante os primeiros 7 segundos. Determine:

(a) avelocidade média do baldo nos primeiros
trés segundos da queda.

(b) a velocidade instantinea em ¢t = 3.

Nos exercicios de 73 a 76, estime a drea da regido
acima do eixo horizontal x e sob o grifico da fungéo
dex=0atéx=>5.
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73.

74.

75. 6y

5

4

3

2

1

0 X

o 1 2 3 4 5

76. 6y

5

4

3

2

1

0 X

Nos exercicios 77 e 78, use os 8 retangulos mostrados
para aproximar a drea da regido abaixo do grafico de
f(x) = 10 — x?sobre o intervalo [—1, 3].
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77. y

(91
TTTTTTTTT

I
L
I

78.

W
TTTTTTTTT

|
—_
I
—_
)
w
A

Nos exercicios de 79 a 82, divida o intervalo dado no
numero indicado de subintervalos.

79. [0, 2]; 4 80. [0, 2]; 8
81. [1,4]; 6 82. [1,5]; 8

Nos exercicios de 83 a 88, encontre a integral definida
através do cdlculo da drea.

7 4
83. f 5 dx 84. f 6 dx
3 —1

85. JOS 3x dx 86. f: 0,5x dx

4 4

87. j (x + 3) dx 88. f (3x — 2) dx
1 1

89. Suponha que uma bola € lancada do alto de uma
torre e sua velocidade apds 7 segundos € sempre
32t centimetros por segundo. Qual a distancia na
qual ela caird nos primeiros 2 segundos?

90. Verdadeiro ou falso? A afirmagio
lim f(x) = L significa que f(x) assume valores
X—300

arbitrariamente grandes quando x se aproxima
de L.

Pode ser mostrado que a drea da regido limitada pela
curvay = Vux,oeixoxe aretax = 9 ¢ 18. Use esse
fato nos exercicios 91 a 94 para escolher a resposta
correta. Nao use calculadora.

9
91. Multipla escolha f 2V dx
0

(a) 36 (b) 27
(c) 18 (d) 9
(e) 6
9
92. Multipla escolha f (\/} + 5) dx
0
(a) 14 (b) 23
(c) 33 (d) 45
(e) 63
14
93. Multipla escolhaJ (\/x - 5) dx
5
(a) 9 (b) 13
(c) 18 (d) 23
(e) 28

3
94. Multipla escolha f V3x dx
0

(a) 54 (b) 18
(c) 9 (d) 6
(e) 3
95. Seja:
_JLsex<2
f) = {x, sex > 2

(a) Esboce o grifico de f. Determine seu
dominio e sua imagem.

(b) Vocé poderia definir a drea sob fde x = 0
até x = 47 Faz diferenca se a funcio nio
tem valor em x = 27?

Esboce o grafico de cada fungdo nos exercicios 96 e
97 e, em seguida, responda as seguintes perguntas:
(a) a fungdo tem uma derivada em x = 0?
Explique.
(b) afuncdo parece ter uma reta tangente em x
= 0? Se sim, qual € a equagdo da reta

tangente?
96. f(x) = Ixl
97. f(x) = x"

98. Grafico da derivada O gréfico de f(x) = x’¢™*
€ mostrado a seguir. Use seu conhecimento sobre
a interpretacdo geométrica da derivada para esbo-
car um grafico aproximado da derivada

y=J®).
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(c) ( )dx (d) J(xs — 2x) dx

|
Lo 1 (e) J(7 — x) dx
|

(f) [@x® —5x* —6x + T)dx
[0. 10] por [1, 1] (g) J v dr (h) jx** dx
99. Integre as fungdes a seguir pelas regras: (@) [(5)6 + \/_) dx  (j) [(4@‘ —x + 3)dx

(a) Jzﬁ dx (b) J(4x2 —3x + 5)dx (k) J 4% dx () [(3* — %) dx






Apéndice A

Sistemas e matrizes

Objetivos de aprendizagem

Sistemas de duas equacgdes: solugao pelo método da substituicao.
O método da adigdo (ou do cancelamento).

Caso de aplicagao.

Matrizes.

Soma e subtragdo de matrizes.

Multiplicacdo de matrizes.

Matriz identidade e matriz inversa.

Determinante de uma matriz quadrada.

Muitas aplicagdes em negdcios e em ciéncias podem ser modeladas usando sistemas de equa-
¢bes. A dlgebra de matrizes fornece uma poderosa técnica para manipular grandes conjuntos
de dados e resolver problemas relacionados a modelagem por matrizes.

Sistemas de duas equacoes: solucao pelo método
da substituicao

A solucao de um sistema de duas equagdes, com duas varidveis, € um par ordenado de nime-
ros reais que deve satisfazer cada uma das equagdes. Vejamos um exemplo de um sistema de duas
equacdes lineares com duas varidveis x e y:

2x —y=10
3x+2y =1
Nesse caso, o par ordenado (3, —4) € uma solucao do sistema. Substituindox =3 ey = —4 em

cada equagao, obtemos:
2x—y=23)—(—4)=6+4=10
3x+2y=338)+2(—4)=9—-8=1

Assim, ambas as equagdes estdo satisfeitas.

Resolvemos o sistema de equacdes quando encontramos todas as suas solu¢des. No Exemplo 1,
usamos o método da substitui¢do para ver que (3, —4) € a tinica solug@o desse sistema.

Algumas vezes, o método da substituicdo pode ser aplicado quando as equagdes no sistema niao
sdo lineares, como ilustrado no Exemplo 2.
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EXEMPLO 1 Meétodo da substituicdo

Resolva o sistema:
2x—y=10
3x+2y=1

SOLUCAO
Solucao algébrica
Podemos escolher uma das equagdes e, em seguida, uma das varidveis para isolar. Segue uma su-

gestdo, que € o isolamento de y na primeira equagio: y = 2x — 10. Substituimos essa expressao,
entdo, na segunda equacao:

3x+2y=1

3x +22x —10) =1
3x+4x—-20=1
Tx =21

x=3

Substituindo x = 3 na primeira equag@o, que ficou com o y isolado, temos: y = 2x — 10 = 2.3
— 10 = —4.

Suporte grafico
Vejamos o grifico:

Interseccao
X=3 ’E Y=-4

[-5, 10] por [-20, 20]

Figura A.1 Interseccdo dasretasy = 2x — 10 ey = —1,5x + 0,5 no ponto (3, —4).

Como a primeira equacio é 2x — y = 10, consideraremos entdo y = 2x — 10; no caso da segunda,
aequacdo € 3x + 2y = 1 e, isolando y, temos y = —1,5x + 0,5. O gréifico de cada equacao € uma
reta. A Figura A.1 mostra que as duas retas se interseccionam no ponto (3, —4).
Interpretacao

A solucdo do sistema é x = 3 e y = —4, ou o par ordenado (3, —4).
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EXEMPLO 2 Resolucao de um sistema néo linear pelo método da substituicdo
Encontre as dimensdes de um jardim retangular que tem perimetro de 100 metros e drea de 300 m>.

SOLUCAO
Solucao algébrica

Temos, a seguir, 0 modelo matematico. Sejam x e y os comprimentos dos lados adjacentes do
jardim. S@o verdadeiras as equagdes:

2x + 2y = 100
xy = 300

Podemos resolver a primeira equagao isolando y, isto €, fazendo y = 50 — x. Ao substituir essa
expressdo na segunda equagdo, temos:

xy = 300
x(50 — x) = 300
50x — x2 =300

x2—50x+300=0

50 = V(—=50)? — 4(300)
2

x:
x=06972... ou x =43,027...

Substituindo os valores de x na primeira equagdo, que ficou com o y isolado, temos:
y =50 —x=43,027...ouy =50 — x = 6,972..., respectivamente.

Suporte grafico
Vejamos o gréfico:

1 1
| Interseccao
X=6,9722436 Y=43,027756
[0, 60] por [20, 60]

300
Figura A.2 Graficos de y = 50 — x e y = — no primeiro quadrante (afinal, x e y devem ser
x

positivos, pois sdo comprimentos).
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300
A Figura A.2 mostra que os graficosdey =50 —xey = 7 tém dois pontos de intersec¢ao.

Interpretacao

Os dois pares ordenados (6,972...; 43,027...) e (43,027...; 6,972...) produzem o mesmo retangu-
lo, cujas dimensdes sdo aproximadamente 7 m por 43 m.

EXEMPLO 3 Resolucédo algébrica de um sistema nao linear

Resolva o sistema:

Se vocé quiser, pode verificar a solugdo graficamente.

SOLUCAO

Substituindo o valor de y da primeira equagdo na segunda, temos:
X} —6x = 3x
X¥=9%=0
xx —3Hx+3)=0
x=0,x=3,x=-3

Ao substituir os valores de x em qualquer uma das equagdes, por exemplo, na segunda, temos:
y=0,y=9y=-9
Suporte grafico

Vejamos o gréfico:

[-5, 5] por [-15, 15]

Figura A.3 Os gréficos de y = x* — 6x e y = 3x tém trés pontos de intersecgéo.

O grafico das duas equagdes na Figura A.3 sugere que as trés solugdes encontradas algebricamen-
te estdo corretas. Logo, o sistema de equacdes tem trés solugdes: (—3, —9), (0, 0) e (3, 9).
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O método da adicao (ou do cancelamento)

Considere um sistema de duas equagdes lineares em x e y. Para resolvé-las pelo método da
adicao (ou do cancelamento), devemos reescrever as duas equacdes como equacdes equivalentes,
tal que uma das varidveis tenha coeficientes com sinais opostos. O préximo passo € somar as duas
equacdes para eliminar essa varidvel.

EXEMPLO 4 Meétodo da adigdo (ou do cancelamento)
Resolva o sistema:
2x+3y=5
—=3x+ 5y =21
SOLUCAO
Solucao algébrica

Multiplique a primeira equagdo por 3 e a segunda por 2, para deixarmos os coeficientes do x com
sinais opostos:

6x +9y =15
—6x + 10y = 42
Entdo, some as duas equacdes para eliminar a variavel x:
19y =57
y=3

Substitua y = 3 em qualquer uma das duas equacdes originais para encontrar x = —2. A solucdo
do sistema original € (—2, 3).

EXEMPLO 5 Caso sem solucéo
Resolva o sistema:

x—3y=-2

2x — 6y =4

SOLUCAO
Solucao algébrica
Podemos usar o método da adi¢@o (ou do cancelamento):
Multiplique a primeira equacdo por —2: —2x + 6y = 4
Some com a segunda equacio: 2x — 6y = 4

O resultado é: 0 = 8
Essa expressao ndo € verdadeira, para quaisquer valores de x e y. Logo, o sistema nao tem solucao.
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Suporte grafico

. - 1 2 1 2
Da primeira equacdo, y = —x + —; dasegunda, y = —x — —.

. P 3 3 3 3
Vejamos o grafico:

]

T

[-4,7; 4,7] por [-3,1; 3,1]

1 2 1 2
Figura A.4 Gréaficosde y = gx + 3 ey= gx -3

A Figura A.4 sugere que as duas retas, que sdo os graficos das duas equacdes do sistema, sdao
paralelas. As duas retas tém o mesmo coeficiente angular e sdo, portanto, paralelas.

Uma maneira facil para determinar o niimero de solugdes de um sistema de duas equagdes linea-
res, com duas varidveis, € olhar os graficos das duas retas. Existem trés possibilidades: as duas retas
podem ter intersec¢do em um unico ponto, produzindo exatamente uma solu¢ao, como nos exemplos
1 e 4; as duas retas podem ser paralelas, ndo tendo solu¢do, como no Exemplo 5; as duas retas podem
ser as mesmas, produzindo infinitas solu¢des, como ilustrado no Exemplo 6.

EXEMPLO 6 Caso com infinitas solugoes

Resolva o sistema:

4x — S5y =2
—12x + 15y = —6
SOLUCAO
Multiplique a primeira equacdo por 3: 12x — 15y = 6
Some com a segunda equacdo: —12x + 15y = —6

O resultado é: 0 = 0

A ultima equacdo € verdadeira para todos os valores de x e y. Portanto, todo par ordenado que
satisfaca uma das equagoes satisfaz também a outra equacdo. Logo, o sistema tem infinitas solu-
¢des. Outra forma de verificar que existem infinitas solu¢des € resolver cada equacdo isolando y.
Assim, ambas as equagdes resultam em:

y=§x—5.

Em uma representagdo grafica, concluimos que as duas retas sdo as mesmas.
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Caso de aplicacao

Em geral, a quantidade x de oferta de um produto aumenta (se for possivel aumentar) o preco
p de cada produto. Assim, quando uma varidvel aumenta, entdo a outra também aumenta. Na eco-
nomia, € comum colocar os valores de x (oferta) no eixo horizontal e p (preco) no eixo vertical. De
acordo com essa pratica, escreveremos p = f(x) para a funcao oferta.

Porém, a quantidade x da demanda de um produto diminui quando o preco p de cada produto
aumenta. Dessa forma, quando uma varidvel aumenta, entdo a outra diminui. Novamente, econo-
mistas assumem x (demanda) no eixo horizontal e p (preco) no eixo vertical, embora seja possivel
p ser a variavel dependente. De acordo com essa prética, escreveremos p = g(x) para a funcao
demanda.

Finalmente, o ponto onde a curva da oferta e a curva da demanda se interseccionam € o ponto
de equilibrio. O preco correspondente € o preco de equilibrio.

EXEMPLO 7 Calculo do preco de equilibrio

Uma empresa de calcados determinou que a produc@o e o preco de um novo ténis devem ser ob-
tidos do ponto de equilibrio do sistema de equagdes:

Demanda: p = 160 — 5x
Oferta: p = 35 + 20x

O valor de x, que representa o ponto em que a oferta e a demanda serfo iguais, pode ser interpre-
tado como milhdes de pares de ténis. Encontre o ponto de equilibrio.

SOLUCAO

Usaremos o método da substitui¢do para resolver o sistema.
160 — 5x = 35 + 20x
25x =125
x=5
Substitua esse valor de x na funcdio demanda, por exemplo, e encontre p.
p =160 — 5x
p =160 — 5(5) =135

O ponto de equilibrio € (5, 135). O preco de equilibrio € de 135 unidades monetarias, ou seja, o
preco para o qual oferta e demanda serdo iguais a 5 milhdes de pares de ténis.

Matrizes

Uma matriz é uma tabela retangular de nimeros. As matrizes oferecem uma forma eficiente
tanto para resolver sistemas de equacdes lineares como para armazenar dados.
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DEFINICAO Matriz

Sejam m e n ntimeros inteiros positivos. Uma matriz m X n (I&-se: matriz m por n) € uma tabela
retangular de m linhas e n colunas de nimeros reais.

ayp dypp o dp,
Ay dypp " dyy
pr Ay " Ay

Usaremos também a notagdo compacta la,] para representar toda essa matriz.

Cada elemento ou entrada a, da matriz usa a notagao de duplo indice. O da linha € o primeiro
indice, i, e 0 da coluna € o segundo indice, j. O elemento a, estd na i-ésima linha e j-ésima coluna.

Em geral, a ordem de uma matriz m X n ¢ simplesmente definida por m linhas e n colunas. Se
m = n, a matriz é quadrada. Além disso, duas matrizes sao iguais se t€m a mesma ordem e os
mesmos elementos correspondentes.

EXEMPLO 8 Determinacdo da ordem de uma matriz

(a) A matriz 0 4

tem ordem 2 X 3.
(b) A matriz
2

(¢) A matriz tem ordem 3 X 3 e é uma raiz quadrada.

1
12
(1 -1

0 4 tem ordem 4 X 2.
2 -1

13

(1 3

4 6

|7 9

o L N

Soma e subtracao de matrizes

Somamos ou subtraimos duas matrizes de mesma ordem pela soma ou subtracio de seus ele-
mentos correspondentes. Matrizes de ordens diferentes ndo podem ser somadas ou subtraidas.

DEFINICAO Soma e subtracdo de matrizes

Sejam A = [al.j] eB= [bi,.] matrizes de ordem m X n.

1. AsomaA + Bé amatrizm X ndadaporA + B = [aq + bij].

2. A subtracgdo A — Béamatrizm X ndadaporA — B =[a, — b,].
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EXEMPLO 9 Soma e subtracdo de matrizes

2 2
-1 1

1 -2 3

Sejam as matrizes A =
2 0 4

—4
N } Encontre A + Be A — B.

SOLUCAO

Quando trabalhamos com matrizes, os niimeros reais sdo chamados escalares. O produto de um
nimero real k e uma matriz m X n dada por nA = [a,,j] € a matriz m X n:

kA = [kaii].

A matriz ¢ um multiplo escalar de A.

EXEMPLO 10 Multiplicacdo de uma matriz por um escalar

1 -2 3
e k = 3. Encontre KA.
2 0 4

w2k

SejaamatrizA = {

As matrizes tém muitas propriedades inerentes aos nimeros reais. Vejamos algumas:

SejaA = [a,] uma matriz m X n qualquer. A matriz m X n dada por O = [0], consistindo intei-
ramente em zeros, ¢ a matriz nula porque A + O = A. Em outras palavras, O ¢ a matriz identidade
aditiva para o conjunto de todas as matrizes m X n.

Seja B = [—a,] uma matriz m X n formada pelos valores opostos dos elementos de A. Ela é
denominada matriz oposta de A, pois A + B = O. A matriz oposta também pode ser escrita como
B = —A. Tal como com nimeros reais:

A—B= [aij_ - bij] = la, + (—bi]_)] = [a,] + [_bij] =A+(—B)

Multiplicacado de matrizes

Para fazer o produto AB de duas matrizes, o nimero de colunas da matriz A (que € a primeira
matriz) deve ser igual ao nimero de linhas da matriz B (que € a segunda). Cada elemento ¢, do
produto € obtido pela soma dos produtos dos elementos de uma linha i de A pelo correspondente
elemento de uma coluna j de B.
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DEFINICAO Multiplicacdo de matrizes

Seja A = [aij] uma matriz de ordem m X r, e B = [blj] uma matriz de ordem r X n. O produto
AB = [cij] € a matriz m X n, onde:

c.=a,*b.+a b +--+a b,
ij il 1j 2 2j ir rj

A forma para entender como encontrar o produto de duas matrizes quaisquer € primeiro consi-
derar o produto de uma matriz A = [alj], de ordem 1 X r, com uma matriz B = [bjl], de ordem r X 1.
De acordo com a defini¢do, AB = [c,,] € umamatriz 1 X 1,ondec,, = a, b, +a, b, + ...+ a b

12 721 1r 71’
Por exemplo, o produto AB de uma matriz A de ordem 1 X 3 e uma matriz B de ordem 3 X 1, onde:

4
A=[1 23] e B=|5
) 6
c
4
AB=1[1 2 3]-|5|=[1+4+2-5+3.6]=[32]
6

Entdo, o ij-ésimo elemento do produto AB de uma matriz m X r com uma matriz r X n € o pro-
duto da i-ésima linha de A, considerada uma matriz 1 X r, com a j-ésima coluna de B, considerada
uma matriz r X 1, como ilustrado no Exemplo 11.

EXEMPLO 11 Multiplicacdo de duas matrizes

Encontre, se possivel, o produto AB, onde:

1 —4
_f2 1 -3 _ _[2 1 -3 _[3 -4
(a)A—[O ! 2} ¢ B=[o 2| ()4 [0 ! 2] e B [2 1}
1 0
SOLUCAO

(a) Como o nimero de colunas de A € 3, e o nimero de linhas de B € 3, entdo o produto AB estd
definido. O produto AB = [Cij] € uma matriz 2 X 2, onde:

1
epn=[2 1-3]{0|=2-1+1:0+(=3)1=~1
1

[ —4
cn=[2 1-31| 2|=2-(-49+1-24(-3).0=-6
0

1
en=[0 1 2]{ol=0-14+1-0+2-1=2
1

[—4
2[=0.(-4)+1-2+2.0=2
0

Cyp = [0 1 2

—_
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~ _|—=1 -6
Entao,AB—[ ) 2].

(b) Como o niimero de colunas de A € 3, e o ndmero de linhas de B € 2, entéo o produto AB ndo
esta definido.

Matriz identidade e matriz inversa

A matriz n X n representada por [ , formada com 1 na diagonal principal (mais alta na esquerda
e mais baixa na direita, conforme exemplos a seguir) e O nos demais elementos € a matriz identi-
dade de ordem n X n.

1 00 0

010 0

0 0 1 0

I,= .

0 0 O 1

Por exemplo,
1 0 00
1 00

|10 101 0 0
12_{0 1}’ L [g (1) ?] e L=lp 0 1 0
0 0 0 1

SeA = la,] € uma matriz n X n qualquer, podemos provar (nos exercicios finais) que:
Al =1A = A.
Isto €, I € a identidade multiplicativa para o conjunto de matrizes n X n.

. 1 . e .
Se a é um nimero real diferente de 0, entdo a~' = — € a inversa multiplicativa de a, ou seja,
a

aa”' = a(—) = 1. A defini¢@o de inversa multiplicativa de uma matriz quadrada € similar.
a

DEFINICAO Inversa de uma matriz quadrada

Seja A = [aij] uma matriz n X n. Se existe uma matriz B, tal que AB = BA = I, entdo B €a
inversa da matriz A. Escrevemos B = A—!(lé-se: inversa de A).

Veremos, no Exemplo 13, que nem toda matriz quadrada tem uma inversa. Se uma matriz qua-
drada A tem uma inversa, entdo A € nao singular. Se A ndo tem inversa, entdo A € singular.

EXEMPLO 12 Verificagdo de matrizes inversas

Prove que as matrizes a seguir sdo matrizes inversas:

ool el
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SOLUCAO

Observe que:

e T I R O R e | e B M

Assim,B=A"'eA =B

EXEMPLO 13 Caso de uma matriz que niao tem inversa

Prove que a matriz A = [g ﬂ ¢ singular, isto €, que ndo tem inversa.

SOLUCAO

Suponha que A tenha uma inversa dada por B = [x Y ] Entéo, AB = I,
z w

=l 3 =[5 ]

6x + 3z 6y+3w}:[1 0]

AB:[Z)H— z 2y+w 0 1

Igualando as duas matrizes, obtemos:

6x +3z=1 6y + 3w =10
2x+2z=0 2y +w=1

Multiplicando ambos os lados da equacdo 2x + z = 0 por 3, teremos 6x + 3z = 0. Ndo existem
valores para x e z para os quais o valor de 6x + 3z seja ao mesmo tempo O e 1. Isso € uma contra-
dicdo. Logo, a conclusdo € que A ndo tem inversa.

Determinante de uma matriz quadrada

. . b|
O niimero ad — bc é o determinante da matriz A = [Ccl d] e & representado por:

_la b
detA—C d

’Zad—bc.

Para o célculo desse determinante, basta multiplicar os niimeros da diagonal principal e sub-
trair a multiplicacdo dos niimeros da diagonal secunddria (aquela que a parte mais alta estd no lado
direito, e a mais baixa, no esquerdo).

Nos casos de matriz quadrada de ordem superior, fica dificil calcular o determinante pelo mé-
todo acima descrito. Para definir o determinante de uma matriz quadrada de ordem superior, preci-
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samos introduzir os conceitos de menor complementar e de cofatores, associados aos elementos de
uma matriz quadrada. Vejamos:

Seja A = [a,] uma matriz n X n. O menor complementar ), correspondente ao elemento a,,
€ o determinante da matriz (n —1) X (n —1), obtido da retirada da linha e da coluna contendo a, O
cofator correspondente a a, é A= (= 1)i+/MU.

DEFINICAO Determinante de uma matriz quadrada

Seja A = [a,] uma matriz de ordem n X n (n > 2). O determinante de A, denotado por det A ou
IAl, € a soma dos elementos de uma linha qualquer ou de uma coluna qualquer, multiplicados por
seus respectivos cofatores. Por exemplo, expandindo para a i-€sima linha, temos:

detA = |A| = ailAil + al‘zAl'z + -+ ainAin,

Costumamos considerar i = 1, ou seja, fazer os célculos a partir dos elementos da primeira
linha. Mas isso ndo € regra. Veja que, a seguir, partiremos da segunda linha.

SeA = [aij] é uma matriz 3 X 3, entdo, usando a defini¢do de determinante aplicado, por exem-
plo, a segunda linha, obtemos:

ap dpp dpa
day; Ay dy3
az; Az dzz

ap1Agy + apAy + arAs;

app 13 app aps

= ay(—1) ap an| T an(—1)* as,  az
app dap
+ ap(—1)° a3 an

= —ay(ajnas; — ajzaz) + aplayaz; — ajzas)
— axlayas — apaz)

O determinante de uma matriz 3 X 3 envolve trés determinantes de matrizes 2 X 2, o deter-
minante de uma matriz 4 X 4 envolve quatro determinantes de matrizes 3 X 3, e assim por diante.

TEOREMA Inversa de matrizesn X n

Uma matriz A n X n tem uma inversa, se, € somente se, det A # 0.

Existe uma maneira simples de determinar se uma matriz 2 X 2 tem uma inversa.

Inversa de uma matriz 2 X 2

Se ad — be # 0, entdo:
a b _1= 1 d —b
c d ad — bc| —c a |
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Existem férmulas complicadas para encontrar inversas de matrizes ndo singulares de ordem
3 X 3 ou superior.

Para o caso da matriz 3 X 3, basta encontrar a matriz dos cofatores e construir a matriz trans-
posta dos cofatores. Para isso, a primeira linha da matriz dos cofatores passa a ser a primeira coluna
da matriz transposta; a segunda linha da matriz dos cofatores passa a ser a segunda coluna da matriz
transposta, e assim por diante.

Uma matriz AT € a transposta de A se a primeira linha de A € a primeira linha de A7, a segunda
linha de A € a segunda linha de A7, e assim por diante.

EXENMPLO 14 Encontrando inversa de matrizes

Determine se as matrizes abaixo tém uma inversa. Se existir, encontre-a.

- 1 2 -1
(a) Az[ } (b) B= 2 -1 3

4 2 -1 0 1
SOLUCAO

(a) Vejamos que det A = ad — bc =32 — 1.4 = 2 # 0 e, portanto, concluimos que A tem uma
inversa. Usando a férmula para a inversa de uma matriz 2 X 2, obtemos:

1 1 [ d —b:l[ 2 —1}
ad — bcl—c¢ al 2]/—4 3
_ [ 1 —0,5}
-2 1,5
Vocé pode verificar que AA™' = A7'A = [,
(b) Vocé pode verificar que det B = —10#0¢
0,1 02 -0,
B 1=1(05 0 0,5
0,1 0,2 0,5

Logo, B"'B =BB™! = I,

Listaremos agora algumas propriedades importantes de matrizes.

Propriedades de matrizes

Sejam A, B e C matrizes que tém ordens, tais que as operagdes soma, diferenca e produto possam
ser definidas.

1. Propriedade comutativa 2. Propriedade associativa
Adic¢ao: Adigao:

A+B=B+A A+B)+C=A+B+0)
Multiplicagao: Multiplicagao:

em geral, ndo é verdade (AB)C = A(BC)
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3. Propriedade do elemento neutro 4. Propriedade do elemento oposto

Adicao:A + 0 =A Adi¢ao: A + (—A) = O

Multiplicacdo (ordem de A =n X n,e a Multiplicag@o: (ordem de A é n X n):

identidade € multiplicativa): AAT'=ATTA = I,1A1# 0

Al =1 -A=A

5. Propriedade distributiva

Multiplicacdo com relagdo a adicao: Multiplicacao com relagdo a subtragdo:

AB + C)=AB + AC AB — C)=AB — AC

(A+B)C=AC + AB (A—B)(C=AC—AB
ExERcicios
Nos exercicios 1 e 2, resolva a equagdo para que y 14. 3x +y =20 15. 2x — 3y = 23
fique escrito em termos de x. x—2y=10 x+y=0

L 2x+3y=5 2.xy+tx=4 16. 2x — 3y = —7 17. 3x + 2y = =5
Nos exercicios de 3 a 6, resolva a equagado algebri- 4x + 5y =38 2x — 5y =—16
camente. 18. x — 3y =6 19. 3x —y= -2

3 3x¥—x—2=0 4. 2¢+5x—10=0 —2x+ 6y =4 —-9x+3y=6

=y =
5. x'=4x 6. x>+ x> = 6x 20. y=x 2L x=y+3
y—9=0 x —y2=3y

7. Escreva uma equagdo para a reta que passa pelo
par ordenado (—1, 2) e que seja paralela a reta
4x + 5y = 2.

8. Escreva uma equaco equivalente a 2x + 3y = 5
com coeficiente de x igual a —4.

9. Encontre graficamente os pontos de intersec-
¢do dos graficos de y = 3xey = x* — 6x.

Nos exercicios 10 e 11, determine se o par ordenado
¢ uma solugdo do sistema.

10. 5x — 2y =38
2x — 3y =1
(@) 0,4 ®) 2, 1)
11. y=x>—6x+5
y=2x—17
(@ (2,-3)

(€) (=2,-9)

®) (1, =5  (c) (6,5)

Nos exercicios de 12 a 21, resolva o sistema pelo
método da substitui¢ao.

12. x+2y=>5
y=-2

13. x =3
x—y=20

Nos exercicios de 22 a 27, resolva o sistema alge-
bricamente. O resultado pode ser verificado grafi-
camente.

22. y = 6x* 23. y =22+ x
Ix+y=3 2x +y =20

24. y=x'—x? 25. y=xX+x*
y = 2x2 y = —x

26. X*+y*=9 27. x>+ y*= 16
x—3y=-—1 4x + 7y =13

Nos exercicios de 28 a 35, resolva o sistema pelo
método da adig¢do (cancelamento).

28. x—y=10 29. 2x +y =10
xt+y=6 x—2y=-5
30. 3x —2y=28 31. 4x — 5y = 23
S5x + 4y =28 3x+4y =06
32. 2x —4y=-10 33. 2x —4y =28

—3x + 6y = —21 —x+2y=—4
34. 2x — 3y =5 35. 2x —y=3
—6x +9y=—15 —4x +2y =5
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Nos exercicios de 36 a 39, use o gréfico para encon-
trar as solucdes do sistema.

36. y=1+2x—x
y=1—-x

SO LY
IDNIAN

[-3, 5] por [-3, 3] [-3, 5] por [-3, 3]

37. 6x — 2y =17
2x+y=4

38. x +2y=0
05x +y=2

39. XX+ y2=16
y+4=x

N

[-9.4; 9.4] por [-6.2; 6,2]

[-5, 5] por [-3, 5]

Nos exercicios de 40 a 43, use graficos que vocé pode
esbocar para determinar o nimero de solucdes que o
sistema tem.

40. 3x + 5y =7 41. 3x — 9y =6

4x — 2y = -3 2x — 6y =1
42. 2x —4y =6 43. x — 7y =9
3x—6y=9 3x+t4y=1

Nos exercicios 44 e 45, encontre o ponto de equili-
brio para as fungdes de demanda e oferta.

44. p =200 — 15x

p =50 + 25x
7

45.p—15—mx
3

= + —
T

46. Encontre as dimensdes de um retdngulo com
perimetro de 200 metros e drea de 500 metros
quadrados.

47. Determine a e b, tal que o graficodey = ax + b
contém os pontos (—1, 4) e (2, 6).

48. Determine a e b, tal que o grificode ax + by = 8
contém os pontos (2, —1) e (—4, —6).

49. Uma vendedora oferece dois possiveis planos
para pagamento. Plano A: 300 unidades mone-
tdrias por semana, mais 5% do valor das vendas.

Plano B: 600 unidades monetdrias por semana, mais
1% do valor das vendas.

Qual o valor das vendas que resulta na mesma quan-
tia total nos dois planos?

50. Verdadeiro ou falso? Sejam a e b nimeros
reais. O seguinte sistema tem exatamente
duas solucdes:

2x + S5y =a
3x —4y=5»b
Justifique sua resposta.

Nos exercicios de 51 a 54, resolva o problema sem
usar calculadora.

51. Multipla escolha Qual das seguintes alter-
nativas € a solucdo do sistema 2x — 3y = 127

x+2y=-—1
(@ (=3. 1 (b) (=1,0)
() 3,-2) (d) (3,2)
(e) (6,0

52. Multipla escolha Qual das seguintes alter-
nativas ndo pode ser o nimero de solucdes de
um sistema de duas equagdes com duas varia-
veis, cujos gréaficos sdo um circulo e uma
pardbola?

@0 M1 (@2 (3 (s

53. Qual das seguintes alternativas ndo pode ser o
nimero de solugdes de um sistema de duas
equacdes com duas varidveis, cujos graficos
sdo pardbolas?

(@ 1 (b)2 (c) 4 (d) 5 (e) Infinitas

54. Qual das seguintes alternativas € o nimero de
solucdes de um sistema de duas equacdes li-
neares com duas varidveis, se a equacdo resul-
tante, apOs usar a eliminac¢do corretamente, €
4 =47

(@) 0 ()1 (c) 2 (d) 3 (e) Infinitas

Nos exercicios de 55 a 60, determine a ordem da
matriz e indique se ¢ uma matriz quadrada.

2 3 -1 13
55.[1 3 5] 56. [_1 2}
[ 5 6
57. | —1 2 58.[-1 0 6]
L 0 0
2
59. | 1 60.[0]




Nos exercicios de 61 a 64, identifique os elementos

especificados na seguinte matriz.

[4:]

61. a,
63. a,,

62. a,,
64. a,,

Nos exercicios de 65 a 70, encontre (a) A + B,

(b)A — B, (c) 3A e (d) 2A — 3B.

[ 23 1 -3
65.4=| ] 5] B_[_z _4]
-1 0 2 2
66.A=| 4 1 —1| B=]|-1
| 2 0 1 4
-3 1 4 0
67.A=| 0 —-1| B=|-2 1
| 2 1 -3 -
[ 5 -2 3 1
68.A—__1 0 5 2]
-2 3 1 0
B=1 4 01 —2]
[—2 —1
69.A=| 1| B=| 0
| 0 4
70.A=[-1 -2 0 3]eB=][1

2

-2 0]

Nos exercicios de 71 a 76, use a defini¢do de multi-
plicagdo de matrizes para encontrar (a) AB, (b) BA.

[ 23 [ 1 -3
ma-| 23] a-] L )
_[1 -4 _[ 5 1
72.A—_ 6] B [_2 _3]
(2 0 1 !
73.A = =] -
A=) 4 —3] B 3
L 0 —
10 -2 3
74.A = =
A {2 1 4 —1] B=1_
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-10 i 1
75.A=| 4 1 —1] B=|-1 0
| 2 0 | 4 -3
(-2 3 0 [ 4 -1
76.A=| 1 -2 4| B=| 0 2
| 3 2 1 -1 3

Nos exercicios de 77 a 82, encontre (a) AB ¢ (b) BA
ou responda que o produto nio estd definido.

=5
77.A=[2 -1 3] B—[ 4]

2
[—2
78.A=| 3| B=[-1 2 4]
| —4
_7_12 — | —
79.A—734} B=[-3 5]
[ -1 3
0 1 5 -6
80.4 = =
e I I E
-3 -1
[0 0 1 121
81.LA=|0 1 0| B=| 2 0 1
(1 0 0 -1 3 4
[0 0 1 0 -1 2
0100 21
82.A = =
A1 00 0| B3 2
(00 0 1 40

Nos exercicios de 83 a 86, encontre a e b.
[a -3]_[5 -3
| 4 2 4 b
(1 -1 0o]_[1 b 0
la =2 1 3 =2 1

2 a—1 2 -3
85. 2 3 =|b+2 3

-1 2 -1 2

o o2

83.

84.

86.

N = O W
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Nos exercicios 87 e 88, verifique se as matrizes sdo
inversas, uma com relag@o a outra.

21 [ 08 -02
87'A_73 4] B_7—0,6 0,4]
(-2 1 3] 0o 1 -2
88.4=| 1 2 —2|B=/02505 -025
| 0 1 —1] 025 0,5 —1,25

Nos exercicios de 89 a 92, encontre a inversa da
matriz, se existir, ou responda que a inversa nao existe.

2 3 6 3
.3 5| %.| 0 2

1 -1 2 3 -1
91. (2 -1 3 92.| -1 0 4

3 2 0 1 1

Nos exercicios 93 e 94, use a defini¢@o para calcular
o determinante da matriz.

2 1 1
93.| -1 0 2 94.
1 3 -1

Nos exercicios 95 e 96, encontre a matriz X.

—_— O =
|
—_
S O NN
W WwWo

95.3X + A =B,onde A = [;]eB: [;]

96.2X + A = B, onde A = [‘1 2] ¢B= [
03 1 -1
97. Uma empresa tem duas fabricas que produzem
trés artigos. O nimero de unidades do artigo i
produzido na fabrica j em uma semana € repre-
sentado por a;na matriz:

120 70
A=| 150 110
80 160

Se a produgdo cresce 10%, escreva a nova producio
na matriz B. Como B estd relacionado com A?

98. Uma empresa vende quatro modelos de um
produto em trés lojas. O estoque da loja i para
o modelo j é a matriz:

16 10 8§ 12
g=|12 010 4
412 0 8

1 4] 100.

O prego no atacado do modelo i € p,, € 0 prego no
varejo do modelo i € p,,, dados na matriz:

$180  $269,99
$275  $399,99
$355  $499,99
$590  $799,99

P =

(a) Determine o produto SP.
(b) O que a matriz SP representa?

99. Uma empresa vende quatro produtos. O preco
do produto tipo j estd representado por @, na
matriz:

A =[$398 $598 $798 $998]

O ndmero de produtos vendidos tipo j estd
representado por bu na matriz:

B=1[35 25 20 10]

O custo para produzir o produto tipo j estd
representado por ¢, na matriz:

C=1[$199 $268 $500 $670]

(a) Escreva uma matriz-produto que fornega
a receita total obtida com a venda dos
produtos.

(b) Escreva uma expressdo usando matrizes
que forneca o lucro obtido com a venda
dos produtos.

Sejam A, B e C matrizes que tém ordens tais
que a soma, a diferenca e o produto possam ser
definidos. Prove que as seguintes propriedades
sdo verdadeiras.

(@) A+B=B+A
(b) A+B+C=A+B+C0)
() ABB+ C)=AB + AC
(d) (A-B)YC=AC - BC
101. Sejam A e B matrizes m X n e c e d escalares.

Prove que as seguintes propriedades sdo ver-
dadeiras.

(@ c(A+ B)=cA+cB
(b) (c+dA=cA+dA
(¢) c(dA) = (cd)A
d 1.A=A
102. Seja A = la,] uma matriz n X n. Prove que:

Al =TA=A.

n n



103.

104.

Nos exercicios de 103 a 106, resolva o proble-
ma sem usar a calculadora.

Multipla escolha Qual das seguintes alterna-
tivas € igual ao determinante de:

2 4
= 2
a=| 5 )

(a) 4 (b) —4
() 10 (d) —10
(e) —14

Multipla escolha Seja A uma matriz de
ordem 3 X 2, e B uma matriz de ordem 2 X 4.

Qual das seguintes alternativas fornece a ordem
do produto AB?

(@) 2x2 (b) 3x4
(¢) 4%x3 (d) 6 X8

(e) O produto ndo estd definido.

APENDICE A Sistemas e matrizes

291

105. Multipla escolha Qual das seguintes alterna-

106.

tivas € a inversa da matriz B Z ]?

(a)[—4 7} (b)[z —7}
1 -2 -1 4
2 -1 4 -1
(c)[f7 4} (enL7 2]
(e)[ 4 —7]
-1 2

Muiltipla escolha Qual das seguintes alternati-

1 2 3
vas € o valor de @, na matriz [a;] = l4 5 6‘|?
@ -7 (b7 789
() -3 (d) 3

(e) 10
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O teorema binomial.

Técnicas de contagem sao uteis e facilitam as contas por meio de férmulas. O teorema bino-
mial é uma maneira de estudar as combinagdes, que podem ser aplicadas em outras areas
do conhecimento.

Caracteristicas do discreto e do continuo

Vejamos um exemplo desses tipos de caracteristicas dos dados quantitativos. Um ponto nio
tem comprimento nem largura. Porém, um intervalo de nimeros na reta real (que representa o con-
junto dos nimeros reais) tem comprimento e uma infinidade de nimeros reais. Essas caracteristicas
distinguem o que € discreto do que € continuo. Estudaremos a seguir técnicas de contagem para o
caso discreto.

A importancia da contagem

Vamos iniciar com um exemplo.

EXEMPLO 1 Colocacgao de trés objetos em ordem

De quantas maneiras diferentes podemos organizar trés objetos distintos em ordem?

SOLUCAO

Nao ¢€ dificil listar todas as possibilidades. Se representarmos os objetos por A, B e C, entdo as
diferentes ordens sdo: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB e CBA. Uma maneira de visualizar essas seis
possibilidades € com um diagrama em drvore, como na Figura B.1. Podemos observar, partindo
da esquerda, que temos 3 X 2 X 1 = 6 “galhos” ou caminhos levando para resultados com ordens
diferentes das letras.
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Figura B.1 Um diagrama em arvore para ordenar as letras A, B e C.

Principio da multiplicacao ou principio
fundamental da contagem

Da ideia do diagrama em 4rvore, apresentada anteriormente, conseguimos imaginar como fica-
ria um diagrama com as letras ABCDE. Nio € necessdrio vé-lo para concluir que terd 5 X 4 X 3 X
2 X 1 = 120 caminhos ou “galhos”. O diagrama em 4rvore € uma visualizagdo geométrica de um
principio fundamental da contagem, conhecido também como principio da multiplicagdo.

Principio da multiplicagdo ou principio fundamental da contagem

Se um procedimento P tem uma sequéncia de estdgios S|, S, ..., S e somente se

S, ocorre de r, maneiras,

S, ocorre de r, maneiras,

S ocorre de r, maneiras,

entdo o nimero de maneiras nas quais o procedimento P pode ocorrer € o produto:

EXEMPLO 2 Problema de contagem

As placas dos veiculos tém trés letras e quatro digitos. Encontre o nimero possivel de placas que
podemos formar:

(a) caso ndo haja nenhuma restri¢do quanto ao uso de letras e niimeros;

(b) caso letras e nimeros ndo possam ser repetidos.
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SOLUCAO

(a) Como ndo hd restricdo alguma quanto ao uso de letras e nimeros, entdo temos 26 possiveis
letras para cada uma das trés escolhas, além de 10 possiveis digitos para cada uma das quatro
posi¢des numéricas. Pelo principio da multiplicacdo, podemos obter placas de 26 X 26 X 26
X 10 X 10 X 10 X 10 =175.760.000 maneiras.

(b) Caso letras e nimeros ndo possam ser repetidos, entdo temos 26 possiveis escolhas para a pri-
meira letra, 25 para a segunda e 24 para a terceira letra, além de 10 possiveis escolhas para o
primeiro digito, 9 para o segundo, 8 para o terceiro e 7 para o quarto. Pelo principio da multi-
plicagao, podemos obter placas de 26 X 25 X 24 X 10 X 9 X 8 X 7 = 78.624.000 maneiras.

Permutacoes

Uma importante aplicacio do principio da multiplicagio € contar o nimero de possibilidades de
organizar em ordem um conjunto de n objetos. Cada resultado é chamado permutacao do conjunto.
O Exemplo 1 mostrou que existem 3! = 6 permuta¢des de um conjunto de trés elementos distintos.

FATORIAIS

Se n € um nimero inteiro positivo, entdo o simbolo n! (1é-se
“n fatorial”) representa o produto n(n — 1)(n —2) --- 2« 1.
Também definimos 0! = 1.

Permutacées de um conjunto com n elementos

Existem n! permutacdes de um conjunto com 7 elementos.

Usualmente, os elementos de um conjunto sdo distintos uns dos outros, mas podemos adequar
nossa contagem quando eles ndo o sdo, como vemos no Exemplo 3.

EXEMPLO 3 Permutacées com elementos repetidos

Conte o nimero de diferentes “palavras” que podem ser formadas com as 9 letras de cada palavra

a seguir (colocamos aspas anteriormente para que niao haja preocupaco caso a palavra formada
nio tenha sentido).

(a) DRAGONFLY (b) BUTTERFLY
(c) BUMBLEBEE
SOLUCAO

(a) Cada permutacio das 9 letras forma uma palavra diferente. Existem 9! = 362.880 permutagdes.
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(b) Existem também 9! permutagdes dessas letras, mas uma simples permutacéo de duas letras T
ndo resulta em uma nova palavra. Corrigimos a contagem dividindo por 2!. Existem, entdo,

9!
o7 = 181.440 permutagdes distintas das letras da palavra BUTTERFLY.

(c) Novamente, existem 9! permutagdes, mas uma permutacao entre as trés letras B ou com as trés

letras E ndo resulta em uma nova palavra. Para corrigir, dividimos por 3! duas vezes. Existem,
!
entdo, % = 10.080 permutacdes distintas das letras da palavra BUMBLEBEE.

Permutacoes distintas

Existem n! permutacdes distintas de um conjunto de n elementos distintos. Se o conjunto de 7 ele-
mentos tem 7, elementos de um primeiro tipo, 7, elementos de um segundo tipo, e assim por dian-
te, comn, +n, +... + n_= n, entdo o nimero de permutagdes distintas entre os 7 elementos €:

n!
nilnylng! - - - ny!

Em muitos problemas de contagem, estamos interessados em usar 7 objetos para preencher, di-
gamos, r espacos em ordem, onde » < n. S0 as chamadas permutacoes de n objetos tomados r a r,
ou, simplesmente, arranjos.

O primeiro espaco tem n maneiras, o segundo tem n — 1 maneiras, e assim por diante, até o
r-ésimo espaco, que tem n — (» — 1) maneiras. Pelo principio da multiplicagdo, podemos preencher
os respacos de n(n— 1)(n—2) --- (n—r + 1) maneiras. Essa expressio pode ser escrita de forma n!

n!

mais compacta, como ————,
(n—r)

Formula para contagem das permutacées ou férmula do arranjo
O numero de arranjos (ou permutagdes de n objetos tomados r a r) € denotado por A (ou P)e

¢é dado por:

n!
P =An,,=m,para05r$n.

Se r > n, entdo A = 0.

P =n" n! n . o ~ .
Noteque~» = =___ =pl, oque coincide com o que ja vimos com relacdo ao nimero
(n—n) 0 1
de permutacdes de um conjunto completo de n objetos.
Essa € a razao de definirmos 0! como 1.

EXEMPLO 4 Calculo das permutacdes ou arranjos

Calcule cada expressao sem usar calculadora.

(a) P, (b) P (c) P,
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SOLUCAO

P =0! 6! (6:5.4.3.2)
A 6 4 - - " - - "V = «5.4. =
(a) Pela formula, 6 o T 6+5+4.3=360.
(b) Podemos aplicar o principio da multiplicagio diretamente. Como temos 11 objetos e 3 espa-
¢os para preencher, entdo: | \P, = 11109 = 990.

(c) Podemos aplicar novamente o principio da multiplicacdo. Como temos n objetos e 3 espacos
para preencher, ento, assumindo n = 3, P, = n(n—1)(n-2).

Combinacoes

Quando contamos as permutacdes de n objetos tomados r a r, consideramos, na contabilizacao,
diferentes ordenacdes de um mesmo conjunto de r objetos selecionados como permutagdes diferen-
tes. Em muitas aplicacdes, estamos interessados nas maneiras de selecionar os r objetos, indepen-
dentemente da ordem em que estdo organizados. Essas selecdes em que a ordem ndo € importante
sao chamadas combinacoes de n objetos tomados r a r.

Foérmula para contagem das combinacoes

O nimero de combinagdes de n objetos tomados r a r, representado por C,, C ou (n)’ € dado
§ r
por:

n!

C, = ,para 0 =r =n.
Tl (n =) P

Se r > n, entdo C = 0.

Podemos verificar a férmula | C, e o principio da multiplicagdo. Desde que toda permutagéo
possa ser pensada como uma selecdo desordenada de r objetos, seguidos de uma ordem particular
dos objetos selecionados, o principio da multiplicagdo resultaem P = C - r!. Portanto:

I n—7r! rln—r!

(n):ncr:,,P,_i n! n!

EXEMPLO 5 Distingcao entre combinacdes e permutacées

Em cada uma dessas situagdes, conclui-se que estdo sendo descritas permutacdes (ordenadas ou
simplesmente descritos arranjos) ou combinagdes (desordenadas).

(a) Um presidente, um vice-presidente e um secretério sdo escolhidos dentre 25 pessoas.
(b) Uma cozinheira escolhe 5 batatas de uma sacola com 12 para preparar uma salada de batatas.

(c) Um professor organiza seus 22 alunos numa sala com 30 lugares.
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SOLUCAO
(a) Permutagdo. A ordem ¢ importante, por causa do cargo de cada pessoa.
(b) Combinagdo. A salada é a mesma, ndo importando a ordem em que as batatas sao escolhidas.

(c) Permutacdo. Uma ordem diferente dos estudantes nos mesmos assentos resulta em uma
organizagdo diferente na sala.

Sabemos o que estd sendo contado. Os nimeros das possiveis escolhas das situacdes anteriores
sdo: (a) P, = 13.800, (b) ,,C, = 792, (c) = 6,5787 X 10%.

30P22

Quantidade de subconjuntos de um conjunto

Iniciaremos com um exemplo.

EXEMPLO 6 Aplicacao

Uma pizzaria tem 10 tipos de ingredientes para montar pizzas. Quantas pizzas diferentes podem
ser montadas em cada caso?

(a) Podemos escolher quaisquer 3 tipos de ingredientes.
(b) Podemos escolher qualquer quantidade de ingredientes.
SOLUCAO

(a) Como a ordem dos ingredientes ndo ¢ importante, afinal, s3o 3 ingredientes, e qualquer que
seja a ordem em que sdo colocados a pizza € a mesma, entdo o nimero de pizzas possiveis €:

1¢g=(f)=1m

(b) Um primeiro método € somar todos os valores obtidos a partir de (C, = ( 10 ) parar,de 1 até 10.
r

Outra forma € pensar que podemos colocar os 10 ingredientes em uma sequéncia e, para cada
um, optar entre sim (colocar na pizza) ou ndo (ndo colocar na pizza), isto €, cada ingrediente tem
dois possiveis resultados. Pelo principio da multiplicagdo, o nimero de tais sequéncias diferentes é
202¢2¢202:2202.2.2 = 1.024 pizzas possiveis.

Formula para contagem da quantidade de subconjuntos de um conjunto

Existem 2" subconjuntos de um conjunto com 7 objetos (incluindo o conjunto vazio e o conjunto
com todos os objetos).

EXEMPLO 7 Aplicacao

Uma lanchonete divulga que tem 256 maneiras de montar sanduiches, com os ingredientes que
o cliente preferir. Quantos ingredientes estdo disponiveis?
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SOLUCAO
Precisamos resolver a equagdo 2" = 256 e descobrir o n. Usaremos logaritmo.
2" =256
log 2" = log 256
nlog 2 = log 256
1
= og 256
log 2
n=238

Existem, portanto, 8 ingredientes possiveis para escolha.

Coeficiente binomial

Se vocé expandir (@ + b)" paran =0, 1,2, 3, 4 e 5, aqui estdo os resultados:

(a+b) = 1

(a+b) = la'b® + 1a%'

(a + b)) = 1a*b° + 2a'b' + 1a°b?

(a+ by = 1a*h° + 3a?b' + 3a'b? + 1a°b®

(a + b)* = 1a*b’ + 4a’b' + 6a*b* + 4a'b® + 1a°b*

(a + by = 1a°b® + 5a*b' + 10a°b? + 10a2b> + 5a'b* + 1a°b°

Vocé pode observar os padrdes e predizer qual a expansdo de (a + b)°? Vocé pode predizer
o0 seguinte:

1. Os expoentes de a decrescerdo de 6 até 0, diminuindo de um em um.
2. Os expoentes de b crescerdo de 0 até 6, aumentando de um em um.
3. Os primeiros dois coeficientes serdo 1 e 6.

4. Os dois dltimos coeficientes serdo 6 e 1.

Os coeficientes binomiais na expansdo de (a + b)" sdo os valores de ,C, =C,, = (n) para
r=0,1,2,34,..,n. "
A expansido de

(a+b)"=(a+0b)a+b)a+b)(a+b)

———

n fatores

consiste em todos os produtos que podemos formar com as letras, no caso, a e b. O niimero de ma-
neiras para formar o produto a’b"" € exatamente o mesmo nimero de maneiras para escolher r fato-
res para serem expoentes de a e, consequentemente, complementd-lo com relacio a n, para serem o0s

. . < n = . .
expoentes de b. Esse nimero de maneiras € ,C, = C,,, = ( . ) A expansdo de (a + b)" serd definida
quando tratarmos do teorema binomial.
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DEFINICAO Coeficiente binomial

O coeficiente binomial que aparece na expansio de (a + b)" sdo os valores de ,C, = C,,, = (n)
parar=20,1,2,3,4,...,n.

A notagdo cldssica para, C. = C, , especialmente no contexto de coeficiente binomial, € (n) .
' r

Triangulo de Pascal

Observe o desenvolvimento que fizemos no inicio do tépico Coeficiente binomial, colocando as
expansdes de (a + b)"paran =0, 1,2, 3,4 e 5. Se eliminarmos os simbolos da adi¢ao e as poténcias
das varidveis a e b na forma triangular, deixando apenas os coeficientes, € possivel montar:

E chamado tringulo de Pascal em homenagem a Blaise Pascal (1623-1662), que o usou em

seu trabalho, mas ndo foi quem o descobriu. Esse resultado ja havia aparecido em textos chineses,
no século XIV.

EXEMPLO 8 Triangulo de Pascal

Mostre como a linha 5 do tridngulo de Pascal pode ser usada para obter a linha 6 e escrever a
expansdo de (x + y)°.

SOLUCAO

Os nimeros nas extremidades s@o iguais a 1. Cada nimero entre eles € a soma dos dois nimeros
acima. Assim, a linha 6 pode ser obtida da linha 5, como segue:

VWA

Esses sdo os coeficientes binomiais para (x + y)° e, assim,

Linha 5

Linha6 1

(x + )0 = x° + 6x°y + 15x*y? + 20x%y® + 15x%* + 6xy° + »°.



APENDICE B Analise combinatéria e teorema binomial 301

EXEMPLO 9 Calculo dos coeficientes binomiais
Encontre o coeficiente de x'° na expansio de (x + 2)'°.
SOLUCAO

O termo da expansdo necessdrio € C,, x'923, isto é:

15!
105'5' - 2%.x10=3.003- 32 - x!9=96.096- x°.

O coeficiente de x'° € 96.096.

O teorema binomial

O teorema binomial

Para qualquer inteiro positivo n,

n — n\ ny -1 n\ n—rpr n\n
(a + b) (O)a +(1)a b+ +()a b+ +(n)b,

r

(}:) =nCr= r!(nni T

Esse resultado também € conhecido como bindmio de Newton.

onde:

EXEMPLO 10 Expansdo de um binémio
Expanda (2x — y?)*.

SOLUCAO
Usamos o teorema binomial para expandir (@ + b)*, onde a = 2xe b = —y?
(a + b =a*+ 4d°b + 6a*b* + 4ab® + b*
(2x=y)' = 20" + 42x)(=y) + 6(20)°(—y*)* + 42x)(—y?)’ + (=)
=16x* - 32x%? + 24x%y* — 8xy® + 8

ExERcicios

Nos exercicios de 1 a 4, conte o nimero de maneiras 3

. Organizar 5 livros da esquerda para a direita
com as quais cada procedimento pode ser feito.

em uma estante.

1. Alinhar 3 pessoas para uma fotografia. 4. Premiar do primeiro ao quinto lugar os 5 pri-
2. Priorizar 4 tarefas pendentes do mais ao menos meiros cachorros de um concurso.
importante.
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5. Existem 3 rodovias da cidade A até a cidade B
e 4 rodovias da cidade B até a cidade C.
Quantos caminhos diferentes existem da cida-
de A até a C, passando por B?

Desenvolva cada expressdo dos exercicios de 6 a 11:

6. 4! 7. P,
8. ,C, 9. 3H(0}
10. P, 11. C,

12. Suponha que dois dados, um vermelho e um
verde, sdo jogados. Quantos resultados sdo
possiveis para esse par de dados?

13. Quantas sequéncias diferentes de caras e
coroas existem se uma moeda € lancada 10
vezes?

14. Uma pessoa tem dinheiro para comprar ape-
nas 3 dos 48 CDs disponiveis. De quantas
maneiras diferentes essa pessoa pode fazer
sua escolha?

15. Uma moeda € lancada 20 vezes, e as sequén-
cias de caras e coroas sdo registradas. De todas
as possiveis sequéncias, quantas tém exata-
mente 7 caras?

16. Um recrutador entrevistou 8 pessoas para 3 fun-
¢des idénticas. Quantos grupos diferentes de
3 funciondrios esse recrutador consegue montar?

17. Um professor aplica 20 questdes para seus
alunos, das quais poderdo selecionar 8 para
serem respondidas. De quantas maneiras o
aluno pode selecionar as questdes?

18. Uma cliente pretende comer um prato com
salada. Se existem 9 ingredientes para compor
uma salada, quantos pratos essa cliente conse-
gue montar?

19. O dono de uma pizzaria pretende divulgar que
possui mais de 4.000 diferentes tipos de pizzas
com ingredientes a escolher. Qual o nimero
minimo de ingredientes que esse dono precisa
ter disponiveis?

20. Um subconjunto do conjunto A é chamado pro-
prio se ndo € vazio nem o conjunto completo.
Quantos subconjuntos préprios um conjunto
com n elementos tem?

21. Quantos gabaritos diferentes sdo possiveis para
10 questdes do tipo verdadeiro ou falso?

22. Quantos gabaritos diferentes sdo possiveis com
10 questdes de mudltipla escolha, com cinco
alternativas cada uma?

23. Verdadeiro ou falso? Se a e b sdo nime-
ros inteiros positivos, tais que a + b = n, entdo

(n) = (n) Justifique sua resposta.
a b

24. Verdadeiro ou falso? Se q, b e n s3o nimeros

. . _ (n n
inteiros, tais que a < b < n, entio <{, )

. a b
Justifique sua resposta.

25. Uma opcdo de refei¢do é composta de uma
entrada, duas saladas e uma sobremesa. Se
existem disponiveis quatro entradas, seis sala-
das e seis sobremesas, entdo de quantas manei-
ras diferentes podemos compor uma refei¢do?

(a) 16 (b) 25 (c) 144
(d) 360 (e) 720

26. Supondo que r e n sdo nimeros inteiros positi-
vos com r < n, qual dos seguintes nimeros ndo
éigual a 1?

(a) (n - n)' (b) ,,Pn n n

(@ (Z) () (f)— (n " r)

Nos exercicios de 27 a 36, use a propriedade distribu-
tiva para expandir o binomio.

() C

27. (x + y) 28. (a + by
29. (5x—y) 30. (a —3b)*
31. (3s + 21 32. (3p - 4q)
33. (u+ vy 34. (b-cy
35. (2x—3y)} 36. (4m + 3n)’

Nos exercicios de 37 a 44, expanda o bindmio usando
o tridngulo de Pascal para encontrar os coeficientes.

37. (a + b)* 38. (a + b)°
39. (x +y) 40. (x + )"
41. (x +y)} 42. (x +y)
43. (p + g 4. (p + q)°

Nos exercicios de 45 a 48, desenvolva a expressao
pela defini¢@o.

9 15
45. (2) 46. (11)
a7. (166 4s. 166)

166 0

Nos exercicios de 49 a 52, encontre o coeficiente do
termo dado na expansao binomial.

49. termo x'y3, (x + y)*
50. termo x%%, (x + y)



51.
52.
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termo x*, (x — 2)"?

termo x” (x — 3)!!

Nos exercicios de 53 a 56, use o teorema binomial
para encontrar a expansao polinomial para a fungdo:

53. f(x) = (x—2)°
55.

54. g(x) = (x + 3)°

h(x) = 2x— 1) 56. f(x) = (3x + 4)°

Nos exercicios de 57 a 62 use o teorema binomial
para expandir cada expressao.

57.
59.
61.

63.

64.

65.

66.

(2x +y)* 58. (2y — 3x)°

(VX — Vy)® 60. (vx + V3)*

(x 2+ 3y 62. (a—b3)

Prove que (’11) = (n i 1) = n para todos os in-

teiros n = 1.

n n L.
Prove que ( ) = ( ) para todos os inteiros
r n—r
n=r=0.

n!
ri(n —r)!
wel7)= (2207}

r r—1 r
Encontre um contraexemplo para mostrar que
cada resultado a seguir € falso.

(@ (n+m)! =n!+m!

(b) (nm)! = n'm!

n
Use a férmula (r) = para provar

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

303

n+1

Prove que [ "
(3] ("3

) = pn? para todos os

inteiros n = 2.

n +
Prove que (n _ 2) + (: _ :

) = n? para todos

os inteiros n = 2.

Verdadeiro ou falso? Os coeficientes na
expansdo polinomial de (x — y)*° alternam de
sinal. Justifique sua resposta.

Verdadeiro ou falso? A soma de qualquer
linha do tridangulo de Pascal é um nimero par e
inteiro. Justifique sua resposta.

Multipla escolha Qual € o coeficiente de x*
na expansédo de (2x + 1)8?

(@) 16 (b) 256
(d) 1.680 (e) 26.680

Multipla escolha Qual dos seguintes nimeros
ndo aparece na linha 10 do tridngulo de Pascal?

(@) 1 (b) 5 (c) 10

(d) 120 (e) 252

Multipla escolha A soma dos coeficientes
de (3x—2y)1" é:

(@) 1 (b) 1.024

(d) 59.049 (e) 9.765.625
Multipla escolha (x + y)® + (x—y)* =

(@) 0 (b) 2x° (c) 2x3—2y?
(d) 2x° + 6xy> (e) 6x%y + 2y°

(c) 1.120

(c) 58.025






Apéndice C

Seccoes conicas

Objetivos de aprendizagem
Seccoes conicas.

Geometria de uma parabola.
Translagdes de parabolas.
Geometria de uma elipse.
Translacdes de elipses.

Geometria de uma hipérbole.

Translagdes de hipérboles.

Vale observar que secgdes conicas regem percursos de objetos que se movem em um campo
gravitacional. Elipses sdo os caminhos de planetas e cometas ao redor do Sol, ou de luas ao
redor de planetas. As hipérboles sao as cOnicas menos conhecidas, mas sdo usadas em astro-
nomia, 6ptica e navegacao.

Seccoes coOnicas

Imagine duas retas, que ndo sao perpendiculares, interseccionadas no ponto V. Se fixarmos uma
das retas, transformando-a em um eixo, e fizermos uma rotagdo com a outra ao redor desse eixo,
entdo podemos obter um cone circular reto com vértice V, como ilustrado na Figura C.1. Note que
V divide o cone em duas partes, chamadas folhas.

Eixo
Gerador

Folha
superior

Folha
inferior

Figura C.1 Um cone circular reto (com duas folhas).

Uma secc¢ao conica (ou conica) € a interseccio de um plano com um cone circular reto. As trés
seccoOes cOnicas bdsicas sdo a pardbola, a elipse e a hipérbole, apresentadas na Figura C.2(a).

Ha algumas secgdes conicas atipicas, conhecidas como secgoes conicas degeneradas, mostra-
das na Figura C.2(b).



306 Pré-calculo

As seccdes conicas podem ser definidas algebricamente como gréficos de equacdes do segun-

do grau (quadraticas) em duas variaveis, isto &, equacoes da forma:

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0,

onde A, B e C nao sdo todos iguais a 0.

'y

Elipse Pardbola Hipérbole
‘ ° ' i i
Ponto: plano através Reta: o plano é Interseccionando
do vértice do cone tangente ao cone com retas

(b)

Figura C.2 (a) Trés tipos de secgbes conicas e (b) trés secgdes conicas degeneradas.

Vale lembrar que a distancia entre os pontos (x, y,) € (x,, y,) no plano € dada por
Vix - x,)% + (y; — y,)*. Usaremos esse conceito durante este capitulo.

Geometria de uma parabola

Ja estudamos que o grifico de uma funcdo do segundo grau (quadrdtica) é uma pardbola de
concavidade para cima ou para baixo. Vamos investigar as propriedades geométricas de pardbolas.
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(a diretriz) e de um ponto fixo (o foco) no plano (Figura C.3).

DEFINICAO Parabola

Uma parabola € o conjunto de todos os pontos do plano que sdo equidistantes de uma reta fixa

/4
7

7/
Ponto sobre a pardbola 7

Distancia até yd N // Eixo
gtanc}a att |\ Distancia até y

a diretriz Ve o foco L

* s N 4

Figura C.3 Estrutura de uma parabola.

Podemos mostrar que uma equacao para a parabola com foco (0, p) e diretrizy = —p é x> = 4py

(veja a Figura C.4).
y y
Foco | F(0, p) Diretriz: y= —p
= 4py 1
P(x, ) Vértice na origem
X
p
\ - l ) Foco
Diretriz: y= —p \ D(x —p)
2
x=4py
O vértice estd F(0, p)
situado entre a

diretriz e o foco

() (b)

Figura C.4 Graficos de x2 = 4py, com (a) p > 0 e (b) p < 0.

X
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Precisamos mostrar que o ponto P(x, y), que € equidistante de F(0, p) e daretay = —p, satisfaz
a equagdo x* = 4py, e também que um ponto que satisfaz x> = 4py é equidistante de F(0, p) e da
retay = —p.

Seja P(x, y) um ponto equidistante de F(0, p) e daretay = —p. Note que:

V(x — 0)2 + (y — p)? = distancia de P(x, y) até F(0, p) e

V(x — x)? + (y — (—p))? = distancia de P(x, y) até y = —p
Igualando essas distancias e extraindo a raiz quadrada:
=0+ @=—p’=x—x+ 0= (=p)
X+ -—pr=0+0u+tpy
Xty = 2py +p? =y 4 2py +p?
x*=4py

Percorrendo os passos anteriores ao contrdario, vemos que uma soluc@o (x, y) de x> = 4py é
equidistante de F(0, p) edaretay = —p.

A equacdo x> = 4py estd na forma padrao da equacio, que descreve uma parabola de conca-
vidade para cima ou para baixo com vértice na origem. Se p > 0, entdo a pardbola tem concavidade
para cima; se p < 0, entdo a concavidade € para baixo. Uma forma algébrica alternativa de tal para-

bolaéy = ax? onde a = L Assim, o grafico de x* = 4py € também o gréfico da func¢do quadratica
f(x) = ax2. (417)

Quando a equagdo de uma pardbola de concavidade para cima ou para baixo € escrita como
x* = 4py, entdo o valor p € interpretado como o comprimento do foco da pardbola — a distincia
direta do vértice ao foco da pardbola. O valor |4p| € alargura do foco da pardbola — o comprimento
do segmento com extremos na pardbola que passa pelo foco e € perpendicular ao eixo.

Pardbolas com concavidade para a direita ou para a esquerda sdo relagdes inversas de pardbolas
com concavidade para cima ou para baixo. Assim, equacgdes de pardbolas com vértice (0, 0) que se
abrem para a direita ou para a esquerda tém a forma padrio y* = 4px. Se p > 0, entdo a pardbola se
abre para a direita, e, se p < 0, entdo a pardbola se abre para a esquerda (veja a Figura C.6).

y y
2 2= 4

y =4px M /24

Diretriz Diretriz
xX= —p x=—p

Vértice Vértice

Foco Foco —

X x
O\ Fp.0) F(p,0) )0

(a) (b)

Figura C.5 Graficos de y?> = 4px, com (a) p > 0 e (b) p < 0.
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Parabolas com vértice (0, 0)

* Equacao padrao X2 = 4py y* = 4dpx

¢ Concavidade para cima ou para baixo para a direita ou para a esquerda
» Foco 0, p) (P, 0)

e Diretriz y=-p xX=-p

* Eixo eixo y eixo x

¢ Comprimento do foco p p

e Largura do foco [4p | [4p |

EXEMPLO 1 Verificacdo do foco, da diretriz e da largura do foco

2

Encontre o foco, a diretriz e a largura do foco da pardbola y = —%.
SOLUCAO
Multiplicando ambos os lados da equagdo por —2, temos a forma padrio x> = —2y. O coeficiente

1
deyédp = —2,logop = —5 Assim, o foco € (0, p) = (0, — %) Como —p = —(— %) = %,

1
entdo a diretrizé areta y = 5 A largura do foco € [4p| = 1-21 = 2.

EXEMPLO 2 Verificacdo da equacido de uma parabola

Encontre uma equagdo na forma padrdo para a pardbola cuja diretriz € a reta x = 2 e cujo foco é
o ponto (-2, 0).

SOLUCAO
Como a diretriz é x = 2 e o foco € (—2, 0), entdo o comprimento do foco é p = —2 e a pardbola

tem concavidade para a esquerda. A equacgdo da pardbola na forma padrio € y*> = 4px, ou, mais
especificamente, y* = —8x.

Translacoes de parabolas

Quando a pardbola com a equagio x> = 4py ou y* = 4px ¢ transladada horizontalmente por h
unidades e verticalmente por k unidades, entdo o vértice da pardbola se move do ponto (0, 0) para o
ponto (h, k) (veja a Figura C.6). Tal translagdo nao muda o comprimento, a largura do foco ou o tipo
de concavidade da pardbola.
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(a) (b)

Figura C.6 Parabolas com vértice (1, k) e foco sobre (a) x = he (b) y = k.

Parabolas com vértice (A, k)

¢ Equacao padrao (x — h?=4ply — k) (y — k)* = 4p(x — h)

e Concavidade para cima ou para baixo para a direita ou para a esquerda
e Foco (h, k + p) (h + p, k)

e Diretriz y=k—p xX=h-—p

* Eixo xX=h y=k

e Comprimento do foco p p

¢ Largura do foco [4pl [4pl

EXEMPLO 3 Verificacdo da equacao de uma parabola
Encontrar a forma padrdo da equag@o para a parabola com vértice (3, 4) e foco (5, 4).

SOLUCAO

O eixo da pardbola € a reta passando pelo vértice (3, 4) e o foco (5, 4). Essa é aretay = 4. Assim,
a equacdo tem a forma:

(0 = 0 = 4p(x — )

com o vértice (h, k) = (3,4), h = 3 e k = 4. A distancia direta do vértice (3, 4) ao foco (5,4) ép
=5-3 = 2;logo, 4p = 8. A equagdo é:

(v — 4) = 8(x — 3).

EXEMPLO 4 A forma padriao de uma parabola e pontos importantes

Prove que o grifico de y> — 6x + 2y + 13 = 0 é uma pardbola e encontre o vértice, o foco
e a diretriz.
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SOLUCAO
Como essa equagao ¢ quadrética para a variavel y, completamos o quadrado com relagdo a y para
obter a forma padrio:

V—6x+2y+13=0
y+2y==6x—13
VA2 +1=6x—13+1
(y t+1)*=6x— 12
(v +17 = 6(x — 2)

6
Essa equagfo estd na forma padrdo (y — k)> = 4p(x — h),onde h =2,k =-lep = 1 1,5.
Logo:
m o vértice (h, k) é (2, —1);
mofoco(h+p,k)é(3,5 —1)= (%, — 1);

1
m adiretrizx =h —péx=0,5 0ux=§.

Elipses

Geometria de uma elipse

Quando um plano intersecciona uma folha de um cilindro reto e forma uma curva fechada, essa
curva € uma elipse.

DEFINICAO Elipse

Uma elipse € o conjunto de todos os pontos do plano cujas distincias entre dois deles fixados no
plano tém uma soma com resultado constante. Os pontos fixados sao os focos da elipse. A reta
que passa pelos focos € o eixo focal. O ponto localizado no eixo focal, que é o ponto médio entre
os focos, € o centro. Os pontos onde a elipse intersecciona seus eixos sdo os vértices da elipse
(veja a Figura C.7).

Vértice Foco Centro Foco

Eixo focal

Figura C.7 Pontos sobre o eixo focal de uma elipse.
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A Figura C.8 mostra um ponto P(x, y) de uma elipse. Os pontos fixados F' e F,, sdo os focos da
elipse, e as distincias, cuja soma € constante, sdo d, e d,.

d, +d, = constante

Figura C.8 Estrutura de uma elipse.

Podemos usar a defini¢@o para concluir uma equacio para uma elipse. Para algumas constantes
aec,coma>cz0,sejaF (—c,0)e F,c, 0) os focos (veja a Figura C.9). Entdo, uma elipse € de-

finida pelo conjunto de pontos P(x, y), tais que:

PF, + PF,=2a

y

P(x, y)

Foco —| Foco .

Centro Fz(c,'O) a

2

xZ
Figura C.9 Elipse definida por PF, + PF, = 2a, que € o grafico de -+ % = 1.
a

Usando a férmula da distancia, a equacao €:
Vix+e2+ G -02+Vx—c?+(y—02=2a
Ve =2V ey
x2—2cx + 2+ y2=4a® — 4aV (x + )2 + y2 + x2 + 2ex + 2 + y?

aVix+c)P+y>=a>+cx

a*(x? + 2cx + 2 + y?2) = a* + 2a%cx + 22

(a2 — CZ)XZ + a2y2 — a2(a2 — 62)
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Considerando b* = a* — ¢?, temos:
b2 + azyz = &b,

que € usualmente escrita como:

2 2
SERSANEEY

@y
Um ponto P(x, y) satisfaz a dltima equagdo somente se o ponto pertence a uma elipse definida
por PF, + PF, = 2a,desde quea > c=0eb* = a*> — c’.
2 2
A equacido % + % = 1 € a forma padrao da equagido de uma elipse centralizada na origem

dos eixos e com o eixo horizontal x como o eixo focal. Uma elipse centralizada na origem com o

. . . . X2y . <
eixo vertical y como seu eixo focal € a inversa de =+ e = 1 e, assim, tem uma equagdo da forma:
a
2 2
X
22

O comprimento do eixo maior € 2a, e 0 do OBSERVACAO
eixo menor € 2b. O nimero a € 0 semieixo maior = ym comentario sobre a palavra “eixo”: o eixo

da elipse, ¢ b € o semieixo menor da elipse. focal é uma reta. Agora, semieixo menor ou
semieixo maior sdo numeros.

Elipses com centro em (0, 0)

¢ Equacao padrao Z—i + Z—i =1 Z—z + 2—2 =1
¢ Eixo focal eixo horizontal x eixo vertical y
e Focos (%£c, 0) 0, £c)

e Vértices (%£a, 0) 0, *a)

* Semieixo maior a a

* Semieixo menor b b

¢ Teorema de Pitagoras «> = b* + ¢? a=b*+ ?

Veja a Figura C.10.
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y
0, a)
y
0, 0)
a
0, D) c
b ¢ (b, 0) b |, 0)
(@, 0)\ (c,0) C (c,0)(a0) ©.
N
(0, b) (0, a)

() (b)

Figura C.10 Elipses centralizadas na origem com focos no (a) eixo x e no (b) eixo y.

EXEMPLO 5 Verificacao dos vértices e dos focos de uma elipse

Encontre os vértices e os focos da elipse 4x* + 9y* = 36.

SOLUCAO

.X'2 2
Dividindo ambos os lados da equacao por 36, temos a forma padrao g + L= 1. Como o maior

nimero estd no denominador de x?, entdo o eixo focal € o eixo horizontal x. Assim, a> = 9, b*> = 4
ec®=a*—b*=9 — 4 = 5. Assim, os vértices sdo (=3, 0), e os focos sdo (=V/53, 0).

Uma elipse centralizada na origem com seu eixo focal sobre um dos eixos, x ou y, € simétrica
com relacdo a origem em ambos os eixos. Tanto € que ela pode ser esbo¢ada com o desenho de um
retangulo como guia centralizado na origem e com os lados paralelos aos eixos. Logo, a elipse pode
ser desenhada dentro do retdngulo, como observamos a seguir.

y y

N

~
_

2 2
Y
;—i—l;:l:

1. Encontre os valores *=a no eixo x e os valores *b no eixo y. Faga o desenho do retingulo.
2. Insira uma elipse que tangencia o retingulo nos pares (*a, 0) e (0, £b).

Para esbocgar a elipse



APENDICE C Seccgdes conicas 315

Translacoes de elipses

Quando uma elipse com centro (0, 0) € transladada horizontalmente por /& unidades e vertical-
mente por k unidades, o seu centro se move de (0, 0) para (4, k), como mostra a Figura C.11. Tal
translagcdo nao modifica o comprimento dos eixos, tanto 0 maior como 0 menor.

Elipses com centro em (%, k)

* Equacéao padrao (x —Zh)Z N (y — k)? _q (y — k)2 N (x — h)? _q
a b? a? b?

* Eixo focal y=k x=h

¢ Focos (h + ¢, k) (h, k = ¢)

e Vértices (h = a, k) (h, k = a)

* Semieixo maior a a

* Semieixo menor b b

* Teorema de Pitagoras a?=Db*+ ? a=b*+ 2

Veja a Figura C.11.

(h, k+a)

X /: (hk+c)

|
(h—c k)
(h, k)
(h, k) (h+a,k)

(h —a, k)\ (h+c,y
X L h, k —
— {0k
(h k — a)

X

(a) (b)

Figura C.11 Elipses com centro em (4, k) e focos sobre (a) y = k e (b) x = h.

EXEMPLO 6 Verificaciao da equacio de uma elipse

Encontre a forma padrao da equagdo para a elipse cujo eixo maior tem os extremos com coorde-
nadas (—2, —1) e (8, —1) e cujo eixo menor tem comprimento 8.
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SOLUCAO
A Figura C.12 mostra os extremos do eixo maior, 0 eixo menor e o centro da elipse. A equagdo
padrao dessa elipse tem a forma:

x—h?*  G—k?*_
a? * » L,

onde o centro (4, k) esta no par ordenado (3, —1) do eixo maior. O semieixo maior e 0 semieixo
menor sdo, respectivamente:

_8-(=2) _ _8_
a="——"=5 ¢ b=7=4

Assim, a equagdo que procuramos €:

=37 (=(=D)P _
2 4
— 2)2 2
=37 G+,
25 16
y
6._
10
} +—+ } Py
-1 | ! ®.-1)

Figura C.12 Dados do Exemplo 6.

EXEMPLO 7 A forma padrdo de uma elipse e pontos importantes
Encontre o centro, os vértices e os focos da elipse.

2 — 5)2
@2, =52
9 49

SOLUCAO
A equagdo padrdo dessa elipse tem a forma:

—5)2 2
(=92, G+ _
49 9
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O centro (h, k) € (—2, 5). Como o semieixo maior € a = V49 = 7, entdo os vértices (h, k £ a) sdo:
(hk+a)=(-2,5+7)=(-2,12) e
(hk—a)=(-2,5—-17) = (-2, =2).

Como:
a2 —Db0r=V49 —9=V4

entdo os focos (h, k = ¢)sdo(—2, 5 = V40), ou, aproximadamente,(—2; 11, 32)e (—2; —1, 32).

DEFINICAO Excentricidade de uma elipse

A excentricidade de uma elipse é:

onde a € o semieixo maior, b € o semieixo menor e ¢ € a distancia do centro da elipse até seus
focos. Essa medida verifica o grau de “achatamento” de uma elipse.

Hipérboles

Geometria de uma hipérbole

Quando um plano intersecciona as duas folhas de um cilindro reto, a intersec¢do é uma hipérbole.

DEFINICAO Hipérbole

Uma hipérbole € o conjunto de todos os pontos do plano cujas distancias entre dois deles fixados
no plano tém uma diferen¢a com resultado constante. Os pontos fixados sio os focos da hipérbo-
le. A reta que passa pelos focos € o eixo focal. O ponto localizado no eixo focal, que € o ponto
médio entre os focos, € o centro. Os pontos onde a hipérbole intersecciona seu eixo focal sdo os
vértices da hipérbole (veja a Figura C.13).

Foco |Vértice Vértice| Foco

Centro /

Eixo focal

Figura C.13 Pontos sobre o eixo focal de uma hipérbole.
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Fy(—c,0) 7 Fy(c. 0)

Figura C.14 Estrutura de uma hipérbole.

A Figura C.14 mostra uma hipérbole centralizada na origem, com seu eixo focal sobre o eixo
horizontal x. Os vértices estdo em (—a, 0) e (a, 0), onde a € alguma constante positiva. Os pontos
fixados F,(—c, 0) e F,(c, 0) sdo os focos da hipérbole, com ¢ > a.

Note que a hipérbole tem duas curvas separadas, que podemos chamar de bracos. Para um pon-
to P(x, y) sobre um dos lados da hipérbole, no caso, o direito, temos PF, — PF, = 2a. Sobre o lado
esquerdo, temos PF, — PF = 2a. Combinando essas duas equagdes, temos:

PF, — PF, = *2a

Usando a féormula da distancia, a equagao ¢:

Vix+o)?2+(—-02—-V(x—c)?+(y—0)>%=*2
VET Ty = 22+ VTP Y
2= 2cx+ 2+ y2=4a2 = daV(x + o) + 2 + 12+ 2cx + 2 + 2
FaVx+ o2 +y2=a2 + cx
a?(x? + 2ex + 2 + y?) = a* + 2a%cx + c=x?

(2 — a)x2 — a?y? = a2(c? — a?)
Fazendo b*> = ¢? — a?, temos:
P22 — ay? = a2,

o qual é normalmente escrito como:

x2 y2

- — — 1
a’ b
Como esses passos podem ser revertidos, um ponto P(x, y) satisfaz essa tltima equagdo somen-
te se o0 ponto pertence a uma hipérbole definida por PF, — PF, = *2a; isso, desde que ¢ > a > 0
eb>=c*— a
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2 2
~ XY c ~ ~ o . .
A equacio T 1 é a forma padrao da equacio de uma hipérbole centralizada na origem
com o eixo horizontal x como seu eixo focal. Uma hipérbole centralizada na origem com o eixo
2 2

vertical y como seu eixo focal € a relagdo inversa de —; — o 1 e tem uma equacao da forma:
a
y2 o %2
) =1.
a

b

Como com outras cOnicas, um segmento de reta com extremos na hipérbole € um raio da hi-
pérbole. O raio pertencente ao eixo focal conectando os vértices € o eixo transverso da hipérbole. O
comprimento do eixo transverso € 2a. O segmento de reta de comprimento 2b, que € perpendicular
ao eixo focal e que tem o centro da hipérbole como seu ponto médio, € o eixo nao transverso da
hipérbole. O nimero a € o semieixo transverso, ¢ b ¢ o semieixo nao transverso.

A hipérbole:

a

tem duas assintotas. Essas assintotas sio retas inclinadas que podem ser encontradas trocando-se o
valor 1 no lado direito por 0:

2 2 2 2
X X b
e =lo oy =0s y=2x
a b a b a
[ —

hipérbole trocar 1 por O assintotas

Uma hipérbole centralizada na origem, com seu eixo focal sendo um dos eixos coordenados, é
simétrica com relacdo a origem e aos dois eixos coordenados. Tal hipérbole pode ser esbo¢ada com
o desenho de um retangulo centralizado na origem com seus lados paralelos aos eixos coordenados,
seguido pelos desenhos das assintotas pelos seus cantos opostos e finalmente com o uso do retan-
gulo central e das assintotas como guias. Logo, a hipérbole pode ser desenhada como observamos
a seguir:

y " y

y=-_x y="1x 22

b a XY o
b b @ v
—a a X —d a X —a a N
> -b b
e Y
Para esbocar a hipérbole 2 p L:

1. Esboce os segmentos de reta em x = *a e y = *b e complete o retingulo que esses seg-
mentos determinam.

2. Esboce as assintotas fazendo as diagonais do retangulo.

3. Use o retangulo e as assintotas para guiar seu desenho.
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Hipérboles com centro em (0, 0)

* Equacao padréo

¢ Eixo focal

e Focos

e Vértices

¢ Semieixo transverso

e Semieixo nao transverso
¢ Teorema de Pitagoras

e Assintotas

Veja a Figura C.15.

x2 y2 _
FE A

eixo horizontal x
(*c, 0)

(£a, 0)

a

b

c2— a2 b

Q|

<
Il
I+

(a)

a b

eixo vertical y
0, =o¢)

O, £a)

a

b

A= at bk

=
Il
I+

SRS

Figura C.15 Hipérboles centralizadas na origem com focos sobre o (a) eixo horizontal x e o

(b) eixo vertical y.

EXEMPLO 8 Verificacao dos vértices e dos focos de uma hipérbole

Encontre os vértices e os focos da hipérbole 4x> — 9y> = 36.

SOLUCAO

2

x 2
Dividindo ambos os lados da equacdo por 36, temos a forma padrdo — — i)T = 1. Assim, a* = 9,

9

P=4ec®>=a*+ b* =9+ 4 = 13. Assim, os vértices sdo (*3, 0), e os focos sdo (*xV'13, 0).
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Translacoes de hipérboles

Quando uma hipérbole com centro (0, 0) € transladada horizontalmente por # unidades e ver-
ticalmente por k unidades, o centro da hipérbole move-se de (0, 0) para (h, k), como mostrado na
Figura C.16. Essa translagdo ndo modifica o comprimento dos eixos transverso e nao transverso.

Hipérboles com centro em (A, k)

* Equagdo padréo (=P G—KP_,  G—RP =R _
2 b ! 2 P !
e Eixo focal eixo horizontal x eixo vertical y
¢ Focos (h =c, k) (h,k = ¢)
e Vértices (h = a, k) (h, k = a)
* Semieixo transverso a a
* Semieixo nao transverso b b
¢ Teorema de Pitagoras c¢t=a*+ b? c¢t=a*+ b?
¢ Assintotas
! y=+2—n ik y=+L(x—h) +k
a b
Veja a Figura C.16.
y y

) ¢
/ = _A(y_
(k-0 [N\ = +k

> X
/T N
\
/| \

(b)

Figura C.16 Hipérboles com centro em (h, k) e focos sobre (a) y = k e (b) x = h.

EXEMPLO 9 Verificaciao da equaciao de uma hipérbole

Encontre a forma padrdo da equacio para a hipérbole cujo eixo transverso tem os extremos com
coordenadas (—2, —1) e (8, —1) e cujo eixo ndo transverso tem comprimento 8.



322 Pré-calculo

SOLUCAO
A Figura C.17 mostra os extremos do eixo transverso, do eixo ndo transverso e o centro da hipér-
bole. A equagdo padrao dessa hipérbole tem a forma:

(x—h? (b —k?*_
a b

13

onde o centro (A, k) estd no par ordenado (3, —1) do eixo transverso. O semieixo transverso e o
semieixo ndo transverso sdo, respectivamente:

aZS%(_Z)=5 e b=§=4.

\S]

Assim, a equacao que procuramos €:

(=32 (= (D2
52 42

(=37 G,
25 16 )

10

“2.-n | ! (8,1

Figura C.17 Dados do Exemplo 9.

EXENMPLO 10 A forma padrido de uma hiperbole e pontos importantes

Encontre o centro, os vértices e os focos da hipérbole.

(x+27 (=5 _

9 49

1
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SOLUCAO
O centro (h, k) é (-2, 5). Como o semieixo transverso é a = V9 = 3, entdo os vértices sao
(h+a,k)=(—2+3,5=(1,5¢e
(h—a, k)= (—2-3,5 =(-5,9).
Como ¢ = Va? + b* = V9 + 49 = \/38, entdo os focos (h * ¢, k) sdo (—2 *= /38, 5), ou,
aproximadamente, (5, 62; 5) e (—9, 62; 5).

DEFINICAO Excentricidade de uma hipérbole

A excentricidade de uma hipérbole é:

¢ Va?+ b2
e=—=—"
a a

onde a € o semieixo transverso, b € o semieixo nao transverso e ¢ € a distancia do centro da hi-
pérbole até seus focos.

REevisio RArIDA

Nos exercicios de 1 a 6, encontre a distancia entre os pontos dados.

1. (—-1,3)e(2,5) 2. 2,-3)e(a, b)
3. (-3,-2)e(2,4) 4. (-3, —4)e(a,b)
5. 4, -3)e(—7,—-98) 6. (a, =3)e (b, o)
Nos exercicios de 7 a 12, resolva a equacdo com y em funcio de x.
7. 2y> = 8x 8. 3y’ = 15x
2 2 2 2
Y X°_ o o
9. —+—=1 10. — +-——=1
9 4 36 25
2 2 2 2
y X X Y
11, ———=1 12, — ——=
16 9 36 4 !
Nos exercicios 13 e 14, complete o quadrado para reescrever a equagdo na forma padréo.
13. y=->+2x—7 14. y =2x>+6x — 5

Nos exercicios 15 e 16, encontre o vértice e o eixo de simetria do grafico de f.

15. fix) =3(x — 12> +5 16. flx) = =22 + 12x + 1
Nos exercicios 17 e 18, escreva uma equagdo para a funcdo do segundo grau (ou quadriética), cujo grafico tem
08 pontos a seguir:

17. Vértice (—1, 3) e ponto (0, 1)

18. Veértice (2, —5) e ponto (5, 13)
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Nos exercicios de 19 a 26, encontre o valor de x algebricamente.

19. V3x+ 12 + V3x— 8 =10 20. V6x+ 12 —Viax+9 =1
21. Vo2 + 12 + Ve + 1 =11 22, V22 +8 + V3x2 +4 =38
23. V3x+12 —V3xr—8=10 24. Vax+12 - Vx+8 =1
25. Vex2+ 12 —Vex2+1 =1 26. V2x2+ 12 — V32 +4 = -8

Nos exercicios 27 e 28, encontre as solugdes exatas, completando o quadrado.

27. 2x* —6x—3=0 28. 2x> +4x —5=0
Nos exercicios 29 e 30, resolva o sistema de equagdes.
1
29. c—aZZecz—azzﬂ
3
30. c—a= lecz—a2=Zﬁ
12
ExERcicios
Nos exercicios de 1 a 6, encontre o vértice, o foco,a  Nos exercicios de 11 a 30, encontre uma equacdo na
diretriz e a largura focal da pardbola. forma padrio para a pardbola que satisfaz as condi-
1. =6y ¢oes dadas.
2. y2 = —8x 11. Vértice (0, 0), foco (=3, 0)
3. (y— 22 =4d(x+3) 12. Vértice (0, 0), foco (0, 2)
4 (x+4)?r=-6(y+1) 13. Vértice (0, 0), diretrizy = 4
5. 3x2 = —4y 14. Vértice (0, 0), diretriz x = — 2
6. 5y = 16x 15. Foco (0, 5), diretrizy = -5

Nos exercicios de 7 a 10, relacione o grafico com sua 16. Foco (=4, 0), diretriz x = 4

17. Vértice (0, 0), concavidade para a direita, lar-

equacao.
gura focal = 8
y y 18. Vértice (0, 0), concavidade para a esquerda,
largura focal = 12
19. Vértice (0, 0), concavidade para baixo, largura
X X focal = 6
20. Vértice (0, 0), concavidade para cima, largura
focal = 3
(a) (b) 21. Foco (*2, *4), vértice (*4, *4)
y y 22. Foco (- 5, 3), vértice (- 5, 6)
23. Foco (3, 4), diretrizy = 1
24. Foco (2, —3), diretrizx = 5
. x 25. Vértice (4, 3), diretriz x = 6
26. Vértice (3, 5), diretrizy = 7
27. Vértice (2, —1), concavidade para cima, largu-
© @ ra focal = 16
7. x> =3y 8. X} = —4dy 28. Vértice (-3, —3), concavidade para baixo, lar-

9. y> = —5x 10. y> = 10x gura focal = 20



29.

30.

Vértice (—1, —4), concavidade para a esquer-
da, largura focal = 10

Vértice (2, 3), concavidade para a direita, lar-
gura focal = 5

Nos exercicios de 31 a 36, esboce o grifico de cada

pardbola.
31. y* = —4x
32. »* =38y
33. x+4)yP=-120+1)

34.
35.
36.

(4 + 272 = ~16(x + 3)
(- 17 =8(x +3)
(x — 5)? = 20y + 2)

Nos exercicios de 37 a 48, esboce o grifico de cada
pardbola, manualmente ou nio.

37.

38.

39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.

Nos

y = 4x?

y:—%xz
x=-28

x =2y

20 + 1) = (x — 3y

6(y —3) = (x + 1)?
2 —y=16(x — 3)
(x+ 42 =-6(y — 1)

y+3?2=12(x —2)
y—1P?=-4(x+5)
o +2°=-8x+1)
(y = 67 = 16(x — 4)
exercicios de 49 a 52, prove que o grifico da

equagdo € uma parabola e encontre o vértice, o foco
e a diretriz.

49.
50.
51.
52.

X+2—y+3=0

3x —6x— 6y +10=0
Vv =4y —8x+20=0
V=2y+4x—12=0

Nos exercicios de 53 a 56, escreva uma equagio para
a pardbola.

53.

0,2)

(-6,-4

I | X

54.

55.

56.

57.

58.

59.
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y

(5.5, 0)

(1,-3)

[

(3.5)

-L3)

Y N Y x

Multipla escolha Qual ponto todas as cOni-
cas da forma x*> = 4py tém em comum?

(@ ,1) () (1,0) (e) (0, 1)

(d) 0,0) (e) (—=1,—-1)

Multipla escolha O foco de y* = 12x ¢:
(@ (3,3 () 3,00 (c) (0,3)

(d) 0,0) (e) (=3,-3)

Multipla escolha O vértice de (y — 3)*> =
—8(x +2) &

(@ 3,-2) (b) (=3,-2) (e) (=3,2)
@) (=2,3) (e) (=2, -3)

Nos exercicios de 60 a 65, encontre os vértices e 0s
focos da elipse.

60.

62.

64.
65.

S}
(S}

2
XY A
16+7 1 61.25+21 1
2 2 2 2
XX I
36+27 1 63'11+7 1
3+ 4y =12
ox + 4y> = 36
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Nos exercicios de 66 a 69, relacione o grafico com
sua equagdo.

y y
(a) (b)
y y
‘@‘ x @ x
() (d)

XZ yZ X2
I LA
66- 25 "6 ! 67.% " 9 !
_22 + 2
68.—(y16)+—(x 43) =1 69. (x ) T p+22=1

Nos exercicios de 70 a 75, esboce o grifico da elipse.

x2 2 2 2

Yo X Yy
L L=
70. 64 36 =1 7 81 25 :
2 2 2 2
¥ oox y X
R o=
72 9 1 1 73 19 25 1
(x+3?% (y—17 (x—1? (y+3)
A I [ AR At A
74 16 1 1 75 5 2 1

Nos exercicios de 76 a 91, encontre uma equagdo na
forma padrfo para a elipse que satisfaz as condi¢des
dadas.

76. O eixo maior tem comprimento 6 sobre o eixo
¥, € 0 eixo menor tem comprimento 4.

77. O eixo maior tem comprimento 14 sobre o eixo
X, € 0 eixo menor tem comprimento 10.

78. Os focos sao (=2, 0), e 0 eixo maior tem com-
primento 10.

79. Os focos sao (0, £3), e 0 eixo maior tem com-
primento 10.

80. Os pontos nos extremos dos eixos sdo (*+4, 0)
e (0, x£5).

81. Os pontos nos extremos dos eixos sdo (=7, 0)
e (0, £4).

82. Os pontos nos extremos do eixo maior sido
(0, =6), e 0 eixo menor tem comprimento 8.

83. Os pontos nos extremos do eixo maior siao
(%5, 0), e 0 eixo menor tem comprimento 4.

84. Os pontos nos extremos do eixo menor siao
(0, =4), e o eixo maior tem comprimento 10.

85. Os pontos nos extremos do eixo menor siao
(=12, 0), e o eixo maior tem comprimento 26.

86. O cixo maior tem extremos (1, —4) e (1, 8), e
0 eixo menor tem comprimento 8.

87. O eixo maior tem extremos (—2, —3) e (—2,7),
€ 0 eixo menor tem comprimento 4.

88. Os focos sdo (1, —4) e (5, —4); os extremos do
eixo maior sdo (0, —4) e (6, —4).

89. Os focos sdo (—2, 1) e (=2, 5); os extremos do
eixo maior sdo (=2, —1) e (=2, 7).

90. Os pontos nos extremos do eixo menor sao
(3, =7) e (3, 3); o eixo menor tem compri-
mento 6.

91. Os pontos nos extremos do eixo menor sio
(=5, 2) e (3, 2); o eixo menor tem compri-
mento 6.

Nos exercicios de 92 a 95, encontre o centro, 0s vér-
tices e os focos da elipse.

(x+1?  y—2?%
3 T 16
(x=3? (-5 _
11 7

G+3?  «=7
9. =t =1

G-, @+2p
25 * 16

92.

93. 1

95.

=1

Nos exercicios de 96 a 99, prove que o grifico da
equacdo € uma elipse e encontre os vértices, os focos
e a excentricidade.

96. 9x* +4y> — 18x + 8y —23=0

97. 3x* + 5y — 12x + 30y +42 =0
98. 9x* + 16y* + 54x — 32y — 47 =0
99. 4x> +y* —32x + 16y + 124 =0



Nos exercicios 100 e 101, escreva uma equacio para
a elipse.
100.

101.

Nos exercicios 102 e 103, resolva o sistema de equacdes
algebricamente e dé suporte gréfico a sua resposta.

102. = +

104.

105.

106.

107.

108.

109.

2
X

103. — +y* =1
9 y
x—3y=-3

Verdadeiro ou falso? A distancia dos focos
de uma elipse até o vértice mais proximo &
a(l + e), onde a € o semieixo maior € ¢ € a
excentricidade. Justifique sua resposta.

Verdadeiro ou falso? A distancia dos
focos de uma elipse até os extremos do menor
eixo € metade do comprimento do maior eixo.
Justifique sua resposta.

Multipla escolha Um foco de x> + 4y* = 4 ¢:
® 2.0) (e) (V3,0)
() (V2,0) (e) (1.0)

Multipla escolha O ceixo focal
(=27  G=3P _

(b) y=2 (c) y=3

Multipla escolha O centro de 9x* + 4y* —
T2x — 24y + 144 =0 &

(d) 4,3) (c) 4.4

Multipla escolha O perimetro de um tridngulo

X
com um vértice sobre a elipse — +
a
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outros dois vértices sobre os focos da elipse
deveriam ser:

(@) a+ b (b) 2a + 2b (e) 2a + 2¢
d) 2b+2¢c (e)a+b+c

Nos exercicios de 110 a 115, encontre os vértices € os
focos da hipérbole.

X2y y:oa?
110. 16 7 =1 111. 5 21 =1
2 2 2 2
y _x _ E A
112. % 13 1 113. 9 6 1

114.3x2 — 4y2 =12 115.9x? — 4y? = 36

Nos exercicios de 116 a 119, relacione o grafico com
sua equagao.

<

N
s

—~
o
~

<

(@
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116. 2 — Y2 =

25 16

2 2

y X
117. — ——=1

4 9
118. 0 —2?% _ (x+3)* _ 1

4 16

119. @ =27 _ (y+1? _4

Nos exercicios de 120 a 125, esboce o grifico da
hipérbole.

2 2

X y

IZO.E*gZI
1210 - =
122.;—;—){—;=1
123.%—%21

124, (x ‘f63)2 3 (y—41)2 .
128. (36—21)2 _ ()”;3)2 -1

Nos exercicios de 126 a 141, encontre uma equagio
na forma padrao para a hipérbole que satisfaz as con-
di¢des dadas.

126. Os focos sdo (=3, 0), e o eixo transverso tem
comprimento 4.

127. Os focos sao (0, =3), e o eixo transverso tem
comprimento 4.

128. Os focos sao (0, £15), e o eixo transverso tem
comprimento 8.

129. Os focos sao (5, 0), e o eixo transverso tem
comprimento 3.

130. Centroem (0, 0),a = 5e e = 2, e o eixo focal
€ o horizontal.

3
131. Centroem (0,0),a =4ee = > e o eixo focal
é o vertical.

13
132. Centroem (0,0),b =5ee = —2, e o eixo focal
é o vertical. 1

133. Centro em (0, 0),c = 6 e ¢ = 2, e o eixo focal
€ o horizontal.

134. Os pontos nos extremos do eixo transverso sao
(2,3) e (2, —1), e o comprimento do eixo
transverso € 6.

135. Os pontos nos extremos do eixo transverso sao
(5, 3) e (=7, 3), e o comprimento do eixo
transverso € 10.

136. Os pontos nos extremos do eixo transverso
sdo (—1, 3) e (5, 3), e a inclinagcdo de uma
assintota € 5

137. Os pontos nos extremos do eixo transverso
sdo (—2, —2) e (—2,7), e ainclinag¢do de uma
assintota € —.

3

138. Os focos sdo (4, 2) e (2, 2); os extremos do

eixo transverso sdo (—3, 2) e (1, 2).

139. Os focos sdo (-3, 11) e (-3, 0); os extremos do
eixo transverso sao (—3, —9) e (—3, —2).

140. Centroem (-3, 6),a = See = 2, e o eixo focal
é o vertical.

141. Centroem (1,-4),c = 6ee = 2, ¢ o eixo focal
€ o horizontal.

Nos exercicios de 142 a 145, encontre o centro, oS
vértices e os focos da hipérbole.

12 =22

142. 1
144 25
@+4?  Gt6?

143. = 5 =1
G+3?* (x—2?*

144. = o !
oG-—D* (x+5?*

145. = TR

Nos exercicios de 146 a 149, esboce o grifico da
hipérbole e encontre seus vértices, focos e excentri-
cidade.

146. 4(y — 12 — 9(x — 3> = 36

147. 4(x — 22 — 9y + 42 = 1

148. 9x> —4y* —36x + 8y —4 =0
149. 25y — 9x* — 50y — 54x — 281 =0

Nos exercicios 150 e 151, escreva uma equagdo para
a hipérbole.



150.

(0,-+2)

Nos exercicios 152 e 153, resolva o sistema de equa-
¢Oes algebricamente e dé suporte a sua resposta gra-
ficamente.

2 2 2
152. 5 - L = 153. 5 — 2 =
4 2/_ 4
2V/3
X—Ty:—z x2+y2:9

154. Verdadeiro ou falso? A distancia dos focos
de uma hipérbole até o vértice mais proximo é

155.

156.

157.

158.

159.
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a(e — 1), onde a € o semieixo transverso e e é
a excentricidade. Justifique sua resposta.

Verdadeiro ou falso? O teorema de
Pitdgoras, a> + b* = ¢?, se aplica a hipérbole.
Justifique sua resposta.

Multipla escolha Um foco de x> — 4y* = 4 é:
@ @0 () (V50 (c) (2 0
) (V3,0) (e) (1,0)

Multipla escolha O
@+5° (-6 _

eixo focal de

) 6 1é:
(@ y=2 (M y=3 (c)y=4
(d) y=5 (e)y=6

Multipla escolha O centro de 4x> — 12y* —
16x — 72y —44 =0 &
(@ 2,-2) (b) 2,-3) (e 2, -4
(d) 2,=5) (e) (2, -6)
Multipla escolha As inclinagdes das assin-
2
totas da hipérbole X sdo
4 3
) =3 (@ = V3
2 2

(a) =1

@ +2 (o) +4
3 3






Respostas

CAPITULO 1

Revisao rapida

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.

8.

{1,2,3,4,5, 6}
{—2,-1,0,1,2,3,4,5,6}
{—3, -2, -1}

{1,2,3,4}

(a) 1187,75  (b) —4,72
(a) 20,65 (b) 0,10
(=2 —2(-2)+ 1= -3

(1,5)* — 2(1,5) + 1 = 1,375
(“3P+ (-3 +2=7

Exercicios

1.
2.
3.
4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

—4,625 (finitas)
0,15 (infinitas)

-2,16 (infinitas)
0,135 (infinitas)
) ————
-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5
todos os niimeros reais menores ou iguais a 2.
f——— @t ) —}
-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6

todos os nlimeros reais entre —2 e 5, inclusive —2
e excluido 5.

-2-1 0 1 2 3 4 5 6 17

f

8

todos os nimeros reais menores que 7.
0
-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5

todos os numeros reais entre —3 e 3, incluindo
—3e3.

O——+—+—+—

-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5
todos os nimeros reais menores que 0.
@) ———+

-1 01 2 3 45 6 7 89

todos os nimeros reais entre 2 e 6, incluindo 2 e 6.
—1 = x < 1; todos os nimeros entre —1 e 1,
incluindo —1 e excluindo 1.

—o0 < x = 4, ou x = 4; todos 0s nimeros menores
ou iguais a 4.

—oo < x < 5, ou x < 5; todos 0os nimeros meno-
res que 5.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.
21.

22.
23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.

37.
38.

—2 = x < 2; todos os numeros entre —2 e 2,
incluindo —2 e excluindo 2.

—1 < x < 2; todos os numeros entre —1 e 2,
excluindo —1 e 2.

5 = x < o0, 0u x = 5; todos 0s numeros maiores
ou iguais a 5.

]—3, +oo[; todos 0s nimeros maiores que —3.

1=7, —2[; todos os nimeros entre —7 e —2,
excluindo —7 e —2.

]1—2, 1[; todos os nimeros entre —2 e 1, excluin-
do—2el.

[—1, +oof; todos os nimeros maiores ou iguais a —1.

1—3, 4]; todos os nimeros entre —3 e 4, excluindo
—3 e incluindo 4.

10, +oo[; todos os numeros maiores que 0.

Os nameros reais maiores que 4 e menores ou
iguaisa 9.

Os nimeros reais maiores ou iguais a —1, ou os
nimeros reais que sao pelo menos —1.

Os nimeros reais maiores ou iguais a —3, ou os
numeros reais que sdo pelo menos —3.

Os numeros reais entre —5 e 7, ou 0s numeros
reais maiores que —5 e menores que 7.

Os numeros reais maiores que —1.

Os numeros reais entre —3 e 0 (inclusive), ou
maiores ou iguais a —3 e menores ou iguais a 0.
—3 < x = 4; extremos —3 e 4; limitado; aberto a
esquerda e fechado a direita.

—3 < x < —1; extremos —3 e —1; limitado; aberto.
x < 5; extremo 5; ndo limitado; aberto.

X = —6; extremo —6; ndo limitado; fechado.

A idade de Bill deve ser maior ou igual a 29:
x =29 ou [29, +oo[; x = idade de Bill.

Preco entre 0 e 2 (inclusive): 0 = x = 2 ou [0, 2];
x = preco de um item.

Os pregos estdo entre R$ 2,20 e R$ 2,90 (inclusi-
ve): 2,20 = x = 2,90 ou [2,20, 2,90]; x = R$ por
litro de gasolina.

A taxa ficard entre 0,02 e 0,065: 0,02 < x < 0,065
ou ]0,2, 0,65[; x = taxa de juros.
ax>+b)=a-x>+a-b=ax’+ab

(y—2c=y-c—2Z c=yc— 7
J y y
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39.ax’ td’=a-x*+d-x=(a+dx
00.0z+aw=a>-z+a - w=a(z+w)

41. Ainversade6 — mou—(6—mM=—6+7T=7T—6

42.
43.
44.

45.

46.

47.

48.

49.

5

=3

51.
52.
53.
54.
5S.
56.

57.

58.

59.

Ainversade —7,0u —(—=7) =7
Em —5?% abase é 5.
Em (—2)’, a base é —2.
x2
v
(3x2)2y4 B 32(x2)2y4 B 9x4y4 B 3 i
32 32 3y Y
y y y
(¢ -5
x2 (x2)2 x4
(3)—3 B <ﬂ>3 3 x3y3 B x3y3
xy \2/) 22 8
(x73y2)*4 xl2y*8 X s
6 a0 = =Xy
(y()x 4) 2 y 12 8 y
<4a3bX 3p’ ( X > _ 12a 6
"\ \2ap* 24°p*)  24°b*  ab*
7.8 x 108
-1,6 x 107"
0,000 000 033 3
673.000.000.000
9.500.000.000.000
0,000 000 000 000 000 000 000 001 674 7 (23
zeros entre o ponto decimal e 1).
(1,35)(241) X 107"% 32535 x 10'
125 X 10° T 125 x 10°
3,2535 o s
=222 %1000 = 2,6028 X 10
1,25
(B7)(43) x 107" 1591 x 107"
2,5 X 107 25 x%x 107
15,91
= x 10777 = 6,364 X 108
25

(a) Quando n = 0, a equagdo a"a" = a™*"torna-
-se a"a’ = a™", isto &, a"a’ = a™. Como a # 0,
podemos dividir os dois lados da equagdo por
a", portanto, a° = 1.

(b) Quando n = —m, a equagdo a"a" = a™" tor-
na-se a”a™ = a™", isto é, a" " = a°. Sabe-
mos por (a) que a’ = 1, Como a = 0, podemos
dividir os dois lados dla equagdo a”a™ = 1 por

a™. Portanto, a™ " =

am ‘

60.
61.
62.

63.

64.
65.
66.

67.

68.

Falso.

Falso.

O intervalo [—2, 1] corresponde a —2 = x < 1.
A resposta € E.

(=2)* = (=2)(=2)(—=2)(—=2) = 16. A resposta

éA.

Em —7*> = —(7°), abase é 7. A resposta é B.
6 2. 4

x—z - 2x = x* ArespostaéD.

X X

Os numeros reais com magnitude menor que 7
sdo representados pelo intervalo ]—7, 7[.

Os niimeros naturais com magnitude menor que 7
sa00,1,2,3,4,5,6.

Os nimeros inteiros com magnitude menor que 7
sdo —6, =5, —4, -3, -2,-1,0,1,2,3,4,5, 6.

CAPITULO 2

Exercicios

1. V/81 =9 ou —9, pois 81 = (+9)?

2. V81 =3 ou-3, pois 81 = (=3)*

3. V64 = 4, pois 64 = 43

4. /243 = 3, pois 243 = 3°

\F V16 4 16 ( 4)2

5.\/-——=——==—-ou-——_,pois— =|*—

9 9 3 9 3

~

2 327 3. =27 <—3>3
— 75 —,pois—— =(—
\/ 8 2 8 2

. V144 = 12, pois 12-12 = 144

. Nenhum niimero real multiplicado por ele

mesmo resulta em —16.

9. V216 = —6, pois (—6)° = —216
10. /216 = 6, pois 6° = 216
64 4 4 64
11. 5 —— = == pois (——)* = —
27 = T3P (73) 27
64 8
12.,/— = —, pois 8 = 64¢e 5 =25
25 5
13. 4
14.5
5
15. —ou 25
2
7
16. = ou 3,5
2



17. 729

18. 32
1

19.— ou 0,25
4

1
20. — ou 0,012345679
81
21.-2
4
22. —— ou —0,8
5
23.1288 = V1222 = V122- V2 = 12V2
24.%/500 = V54 = V5. V4 =5V4
25.V/-250 = V(- 5)°-2
= V(=57 V2 =-5V2
26. V192 = VA4 12 = VA*. iz = 2 V2
27. \/2)(3)14 = \/(xyz)z-Zx =
= V(xy*)*+ V2x = y*V2x

28. \3/—27)(3)/6 = \3/( — 3xy?)® = —3xy?
= W' \%? = \xzy\\%? = xﬂy\\%?

30. \3/8)66y4 = \3/(2x2y)3 -y
- V@RV = 200V

31. V960 = V(22?3 = V(2 - V3
=2:V/3

32.V108¢%° = V(6x?y*) -3y
= V@V = 6y

4 Y4 a4 4v/4
n b U v

V2 V4 V8 2
u L V5 V5 Vs
V5 5 25 5

1 5/ 3 S/ 3 S/ 3
35.— 2.5x3: 5x5: x
X X X X

Respostas 333

6 2 W2 2V
G W
37 5 2= 3x2 \3/}?: ?xzyzz 3x2y2

38.

y
\5/; Na® Y Neh Vab?
R AR R/ b
39. [(a +2b)")'5 = (a + 2b)*3

40. ()15 = ()35 = x5

41. 2X()C2y)1/3 — 2x(x2)1/3y1/3 — 2x3/3x2/3y1/3 — 2x5/3y1/3

42, xy(xy3) V4 = xyxl/(y3) 4 = yHaydldy1iay3i4

= x5/4y7/4

43. 344 = B Nb = Vb
44. 2By = N2 Ny = Vi

45590 = o=t

3/ 3
X

1
46. () = VA Yy P = ——

4x3y3
47.VV2x = [(20)2]7 = 20 = Vax
48. VV32 = [(30)P)2 = (30 = V/3x?
49. A/xy = [0)P17 = ey = Viy

50. V\/ab = [(ab)"P]"F = (ab"* = Vab

S/ 2 2/5
a a 15
_ _ 2/5-13 _ 1/15 _
51. v 5= a a \/z;
a a
3
52. VaVa? = aqll2g?3 = gll2+23 = 416
6 6
=Va =aVa
1
53. a3/5all3a—3/2 — a3/5 +1/3-3/2 — a—17/30 — -
al7/30

54. Vot = VY = oyl = py?

55. (a5/3 b3/4)(3a1/3 b5/4) =3.q 5/3al/3 . b3/4 b 54 —
3.a% b3 =3a%2 (b=0)

y2/3

(y2/3)6 y12/3 y4

56 <X1/2>() (X1/2)6 x()/z .)C3
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57. (i{))ZB — (—8x6y3)2/3 — (_8)2/3(x6)2/3(y3)2/3
v

= [(=8)2]13 x123 y6/3 = G413 y4y2 = 4xty2
@Y Vet Nedy el
TP N274° Y GBap?: 3ap’
_ e’ g
3qp®> 3|

(x9y6)71/3 B (xﬁyZ)l/Z B A /x6y2 B ‘x3y‘

. (x6y2)71/2 - (x9y6)1/3 3 xgyz - x3y2

LW
pox Xy
0 2\ /3,2 6x1223 Gy 1/ 6
60'<y2/3X Y2 >= YR = )7/ = V676

2

3
61. VOox %y* = 3x 7% = 3yH I = >

3
L

4

4y
62. V16y%272 = y'z7 ! =yl = —

M
63 4l3x8y2 _ a2 3x%y? _ \4/6x6y2 B *4/6x4x2y2
82 2-8x? 2 2

\xN“ 6y’

S 3
6. 5/4x _\/27 4x5y _\/108x6y _ V108xy
35,3 3
65. 347 a2 _ _ st 2V
v Vy y’ y

- 2x\3/);

y

3/(4x%)(2x%)
o)

66. \/9ab®- N27a’b " = V(9ab®)(27a’b )
= V2434’0 = 3bVa®

67.3V4.3 -2V6*-3=3-4V3 -2.6V3
=12V3-12V3=0

68.2\/5%.7 — 4\/22.7 =2-5\V7 — 4-2\V/7
=10V7 - 8V7 =2V7

69, V& x = V(@) x = jVx - 2] Vi
= (| — 2y) Vx = (x — 2y) Vx (como a raiz

quadrada ¢ indefinida quando x < 0).

70. \/(3x)2 <2y + \/y2 -2y
=3V2y + |- V2 =

@Gl + yDV2y = B)x + y)V2y (como a raiz
quadrada € indefinida quando y < 0).

71.V2 + 6 < V2 + V6(2,828..< 3,863...)
72.V4 + V9 > V4 + 9(5 > 3,605...)

73. (3 2=3

74. 2B <2 ( < 2)

75.V(—2)" > —202 > -2)

6.5~ 2y = 2
77. 222 < 334 (1,587... < 2,279...)

78. 4723 < 3734 (0,396... < 0,438...)

79.¢ = 0,45V/200 = 4,5V2 ~ 6,365

CAPITULO 3

Exercicios

1.3x* + 2x — 1; grau 2.

2. -2 + x> — 2x + 1; grau 3.
3.—x" + 1; grau 7.

4. —x* + x* + x — 3; grau 4.

5. Ndo, ndo pode haver um expoente negativo
como x L.

6. Ndo, ndo pode haver uma varidvel no denominador.

7. Sim.

8. Sim.

9.x* =3x+ 7 + Bx¥*+5x —3) = (*+ 32 +
(=3x+5x)+ (7 —-3)=4x> +2x + 4

10. (3x* = 5) + (x> — Tx — 12) = (3x* — x*) —TIx

+(5-12)=-4x>*—Tx— 17

11. (46 — ¥ +3x) + (=7 — [2x + 3) = (4x° — ) —

X+ CBx—12x)+3=3x>—-x>—-9x+3



12. (02 =2y +3) + (52 + 3y + 4) = (=% + 5 +
(2y+3)+ B+ =4 +y+7

13. 2x(x2) — 2x(x) + 2x(3) = 2x3 — 2x2 + 6x

14. y2(2y%) + y?(3y) = y*(4) = 2y* + 3y° — 4y?

15. (-3u)(du) + (-3u)(=1) = —12u? + 3u

16. (-4v)(2) + (—=4v)(=3v?) = —8v + 12v* = 12v* - 8v

17.2(5x) — x(5x) — 3x3(5x) = 10x — 5x% — 15x3 =
—15x% = 5x2 + 10x

18. 1(2x) — x2(2x) + x*(2x) = 2x — 2x3 4+ 20 = 2%° —
23 + 2x

19.x(x + 5) = 2(x + 5) = ()(x) + )(5) — 2)(x) —
2)(5)=x*+5x-2x-10=x>+3x- 10

20. 2x(4x + 1) + 3(4x + 1) = 2x)(4x) + 2x)(1) +
3)(4x) + 3)(1) = 8x2 + 2x + 12x + 3 = 8x2 +
14x + 3

21 3x(x + 2) — 5(x + 2) = B3O + BGOQ2) — (5)(x) —
5)2)=3x2+6x-5x—-10=3x2+x-10

22. (2x) - (3)2=4x*-9
23. 3x)? = (y)> = 92 —y?

24. (3)2 — 2(3)(5x) + (5x)> = 9 — 30x + 25x% = 25x% —
30x+9

25. (3x)% + 2(3x)(4y) + (4y)2 =02 + 24xy + 16y2
26. (x)° = 3(0)A1) + 3(x)(1)2 = (1) =x3 =322+ 3x -1

27. Qup — 3Qu0) + 3w — (V) = 83 —
3v(du?) + 6uv? —v3 = 8u — 12u%v + 6uv? — V3

28. ()3 + 3(u)*(3v) + 3(w)(Bv)2 + Bv)> = v + u?v +
3u(N?) + 27v3 = u? + 9u®v + 27wv* + 27V3

29. (2x3)% — (3y)? = 4x5 — 9y?
30. (5532 = 2(52)(1) + (1)2 = 2546 — 10,3 + 1

3. 2(x +4) = 2x(x + 4) + 3(x + 4) = (D (X) + (D E) —
(20)(xX) = 20)(4) + 3)(x) + (3)(4) = x> + 4x? — 2% —
8x+3x+12=x3+2x2—-5x+ 12

32, x2(x = 3) + 3x(x = 3) = 2(x = 3) = (B)(x) + (A)(=3) +
(B)@) + (Bx) (-3) - D) - 2)(3) =21 - 37 +
32 -9x—2x+6=x>-11x+6

Respostas 335

B2 +x+D+x(Z+x+ 1) =362 +x+ )=
(A)() + (@) + (D) + G2 + (@) + (1) -
B - - =x*++ 2+ +x2 +
x=3x2-3x-3=x*+23-x2-2x-3

34. 222 —x +2) = 3x(x—x+2) + 12 —x + 2) =
@A) + 2 (=x) + (2H2) - G -
Bx)(=x) = B0)(2) + (DED) + (DN(=x) + (D) =
2 =23 + 4 -3+ 32—+ X —x + 2 =2x4 —
563+ 8x2 - Tx +2

35.0) - (V22 =x2-2

36. (x1?)?2 - (312 =x -y, x=0ey=0

37. (Vu) — (VoY =u—v,u20ev0

38. ()2 - (V3)’=x*-3

39, x(2 + 2x +4) = 202 4+ 2x + 4) = (0)(3) + (0)(2x) +
(D@ =) = (2)(2x) — (2)A) = x> + 20 + 4x -
2x* —4x-8=x3-8

40. x(2—x+ D+ 102 —x+ 1) = (0)@?) + (0)(—x) +
@M + (e + (D) + (D) =2 = x>+ x +
Z_x+1=x+1

x
41.5(x - 3)

42. 5x(x* - 4)

43. yz(22 - 32+ 2)

4. (x + 3)(2x - 5)

45.2 -T2 =+ z-T)

46. (3y)* - 4> =By + H(3y - 4)
47. 8% — (59)% = (8 + 5y)(8 — 5y)

48.42 - (x+ 22 =[4+ (x + D[4 — (x + 2)] = (6 + x)
(2-x)

49.y? + 2(y)(4) + 42 = (y + 4)?

50. (6y)% + 2(6y)(1) + 12 = (6y + 1)
51. (22> - 2(22)(1) + 12 = 2z - 1)?
52.(32)> - 2(37)(4) + 4% = (37 — 4)?

53.5° -2 = (y - 2 + (2) + 2% = (y - 2)(»* +
2y +4)
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5.7+ 4 =@+ D[ - @@ + ¥ = 2+ D -
4z + 16)

55. 3y)* - 2% = By - 2)[(3y)* + By)(2) + 2°] = By -
2)(9y2 + 6y +4)

56. (42)° + 3% = (42 + 3)[(42)> — (42)(3) + 3%] = (4z +
3)(1622 — 122+ 9)

57. 13— =(1—0[12+ (D) + 2] = (1 —x)(1 +x +
=0 -x)(1 +x+x3)

58.3 -y =GB -3+ M +y1=CG-»OQ+3y+
¥ =G -0 +3y+)y?)

59. (x + 2)(x +7)

60. (y —5)(y - 6)

61. (z—8)(z + 3)

62. 2t + )3t + 1)
63. 2u—5)(Tu+1)
64. (2v + 3)(5v + 4)
65. (3x + 5)(4x - 3)
66. (x — y)(2x - )

67. (2x + 5y)(3x — 2y)
68. (3x + 7y)(5x - 2)

69. (3 — 4x2) + (5x — 20) = x2(x — 4) + 5(x — 4) =
(x = D2 +5)

70. (2x% - 3x2) + 2x = 3) =x2(2x = 3) + 12x - 3) =
2x -3+ 1)

71 (0 =3 + (2 =3) =x* 2= 3) + 1(x2-3) =
@2 =3)x*+1)

72. 0+ 2xH 4+ (2 +2) =22+ 2) + 132 +2) =
@+ + 1)

73. (2ac + 6ad) — (bc + 3bd) = 2a(c + 3d) — b(c +
3d) = (¢ + 3d)(2a - b)

74. Guw + 12uz) — Qvw + 8vz) = 3u(w + 127) —
2viw + 4z) = (w + 42)Bu - 2v)

75. x(x* + 1)

76. y(4y> — 20y + 25) = y[(2y)* - 2(2))(5) + 5°] =
y(2y - 5)?

77, 23(9y2 + 24y + 16) = 2[(3y)? + 2(3y)(4) + 4%] =
2y(3y +4)?

78. 2x(x2 = 8x + 7) = 2x(x — D(x = 7)
79. y(16 — y?) = y(4* - y?) = y(4 + y)(4 - )

80. 3x(x> + 8) = 3x(x 3 +2%) = 3x(x + 2)[x2 - (0)(2) +
22] = 3x(x + 2)(x* — 2x + 4)

81 y(5+ 3y —2y%) = y(1 + y)(5 - 2y)

82. 7(1 — 82%) = 2[13 (22)3] = z(1 = 22)[12 + (1)(22) +
(2Z)2] =z(1 -2z7)(1 + 2z + 4Z2)

83.2((5x + 12— 9] = 2[(5x + 1)2 = 32] = 2[(5x + 1) + 3]
[(5x + 1) = 3] = 2(5x + 4)(5x - 2)

84. 5[(2x — 3)2— 4] = 5[(2x — 3)2 = 22] = 5[(2x — 3) + 2]
[(2x—3)=2]=52x - D2x - 5)

85.2(6x% + 11x — 10) = 2(2x + 5)(3x — 2)
86. (x + 5y)(3x — 2y)

87. (2ac + dad) — (2bd + be) = 2a(c + 2d) — b(2d + ¢) =
(c +2d)2a — b) = 2c — b)(c + 2d)

88. (6ac + 4bc) — (2bd + 3ad) = 2c(3a + 2b) — d(2b +
3a) = (3a + 2b)(2a — d)

89. (*—3x) - (4x—12) =x*(x-3)—4(x-3)=(x-3)
@-dH=x-3)x+2)(x-2)

90. x(x* —4x2 —x+4) =x(x— D2 =3x—4) =x(x— 1)
x+Dx-4)

91. 2ac + bc) — (2ad + bd) = c(Qa + b) — d2a + b) =
(c —d)(2a + b).
Nenhum dos agrupamentos (2ac — bd) e (—2ad +
bc) tem um fator comum para remover.

CAPITULO 4
Exercicios
5 10 5+10 15 5
1. —+—= =—==
9 9 9 9 3
79 _17=-9_ 8 1
32 32 32 32 4
5,209 2009 180 30

2122 21-22 462 77

33 20 33-20 660 12

4. =2 = = =
25 77 25-77 1925 35




7

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

2 4 25 25 10 5
375 34 3.4 12 6

9 15 9 3 92 92 18 3
4710 4 2 43 43 12 2

. O minimo multiplo comum dos denominadores
é2-7-3-5=210:
1 4 5 15 56 50
-, 2 _ 2 2
14 15 21 210 210 210
_15+56-50 21 1
210 210 10
. O minimo miiltiplo comum dos denominadores €
2:3-5-7=210:
1 6 4 35 36 56
i T e
6 35 15 210 210 210

35+36-56 15 1
B 210 T 210 14

. Nenhum valor € restrito, assim o dominio é o de
todos os nimeros reais.

Nenhum valor € restrito, assim o dominio € o de
todos os nimeros reais.

O valor sob o radical deve ser ndo negativo, assim
x—4 =0, ou seja, x = 4: dominio € [4, +eo.

O valor sob o radical deve ser positivo, assim

x + 3 >0, ou seja, x > —3: dominio € ]—3, +oo[.
O denominador ndo pode ser 0, assim x> + 3x # 0
oux(x +3)#0. Entdo,x#0ex +3#0,0u
seja, x#0ex# —3.

O denominador ndo pode ser 0, assim x> — 4 # 0
ou(x + 2)x —2)#0.Entao,x + 2#0ex-2#0,
ou seja, x # —2 e x # 2.

O denominador ndo pode ser 0, assimx — 1 #0
oux#1l.Entiox#2ex#1

O denominador ndo pode ser 0, assimx — 2 #0
oux#2 Entiox#2ex#0.

x~ ! = 1/x e 0 denominador ndo pode ser 0,
assim x # 0.

x(x+1)?% = e 0 denominador ndo

X
(x + 1)
pode ser 0, assim (x + )>#0oux + 120, ou
seja, x # —1.
O denominador & 12x3 = (3x)(4x?), assim, o
novo numerador & 2(4x%) = 8x2.
O numerador é 15y = (5)(3y), assim, 0 novo
denominador & (2y)(3y) = 6y%.
O numerador é x2 — 4x = (x — 4)(x), assim, o

novo denominador ¢ (x)(x) = x2.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Respostas

O denominador é x> — 4 = (x — 2)(x + 2),
assim, o novo numerador € x(x — 2) = x% — 2x.
O denominador € x> + 2x — 8 = (x + 4)(x — 2),
assim, o novo numerador € (x + 3)(x + 4) =
X2+ Tx + 12,
O numerador é x2 — x — 12 = (x — 4)(x + 3),
assim, o novo denominador € (x + 5)(x + 3) =
x>+ 8x + 15.
O numerador é x> — 3x = x(x — 3), assim, o
novo denominador € x(x2+ 2x) ou x*> + 2x2.
O denominador é x2 — 9 = (x + 3)(x — 3),
assim, o novo numerador €
x+3)2+x—6)=x(x2+x—06)
+302+x—6)=x+x2— 6x + 3x?
+3x — 18 = x7 + 4x? — 3x — 18
(x — 2)(x + 7) cancela durante a simplificag@o;
a restri¢do indica que os valores 2 e —7 ndo sdo
validos na expressdo original.
(x + 1)(x — 2) cancela durante a simplificag@o;
a restricdio indica que os valores —1 e 2 ndo sdo
vélidos na expressdo original.
Nenhum fator foi removido da expressao;
podemos ver pela inspe¢do que 2/3 e 5 ndo
sdo validos.
x cancela durante a simplificac@o; a restri¢do
indica que 0 ndo era vélido na expressdo
original.
(x — 3) termina no numerador da expressdo sim-
plificada; a restri¢do lembra que comeca no
denominador, assim, 3 néo € permitido.
Quando a = b na origem, dividimos por 0; isso
ndo € aparente na expressdo simplificada, pois
cancelamos um fator de b — a.

3x(6x)  6x2
33. =—x#0
3x(5) 5
3y%(25 25
34, 7y2( 2) ==
3y°(3y") 3y
2 2
35.M: al x#0
x(x—=2) x-2
2y(y + 3
36. 7)}()} ) = X,y #* -3
4y +3) 2
-3
. w(z=-3) oz 3
B-2)3+2) z+3
x + 3)? +3
g x + -3

'(x+3)(xf4)7x74’x

337
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39

(y+5)(y—6)7y+5 L6 x+3 —(x—1) 1

. = Y . . = ,x#Flex#-3
O+3)y—6) y+3 x—1 (x+3)(x-3) x-3

y(y* + 4y — 21)

48 - 12
G+ -7 3y 6x—-1 2

YO+ —3) yo-3)

1
— - _ x#0,y#0ex # —
Grno-7n  y-7"7" 6
x—-1DE*+x+1) 4x 2(x — 1)
3_13 . =
(21)71 49. 2x? X+x+1 X
(z +3)2z-1)
2 —
(@212 + Qo)1) + 1] 50.y(y2+2y+4)_ (y+22)(y 2) =1’
- yo+2) -2 +2y+4) y
(z+3)2z -1 y#—2ey#2
_4r2e4l 1 Gty -1 y-5 1
T

oA -5 yay - Yt EIYED

1
- -
272(2 + 3z + 9) erey
2 3 3
z7—3

G+’ yGy+2) Yo+

. . ,y#—4e
22(z% + 3z + 9) 3 Gy+2)y-1) y+4 y+4
_ 2 2 2
(z = 3)[z" + (2)(3) + 37] yi_g
B 272(2 + 3z + 9) 2z
(z=3)(Z+32+9) z-3 s3, L4 2
2x 1 x
@ + 2x%) — Bx + 6)
43. 2 + 2 4x x x2
X +2) 5.0 5 = T yx0
y 8 2
P(x+2)-3x+2) (x+2)(x*-3)
- 2(x + 2 B 2(x + 2 x(x —3) 3y* 3(x -3
x“(x ) x(x ) 55, ( ).L: ( ),x;ﬁyey¢0
RN 14y 2xy 28
= > X #F =2
* 7x—-y) 3
.147_=§,x¢yey¢0
YO+ 3) =2
TO7 3y - (5y +15) 2y x-3 X
. > = ,x#20ey#0
y(y +3) Yy +3) (x+3)° 8xy  4(x-3)
YO +3)-50+3) (G +3)0°-5
YO +3) =50 +3) 0+3)07 -5 ( + ) — ) 4’y
58. . = -2x,x#0,
-7 3 2xy O+ ) —x)
= — .y
y =5

y#0O, x#yex#—y

1 + 1 -1
45. o DEmD w1 59
-1 3 3

2x+1-3 2x—-2
x+5 x+5

x+3 14

46. —
7 2(x +3)

3+x+1 x+4
=1,x# -3 60— =
x =2 x—2




3 1 6
61. -— -
x(x+3) x  (x+3)(x-3)

B 3(x = 3) B 1(x +3)(x — 3)
Cx(x+3)(x—3)  x(x + 3)(x - 3)

B 6x B (Bx—9)— (x*—9) — (6x)
x(x+3)(x—3) - x(x+3)(x—3)

_ —x% — 3x _ x(x + 3)
T ox(x + 3)(x — 3) T ox(x + 3)(x — 3)

1
= - =——x#0ex # -3
3—x

5 2, 4
T@H3)(x-2) x—2 (x+2)(x-2)

62

S5(x+2) 2(x+2)(x+3)

T +2)x+3)(x—-2) (x+2)(x+3)(x-2)
4(x + 3)
(x +2)(x +3)(x — 2)

_ (5x+10) — (27 +10x +12) + (4x +12)
- (x +2)(x +3)(x — 2)

B —2x* —x + 10
T @+ 2+ 3)x - 2)

B 2x +5)(x—2)
Tt 2)(x +3)(x—2)

_ 2x — 5
(x +2)(x +3)
2x + 5
:27,)6#2
X+ 5x +6
2 -y
2y 2y B
63'x2_ 2 22 2 2
y X7y x“ty
2y

Gy ) Pyt
=y +y
x#y, x#0ey#0

x +y

y+x
X +x  x3?
64. 2y2:y '2y2
vy —x xy y —x
%2
oy +x) xy

T -0ty y-x

,x#z=—y,x#0ey#0

339

Respostas
2x(x —4) + 13x - 3
x—4
65. 2x(x —4) +x+3
x—4
72x2+5x—3 x—4
x—4 2%* — Tx + 3
2x — 1)(x + 3)
T @ = 1) - 3)
x+3 1
=——x#F4ex #*
x—3 2
2(x +5) - 13
66 x+5 _2x-3 x-3 x-3
T2(x—3)+3 x+5 2x-3 x+5°
x—3
3
x#3,ex# —
2
x> = (x + h)?
. x(x + h)? ¥ = (P4 20k +h) 1
) h xX(x + h)? h
_ —2xh — I _ —h@x+h) 2x + h
hx*(x + h)? hx’(x + h)? X(x + h)?’
h#0.

(x+h)(x+2) —x(x+h+2)
(x+h+2)x+2)

68.
h
_x2+2x+hx+2h*x2+hx72xl
(x+h+2)(x+2) h
_ 2h _ 2
Mx+h+2)(x+2) (x+h+2)(x+2)
h+#0
b - a?
b b+a)b—a b
g, b _GrotTo
b—a ab b—a
ab
=a+b,az0eb#0.
b+ a
b b + b 1
70 5= 1 - ,
b"—a ab (Mb+a)b—-—a) b-a

ab
az0,b#0eca#-b.
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x + 1 1
71.( y)( )z*,xi—y.
xy x +y Xy

X -y
72. ,XEY.
x+y
1 x +
73.*+7:1 S Y
Xy Xy xy Xy
1 1 1
74. — o = = - Y ,x#z0 e
x  +y l+l y+x y+x
x oy Xy
y#0
CAPITULO 5

Revisao rapida
1.2x+5x+7+y-3x+4y+2=(2x+5x-3x) +
+4y)+(T+2)=4x+5y+9

24+ 2x-3z2+5y—-x+2y-z-2=2x—-x) +
Gx+2y)+(Bz-20+@-2)=x+Ty—4z+2

3.32x—y)+40—-x)+x+y=6x—-3y+4y—4x +
x+y=3x+2y

4.52x+y—1)+4(y—3x+2)+ 1=10x + 5y —
Sy=5+4y—-12x+8+1=-2x+9% +4

2 3 5
5. 5 4+-="
y oy oy
1 3 -2
6. + = )
y-1 y=-2 (-Db-2)
300 - 1)
oG-Dy-2)
Yy —2+3y-3 4y — 5
0-Dr-20 -DHH-2)
1 2x 1 2x + 1
7.2+—-—=—+—=
X X X X
1 1 2 + _ W2
8 — 44 oL X Xy yrxmxy
x oy xy xy o xy xy
x+4 3x—-1 5k+4) 2Bx-1)
9. + = +
2 5 10 10

 5x+20+6x -2  llx+ 18
10 10

N
3 4

+
12 12 12
11 Bx—4)2 =9x% — 12x— 12x + 16 = 9x2 — 24x + 16
12. 2x+ 32 =4x2 + 6x + 6x + 9 =4x2 + 12x + 9
13. 2+ DBx =5 =62 - 10x +3x - 5=6x2—7x -5
14. By — DSy +4) = 159>+ 12y — 5y —4 = 15y?
+7y—4
15.25x%2 - 20x + 4 = (5x — 2)(5x — 2) = (5x — 2)2
16. 15x3 — 22x2 + 8x = x(15x%2 — 22x + 8)
=x(5x-4)(B3x-2)
17.383 + 22 - 15x = 5=x*GBx+ 1) = 5Bx + 1)
=Gx+ DH(x2-95)
18.y* - 132 +36 = (1> -4)(3* -9 =(y - 2)
O0+2)0-3)(+3)
X 2 x(x + 3)

19. - =
2x+1 x+3 (x+ 1)(x+3)

B 2(2x + 1) _x2+3x—4x—2
@x+ D(x+3) (2x+ 1)(x+3)

3 2—x-2 _(X*Z)(XJFD
T @+ Dx+3) @x+ D+ 3)

x+1 3x + 11 x+1

20. - =
¥-5%-6 xX*-x—-6 (x-3)(x—-2)

3x + 11 B (x+1)x+2)
@ =-3)x+2) (x-3)x-2)(x+2)

GBx + 11)(x — 2)
(- 3)x —2)(x +2)

B (¥* +3x +2) — (3x* + 5x — 22)
B (x = 3)(x - 2)x +2)

2 —2x + 24
(= 3)(x - 2)(x +2)

2P+ x—12)
T @ =3 -2)x+2)

—2(x + 4)(x — 3)
(x —=3)(x —2)(x +2)

3 —2(x +4)
7m,sex¢3



Exercicios
L.(@e(e):2(—3)2+5-3)=29-15=18-
15 =3,e2(1/2)% + 5(1/2) = 2(1/4) + 512 =
1/2 + 5/2 = 6/2 = 3. Substituir x = —1/2 resulta

—2 enao 3.

2.(@: 12+ 1/6=—-3/6+16=—2/6=—1/3
e —1/3 = —1/3. Ou multiplicando os dois lados
por 6: 6(x/2) + 6(1/6) = 6(x/3), assim, 3x + 1 =
2x. Subtraia 2x dos dois lados: x + 1 = 0.
Subtraia 1 dos dois lados: x = —1.

33b: VI-0+2=V1+2=1+2=3
Substituirx = —2oux = 2resulta V1 —4 +2 =

V-3 +2, que € indefinido.

4. (¢): (10 — 2)!3 = 813 = 2. Substituirx = —6
resulta —2, e ndo 2; substituir x = 8 resulta 63 =
1,82, e ndo 2.

5.Sim: =3x + 5 =0.

6. Nao. Nao ha varidvel x na equagao.

7. Nio. Subtrair x dos dois lados resulta 3 = —35,
que ¢ falso e ndo contém a varidvel x.

8. Ndo. A maior poténcia de x € 2, assim, a equa-
¢do € quadrética e ndo linear.

9. Ndo. A equacdo tem Vx , assim, ndo & linear.

10. Ndo. A equagio tem 1/x = x~ !, assim ndo &
linear.
11.3x =24
x=38
12. 4x =-16
x=-4
13. 3r=12
t=4
14. 2r =12
r=6
15.2x-3=4x-5
2x=4x-2
2x=-2
x=1
16.4 -2x=3x-6
—2x=3x-10
=Sx=-10
x=2
17.4-3y=2y+8
3y=2y+4
-Sy=4

4
y= —g =-0,8
18.4y=5+38

—y=38
y=-8

Respostas

23.6-8z—-10z-15=z-17
-18z-9=z-17
-18z=27z-8

-19z=-8

8

“T 1o
24.152-9-8z-4=5z-2
7z-13=5z-2
7z=5z+ 11

2z=11

11
z= 5 =55

2 —
25.4 < x4 En 5> = 4(3%)

2x-3+20=12x

2x+ 17 =12x
17 = 10x
17

x=—=17
10

341
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26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

Pré-calculo

3ax—4)=3<4”_5>

3
6x—12=4x-5
6x=4x+7
2x =17
_7 —
=5 =

t+5 t-2 1
24( . )=24(f)
8 2 3
3t+5)-12(t-2)=8
3r+15-12t+24 =8
-9tr+39=8
-9t =-31
31

r="—
9

12 (t_'l + ’+'5> =12 <1>
3 4 2

4t-1)+3(t+5)=6

4t—4+3t+15=6

Tt+11=6
Tt=-5

X 3,5

Multiplicar ambos os lados da primeira equacéo
por 2.

Divida ambos os lados da primeira equagdo por 2.
(a) Nao, elas tém solucdes diferentes.

3x=6x+9
-3x=9
x=-3

x=2x+9
—-x=9
x=-9

(b) Sim, a solugéio de ambas as equacoes € x = 4.
6x+2=4x+ 10 3x+1=3x+5

6x=4x+8 Ix=2x+4
2x=8 x=4
x=4
(a) Sim, a solucgdo de ambas as equacdes €
x =9/2.
3x+2=5x-7 2x+2=-7
3x=5x-9 -2x=-9
9
—2x=-9 xX= =
2
9
xX= =
2

(b) Nao, elas tém solugdes diferentes.

2x+5=x-17 2x=x-17
2x=x-12 x=-7
x=-12

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

3x+5=2x+1

Subtraindo 5 de cada lado resulta 3x = 2x — 4.
A resposta € E.

x(x+1)=0

x=0oux+1=0

x=-1

A resposta € A.

22 1 x 1

+ ==
3 2 4 3

Multiplicando cada lado por 12 resulta 8x + 6 =
3x -4
A resposta € B.

P=2b+h)

1
—P=b+h
2

1
~P-b=h
2

1

A= —h (b, +by
2

(b, + by) = 2A

2A
b1+b2: 7

A

b = - b
1 n 2



40.
x=—4oux=25
Os fatores do lado esquerdo para (x + 4)(x —5) = 0:
x+4=0 ou x—5=0
x=—4 x=5
41. \ E /
X=-3 Y=0

[—5, 5] por [—10, 10]

x=—3oux=0,5.
Os fatores do lado esquerdo para (x + 3)(2x — 1)

=0:
x+3=3 ou 2x—1=0
x=-3 2x=1
x=0,5

42,

\/
AV

X=0.5 }>Y:U
[—3, 3] por [—2,2]

x=050ux=1,5.

Os fatores do lado esquerdo para (2x — 1) (2x — 3)

=0:
2x-1=0 ou 2x-3=0
2x=1 2x =3
x=05 x=15
43. [ \
S
X=3 Y=0

[—6, 6] por [—4, 4]
x=3o0ux=5
Reescreva como x% — 8x + 15 = 0; os fatores do
lado esquerdo para (x — 3) (x —5) = 0:
x-3=0 ou x-5=0
x=3 x=5

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Respostas 343

\_/

[—6, 6] por [—20, 20]

x= —2/3oux=3.
Reescreva como 3x2 — 7x — 6 = 0; os fatores do
lado esquerdo para (3x + 2) (x — 3) = O:

3x+2=0 ou x-3=0
2
x= —-= x=3
3
X=-5 Y=0

[—10, 10] por [—30, 30]

x=—5oux=4/3
Reescreva como 3x2 + 11x — 20 = 0; os fatores
do lado esquerdo para 3x — 4) (x + 5) = 0O:

3x-4=0 ou x+5=0
4

X= — x=-5
3

Reescreva como (2x)* = 5%; entdio 2x = +5, ou
x = £5/2.

Divida ambos os lados por 2 para obter (x — 5)* =
8,5. Entdo, x -5 = *V85 ex=5=*VS8,5
Divida ambos os lados por 3 para obter (x + 4)*> =

8 8
8/3. Entao, x + 4 = t\/; ex=—4 t\/;.

Divida ambos os lados por 4 para obter (u + 1)> =
4,5. Entao, u + 1 = i\/ﬁ eu=—1
+V/45.

Adicionar 2y? + 8 a ambos os lados resulta 4y* =
14. Divida ambos os lados por 4 para obter y* =

7
7/2, assim y = i\/g.

1
2x + 3 =+ 13, assim x =5(—3 + 13), resulta
x=-8oux=>5.

X +6x+32=7+32
(x+32=16
x+3==V16
x=-3+4
x=-Toux=1
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53.

54.

55.

56.

57.

X +5x=9

2 2
x2+5x+<§> =9+<§>
2 2

(x+25?%=9+625
x+25=+V15.25

x=-25-V1525= —64loux=—25
+V1525 = 1,41

= V11

=
|

* V11

X =

=
Il

NN N N

7
+ V11 = 0,18 ou x=5+

X2 +6x=4

x2+6x+<é>2=4+<§>2

2 2
(x+32=4+9
x+3=*V13

x=-3 =V13
x=-3-V13= 66loux=-3+V13 =
0,61

22— Tx+9=x2-2x-3+3x
22 -Tx+9=x2+x-3
x2—8x=-12

X2 8x+ (42 =12 + (4)?
(-4 =4

x—-4=x2

x=4=%2

x=2o0ux=6

32 —6x—T=x>+3x-x2-x+3
3x2-8x =10

8 10
2o -0

3 3

11 = 6,82

~
|
@l
™~
]
w‘g
c‘;

4 46
Xx——=*|—

3 9

4 1
x=—=*-V46

3 3

4 1
x=———-V46 = —0,93 ou

3 3

4 1
x=—+ V46 = 3,59
3 3

58.a=1,b=8,ec=-2:

-8 VE —4)(-2) 8= V72
T 2(1) T2
-8+ 6V2
:7\/:_41,3\/2
2
x=—824 oux=024
59.a=2,b=-3,ec=1:
3V -4@() 3V
T 22) P
1
x=—oux=1
2

60.x2-3x—-4=0,assim,a=1,b=-3,¢e c=—-4:

3xV(=3—4()(-4) 3+V25
2(1) 2

x=-loux=4

6.2 —\/3x—5=0,assim,a=1,b=—\3 ec=-5:

V3= V(=GB 4 (-5)
. 2(1)

:M:%\/i%@

2
x=-1,53 oux = 3,26

62. x> +5x—12=0,assim,a=1,b=5¢ec=-12:

=5+ V(5% — 4(1)(-12)

2(1)
_5=V73 5 V73
- 2 27 2

x=—6,77oux=1,77

A=

W
W



63.x2—4x-32=0, assim,a=1,b=-4, c =-32:
(= EY (—4)*—4(1)(—32)
to 2(1)

4= V144
- 2

x=—4oux=8
64. Intercepta o eixox =3 e oeixo y=-2.

65. Intercepta o eixox =1e 3, 0eixo y=3.
66. Intercepta o eixox =-2,0,2eo0eixo y=0.

67. Nao intercepta o0 €ixo x nem o eixo y .

68. Grificode y = |[x— 8| e y = 2, com solugdes t = 6
out = 10.
69. Grificode y = |x + 1| e y = 4, com solugdes
x=—5o0ux=3.
70. Grifico de y = [2x + 5| e y = 7, com solugdes
x=1loux= —6.
71. Gréfico de y = |3 — 54| e y = 4, com solugdes
x=—1/50oux=7/5.
72. Gréfico de y = |2x — 3| e y = x%, com solugdes
x=—3oux=1.
73. Grificode y = |x + 1| e y = 2x — 3, com
solugdes x = 4.
74. (a) As duas fungoes sdo y; = 3Vx + 4 (come-
¢ando no eixo x) e y, = x> — 1.
(b) Este é o grificode y = 3Vx + 4—x2 + 1.
(¢) As coordenadas de x das intersecgdes na pri-
meira figura sdo as mesmas das coordenadas
de x onde o segundo grafico cruza o eixo x.
75. Os fatores do lado esquerdo para (x + 2)

x—1)=0:
x+2=0 ou x—1=0
x=-2 x=1
76. O grifico de y = x> — 18 intercepta o eixo x em
x = —4,24 ou x = 4,24. Temos a contar
X2-3x=12-3x+6
xX2-18=0
77.2x-1=5 ou 2x—1=-5
2x=6 2x=-4
x=3 x=-2

78.x+2=2Vx+3
X +dx+4=4(x+3)
=8

xX= - 80ux=\/§

—V8 € uma solucio estranha, x = V8 = 2,83.

79. Do grifico de y = x> + 4x> — 3x — 2, as solu-
¢des da equagdo (que interceptam o x no grafico)

sdox = —4,56, x = —0,44, x =1.

Respostas 345

80. Do gréfico de y = x* — 4x + 2, as solugdes da
equagdo (que interceptam x no grafico) sdo

x=—-221,x= —0,54, x = 1,68.

8L.x2+4x—-1=7 ou x*+4x-1=-7

X +4x-8=0 X +4x+6=0
7—4i\/16+32 7—4i\/16—24
T 2 T 2
x=-2+2V3

sem solucoes reais para estas equagdes.

82. Do grificodey = |x + 5| — |x -3
quando x = —1.

,y=0

83. Do gréfico de y = |0,5x + 3| e y = x> — 4, temos
x=—24loux=291.

84. Do grificodey = Vx +7 ey = —x* + 5,
temos x = —1,64 ou x = 1,45.
85. (a) Existem duas raizes distintas, pois
b? — 4ac > 0 implica que +=V/b* — dac sdo 2
numeros reais distintos.
(b) Existe exatamente uma raiz, pois implica que
+\Vb> — 4ac = 0, assim a raiz deve ser
b

X = ——.
a

(c) Nio existe raiz real, pois b* — dac < 0
implica que +Vb* — 4ac nio sdo nimeros
reais.

86. As respostas podem variar.
(a) x> + 2x — 3 tem discriminante (2) — 4(1)

(—3) = 16, assim tem duas raizes distintas.
O gréfico (ou fatora¢do) mostra que as raizes

estioemx = —3ex = 1.
(b) x> + 2x + 1 tem discriminante (2)> — 4(1)(1)
= (), assim tem uma raiz. O grafico (ou fato-

racdo) mostra que a raiz estd em x = —1.
(¢) x* + 2x + 2 tem discriminante (2)> — 4(1)
(2) = —4, assim, ndo tem raiz real. O grifico

estd totalmente acima do eixo x.

87. Seja x a largura do campo (em yd), o comprimen-
to é x + 30. Entdo, a drea do campo tem largura
de 80 yd e 80 + 30 = 110 yd de comprimento.
8800 = x(x + 30)

0 = x?+ 30x — 8800
0=(x+ 110)(x — 80)
O=x+1100u0=x-80
x=-110 oux =80
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88. Resolvendo x* + (x + 5)> = 182, ou 2x* + 10x
—299 =0, resultax =998 oux = —14,98. A
escada estd cerca de x + 5 = 14,98 fr de altura
na parede.

89. A drea do quadrado € x*. A drea do semicirculo
é 127r* = 1/2m(1/2x)2, como o raio do semicir-
culo é 1/2x. Entio, 200 = x2 + 1/27(1/2x)2.
Resolvendo (graficamente € mais facil) resulta
x = 11,98 ft (x deve ser positivo).

90. Verdadeiro.

91. Falso.

92. A resposta € D.

93. A resposta é B.

94. A resposta € B.

95. A resposta € E.

96. (@) ax> +bx+c=0

ax* 4+ bx=—c

b
Xy = S
a a
1 b\ 1 b\
wees (L0 £ (L)
2 a a 2 a
b\ c b?
X2+7X+ - = - )
2a a 4da

b b 4ac b?
X+ —|x+ = - + -
2a 2a 4a 4a

X+ — =
2a 2a
_ i+ Vb — dac
YT T 2a
-b = Vb* — 4dac
xX=———"
2a
97.(@) ¢ =2
?—4=2= x*-4=2 ou ¥*-4=-2
=6 =2
x= *V6 x= V2
2-4|=2{=V2, *V6}.
(b) c =4
>—4=4 = x*-4=4 ou x*-4=-4
=8 x2=0
x=+V8 x=0

99. X1 +x, = —

(€ c=5

[2-4|=5= x>-4=5 ou x*-4=-5
x*=9 x*=-1
x=+3  sem solucdo

[x*—4] =5, {3}

(d) c= —1. O gréfico sugere y = —1 ndo inter-
secciona y = |x> — 4|. Como o valor absoluto
nunca é negativo, [x> — 4| = —1 nio tem
solucdes.

(e) Nio existem outros nimeros possiveis de
solucdes desta equagdo. Para todos, a solu-
¢do envolve duas equagdes quadraticas,
cada um pode ter nenhuma, uma ou duas

solucdes.
-b+VD -b-VD
98. (a) +
2a 2a
_—2b+VD-VD
2a
26 b
20 a

(=b + VD) (=b - VD)
() 2 )
a a

_ (b - (VDy

4q°

bp* — (b* — dac) ¢

44> a

=5. Como a = 2, isso significa

Q|

que b =-10.
Cc . . .

x; X xp, =— =3, como a = 2, isso significa que
a

¢ = 6. As solugdes sdo

10 = V100 — 48

4 , que se reduz

1
a5+ EV 13, ou aproximadamente 0, 697 e

4,303.

CAPITULO 6

Revisdo rapida

1. 7<2x-3<7
-4 <2x <10
2<x<5



2. 5x-2="7Tx+4
2x=6

x=-3
30x+21=3

x+2=3oux+2=-3

x=1loux=-5
42 -9 =(2x-3)2x +3)
Bodx=x(x*-4) =x(x - 2)(x + 2)
. 9x? — 16y% = 3x — 4y)(3x + 4y)

; 2-25 (z-5@E+5 z+5

ELES

72— 5z 2(z = 5) z
8 ¥ +2x-35 (@+NE-5 x+7
T —10x+25 (x-5(x-5) x-5
9, X x+1

x—1 3x—-4

_ x(Bx—49) x+1D(x-1)

T x-1DBx—4) (x—-1DBx—4)

_ 4 — 4x — 1

(x—=1)0Bx -4

2x — 1 -

10 X x—3

) (x—2)(x+1)+(x—2)(x—1)

_ Cx—1Dx—1) +x—-3)(x+1)
(x—2)x + 1)(x—1)

@ -3+ 1)+ (¥ -2 -3)
B (x = 2)(x + D(x — 1)

_ 3x> —5x — 2

T @ -2+ D - 1)

B Bx+1)(x—2)

S @2+ - 1)
(Bx +1)

(x+ D(x - 1)

sex # 2.

Exercicios
1. (a): 2(0) -3 = 0-3 = —3 < 7. No entanto,
substituindo x = 5 resulta 7 (ndo é menor
que 7); substituindo x = 6 resulta 9.
2.(b)e(¢):33)-4=9-4=5=5e34)-4=
12-4=8=5
3.(b)e(@©:42)-1=8-1=Te—-1<7=11,
etambém4(3)-1=12-1=11e
—1 < 11 = 11. No entanto, substituindo
x = O resulta —1 (nfo € maior que —1).
4.(@),b)e():1-2(-1)=1+2=3e-3=3;
1-200=1-0=1e-3=1=3;1-
2)=1-4=-3e-3=-3=3.

Respostas

3x—1=6x+8
3x=6x+9
—3x=9
x=-3

9. i @i
-5-4-3-2-1 0 1 2

®)

2=x+6<9
4 =x<3
10.

——+——1®
-4 -3-2-1 0 1 2

O

+—@

-2-1 01 2 3
10 —6x+6x —3=2x+1

7T=2x+1

6 =2x

3=x

x=3

12. A
-1 01 2 3 4 5

4 56 7 8

6 7 8 9

4—4x+5+5x>3x— 1
9+x>3x—1

10 +x > 3x

10 > 2x

5>x

x<5

13. 4 (?#) = 4(-3)

Sx+7=-12
S5x=-19

19
s

x =

347
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Pré-calculo

5<3x5_ 2) > 5(—1)

3x-2> -5
3x> -3
x> —1

34) = 3( ) =3(—2)

12=2y-5=-6
17=2y= -1

2y — 5
3

3y — 1
4(1)>4< " >>4(71)
4>3y—1>—4
5>3y>-3

§>y>—1

3

—l<y<§
3

0=2z+5<8

—5=2z<3
2t

-6<5t—1<0

—5<5r<1

1
-1 <r<—=
5

4
3(x — 5)+4(3 — 2x) < —24
3x— 15+ 12 — 8x < —24
—5x-3 <24
—5r < =21

21

x>—
5

6<37x+5x72> <6(—1)
2 3

33 -0 +205x—2) < —6
9 —3x+10x —4 < -6
Tx+5<—6
Tx < —11

1
7

x—5 3+2
12( +

x <

) <12(-2)

21.

22,

23.

1o<2y2_3+3y_1><10(y—1)
502y — 3)+ 23y — 1) < 10y — 10
10y — 15+ 6y — 2 <10y — 10
16y — 17 < 10y — 10
16y < 10y + 7
6y <7
y<z

6
24<3_64y —2y_3> =242 — y)
43 — 4y) — 32y — 3) = 48 — 24y
12 — 16y — 6y + 9 = 48 — 24y
=22y +21 =48 — 24y
—22 =27 — 24y
2y =27
y=2

2
2{%@74) 72):} =2[53 — x)]

x—4—4x =103 — x)
—3x —4=30— 10x
—3x =34 - 10x
Tx =34

34

xX=—

7

24. 6 %(x+3)+2(x—4)} < 6[%@—3)]

3x+3)+ 12(x — 4) <2(x — 3)
3x+9+12x —48<2x — 6
15x —39<2x—6

15x < 2x+ 33

13x < 33

33
x<—
13

25. Falso.
26. Verdadeiro.

27. (—c0, —9] U [1, +oo):

x+4=5 ou x+4=-5

x=1 x=-9

4 +—t+— +H@-
-12-10-8 -6 -4 -20 2 4 6 8




28. ]—oo, —1.3[ U 2,3, oo[:

29. 11, 5]

30.

31.

32.

33.

34.

2x—1>3,6 ou 2x— 1< —3,6

2x > 4,6 2x < —2,6

x>23 x<-1,3
" o )l 1 1 &

—+0
-5-4-3-2-1 01 23 4 5

—2<x—-3<2 1<x<5
Ot e O—+—+—
-2-10 1 2 4 56 7 8

[—8,2]

—5=x+3<5 —B=x=2
—C O
—12-10 -8 —6 —4 0 24 6 8

Fal
3’3

[4 —3x] <6

—6<4-3x<6

—-10< =3x <2

10 2

— >x> —

3 3
f— O——t
-5 -4 -3 -2 — 1 2 3 4 5

]=o0, O[ L I3, +oof

[3 =24 >3

3—2x>3 ou 3—-2x<3

—2x>0 —2x < —6

x<0 x>3
L e e Ol
-5 —4 =3 =2 —1 1 23 4 5

J=oo, =11J U [7, +oof

x+2 x+2

= -3 =3
3
x+2=-9 x+2=9
x=-—11 x=7
< @+—+ —— @

—24=x—-5=24
—19=x=29

———@

—50—-40—-30-20—-10 0 O

o——
1020 30 40 50
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35. 2x*+17x+21=0

36.

37.

38.

39

2x+3)(x+7)=0

2x+3=0o0ux+7=0

3
x=-——oux=-—7
2

O grifico de y = 2x? + 17x + 21 esté abaixo
do eixo x para —7 < x < —3/2. Portanto,
[—7, —3/2] € a solucdo pois os extremos
estdo incluidos.
6x2 — 13x+6=0
2x —=3)3x—2)=0
2x—3=00u3x—-2=0

2

X=—oux=_
2 3

O gréfico de y = 63> — 13x + 6 estd acima
do eixo x para x < 2/3 e para x > 3/2. Portanto,
]—oe0, 2/3] U [3/2, +oo[ € a solucdo pois 0s
extremos estdo incluidos.

2x2+7x — 15=0

2x =3)x+5=0

2x —3=00ux+5=0

3
x=—oux=—5
2

O gréfico de y = 2x* + 7x — 15 estd acima do
eixo x para x < —5 e para x > 3/2. Portanto,
]—oo, =5[ U ]3/2, +oo[ € a solucdo.

42— 9x+2=0

4x—Dx—2)=0

4x —1=0o0ux—2=0

1
x=—oux=2
4

O grifico de y = 4x> — 9x + 2 estd abaixo do
eixo x para 1/4 < x < 2. Portanto, ]1/4,2[ € a
solucdo.

.2 —5x—3x*=0
2+x)(1 —3x)=0
2+x=0o0ul —3x=0

1
x=—2oux=_
3
O gréfico de y = 2 — 5x — 3x? estd abaixo do

eixo x para x < —2 e para x > 1/3. Portanto,
]—oo, =2[ U ]1/3, +oo[ € a solucdo.
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40

41.

42,

43.

44.

45.

46

0 Pré-calculo

21 +4x — x2=0

(7—x)3+x)=0

7—x=0o0u3+x=0

x=7 ou x=-3

O grifico de y = 21 + 4x — x? estd acima do eixo
x para —3 < x < 7. Portanto, ]—3, +7[ € a solu-
¢do, pois os extremos estdo incluidos.

¥»¥—x=0

x(x2—=1)=0

xx+Dx—1)=0
x=0oux+1=00ux—1=0
x=0oux=—-1loux=1

O grifico de y = x> — x estd acima do eixo x para x
> 1 e para —1 < x < 0. Portanto, [—1, 0] U
[1, +oo[ € a solugdo, pois os extremos estdo inclui-
dos.

X —=x2=30x=0

x(x2—x—30)=0

x(x —6)(x+5=0
x=0oux—6=00ux+5=0
x=0oux=6o0oux=—5

3 — x2 — 30x estd abaixo do

O griaficode y = x
eixo x para x < —5 e para 0 < x < 6. Portanto,
]—oo, =5] U [0, 6] € a solucdo, pois 0s extremos
estdo incluidos.
O gréfico de y = x> — 4x — 1 é zero para x =
—0,24 e x = 4,24 e estd abaixo do eixo x para
—0,24 < x < 4,24. Portanto, ] —0,24; 4,24[ € a
solucdo aproximada.
O grifico de y = 12x> — 25x + 12 € zero para
x = 4/3 e x = 3/4 e estd acima do eixo x para
x < 3/4 e para x > 4/3. Portanto, |—oo, 3/4] U
[4/3, +oo| € a solucio.
6x2 —5x—4=0
Bx—4H2x+1)=0
3x—4=00u2x+1=0
1
X = g oux= —5
O gréfico de y = 63> — 5x — 4 estd acima do
eixo x para x < —1/2 e para x > 4/3. Portanto,
]—oo, —1/2[ U ]4/3, +oo[ € a solucio.
42— 1=0
2x+1H)2x—1)=0
2x+1=00u2x—1=0
1 1

X=——oux=_
2 2

O gréfico de y = 4x> — 1 estd abaixo do eixo x
para —1/2 < x < 1/2. Portanto, [—1/2, 1/2] € a
solucdo, pois os extremos estdo incluidos.

47

48.

49.

50

51.

52.

53.

. O grifico de y = 9x> + 12x — 1 parece ser zero
parax = —1,41 e x = 0,08 e estd acima do
eixo x parax < —1,41 e x > 0,08. Portanto,
]—oo, —1,41] U [0,08, +oo[ € a solugdo aproxi-
mada, e os extremos estao incluidos.

O gréfico de y = 4x> — 12x + 7 parece ser zero
parax = 0,79 e x = 2,21 e estd abaixo do eixo
x para 0,79 < x < 2,21. Portanto, 10,79, 2,21[ é
a solucdo aproximada.

42 —4x+1=0
2x —DH2x—1)=0
2x—1)2=0
Zx_l 1=0
x==

2

O gréfico de y = 4x> — 4x + 1 estd totalmente
acima do eixo x, exceto em x = 1/2. Portanto,
]—oo, 1/2[ U ]1/2, +oo[ € a solugdo estabelecida.

L2 —6x+9=0
x=3)(x—-3)=0
(x—3)2=0
x—3=0

x=3

O gréfico de y = x> — 6x + 9 est4 totalmente
acima do eixo x, exceto em x = 3. Portanto,
{3} € a solugdo estabelecida.

X2 —8x+16=0
x—4Hx—4=0
x—4)?%=0
x—4=0

x=4

O grifico de y = x> — 8x + 16 est4 totalmente
acima do eixo x, exceto em x = 4. Portanto, nao
ha solucdo, isto €, a solugdo € dada por ¢.

92+ 12x+4=0

Bx+2)3x+2)=0

(Bx+2)2=0

3x+2=0

x=-=
3

O grifico de y = 9x> + 12x + 4 est4 totalmente
acima do eixo x, exceto em x = —2/3. Portanto,
todo nimero real satisfaz a inequacdo. A solugdo
€ ]—oo, toof.

O grifico de y = 3x> — 12x + 2 € zero para

x = -2,08,x=0,17ex = 1,91 e estd acima
do eixo x para —2,08 < x < 0,17 e x > 1,91.
Portanto, [—2,08, 0,17] U [1,91, +oo[ € a solu-
¢d0 aproximada.



54. O grifico de y = 8x — 2x> — 1 € zero para
x= —2,06,x = 0,13ex = 1,93 ¢ esta abaixo
do eixo x para —2,06 < x < 0,13 e x > 1,93.
Portanto, ]—2,06; 0,13[ U [1,93, +<o[ € a solu-
¢do aproximada.
55.2x3 + 2x > 5 é equivalente a 2x> + 2x — 5> 0.0
grédfico de y = 2x3 + 2x — 5 & zero para x = 1,11
e estd acima do eixo x para x > 1,11. Assim,
]1,11; +eo[ € a solucéio aproximada.
56. 4 = 2x3 + 8x & equivalente a 2x> + 8x —4 = 0.
O grifico de y = 2x3 + 8x — 4 € zero para
x = (0,47 e estd acima do eixo x para x > 0,47.
Assim, [0,47, +oo[ € a solug@o aproximada.
57. As respostas podem variar. Algumas possibilida-
des sao:
@x*>0
d2+1<0
©x*=0
dx+2)x—5=0
@x+1Hx—4)>0
) x(x—4)=0
58. Seja x a velocidade média; entdo 105 < 2x. Re-
solvendo a equacdo resulta x > 52,5, assim, a
menor velocidade média € 52,5 km/h.
59. (a) Seja x > 0 a largura de um retangulo entdo a
altura € 2x — 2 e o perimetro é P = 2[x +
(2x — 2)]. Resolvendo P <200e2x — 2 >0
resulta 1 cm < x < 34 cm.

2[x + (2x — 2)] < 200 e 2x—2>0
2(3x — 2) <200 2x <2
6x — 4 <200 x> 1
6x < 204
x <34

(b) A dreaé A = x(2x — 2). Ja sabemos que x > 1
da parte (a). Resolver A = 1200.
x(2x — 2) = 1200
2x2 — 2x — 1200 =0
x> —x—600=0
(x—25x+24)=0
x—25=0 ou x+24=0
x=25 ou x=-24
O gréfico de y = 2x> — 2x — 1200 est4 abai-
xo do eixo x para 1 < x < 25. Assim,
A = 1200 quando x estd no intervalo ]1, 25[.
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60. Substitua 20 e 40 na equagdo P = 400/V para
encontrar a imagem P:P = 400/20 e P = 400/40
= 10. A pressdo pode variar de 10 a 20, ou 10
= P = 20. De maneira alternativa, resolva
graficamente: grafico y = 400/x em [20, 40] X
[0, 30] e observe que todos os valores de y
estdo entre 10 e 20.
61. Falso.
62. Verdadeiro.
63.]x —2| <3
—3<x—2<3
—1<x<5
1=15[
A resposta € E.
64. O grifico de y = x> — 2x + 2 est4 totalmente
acima do eixo x, assim, x> — 2x + 2 = 0 para
todos os nimeros reais de x. A resposta € D.

65. x> > x é verdadeira para todo x negativo ou para
x > 1. Assim, a soluc@o € |—oo, O[ U ]1, +oo[. A
resposta € A.

66. x> = 1 implica —1 =< x =< 1, assim, a solucdo &
[—1, 1]. A resposta é D.

67. (a) Os comprimentos dos lados da caixa sdo x, 12

— 2xe 15 — 2x, assim o volume € x(12 — 2x)
(15 — 2x). Resolver x(12 — 2x)(15 — 2x) =
125, graficoy = x(12 — 2x)(15 — 2x) e
y = 125 e encontrar onde os graficos se
interseccionam: x = 0,94 polegadas ou
x = 3,78 polegadas.

(b) O grifico de y = x(12 — 2x)(15 — 2x) estd
acima do grafico de y = 125 para 0,94 <
y < 3,78 (aproximadamente). Assim, esco-
lhendo x no intervalo ]10,94; 3,78[ resultara
em uma caixa com o volume maior que
125 centimetros cubicos.

68.2x> + 7x — 15 =10 ou 2x* + 7x — 15 = —10
224+ Tx—25=0 22+ 7x—5=0
O grificode y = 2x* O gréfico de y = 2x?
+ 7x — 25 parece + 7x — 5 parece ser

zero para x = —4,11

ex=0,61

Ser zero para x =
—5,69ex=2,19

Olhe para os grificos de y = [2x> + 7x — 15| e
y = 10. O gréfico de y = [2x* + 7x — 15| estd
abaixo do grafico de y = 10 quando —5,69 < x <
—4,11 e quando 0,61 < x < 2,19. Portanto,
1-5,69, —4,11[ LU ]0,61; 2,19[ € a solucdo
aproximada.
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69.2x2 4+ 3x — 20 =100u2x? + 3x — 20 = —10
2x24+3x—30=0 224+ 3x—10=0

O grifico de y = 2x?
+ 3x — 10 parece

O grifico de y = 2x?
+ 3x — 30 parece
Ser zero para x =
—4,69ex=3,19

Ser zero para x =
—3,1lex=1,61

Olhe para os grificos de y = [2x2 + 3x — 20 | e
y = 10. O grifico de y = [2x* + 7x — 20| estd

acima do grafico de y = 10 quando x < —4,69;
—=3,11 <x < 1,61 e x > 3,19. Portanto,

J—oo, =4,69] U [—3,11, 1,611 U [3,19; +oo[ € a
solucdo aproximada, com os extremos incluidos.

CAPITULO 7

Revisdo rapida

1.x2—-16=0
=16
x==4
2.9 —x2 =
9 =x2
+3=x
3.x—10<0
x <10
4.5—x=0
—x=-5
x=5

5. Como vimos, o denominador de uma fun¢ao nio
pode ser zero. Veremos quando isso ocorre.
x—16=0

x=16
6. x> —16=0
2 =16
x==4
7.x—16 <0
x <16
8.x2—1=0
=1
x==1
9.3 —x=0¢e¢ x+2<0
3<x x <=2
x< —2 e x=3
10.x2—4 =0
xX2=4
x==x2
Exercicios

1. Sim, y = Vx — 4 ¢ uma fungdo de x, pois,
quando o nimero € substituido por x, hd no

maximo um valor produzido para Vx — 4.

2. Ndo, y = x* + 3 ndo € uma fungdo de x, pois
quando o nimero € substituido por x, y pode ser

tanto 3 maior ou 3 menor que x2.

3. Nio, x = 2y? ndo determina y como uma fungdo
de x, pois, quando um niimero positivo € substi-

X X
tuido por x, y pode ser \/; ou 7\/;.

4. Sim, x = 12 — y determina y como uma fun¢@o
de x, pois, quando um ntimero € substituido por
X, hd exatamente um nimero y que produz x
quando subtraido por 12.

Sim.

Nao.

Nao.

Sim.

R0

Dominio: |—oo, +eof.

t

[—5, 5] por [—5, 15]

10. Precisamos x — 3 # 0.
Dominio: |—ee, 3[ U |3, +oo[.

.

[—5, 15] por [—10, 10]

11. Precisamos x + 3 #0ex — 1 #0.
Dominio: [—eo, =3[ U ]—=3, 1] U |1, +ool.

_ L
N

[—10, 10] por [— 10, 10]

12. Precisamos x #0ex — 3 #0.
Dominio: [—ee, O[ U 10, 3[ U ]3, +ool.



.
N

[—10, 10] por [~ 10, 10]

_ X
xz—Sx_x(x*S)'
Como resultado, x —5 #0ex #0.
Dominio: ]—eo, O[ U 0, 5[ U 15, +ool.

e
)

[—10, 10] por [—5, 5]

13. Note que g(x) =

14. Precisamos x — 3 # 0 e 4 — x> = 0. Isso signi-
fica que x # 3 e x> =< 4, esta Ultima implica que
—2 = x = 2, assim, o dominio € [—2, 2].

[—3,3] p(_)r[—2, 2]

15. Precisamos x + 1 2 0,x2+ 1#0e4 — x = 0.
O primeiro requisito significa x # —1, o segun-
do € verdadeiro para todo x, e o dltimo significa
x = 4.0 dominio € |—eo, —1[ U ]—1, 4].

L

[—5, 5] por [—5,5]

M —16x2=0

(2 —16)=0

=0 ou x2—16=0
=16

x=0 ou x=4,x=—4

Dominio: ]—eo, —4] U {0} U [4, +ool.

16. Precisamos
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[—5, 5] por [0, 16]

17. f(x)=10 — x? pode tomar qualquer valor negati-

vo, pois x? € ndo negativo, f(x) ndo pode ser

maior que 10. A variag@o € |—eo, 10].
18. g(x) =5 +V4 — x pode tomar qualquer valor

= 5, mas como V4 — x € ndo negativo,
g(x) ndo pode ser menor que 5. A variacdo €

[5, +eol.

19. A variac@o de uma funcdo € encontrada mais
facilmente pelo seu grafico. Como mostra nosso

gréfico, a variacdo de f(x) € ] —eo, —1[ U [0, +eo[.

w“{%

[—10, 10] por [—10, 10]

20. Como mostra nosso gréfico, a variagdo de g(x) é
J=eo, =1[ L [0,75, +eol.

IR

[—10, 10] por [—10, 10]

21. Sim, € nao removivel.

~

[—10, 10] por [—10, 10]
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22. Sim, € removivel.

N

10, 10]

[—5, 5] por [—

23. Sim, € ndo removivel.

[—10, 10] por [—2, 2]

24. Sim, € ndo removivel.

|~
)

[—5,5] por [—5, 5]

25. Maximo local em (—1, 4) e (5, 5), minimo local
em (2, 2). Fung@o crescente em |— oo, —1],
decrescente em (1, 2), crescente em [2, 5] e
decrescente em [5, +oof.

26. Minimo local em (1, 2), (3, 3) ndo € nenhum dos
dois casos e (5, 7) € um méaximo local. Funcdo

decrescente em ]—eo, 1], crescente em [1, 5] e
decrescente em [5, +oo.

27.(—1, 3) e (3, 3) sdo nenhum dos dois casos.
11, 5[ € o maximo local, ¢ 15, 1] € um minimo
local. Func¢@o crescente em |—eo, 1], decrescente
em [1, 5] e crescente em [5, +oof.

28.(—1, 1) e (3, 1) sdo minimos locais, enquanto
(1, 6) e (5, 4) sdo maximos locais. Funcdo
decrescente em |—eo, —1], crescente em [—1, 1],
decrescente em |1, 3] e crescente em [3, 5] e
decrescente em [5, +oo.

29. Fung¢do decrescente em |—eoo, —2], crescente em
[—2, +ool.

[—10, 10] por [—2, 18]

30. Fung¢@o decrescente em |—oo, —1]; constante em
[—1, 1]; crescente em [1, +eoof.

[—10, 10] por [—2, 18]

31. Fung@o decrescente em |—oo, —2]; constante em
[—2, 1]; crescente em [1, +oof.

[—10, 10] por [0, 20]

32. Funcdo decrescente em | —oo, —2]; crescente em
[—2, +ool.

NI

[—7, 3] por [—2, 13]

33. Fung@o crescente em |—eoo, —2]; decrescente em
[1, +eof.

L
I

—4, 6] por [

—25,25]

34. Fung@o crescente em |—eoo, —(0,5]; decrescente
em [—0,5, 1,2], crescente em [1,2, +oo[. Os
valores médios sdo aproximados — de fato estdo

entre —0,549 e 1,215. Os valores dados podem
ser observados na janela decimal.

a |

[—2,3] por [—3,1]



35. Fungdes constantes sio sempre limitadas.
36.x2>0
-x2<0
2 —-x*<2
y € limitada superiormente por y = 2.
37.2* > 0 para todo x, assim, y limitada
inferiormente por y = 0.
38. 27 = 1/2* para todo x, assim, y € limitada infe-
riormente por y = 0.
39.Como y = V1 — x* € sempre positivo, sabe-
mos y = 0 para todo x. Precisamos verificar para
uma fungdo limitada superiormente:
x>0
—x?<0
1—x<1
V-2 < V1
V1i-x¥<1

Assim, y € limitada por y = 1.

40. Nio hd restrigdes em x nem em x>, assim, y néo
¢é limitada superior nem inferiormente.

41. f tem um minimo local quando x = 0,5 ¢
y = 3,75. Ndo tem maximo.

[—5, 5] por [0, 36]

42. Méximo local: y = 4,08 em x = —1,15.
Minimo local: y = —2,08 em x = 1,15.

L/
a

[5, 5] por [50, 50]

43. Minimo local: y = —4,09 em x = —0,82.
Maéximo local: y = —1,91 em x = 0,82.

NS
~

[—5, 5] por [—50, 50]
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44. Miaximo local: y = 9,48 em x = —1,67. Minimo
local: y = 0 quando x = 1.

/

[—5, 5] por [—50, 50]

45. Miéximo local: y = 9,168 em x = —3,20.
Minimo local: y = 0emx =0ey = 0em
x = —4.

[~ . .
[—5, 5] por [0, 80]

46. Maximo local: y = 0 em x = —2,5. Minimo
local: y = —3,13 em x = —1,25.

7of

[=5, 5] por [—10, 10]

47. A fungio € par: (—x) = 2(—x)* = 2x* = f(x)
48. A fungio é fmpar: g(—x) = (—x)°’ = —x3 = —g(x)
49. A funcio é par: f(—x) = V(—x)* + 2

=V +2 = f(x)

3
50. A fungdo € par: g(—x) = ———
ungdo € par: g(—x) 1+ (-2
- =)
—1+x2—gx

51. Nenhum dos dois casos: f(—x) = —(—x)? + 0,03
(—x) +5=—x2—0,03x + 5, que nio € nem f(x)
nem — f(x).

52. Nenhum dos dois casos: f(—x) = (—x)° + 0,04
(—x)? + 3 = —x3 + 0,04x? +3, que nio € nem

J(x) nem — f(x).
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53. A funcio é impar: g(—x) = 2(—x)> — 3(—x) =
=223+ 3x = —g(x) J‘
o 1 1 ~ . I
54. A funcdo é fmpar: h(—x) = T —h(x) f‘
X

55. O quociente 1 ¢ indefinido em x = 1, indi- [—8, 12] por [~ 10, 10]

cando que x = 1 é uma assintota vertical. De ma-

L. . X . X 58. Como g(x) € continua em —oo < x < +oo, nd0
neira similar, lim = lim =1, P .

yodeo X — 1 xo—ex — 1 esperamos uma assintota vertical. Entretando,

indicando uma assintota horizontal em y = 1.

. . . 1
lim 1,5°= lim 1,5"= lim —=0,
O grafico confirma essas assintotas. x——eo x—>+eo x—+e 1,5

X

assim esperamos uma assintota horizontal em y
= (. O gréfico confirma esta assintota.

P

[—10, 10] por [—10, 10]

[—10, 10] por [—10, 10]

56. O quociente o1 € indefinido em x = 0, indi- 2
cando uma possivel assintota vertical em x = 0. 59. O quociente - ¢ indefinido emx =1 e
De maneira similar, x = —1. Esperamos duas assintotas verticais. De
: : x—1 maneira similar, lim 42 = lim +2 =1

assim esperamos uma assintota horizontal em

indicando uma possivel assintota horizontal em y=1. O gréfico confirma essas assintotas.

y = 1. O grifico confirma essas assintotas. ' ‘

— BN

[—10, 10] por [—10, 10]

60. Notamos que x> + 1 > 0 para —co < x < +oo,

(=10, 10] por [~ 10, 10] assim ndo esperamos uma assintota vertical.
. 4 . 4
Entretanto, lim ——— = lim —— =0,
. x+2 . . Lo x——oo X~ + 1 xoteo X° + 1
57. O quociente 3y ¢ indefinido em x = 3, indi- assim esperamos uma assintota horizontal em
cando uma possivel assintota vertical em x = 3. y=0. O grifico confirma essa assintota.

De maneira similar,

. x+ 2 . x+ 2
lim = lim = -1
Xx—+e 3 — X x>—e 3 — X

indicando uma possivel assintota horizontal em
y = —1. O grafico confirma essas assintotas.

[—5, 5] por [0, 5]



. 4x — 4 .
61. O quociente 3 ndo existe em x = 2, espera-

x> =
mos uma assintota vertical. De maneira similar,

. 4x—4 . 4x -4

lim — = lim —
x—>—0 X~ + 8 xo>teo X7 + 8
esperamos uma assintota horizontal em y = 0.
O grifico confirma essas assintotas.

L
)

[—4, 6] por [—5, 5]

= 0, assim,

. 2x — 4 2(x = 2)
62. O quociente — =
=4 (x-=2)(x+2)

2
x+ 2

Como x = 2 é uma descontinuidade removivel,
esperamos uma assintota vertical apenas em
x = —2. De maneira similar,

. 2 . 2
lim = lim =0
X—>—o00 X — Xoteo X — 2

assim, esperamos uma assintota horizontal em
y = 0. O grifico confirma essas assintotas.

N
=

[—6, 4] por [—10, 10]

63. O denominador € zero quando x = —1/2, assim,
hd uma assintota vertical em x = —1/2. Quando
x+2

tende a +oo ou a —oo, se comporta

2x + 1
. X 1 . ) B
mais como ? = 5 , assim, h4 uma assintota
X

horizontal em y = 1/2. O grafico correspondente
é (b).

64. O denominador € zero quando x = —1/2, assim,
ha uma assintota vertical em x = —1/2. Quando
x>+ 2

tende a +eo oua —oo, se comporta mais

2x + 1
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2
X X . , L
como o = 5 assim, y = x/2 € uma assintota
X

inclinada. O gréfico correspondente € (c).

65. O denominador ndo € zero, qualquer que seja o

valor real de x; assim, ndo ha uma assintota ver-

x+ 2
tical. Quando x € muito maior, ———— se com-
2x° + 1
. X 1
porta mais como —— = ——,
2x 2x

1
que para x tendendo a +eo ou a —eo, o estd
X

perto de zero. Assim, had assintota horizontal em
y = 0. O gréfico correspondente € (a).

66. O denominador ndo € zero, qualquer que seja o

valor real de x; assim, ndo ha uma assintota ver-

X +2
tical. Quando x tende a +eooua —co, ——5——
2x- + 1
. x .
se comporta mais como Py = 5 assim,

y = x/2 é uma assintota inclinada. O grafico cor-
respondente € (d).

67.(a) Como lim ——— = lim ——— =0,

X—>—o0 xz -

esperamos uma assintota horizontal em y = 0.
Para encontrar onde a funcdo cruza y = 0,

X—+oo XZ -1

resolvemos a equagdo, com x # *1.

SR

X2 -1
x=0-(x*—-1)
x=0

O grafico confirma que f(x) intersecciona a
assintota horizontal em ]0, Of.

b
i

[—10, 10] por [—10, 10]

(b) Como lim —; =0,

x—o—oo X° + 1 x5t x” + 1

esperamos uma assintota horizontal em
y = 0. Para encontrar onde a fungdo inter-
secciona y = 0, resolvemos a equacao:
g —
P+l
x=0-%+1)
x=0
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O gréfico confirma que g(x) intersecciona a
assintota horizontal em (0, 0).
[—10, 10] por [—5, 5]
im 5~ im0
im = lim =
(C) Como X—>—o0 x3 + 1 X—+oo x3 +1 ’

esperamos uma assintota horizontal em
y = 0. Para encontrar onde /(x) cruzay = 0,
resolvemos a equagao, com x ¥ —1:
x2
©+1
X2=0-+1)
=0
x=0
O gréfico confirma que A(x) intersecciona a
assintota horizontal em ]0, O[.

[—5, 5] por [—5, 5]

68. Encontramos que (a) e (¢) t€m graficos com mais
de uma assintota horizontal, como se segue:

(a) Para encontrar assintotas horizontais, verifi-
camos os limites para x — +oo e x — —oo.
Sabemos também que o numerador |x> + 1]
¢ positivo para todo x, e que o denominador
8 — x3 é positivo para x < 2 e negativo para
x > 2. Considerando essas duas afirmagoes,

encontramos

A R+

lim =1 ¢ lim —— —=1
x—+eo 8§ — X X—>—o00 - X

O grafico confirma que temos assintotas hori-
zontaisemy = ley = —1.

[—10, 10] por [—5, 5]

(b) Novamente, vemos que o numerador |x — 1]
é positivo para todo x. O denominador x> — 4
pode ser negativo somente quando —2 < x<< 2;
se x < —2oux > 2, x> — 4 serd positivo.
Como o denominador tem grau maior que o

numerador:
RS o= 1]
lim 5 = 5 = 0, dando apenas
x——c0 X* — 4 X—>+oo X° —

uma assintota horizontal em y = 0. O gréfico
confirma essa assintota.

y

S
|

[—5, 5] por [—5, 15]

'[

(¢) Como ja demonstramos, precisamos de
x> — 4 >0, do contrdrio, a fungdo ndo estd
definida dentro dos nimeros reais. Como
resultado, sabemos que o denominador

Vx? — 4 é sempre positivo, e que h(x) estd
definido apenas no dominio
J=oo, =2[ W ]2, +oof.
Verificando os limites, encontramos

. X . x

Iim —=1e lim —=—1.
X——oo x2 — 4 x—=>+o\/x* — 4
O gréfico confirma que temos assintotas hori-
zontaisemy = ley = —1.

[—10, 10] por [—10, 10]

69. (a) A assintota vertical é em x = 0 e essa fungdo
¢ indefinida em x = 0 (pois o denominador néio
pode ser zero).

(b)

[—10, 10] por [—10, 10]

Acrescentar o ponto (0, 0).
(c¢) Sim.




70. As assintotas horizontais sdo determinadas por
dois limites, xEIPm flx) e XETOO f(x) . Ha no
maximo dois nimeros diferentes.

71. Verdadeiro.

72. Verdadeiro.

73. A resposta € B.

74. A resposta € C.

75. A resposta € C.

76. A resposta € E.
77. (a)

[—3, 3] por [—2,2]

X

T+ 2<1©x<]+x2<i>x2*x+1 >0
X

(b)

Mas o discriminante de x> — x + 1 € negativo
(—3), assim, o grafico nunca cruza o eixo x
no intervalo ]0, +ool.

() k= —1

X

;> —lex> —1 — e’ +x+1>0
1+x

(@)

Mas o discriminante de x> + x + 1 € negativo
(—3), assim, o grafico nunca cruza o eixo x no
intervalo |—eo, O].

78. Crescente.

79. Um grafico possivel:
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80. Um gréfico possivel:

3
____________ y=1
-5 L
x=0
81. Um gréfico possivel:
y
5.

82.(a) x> >0
-0,8x2 <0
2—-0,8x2<2
f(x) € limitada superiormente por y = 2. Para
determinar se y = 2 estd no intervalo, devemos
resolver a equagdo para x: 2 = 2 — 0,8x?
Como f(x) existe em x = 0, entdo y = 2 esta na
imagem da fungio.

2 2

. 3x . 3x .
(b) lim n = lim — = lim 3=3

X—*oo X2 2 X—> oo

X—>teo X

Assim, g(x) € limitada por y = 3. No entan-
to, quando resolvemos para x, temos
_ 3x?
T34+
33 +x%) = 3x?
9 +3x% = 3x2
9=0
Como 9 # 0 entdo y = 3 ndo estd na imagem
da funcdo g(x).

(¢) h(x) ndo € limitada superiormente pois

lim A(x) = lim A(x) = +co.
x—0_

x—0,
(GY)
. 4x . 4x
lim S A, lim R
x—+eo X° 4+ 2x + 1 x> X° + 2x + 1
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Assim: g(x) € limitado por y = 0 quando x
vai para +oo e —oo,

(e) Sabemos que (x + 1)2 > 0 para todo x # —1.

Assim, para x > 0 temos 0

2 >
x“+2x + 1
eparax <0 (ex + —1) temos

4x

=, ., <0
x“+2x+1

Essa segunda conclusdo pode ser ignorada,
pois estamos interessados no limite superior
de g(x).

Examinando o grifico, vemos que g(x) tem
um limite superior em y = 1, que ocorre
quando x = 1. O menor dos limites superio-
res de g(x) € 1 e estd na imagem.

83. Como o grifico desce continuamente do ponto
]—1, 5[ para o ponto ]1, —5[, ele deve cruzar o
eixo x em algum ponto no caminho. O ponto de
interseccdo de x serd uma raiz da funcdo no
intervalo [—1, 1].

84. Como f ¢ impar, f(—x) = —f(x) para todo x. Em
particular, f(—0) = —f(0). Isto equivale a dizer
que f(0) = —f(0) e o tinico nimero igual a seu
oposto € 0. Portanto, f(0) = 0, que significa que
o gréfico deve passar pela origem.

[—6, 6] por [—2,2]

85.

@y=15
(b) [-1; 1,5]

3x2 -1
5 =15
2x° + 1

(¢) 1=

3x% -1
> =25
2x° + 1
0=2+1+32-1=52+25
0=352=5x2+25
Verdadeiro para todo x.

0=1+

CAPITULO 8

Revisdo rapida
1. y=8x+ 3,6
2. y=—1,8x -2

3
3.y—4= 7g(x+2) ouy = —0,6x + 28

S S

(=2, -3)

5. x+3)2=(x+3)x+3)=x2+3x+3x+9
=x2+6x+9

6. x — 4l =@x—-dHx—4H=x>—4x—4x+ 16
=x2—-8x+ 16

7. 30 — 6 = 3(x — 6)(x — 6) = 3x — 18)(x — 6)
= 3x2 — 18x — 18x + 108 = 3x% — 36x + 108

8. —3(x+ 7%= -3+ Nx +7)
= (=3x—2D)x +7)
= —3x% — 21x — 21x — 147
= —3x2 — 42x — 147

9. 242 —4x+2=2(x2—-2x+ 1)
=20 — D(x — 1) = 2(x — 1)?

10. 3x2 + 12x + 12 = 3(x2 + 4x + 4)
=3+ 2)(x +2) = 3(x + 2)?

Exercicios
1. Nio ¢ uma fung¢do polinomial, por causa do
expoente —5.
2. Polinomial de grau 1 com coeficiente principal 2.
3. Polinomial de grau 5 com coeficiente principal 2.
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4. Polinomial de grau 0 com coeficiente princi- 5 _ 5
pal 13. 10.m:1,entaoy72:Z(x71)
5. Nio € uma fun¢do polinomial, por causa da raiz
ibi 5 3
cubica. =>f(x) ="y + =
6. Polinomial de grau 2 com coeficiente princi- 4 4
pal —5.

= ta - = ( - 2)
7. m , entao 4 X

5 18
=>f(x) = ;x + 7

/./ i 3 11. m= —lentdioy — 3 = —1(x — 0) = f(x) =
(=5,-D - —x+3

8 7 entioy—5 = — (x +3)
. om=——, entdoy — 5 = —— (x
9 ’ 9

7 8
:>f(x)=—§x+g i ‘Y

- L 1o
..../_. B 12.m—5,entaoy 2—2(x 0)
/'/ o 1

(=5,-1 = flx) = > +2

4 4 L(1,5)
9. m=—§, entaoy—6:—g(x+4) L

0,2)
@f(x)z_%x_i_% |||/|||||x

a0} >

1,5)

y -
10 L

(—4,6) i .

u 13. (a) — o vértice estd em (—1, —3), no quadrante
Sk N I11, eliminando tudo menos (a) e (d). Como

L 10 fl0)=—1, deve ser (a).

i 14. (d) — o vértice estd em (—2, —7), no quadrante

[ III, eliminando tudo menos (a) e (d). Como

- J(0)=5, deve ser (d).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
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(b) — o vértice estd no quadrante I, em (1, 4),
significando que deve ser ou (b) ou (f). Como
f(0)=1, ndo pode ser (f): se o vértice em (f) €
(1, 4), entdo a intersec¢do com o eixo y seria
entre (0, 3). Deve ser (b).

(f) — o vértice estd no quadrante I, em (1, 12),
significando que deve ser ou (b) ou (f). Como
f(0)=10, ndo pode ser (b): se o vértice em (b)
é (1, 12), entdo a intersec¢do com 0 €ixo y
ocorre consideravelmente abaixo de (0, 10).
Deve ser (f).

(e) — o vértice estd em (1, —3) no quadrante
1V, assim, deve ser (e).

(c) — o vértice estd em (—1, 12) no quadrante
I, e a pardbola, com concavidade para baixo,
assim, deve ser (c).

Translade o grafico de f(x) = x* trés unidades
para a direita para obter o grafico de h(x) = (x —
3)?, e translade este grifico duas unidades para
baixo para obter o grifico de g(x)=(x — 3)> — 2.

“Encolha” verticalmente o grafico de f(x) = x?

1
com o fator N para obter o grfico de
1 ) .
gx)= sz e translade este grafico uma unidade

1
abaixo para obter o gréafico de h(x) = sz - 1.

y
10+

21

22

23
24
25

26

27

. Translade o gréfico de f(x) = x* duas unidades
para a esquerda para obter o grafico de

h(x) = (x + 2)? “encolha” verticalmente este

1
gréfico com o fator > para obter o grifico

1
de k(x) = 5 (x + 2)? translade este grafico
trés unidades para baixo para obter o grafico de
1
gx) = 5 (x +2)2 — 3.

y

. “Estique” verticalmente o grafico de f(x) = x?
com o fator 3 para obter o grifico de g(x) =
3x2, considere-o simétrico com relagio ao eixo

x para obter o grafico de k(x) = —3x?, e
translade este grafico 2 unidades para cima

para obter o grafico de h(x) = —3x% + 2.

y

L 10
. Vértice: (1, 5); eixo: x = 1.
. Vértice: (=2, —1); eixo: x = —2.
. Vértice: (1, —7); eixo: x = 1.
. Vértice:(\/§,4); eixo: x = V3.
)
. flx)y =3 x +§x -4
<2 5 25) 25
=3{(x"+2-—x+ | —4———
6 36 12
< 5)2 73
=3(x+—| ——
6 12



‘. 73
Vértice: (—*

,——— ) ;eixo: x = ——
6 12 6

28. f(x) = *2<x2 + %x) -3

o (7 25> . 7
Vértice: | —— ) ; eixo: x = —
4 8 4

29. flx) = —(x> — 8x)+3
=—x?—2-4x+16) +3 + 16
=—(x—42+19
Vértice: (4, 19); eixo: x = 4

30. fx) = 4<x2 - %x) +6

5 1 1 1
=4{x"—2-x+_— ] +6——
4 16 4

) 3 9 9
=5(x *Z'EXJrE +4 - =

( 3)2 11
=5(x—=) +—
5 5

o (3 11) . 3
Vértice: | —,— ); eixo: x = —
55 5

7
32. h(x) = —2<x2 + 5x> -4

5 749 49
=2lx"+2-x+_— ) -4+ —
4 16 8
( 7)2 17
=2(x+—) +—
4 8
o < 7 17) . 7
Vértice: (——, — ) ; eixo: x = —
48 4
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B.A)=02—4x+4)+6—4=x—2)72+2.
Vértice: (2, 2); eixo: x = 2; concavidade para
cima; nao intersecciona o €ixo x.

[—4, 6]V por [0, 20]

3. gx)=0*—6x+9) +12—9=(x—3)?>+3.
Vértice: (3, 3); eixo: x = 3; concavidade para
cima; nao intersecciona o €ixo x.

[—;1, 6] por [0, 20]

35. flx) = — (2 + 16x) + 10 = — (x> + 16x +
64)+10 + 64 = — (x + 8)> + 74.
Vértice: (—8, 74); eixo: x = —8; concavidade
para baixo; intersecciona o eixo x entre

—16,602 ¢ 0,602(—8 = \/74).

[—20, 5] por [—100, 100]

36. hx) = — (2 —2x)+8=—(2—2x+ 1)+
8+1=—(x—1%*+09.
Vértice: (1, 9); eixo: x = 1; concavidade para
baixo; intersecciona o eixo x em —2 e 4.

A e

[—9, 11] por [—100, 10]
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37.

38.

39.

Pré-calculo

fix) =2+ 3x) + 7.

o2 9 _2
20 x4+ 3x + + 7
4 2

L. 3 5 . 3 .
Vértice: { ——, — ); eixo: x = ——; concavidade
2 2 2

5 <

para cima; ndo intersecciona o eixo x e €
cada” verticalmente pelo fator 2.

esti-

[—3,7; 1] por [2; 5,1]

gx) =52 —5x) + 12

N 25 125
=5|x —5x+T +12 — —

< 5)2 77
—5(y-2) =
2 4

o 5 77 . 5 .
Vértice: | ——— | ; eixo: x = —; concavidade
2 4 2

para cima; intersecciona o €ixo x entre
5 1

0,538 e 4,462 (ouf + — 385> e é “esti-
2 10

cada” verticalmente pelo fator 5.

[—9, 11] por [—100, 10]

h=—lek= —3,assimy = a(x + 1)> — 3.
Agora substitua x = 1, y = 5 para obter 5 =
4a — 3, assim a = 2. A equacio &:
y=2(x+ 12— 3.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

h=2ek=—7,assimy = a(x — 2)> — 7.
Agora substitua x = 0, y = 5 para obter 5 = 4a
— 7, assim a = 3. A equacdo & y = 3(x — 2)?
-7

h=1lek=11,assimy = a(x — 1)> + 11.
Agora substitua x = 4, y = —7 para obter
—7 =9a + 11, assim a = —2. A equagdo é:
y=—=2(x— 172>+ 11

h = —1ek=5,assimy = a(x + 1)> + 5. Agora
substitua x =2,y = —13 para obter —13 = 9a
+ 5, assim a = —2. A equacio &:

y=—-2(x+ 1)>+5.

h=1ek=23,assimy = a(x — 1)*> + 3. Agora
substitua x = 0, y = 5 para obter 5 = a + 3,
assim a = 2. A equagdo é:y = 2(x — 1) + 3.

h=—2ek=—5assimy = a(x + 2)> — 5.
Agora substitua x = —4, y = —27 para obter

11
—27=4a — 5,assima = — > . A equagdo ¢:
11
y:*? (x+2)2—5.

Seja x o nimero de bonecas produzidas sema-
nalmente e y o custo médio semanal. Entdo

m = 4,70, e b = 350, assim y = 4,70x + 350
para que tenhamos 500 = 4,70x + 350 entdo
x = 32; 32 bonecas sdo produzidas por semana.

Se o comprimento € x, entdo a largura é 50 — x,
assim A(x) = x(50 — x); a d&rea maxima de 625
metros quadrados € obtida quando x = 25 (as
dimensdes sdo 25 metros X 25 metros).

(a) [0, 100] por [0, 1000] € uma possibilidade.

(b) Quando x = 107,335 ou x = 372,665 ou
seja aproximadamente 107.335 unidades ou
372.665 unidades.

(a) R(x) = (800 + 20x)(300 —5x).
(b) [0, 25] por [200.000, 260.000] € uma
possibilidade (mostrada).

[0, 25] por [200,00, 260,000]



(c) A receita mensal mdxima — R$ 250.000 —
¢ atingida quando x = 10, correspondendo

ao aluguel de R$ 250 por més.

49. A funcdo identidade f (x) = x

50.

[—4.,7;4,7] por [-3,1; 3,1]

Dominio: (—oo, +o0)

Imagem: (—oo, +o0)

Continuidade: a fung@o € continua neste

dominio

Comportamento crescente/decrescente:

E crescente para todo x

Simetria: € simétrica perto da origem

Limite: ndo € limitada

Extremo local: nenhum

Assintotas horizontais: nenhuma

Assintotas verticais: nenhuma

Comportamento nos extremos do dominio:
lim f(x) = 4+ e lim f(x) = —oo.

X —os

X—>+oo

A fungdo do segundo grau f (x) = x>

-

[—4,7;4,7] por [—1, 5]

Dominio: |—oo, +eof

Imagem: [0, +oof

Continuidade: a fung¢do € continua neste
dominio

Comportamento crescente/decrescente:

E crescente em [0, +oo[, decrescente em |—co, 0]

Simetria: € simétrica perto do eixo y
Limite: € limitada inferiormente, mas nao
superiormente

Extremo local: valor minimo de 0 em x = 0
Assintotas horizontais: nenhuma
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Assintotas verticais: nenhuma
Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = lim f(x) = +oo
X—> — oo X—>+oo

51. Falso. Para f(x) = 3x% + 2x — 3, o valor inicial
éf(0)=—3.

52. Verdadeiro. Completando o quadrado, podemos
reescrever f(x) de modo que

f(x):(xz—x+%>+1—i=<x_%>2+%

3 -
Como f(x) = 7 entao f(x) > 0 para todo x.

1-3 -2
S3.m=——"_—-=—""=—
4—-(-2) 6
A resposta € E.

54. f(x)= mx+ b

1
T

1
3=-=(-2)+b
(-2)

3="+b
2 7
b=3-===
303

A resposta ¢é C.

55. O eixo de simetria ocorre verticalmente pelo

vértice quando x = -3. A resposta é B.

56. O vértice é (h, k) = (—3, —5). A resposta é E.

57. (a) Os graficos (i), (iii) e (iv), (v) e (vi) sendo
que (iv) e (vi) sdo gréficos de funcdes
constantes

(b) As que citamos no item anterior.

(¢) (ii) ndo € uma funcdo, pois um tnico valor
de x (por exemplo, x = —2) resulta em
muitos valores de y. De fato, hd infinitos
valores de y que sdo vélidos para a equacdo

x = —2.
58. (a) fB)-f) _9-1 .
3-1 2
w)ﬂﬂ—ﬂm=25—4=7
5-2 3
fle) = flay & —a?
(c) =
cC —a cC —a
_zaeta
cC —a
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¢3) —g() _11-5

@ =5 2
© g#) —g) 14-5
4-1 3
g(c) —gla) (Bec+2)—(3a+2)
® c—a c—a
3¢ —3a _
=
h(e) = h(a) (7c = 3) = (7Ta—3)
®) c—a c—a
_Te=Ta _
=
b k(c)—k(a):(mc+b)—(ma+b)
c—a c—a
mc — ma
=——=m
c—a

L llo-la) -4 -2 -b b
0) - -= -
c—a c—a 2a a a

(c — a)(* + ac + a*)

(c—a)

=c2+ac+a®

59. (a) Se ax? + bx + ¢ = 0, entio

-b = Vb* - 4a

x=—= Y2 T pela férmula
2a

. . —b + Vb* — dac

quadrdtica. Assim, x; = ———————————
2a
-b—Vb* — 4ac
ex,=—"—"_—"—"—¢
2a
e x; +x, =
—b + Vb* — 4ac — b — Vb* — 4ac
2a

_ 2 _ b _ b
T 2¢ a4 a

(b) De maneira similar,

<—b + Vb — 4ac>
Xpox, =|\————7—

2a
<—b - Vb - 4ac>
2a

bzf(b274ac)_@ c

4a° T 4d®  a

60. f(x) = (x—a)(x—b) = X¥’—bx—ax+ab
=x2+(—a—b)x+ab. Se usarmos a forma vér-
tice da funcdo quadrética, temos

<—a—b> a+b
h=— =
2

2
a+b
2

Oeixoé x=h =

CAPITULO 9
Revisao rapida
1. V2

2. Vp°

=

)
=
'

5

7. 3x32

8. 23
9. = 1,71x %3
10. = 0,71x 12

Exercicios

1. poténcia = 5, constante = —

N | =

. 5
. poténcia = 3 constante = 9.

. poténcia = 0, constante =13.

2

2
3. néo € uma fung¢do poténcia.
4
5. poténcia = 1, constante =c*-.

k
6. poténcia = 5, constante = 5
A §
7. poténcia = 2, constante = 5
A 4
8. poténcia = 3, constante = S
9. poténcia = —2, constante = k.

10. poténcia = 1, constante = m.

11. grau =0, coeficiente = —4.



12. ndo € uma funcdo monomial; expoente negativo.

13. grau = 7, coeficiente = —6.

14. ndo é uma funcdo monomial; a varidvel estd no
expoente.

15. grau = 2, coeficiente = 4.

16. grau = 1, coeficiente = .

17. A = ks?
18. V = kr?
19.7=V/R
20. V=kT
21. E = mc?

22.p = V2gd

23. O peso w de um objeto varia diretamente com
sua massa m, com a constante de variac@o g.

24. A circunferéncia C de um circulo € propor-
cional ao seu didmetro D, com a constante de
variacao .

25. A distancia d percorrida de um objeto lancado
em queda livre varia diretamente com o quadrado
de sua velocidade p, com a constante de variacio

1

2g ’
26.

[—5,5] por [—1, 49]

poténcia = 4, constante = 2

Dominio: | —ee, +oof

Imagem: [0, +oo

Continuidade: a funcdo € continua
Comportamento crescente/decrescente: E decres-
cente em |—oo, O[. Crescente em 0, +oof
Simetria: par. E simétrica com relacéio ao eixo y
Limite: ¢ limitada inferiormente, mas ndo superior-
mente

Extremo local: valor minimo é y = 0 em x = 0
Assintotas: nenhuma

Comportamento nos extremos do dominio:

lim 2x* = +oo.
xX—>+oo

lim 2x* = 4eo;
X—> —oo
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27.

[—5,5] por [—20,20]

poténcia = 3, constante = —3
Dominio: |—eo, +oof

Imagem: ] —oo, +oo[
Continuidade: a funcéo € continua

Comportamento crescente/decrescente: € decres-
cente para todo x

Simetria: fmpar. E simétrica com relacdio A origem
Limite: ndo € limitada inferiormente, nem superior-
mente

Extremo local: nenhum

Assintotas: nenhuma

Comportamento nos extremos do dominio:

lim —3x* = 4+, lim — 3x’ = —co.

X—> —o° X—>+oo

28.

[—1,99] por [—1, 4]

1 1
poténcia = —, constante = —
4 2

Dominio: [0, +eo[

Imagem: [0, +oof

Continuidade: a funcdo é continua
Comportamento crescente/decrescente: € crescente
em [0, +oof

Limite: € limitada inferiormente

Simetria: nem par nem {mpar

Extremo local: minimo local em (0, 0)

Assintotas: nenhuma

Comportamento nos extremos do dominio:



368 Pré-calculo

29.

[=5, 5] por [—5, 5]

poténcia = —3, constante = —2

Dominio: ]—ee, O[ U ]0O, +eo

Imagem: |—oo, O[ U ]O, +oof

Continuidade: a funcdo € descontinua em x = 0
Comportamento crescente/decrescente: € crescente
em |— oo, 0. E crescente em 10, +oof.

Simetria: impar. E simétrica com relacio 2 origem
Limite: ndo € limitada superiormente, nem inferior-
mente

Extremo local: nenhum

Assintotas:emx =0ey =0
Comportamento nos extremos do dominio:

lim —2x* =0, lim —2x > =0
X—> —o0 X—>+oo

30. “Encolher” y = x* verticalmente através do

fat 2C f(=x) 2( ) 2t
r —. Com —x) = —(x — =—x",
ato 3 omo X 3’x X 3x

entdo f € par.

[=5,5]por[—1,19]

31. “Esticar” y = x3 verticalmente através do fator
5. Como f(—x) = 5(—x)3 = =53 = —f(»),
entdo f'é impar.

[—5, 5] por [—20, 20]

32. “Esticar” y = x° verticalmente através do fator
1,5. Encontrar o grafico simétrico com relacio

a0 eixo x. Como f(—x) = —1,5(—x)° = 1,5x° =
—f(x), entdo f ¢ {mpar.

[—5, 5] por [—20, 20]

33. “Esticar” y = x° verticalmente através do fator 2.
Encontrar o grafico simétrico com relagio ao
eixo x. Como f(—x) = —2(—x)° = —2x° = f(x)
entdo f € par.

[—5,5] por [—19, 1]

34. “Encolher” y = x3 verticalmente através do
fator . Como f(—x) = 5 (~* = = /()
ator . Como f(—x) = - (—x e X),

entdo f € par.

[—5,5] por [—1, 49]

35. “Encolher” y = x7 verticalmente através do fator
1 1 1
. Como f(—x) = g(fx)7 = - §x7 = —flx),

entdo f ¢ impar.

[—5, 5] por [—50, 50]
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36. (g) ¢ crescente e com a concavidade para cima. A
37. (a) fungdo € indefinida para x < 0.

38. (d)
39.(2)
40. (h)

41. (d)

1 L. =
42.k=3,a = g No primeiro quadrante, a fungdo [—2. 8] por [~ 1, 19]

¢ crescente e com a concavidade para baixo. A

fungdo € indefinida para x < 0.

1
46. k = > a = —3. No primeiro quadrante, a
fun¢@o € decrescente e com a concavidade para
cima.
fx) = (=~ e
—Xx)= (—x)=—""—F= —Xx =
: 2 2(—x)° 2

[—1,99] por [~ 1, 10] —f(x), assim f € impar.

2
43. k= —4,a = re No quarto quadrante, a fungao

€ decrescente e com a concavidade para cima.

flen = —4(V(- ) = - 4V% = fl), EE—

assim f € par.

[—5, 5] por [—20, 20]

47.k = —1, a = —4. No quarto quadrante, a fungio
¢ crescente e com a concavidade para baixo.
1 1

[~ 10, 10] por [29, 1] [ =—(-0"*= - T

4 —4 — : <
4. k= —2,a= 3 No quarto quadrante, a funcio . ), assim f € par.

¢é decrescente e com a concavidade para baixo.
f(—x) :_2( 3/7(—)6)4 :_2( 374): _2x4/3 P S T R L

= flx), assim f & par. i

[—5, 5] por [—19, 1]

8
48.y = —, poténcia = —2, constante = 8.
—10. 101 por [—29. 11 X

1
49. y = - 2V, poténcia = —, constante = —2.
2 5 L 5 2
45. k = 5 a= 7. No primeiro quadrante, a funco



370 Pré-calculo

50. Dado que n € um nimero inteiro, n = 1:
Se n € impar, entdo f(—x) = (—x)" = —(x") =
—f(x) e, assim, f(x) € impar.
Se n € par, entdo f(—x) = (—x)" = x" = f(x) e,
assim, f(x) € par.

51. Verdadeiro. Porque f(—x) = (—x) %
=[P =) =27 = o)

52. Falso. f(—x) = (—x)"'"* = — (x'*) = — f(x),
e assim, a funcdo € fmpar. Ela € simétrica com
relagdo a origem, e ndo com relagio ao eixo y.

53.f(4) = 2(4)"12 = % -2
42 /4

2
2
A resposta € A.

54.£(0) = —30) B = —3. 1+ =3.1

0'7 0
¢ indefinido. Vejamos: f(—1) = =3(—=1)"13 =
—3(=D) =3, i) = =3()""* = =3(1) = -3
e f(3) = —3(3)"'3 = 2,08. A resposta é E.

55.f(—x) — (_X)Z/S — [(_X)Z]I/S — (x2)1/3 — X2/3 —
fix). A func@o € par. A resposta é B.

56. fix) = 32 = (Vx)* € definida para x = 0. A

resposta € B.
57. Se f € par, entdo

Jx) = f(—x); portanto% = f(iix)

1 1
Como g(x) = —— = ——= g(—x), entdo
f&x)  f(=x)
g também ¢€ par.
Se g € par, entdo g(x) = g(—x);
1

1
T T8 =

portanto g(—x) = = I

Como

ﬁ = f(% entdo fl—x) = f(x) e
ftambém € par.

Se f'é impar, entdo

fix) = —flx); portanto% = —}% , flx) #0.
Como g(x) = L = — L = —g(x), entao
SRS BT W

g também € impar.

- (f(x) # 0).

Se g € impar, entdo
gx) = g(—x);

portanto g(—x) = ﬁ =—gx)=— ]%

Como

1 1
=) 7 entdo f(—x) f(x) e
f & impar.
. 1
58. Seja g(x) = x"“e f(x) = x“ Entdo g(x) = —,
= 1/f(x). O exercicio 57 mostra que g (x) g
= 1/f(x) € par se e somente se f(x) € par e g(x)
= 1/f(x) € impar se e somente se f(x) € impar.
Portanto, g(x) = x“ € par se e somente se f(x) =
x* & par, e g(x) = x~“ & impar se e somente se
f(x) = x* € impar.

CAPITULO 10

Revisao rapida

1. x> —4x + 7

5. x(x® — 4) = x(x* = 2%) = x(x + 2)(x — 2)
6. 6(x> — 9) = 6(x> — 3%) = 6(x + 3)(x — 3)
7. 4(x* + 2x — 15) = 4(x + 5)(x — 3)
8. x(15x* — 22x + 8) = x(3x — 2)(5x — 4)
9. (P +2x) - (x+2)=x*(x+2) - 1(x +2)
=@+2)F* -1 =Gx+2)x+ D —-1)
10. x(x* + x> — 9x — 9)
= x[( +x°) — (9% +9)]

=x([x*(x + 1) = 9(x + 1)]

x(x + D(* — 9) = x(x + 1)(x* — 39

x(x + D)(x + 3)(x — 3)



Exercicios

1. A partir de y = x3, translade para a direita em 3
unidades e entdo “estique” verticalmente pelo

fator 2. Interseccdo com o eixo y: (0, —54)

10

LA 1 iy

10

2. A partir de y = x°, translade para a esquerda em
5 unidades e entdo encontre o grafico simétrico
com relacdo ao eixo x. Intersec¢do com o eixo

y: (0, —125)

3. A partir de y = x, translade para a esquerda em
1 unidade, “encolha” verticalmente pelo fator

1 . .
> encontre o grifico simétrico com relagio ao
eixo x e entdo translade verticalmente para cima

3
em 2 unidades. Intersec¢do com o eixo y: (0, E)

4. A partir de y = x°, translade para a direita em 3
. . 2
unidades, “encolha” verticalmente pelo fator 3

translade verticalmente para cima em 1 unidade.
Intersecgdo com o eixo y: (0, —17)
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y
20}]
1 i X
10

5. A partir de y = x*, translade para a esquerda em
2 unidades, “estique” verticalmente pelo fator 2
e encontre o grafico simétrico com relagio ao
eixo x e entdo translade verticalmente para
baixo em 3 unidades. Intersec¢@o com o eixo

y: (0, —35)

y
ﬁE
e ey
[\\£ |
6. A partir de y = x*, translade para a direita em 1
unidade, “estique” verticalmente em 3 unidades

e translade verticalmente para baixo em 2
unidades. Intersec¢do com o eixo y: (0, 1)

7. Méaximo local: = (0,79, 1,119), raizes: x = 0 e
x = 1,26.

[-5, 5] por [-5, 2]

8. Maximo local em (0, 0), minimo local em (1,12,
—=3,13) e (— 1,12, —3,13), raizes: x = O e
x=158,x= —1,58.
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AV

[-5, 5] por [-5, 15]

9. Fungdo cubica, coeficiente principal positivo.

A resposta € (c).

10. Funcdo cibica, coeficiente principal negativo. A
resposta € (b).

11. Maior do que cubica, coeficiente principal posi-
tivo. A resposta € (a).

12. Maior do que cubica, coeficiente principal
negativo. A resposta € (d).

13. - /
[-5, 3] por [-8, 3]
lim f(x) = +eo
X—>+oo
lim f(x) = —oo

14. lim f(x) = —

X—>+oo

lim f(x) = +eo

LA
/|

[-5, 5] por [-15, 15]

15.

\ A

[—38, 10] por [—120, 100]

lim f(x) = —oo

lim f(x) = +oo
X— —oo

16.

| N

[—10, 10] por [—100, 130]
lim f(x) = +oo
X—>+oo

lim f(x) = —e

17.

\J

[—5,5] por [—14, 6]

lim f(x) = +oo

X—>+oo

m flx) = +o

18.

|| _/

[—2, 6] por [—100, 25]

lim f(x) = +oo

X—>+oo

lim f(x) = +oo

X—> — o0

19.

|

VI
By

[—3, 5] por [—50, 50]



lim flx) = 4o

X—>+oo

lim f(x) = +oo

X— —oo0

20.

N\
I \

[—4, 3] por [—20, 90]

lim fx) = —eo
lim f(x) = —eo

Para os nimeros de 21 a 24, o comportamento nos
extremos de um polindmio € regido pelo termo de
grau mais elevado.

21. lim f(x) = +o0, lim f(x) = +oo

X—>+oo

22. lim flx) = —eo, lim flx) = +oo

x—+too

23. lim f(x) = —eo, lim flx) = +eo

xX—>+oo

24. lim f(x) = —eo, lim flx) = —eo

X—>+oo
25. (a); Ha 3 raizes: —2,5, 1 e 1,1.

26. (b); Ha 3 raizes: 0,4, aproximadamente 0,429
(de fato, 3/7) e 3.

27. (c); Ha 3 raizes: aproximadamente —0,273 (de
fato, —3/11), —0,25 e 1.

28. (d); Ha 3 raizes: —2, 0,5 e 3.
29. —4e2

30. —2¢e2/3

31.2/3e —1/3

32.0,-5e5

33.0,-2/3e1l

34.0,—1e2

35. Grau 3; raizes: x = 0 (multiplicidade 1, gréfico
intercepta o eixo x), x = 3 (multiplicidade 2,
grafico € uma tangente, isto €, apenas encosta

em um ponto de com x = 3).
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36. Grau 4; raizes: x = 0 (multiplicidade 3, gréfico
intercepta o eixo x), x = 2 (multiplicidade 1,
gréfico intercepta o eixo x).

X

37. Grau 5; raizes: x = 1 (multiplicidade 3, gréfico
intercepta o eixo x), x = —2 (multiplicidade 2,
grafico ¢ uma tangente).

10/

-10

38. Grau 6; raizes: x = 3 (multiplicidade 2, grifico
€ uma tangente), x = —5 (multiplicidade 4, gra-
fico € uma tangente).

y
100.000}

/

39. 0, —6 e 6. Algebricamente — fatorar x
primeiro.

40. —11, —1 e 10. Graficamente. Equagdes ctibicas
podem ser resolvidas algebricamente, mas os
métodos sdo mais complicados do que com a
férmula quadrética.
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[N

[-15, 15] por [-800, 800]

41. —5, —1 e 11. Graficamente.

A

[-10, 15] por [-300, 150]

42. —6, 2 e 8. Graficamente.

43.

44.

45.

46.

47.

/Y

[-10, 15] por [-500, 500]

f) = (x = 3)(x + H(x — 6)
=x —5¢ — 18x + 72

f(x) = (x + 2)(x — 3)(x + 5)
=x’+ 40" — 11x — 30

fx) = (x = V3 + V3)(x — 4)

=@ -3)(x—4)=x—4"-3x+ 12

) =@x-Dx—1-V2)x—1+V2)
=x-D[E-1)Y—-2]=r-3"+x+1
f(@) = x7 4+ x + 100 tem termo principal {mpar,
o que significa que em seu comportamento de

extremos ele tende para —eo em um extremo, e
para +eo, em outro. Assim o grafico deve inter-
ceptar o eixo x pelo menos uma vez, isto €, f(x)
assume ambos os valores, positivos e negativos,

e pelo Teorema do Valor Intermedidrio, f(x) =
0 para algum x.

48. f(x) = x — x + 50 tem termo principal impar,

49.

o que significa que em seu comportamento de

extremos ele tende para —eo em um extremo, e

para +oo, em outro. Assim o grafico deve inter-

ceptar o eixo x pelo menos uma vez, isto €, f(x)

assume ambos os valores, positivos e negativos,

e pelo Teorema do Valor Intermedidrio, f(x) =0

para algum x.

(a) L(x) = R(x) — C(x) € positivo se 29,73 < x
< 541,74 (aprox.), assim sdo necessadrios
entre 30 e 541 clientes.

(b) L(x) = 60.000 quando x = 200,49 ou x =
429,73. O nimero de 201 ou 429 clientes €
necessdrio para um lucro anual um pouco
acima de R$ 60.000; 200 ou 430 clientes
para um rendimento um pouco menor que
R$ 60.000.

50. (a) A altura da caixa serd x, a largura serd 15 —

2x e 0o comprimento serd 60 — 2x.
(b) Qualquer valor de x entre aproximadamente
0,550 e 6,786 cm.

[0, 8] por [0, 1500]

51. O volume € V(x) = x(10 — 2x)(25 — 2x); use

qualquer x com 0 < x = 0,929 ou 3,644 = x <S5.

[0, 5] por [0, 300]

52. A funcdo € positiva para 0 <x <21,5. (As

dimensdes dos lados do retdngulo sdo de 43 e 62
unidades.)

[0, 25] por [0, 12.000]
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53. Verdadeiro. Como f¢ continua, 7 9
64. f(x) = <2x2 — 5x + 5)(2x +1) — 5;

M)y =P - (P -2=-2<0e
f(2) =(2)’ = (2)> =2 =2 > 0, 0 Teorema do f(x) 5 7 9/2
Valor Intermedidrio garante que o gréfico de f o+ 1 207 = Sk 2 x4 1
intercepta o eixo em algum ponto entre x = 1 e 65
x=2. )
(2 2 — 1 — .
54. Falso. Se a > 0, o grifico de f(x) = (x + a)* € flo) = (7 = dx + 12)(x" + 20 — 1) — 32x + 18;
obtido ao transferir o grafico de f(x) = x* para a f(x) —32¢ + 18
esquerda ema unidades. A transferéncia para direita =X A+ 12+ 5
x“+2x — 1 x4+ 2x -1

corresponde a a < 0.

55. Quandox = O,f(x) = 2(x - ])3 +5= 2(_1)3 66. f(x) — (X2 — 3x + 5)(X2 + l);
+ 5 = 3. Aresposta € C.

56.Em f(x) = (x — 2)%(x + 2)°(x + 3)", o fator ) a5
x — 2 ocorre duas vezes. Assim x = 2 é uma X+ 1
raiz de multiplicidade 2 e a resposta € B.
sfico indi i o5 +3x -2 -11
57. O grafico indica 3 raizes, cada uma de multipli 67. ~ X X X —6r 49+
cidade 1: x = =2, x =0 e x = 2. O comporta- x+ 1 x+ 1

mento no extremo indica um coeficiente princi-

4 <3 2
pal negativo. Assim f(x) = —x(x + 2)(x — 2), ¢ 8, 2 or T —3x+ 1

a resposta € B. x=3
58. O gréfico indica 4 raizes: x = —2 (multiplici- 3 >
=23 + % + 10x + 27 +

dade 2), x = 0 (multiplicidade 1) e x = 2 (multi- v " x-3
plicidade 2). O comportamento no extremo indi- 69.
ca um coeficiente principal positivo. Assim R N

) ) 9x” + 7x” — 3x N 9.670
J(x) =x(x + 2)%(x — 2), e aresposta € A. 10 9x” 4+ 97x + 967 + 0

X — X —

59. A representacdo (a) mostra 0 comportamento no

extremo da func@o, mas ndo mostra o fato de 3+ — 42 + 9% — 3

que hd 2 maximos locais e 1 minimo local (e 4 70. s
x

interseccdes no eixo x) entre —3 e 4. Eles sdo

visiveis na representacio (b), mas esté faltando 3% — 1402 + 661 — 321 + 1.602

o minimo préximo a x = 7, além da interseccao X

no eixo x préximo a x = 9. A representagao (b) St — 3p 4+ 1

sugere um grau polinomial 4, e ndo 5. 7y, 2 2T
60. O comportamento no extremo € visivel na repre- 4-x

sentagdo (a), mas ndo os detalhes do comporta- 5 ) -1.269

P < = —5x — 20x"~ — 80x — 317 +

mento proximo a x = 1. A representagdo (b) 4 —x

mostra esses detalhes, mas ha perda da infor-

magdo do comportamento nos extremos. 7 -1

) Tx+2
X
61.f(x):(x—1)2+2;—1:x—1+ N =x" — 2x% + 4x° — 8x* + 16x — 32x% + 64x — 128
* * 255
62. fX) = (> —x+ Dx + 1) — 2; t 12
X 3 =
fx) a1 73. O resto é f(2) = 3.
x+1 x+1 74. O resto é f(1) = —4.
75. O resto € f(—3) = —43.
63. f(x) = (x2 +x + 4)(x + 3) - 21, 76. O resto éf(_z) =2.
f(x) ) 21 77. O resto € f(2) = 5.
=x"+x+4-

X+ 3 X +3 78. O resto € f(—1) = 23.
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79. Sim: 1 € um zero do segundo polindmio.
80. Sim: 3 ¢ um zero do segundo polindmio.

81. Nao: quando x = 2, o segundo polindmio resulta
em 10.
82. Sim: 2 € um zero do segundo polindmio.

83. Sim: — 2 € um zero do segundo polindmio.

84. Nio: quando x — 1, o segundo polindmio resulta
em 2.

85. A partir do grafico parece que (x + 3)e (x — 1)
sdo fatores.

fx) = (x +3)(x — 1)(5x — 17)

86. A partir do grafico parece que (x + 2) e (x — 3)
sdo fatores.

f(x) = (x +2)(x — 3)5x — 7)
87.
2(x + 2)(x — 1)(x — 4) = 2x° — 6x* — 12x + 16

88.
2(x + 1)(x — 3)(x + 5) = 2x* + 6x* — 26x — 30

89. 2(x — 2)<x - %)( - %)

= %(x -2)(2x — 1)(2x — 3)

19
=2x° —8x% + ?x -3

90. 2(x + 3)(x + 1)(x)(x - %)

x(x + 3)(x + 1)(2x — 5)

=2x* + 3x% — 14x* — 15x

91. Como f(—4) = f(3) = f(5) = 0, entdo (x + 4),
(x — 3) e (x — 5) sdo fatores de f. Assim f(x) =
k(x + 4)(x — 3)(x — 5) para alguma constante k.
Como f(0) = 180, devemos ter k = 3. Assim
JO) = 3(x + H(x = 3)(x = 5).

92. Como f(—=2) = f(1) = f(5) = 0 entdo (x + 2),
(x — 1) e (x — 5) sao fatores de f. Assim
J(x) = k(x + 2)(x — 1)(x — 5) para alguma cons-
tante k.

Como f(—1) = 24, devemos ter k = 2, assim
fx) =2(x + 2)(x — 1)(x — 5).
93. Raizes racionais possiveis:
+1
+1, =2, 3, *6

, Ou seja:

4+
, =

1
+1, £, *
2

W |~
O\ | =

94. Raizes racionais possiveis:

95.

96.

97.

98.

99.

1, £2, =7, =14

,ouseja: =1, £2, £7,

+1, =3
1 2 7 14
+14, £ —, £ -+ —
3 3 3 3
*1, £3, £9
Raizes racionais possiveis: —————,
+1, =2
. 1 3 9
ouseja: =1, x3, £9, = —, *— *—
2 2 2

Raizes racionais possiveis:
+1, £2, £3, 4, +6, =12

, ou seja:
*1, 2, 3, =6
1
1, £2, £3, 24, £6, 12, * —,
2
3 1 2 4 1
ko ko
2 3 3 3 6

Ultima linha: 2 2 7 19

Como todos os nimeros na dltima linha sdo = 0
entdo 3 € um limite superior para raizes de f.

Ultima linha: 2 5 20 99

Como todos 0os nimeros na dltima linha sdo = 0,
entdo 5 € um limite superior para raizes de f(x).

Ultima linha: 1 1 3 7 2

Como todos os niimeros na ultima linha sdo = 0,
entdo 2 € um limite superior para raizes de f.

100. Ultima linha: 4 6 11 42 128

Como todos os nimeros na ultima linha sdo =
0, entdo 3 € um limite superior para raizes de f.

101. Ultima linha: 3 -7 8 -5

Como todos os nimeros na tdltima linha alter-

nam os sinais, entdo —1 € um limite inferior
para raizes de f.

102. Ultima linha: 1 -1 5 —10

Como todos os nimeros na ultima linha alter-

nam os sinais, entdo —3 € um limite inferior
para raizes de f.

103. Ultima linha: 1 -4 7 =2

Como todos os niimeros na udltima linha alter-
nam os sinais, entdo 0 € um limite inferior para
raizes de f.



104. Ultima linha: 3 213 47 2191
Como todos os nimeros na tdltima linha alter-

nam os sinais, entdo —4 € um limite inferior
para raizes de f.

105. Pelo teste dos limites superior e inferior das
raizes, —5 € um limite inferior e 5 € um limite
superior. Para —5 a ultima linha é:

Para —5 a dltima linha é€:

6 —41 198 —982 4876
Para 5 a ultima linha é:
6 19 88 448 2.206

106. Pelo teste dos limites superior e inferior das
raizes, —5 ¢ um limite inferior e 5 € um limite
superior. Para —5 a dltima linha é:

-6 30 —129 664

Para 5 a ultima linha ¢&:

—3.323

1, —6, 30, 429, 664, —3.324

107. Hé raizes que ndo sdo mostradas (aprox.
—11,002 e 12,003), pois —5 e 5 ndo sdo
limites para raizes de f.

Para —5 a dltima linha é:

1 -9 -84 816 —4.088 —20.443
Para 5 a ultima linha é:
1 1 —124 —-224 —1.128 —5.637

108. Ha raizes que ndo sdo mostradas

(aprox. —8,036 e 9,038), pois —5 e 5 ndo sdo
limites para raizes de f.
Para —5 a dltima linha é:

2 —15 —66 546 —2.821 —14.130
Para 5 a ultima linha é:
25 —116 =364 —1.911 —9.530

109. Raizes racionais possiveis:

3 . .
, * —. A Unica raiz
2
. .3 . T
racional é 5 As rafzes racionais sdo +\/2

Pois para x = 3/2, a tltima linha por Briot
Ruffini é

2 0 -4 0

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.
119.
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Raizes racionais possiveis: =1, +3, +9. A unica
raiz racional é —3. As raizes irracionais

s3o = V3. Pois para x = —3, a ultima linha
por Briot Ruffini é
10-30

Raiz racional: —3. Raizes irracionais: 1 +V/3 .
Para x = —3, a dltima linha por Briot Ruffini é

1 -2 -10
Raiz racional: 4. Raizes irracionais: 1 + /2.
Para x = 4, a dltima linha por Briot Ruffini é

1 -2-10
Raizes racionais: —1 e 4.

“\/2.

Para x = —1, a dltima linha por Briot Ruffini é

1 -4 -280

Raiz irracional:

Para x = 4, a ultima linha por Briot Ruffini é
10-20
Raizes racionais: —1 e 2.

+ V5,

Para x = —1, a dltima linha por Briot Ruffini ¢

1 -2 -5100

Raiz irracional:

Para x = 2, a dltima linha por Briot Ruffini é

10-50

.. 1
Raizes racionais: - ed.

Raiz irracional: nenhuma.
Para x =4 e x = —1/2, as ultimas linhas por
Briot Ruffini s@o, respectivamente:

21210 e 2020

. . 2 L
Raiz racional: g . Raiz irracional:

aproximadamente —0,6823.
Para x = 2/3, a dltima linha por Briot Ruffini &

30330
-D¥-3=-2
1% -17 = —16

(a) Limite inferior: para x = —5, a dltima linha
por Briot Ruffini é

1 —3 4 —33 203
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Limite superior: para x = 4, a dltima linha por 122. A afirmacio f(3) = O significa que x + 3 &
Briot Ruffini ¢

16 13 39 194

uma raiz de f(x) e que 3 € onde corta o eixo x
do gréifico de f(x) . Assim x — 3 é um fator de

O teste dos limites superior e inferior das f(x), equando f(x) € dividido porx — 3 o

raizes € provado, assim todas as raizes reais de resto € zero. A resposta éA.

fpertencem ao intervalo [ =3, 4]. 123. Cada possivel raiz racional, cada possivel raiz

(b) Raizes racionais de f possiveis: racional de f{x) deve ser um dos valores
Fatores de38 *1, +2, + 19, *+ 38 +1, +3, + l, + é.AreSpostae’ E.
Fatores de 1~ *1 2 2

O gréfico mostra que 2 é mais promissor, assim  124. f(x) = (x + 2)(x> + x — 1) — 3 resulta em
verificamos por Briot Ruffini e obtemos na

. ; um resto de —3, quando € dividida por x — 2
dltima linha:
ou x* + x — 1. Segue que x + 2 ndo é um
14 -3-190 ~
fator de f(x) e que f(x) ndo é completamente

Usando o resto: divisivel por x + 2. A resposta € B.

f(=2)=20#0 (—38) = 1.960.040 .

125. As respostas A a D podem ser verificadas
f(=1)=39#0 A(=38) = 2.178.540 como verdadeiras. Como f(x) € uma funcdo
(1) =17 #0 f(-19) = 112.917 polinomial de grau fmpar, seu grafico deve

cruzar o eixo x em algum lugar. A resposta € E.
£(19) = 139.859

Como todas as raizes racionais possiveis além de CAPITULO 11

2 resultam em valores de fungd@o ndo zero, nao ha

outras raizes racionais. Revisdo rapida

1. V=216 = —6, pois (=6)> = —216

,[125

8

L

5 iq 53 3
=5,p0155 =125e2° =8

3. 272/3 — (33)2/3 — 32 =0
4. 45/2 — (22)5/2 — 25 =32

- 1
[—5, 4] por [~ 1, 49] 5. S
(©) f(x) (x — 2) (& + 4x2 — 3x — 19) 6 ~
3
(d) A partir do grafico, descobrimos que uma L
raiz irracional de x é x = 2,04. 7.~
a
© 8. bV
fx) = (x — 2)(x — 2,04)(x* + 6,04x + 9,3216)
9. 0,15
120. Falso. x — a € um fator, se, € somente se, 10. 4%

f(a) = 0. Assim, (x + 2) é um fator, se, e

somente se, f(—2) = 0. 11. (1,07)(23)
12. (0, 2
121. Verdadeiro. Pelo teorema do resto, quando (0.96)(52)

¢ dividi -1 < (1 : 160
Af(x) € dividido por x —1, 0 resto € f(1), que é 13 2= 19 _ 4 portanto, b = VA = 42
igual a 3. 40
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9 i[9 1 1 15. Translade f(x) = 2* por 3 unidades para a direita.
14. b’ = ——, portanto, b = /=~ = - == . . s
243 243 27 3 De maneira alternativa, g(x) = 27> =27-+2*
1 1
838 = —.2" = — - f(x). Pode ser obtida de
15 b= s =101 8 g T f)
782 1
“encolhendo” verticalmente pelo fator — .
/521 8
16. b= — =141
93
91
17. b = [ =— =061
672
56 1 ]
18. b= 7 2 =089 i
127
[=3,7] por [-2, 8]
Exercicios
1. Nio € uma fungdo exponencial, pois a base é 16. Translade f(x) = 3* por 4 unidades para a esquer-
varidvel e o expoente € constante. E uma fung@o da. De maneira alternativa, g(x) = 3*74 = 34- 3~
poténcia.
_ . . = 81+3* = 81 - f(x). Pode ser obtida “esticando”
2. Funcao exponencial, com valor de g igual a 1 e rticalmente £(x) pelo fator 81
valor da base igual a 3. verticalmente f(x) pelo fator 81.
3. Fungdo exponencial, com valor de a iguala 1 e
valor da base igual a 5.
4. Nio ¢ uma fung@o exponencial, pois o expoente
é constante. E uma funcdo constante.
5. Néo € uma fun¢do exponencial, pois a base é ' ' |: —
varidvel.
6. Nio ¢ uma func@o exponencial, pois a base ¢ [=7.31por [2.8]
variavel. E uma fung¢do poténcia. . .
17. O gréfico de g(x) € o simétrico de f(x) = 4*com
7. f(0)=3-5"=3-1=3 relacio ao eixo y.
8. f(-2)=6:-3—-2= 6_2
) 9 3
1 173 S
9. fl5)= 23" = —2V/3
[
3 8 8 8
2} =g.432 = -2 _° _ _ _
10.f< 2> 84 @2 2 s 1 [—2,2] por [—1,9]
18. O grifico de g(x) € o simétrico de f(x) = 2*com
3 /1Y ~ . :
1L f(x) = >- (,> relagdo ao eixo y e transladado 5 unidades para a
’ 2 \2 direita.

12.

13. f(x) = 3~ (\@)x = 3.0%2 M
.

1 X
14. g(x) = 2 <f> = 2¢*

1 X
glx) =12+ <§>

e [—3, 7] por [—5, 45]
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19. “Estique” verticalmente f(x) = 0,5 por um fator
de 3 e translade 4 unidades para cima.

N

[—5, 5] por [—2, 18]

20. “Estique” verticalmente f(x) = 0,6* por um fator
de 2 e “encolha” horizontalmente por um fator

de 3.

[—2,3] por [—1, 4]

21. O grafico de g(x) € o simétrico de f(x) = ¢*com
relacdo ao eixo y e “encolhido” horizontalmente
por um fator de 2.

Y

[—2,2] por [—1,5]

22. O grafico de g(x) € o simétrico de f(x) = ¢*com
relagdo aos eixos x e y e “encolhido” horizontal-
mente por um fator de 3.

N

[—3,3] por [-5,5]

23. O grifico de g(x) € o simétrico de f(x) = e¢*com
relacd@o ao eixo y e “encolhido” horizontalmente
por um fator de 3; translade 1 unidade para a direi-
ta e “estique” verticalmente por um fator de 2.

I

[—2,3] por [—1, 4]

24. “Encolha” horizontalmente f(x) = ¢* por um
fator de 2, “estique” verticalmente por um fator
de 3 e translade para baixo 1 unidade.

i

[—3,3] por [—2, §]

25. O grifico (a) € o Unico grafico formado e posi-
cionado como o graficode y = b*, b > 1.

26. O gréfico (d) € o simétrico de y = 2* com
relagdo ao eixo y.

27. O gréfico (c) € o simétrico de y = 2* com
relagdo ao eixo x.

28. O grafico (e) € o simétrico de y = 0,5 com
relagdo ao eixo x.

29. O grafico (b) € o grafico de y = 37 transladado
para baixo em 2 unidades.

30. O grafico (f) € o grafico de y = 1,5* transladado
para baixo em 2 unidades.

31. Decaimento exponencial;

lim f(x) = 0; lim f(x) = +eo

X—>+oo
32. Decaimento exponencial;

lim f(x) = 0; lim f(x) = +oo

X—>+oo
33. Decaimento exponencial;

lim f(x) = 0; liIII f(x) = +eo

X—>too
34. Crescimento exponencial;

lim f(x) = +eo; lim f(x) = 0

X—>+oo

35.x<0



.

[—2, 2] por [—0,2; 3]

36.x>0

[—0,25; 0,25] por [0,5; 1,5]
37.x<0

[—0,25; 0,25] por [0,75; 1,25]
38. x>0

N

[—0,25; 0,25] por [0,75; 1,25]
39, Y| = y3, COMO 32x+4 — 32(x+2) — (32)x+2 — 9x+2
40. ¥, = y3, COMO 2. 23x*2 — 2123)(72 — 2l+3x*2
= 23x—l
41. Passa no eixo vertical y no par (0, 4). Assintotas
horizontais: y = 0, y = 12.

l

[—10, 20] por [—5, 15]
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42, Passa no eixo vertical y no par (0, 3). Assintotas
horizontais: y = 0, y = 18.

I

[—5, 10] por [—5, 20]

43. Passa no eixo vertical y no par (0, 4). Assintotas
horizontais: y = 0, y = 16.

l

[—5, 10] por [—5, 20]

44. Passa no eixo vertical y no par (0, 3). Assintotas
horizontais: y = 0,y = 9.

[—5, 10] por [—5, 10]

45.

i

[—3,3] por [—2, 8]

Dominio: ]—eo, +eof

Imagem: ]0, +oof

Continuidade: a fungdo € continua

Comportamento crescente/decrescente: sempre cres-
cente

Simetria: ndo € simétrica

Limite: limitada inferiormente por y = 0, que € tam-
bém a tnica assintota

Extremo local: nenhum
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Assintotas: y = 0
Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = +oo, lirzl f(x) =0

X—>+oo

46.

I
[—3, 3] por [—2, 18]

Dominio: ]—oeo, +oof
Imagem: ]0, +eoof
Continuidade: a fungdo € continua

Comportamento crescente/decrescente: sempre
decrescente

Simetria: ndo ¢ simétrica

Limite: limitada inferiormente por y = 0, que € tam-
bém a dnica assintota

Extremo local: nenhum

Assintotas: y = 0

Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = 0, lim f(x) = +eo

x—>+oo

47.

)

[—2,2] por [—1,9]

Dominio: |—eo, +oof
Imagem: ]0, +oof
Continuidade: a funcéo € continua

Comportamento crescente/decrescente: sempre Cres-
cente

Simetria: ndo € simétrica
Limite: limitada inferiormente por y = 0, que € tam-
bém a tnica assintota
Extremo local: nenhum
Assintotas: y = 0
Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = 4oo, lim f(x) =0

X—>—oo

X—>+oo

48.

L
[—2,2] por [—1,9]

Dominio: ]—eo, +oof

Imagem: ]0, +oof

Continuidade: a fung@o € continua

Comportamento crescente/decrescente: sempre
decrescente

Simetria: ndo é simétrica

Limite: limitada inferiormente por y = 0, que € tam-
bém a tnica assintota

Extremo local: nenhum

Assintotas: y = 0
Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = 0, lim f(x) = +oo
x—>+oo X—> —oo

49.

[
[—3,4] por [—1,7]

Dominio: |—oo, oo
Imagem: ]0, 5[
Continuidade: a fungdo € continua
Comportamento crescente/decrescente: sempre cres-
cente
Simetria: com relacéo ao par (0,69; 2,5)
Limite: limitada inferiormente por y = 0 e superior-
mente por y = 5; ambas sdo assintotas
Extremo local: nenhum
Assintotas: y = 0ey =5
Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) =5, lim f(x) =0

X—> — o0

X—>+oo

50.

[—3, 7] por [—2, 8]



Dominio: |—eo, +oof

Imagem: ]0, 6[

Continuidade: a fung¢do € continua

Comportamento crescente/decrescente: sempre cres-
cente

Simetria: com relacgio ao par (0,69; 3)

Limite: limitada inferiormente por y = 0 e superior-

mente por y = 6; ambas sdo assintotas
Extremo local: nenhum

Assintotas: y = 0ey = 6
Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = 6, lim f(x) = 0
X—>+oo X—> —oo

51. Resolvendo graficamente, encontramos que a
12,79

m intersecciona a

curva y =

linha y = 10 quando t = 69,67. A populagdo de
Ohio foi de 10 milhdes em 1969.
19,875
1+ 57’9936—0,035005(50)
ou 1.794.558 pessoas.
19,875
1 + 57.9930-035005(210)

52. (a) P(50) =

= 1,794558

(b) P210) =

= 19,161673 ou 19.161.673 pessoas.
(¢) lim P(r) = 19,875 ou 19.875.000 pessoas.
X—>+oo

53. (a) Quando t = 0, B = 100.
(b) Quando t = 6, B = 6.394.

54. Falso.

55. Apenas 8" tem a forma a * b*. A resposta ¢ E.

56. Para b > 0, f(0) = b° = 1. A resposta é C.

57. O fator de crescimento de f(x) = a * b* € a base
b. A resposta é A.

58. Com x > 0, a* > b* requer a > b (independen-
temente se x < 1 ou x > 1). A resposta € B.

59. r = 0,09, assim, P(7) ¢ uma fungdo de cresci-
mento exponencial de 9%.

60. » = 0,018, assim, P(¢) ¢ uma fungdo de cresci-
mento exponencial de 1,8%.

61. r = —0,032, assim, f(x) € uma funcdo de decai-
mento exponencial de 3,2%.

62. r = —0,0032, assim, f(x) é¢ uma fun¢do de decai-
mento exponencial de 0,32%.

63. r = 1, assim, g(r) € uma funcio de crescimento
exponencial de 100%.

64. r = —0,95, assim, g(r) € uma fungdo de decai-
mento exponencial de 95%.

Respostas 383

65.f(x) =5-(1 + 0,17y = 5 1,17%(x = anos).

66. f(x) = 52+ (1 + 0,023)* = 52-1,023*
(x = dias).

67.f(x) = 16 (1 - 0,5 = 16+ 0,5'(x = meses).

68. f(x) = 5+ (1 -0,0059) = 5-0,9941*
(x = semanas).

69. f(x) = 28.900 - (1 — 0,026)* = 28.900 - 0,974*
(x = anos).

70. f(x) = 502.000 - (1 + 0,017)x = 502.000 *
1,017* (x = anos).

71. f(x) = 18- (1 + 0,052)* = 18- 1,052*
(x = semanas).

72. f(x) = 15+ (1 - 0,046) * = 15-0,954*(x = dias).

73. f(x) = 0,6 * 23 (x = dias).

74. f(x) = 250+ 275 = 250 - 2915 (x = horas).

75. f(x) = 592+ 27 (x = anos).

76. f(x) = 17 - 2°2(x = horas).

2,875
2,3

77./(0) =23 =1,25=r+ 1, assim,

fx) = 2,3-1,25" (modelo de crescimento).

—4,64

78. g(0) = 5,8, g 0,8 = r + 1, assim

g(x) = —5,8-(0,8)" (modelo de decrescimento).

79. £(0) = 4, assim, f(x) = 4+ b*. Como f(5) = 4+ b° =

8.05 5[8.05

8,05, b = b= — =115
4

fx)=4-1,15%
80. £(0) = 3, assim, f(x) = 3+ b*. Como f(4) = 3+ b*

1,49 41,49
=149, b4 =" b= [ =
3 3

0,84 - f(x) =3-0,84"

40
1+3b

81. ¢ = 40, a = 3, assim, f(1) = =20=

1
:>20+60b=40:>60b=20:>b=§,assim,

1x
1+3(3)
3

S =
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60
1+ 4b

82.c = 60, a = 4, assim, f(1) = =24 =

3
=60=24+96b=96b =36=0b= g,assim,

60
3 X
rea(3)
8

83 128 7, assim, £(5) 128
.= ,a =7, assim, = ——=
1+ 70

=128 =32 + 224 = 2240° = 96 = b’ =

96 96
—— = bh= = = 0,844, assim,
224 224

fo) =

32 =

_ 128
0= 157 0 gan
84.c =30, a = 5, assim, f(3) = i@ =15=
1+ 5b
=30=15+75"=75b* =15 =
= 5_1 = b= 3L = (),585, assim,
75 5 5
_ 30
T =5 0ssst
85. ¢ = 20, a = 3, assim, f(2) = Lz =10=
: 1+ 3b

=20 =10 + 300> =300 = 10 = b* = %:>

1 , 20
=b= \/i; 0,58, assim, f(x) = ——————
3 1+3-058
86. c = 60, a = 3, assim, f(8) = — 0 =30 =
. C , a , ass ) 1 +3b8

1
= 60 = 30 + 90b® = 90b® = 30 = b® = 5:>

60

1
=b= \SF = 0,87, assim, f(x) = ——————
3 : 143087

87. P(t) = 736.000(1,0149)"; P(z) = 1.000.000
quando ¢ = 20,73 anos, ou o ano de 2020.
88. P(r) = 478.000(1,0628)"; P(¢) = 1.000.000
quando 7 = 12,12 anos, ou o ano de 2012.
89. O modelo é P(r) = 6.250(1,0275)".
(a) Em 1915: cerca de P(25) = 12.315. Em
1940: cerca de P(50) = 24.265.

(b) P(t)=50.000 quando ¢ = 76,65 anos ap6s
1980 — em 1966.

90. O modelo é P(r) = 4.200(1,0225)".
(a) Em 1930: cerca de P(20) = 6.554. Em 1945:
cerca de P(35) = 9.151.

(b) P(t)=20.000 quando 7 = 70,14 anos apds
1910 — em 1980.

t/14
91.(a) y = 6,6 <§) , onde 7 € o tempo em dias.
(b) Apos 38,11 dias.
1/65
92.(a)y =35 <5> , onde ¢ € o tempo em dias.

(b) Apos 117,48 dias.

93. Quando 7 = 1, B = 200 — a populacio duplica
a cada hora.
94. Falso.

95. A base € 1,049 = 1 + 0,049, assim, a taxa
percentual de crescimento constante é

0,049 = 4,9%. A resposta € C.

96. A base € 0,834 = 1 — 0,166, assim, a taxa
percentual de decrescimento constante €

0,166 = 16,6%. A resposta € B.
97. O crescimento pode ser modelado como

P(t) = 1 - 2¥4, Resolva P(¢) = 1.000 para
encontrar ¢ = 39,86. A resposta € D.
CAPITULO 12
Revisdo rapida

1
1. —=0,04
25

1
2. —— =0,001

[ = = —-
[
Il )
o (=)
\S]

b
NN
Il
L
n

10. log107° = -3



11.

12.

13.

1\/3
. 5] =22
<62>
xS -2
15. x2§_4 — x572y727(74) — x3y2
TR LI S
u ‘v u =3 u
6.,—2\1/2 6N1/2/  —2N1/2 H3
17. (Cy )12 = ()P )2 = —
Wl
—8.12\3/4 —8\3/4,.12\3/4 Mg
18. (x %y = VN =~
X
@ 1
19. - = — =
Q7uCv 3 3?3y
—2.3\-2 4. -6 13
20. % = x_y -
(x3y 2) 3 X 9y6 y12
21. 7,783 x 10°km
22.1x10 %m
23. 602.000.000.000.000.000.000.000
24. 0,000 000 000 000 000 000 000 000 001 66
25. (1,86 x10%)(3,1 X 107) = (1,86)(3,1) X 10°*7
= 5,766 X 10"
8x 107 8
26— =_x107"09=16x10"
5% 10 5
Exercicios
1. log,4 = 1, porque 4' = 4
2. logg1 = 0, porque 6° = 1
3. log,32 = 5, porque 2° = 32
4. log;81 = 4, porque 3* = 81
3 2 2/3 3
5. logs V25 = 3 porque 577 = V25

Respostas
6 log ! 2 oo 1
. loge—— = —— porque 6 ° = —— =
26 \5/:% 5 porq 62/5 5 36
7. log10° =3
8. log 10.000 = log 10* = 4
9. log 100.000 = log 10° = 5
10. log 1074 = —4
1
11. logV/10 = log 10'2 = 3
1 -3
12. lo =log 107%? = —
gV1.000 . 2
13. Ine’* =
14. Ine™* = —4
1 -1
15. In—=Ine” = -1
e
16. In1 =1ne’ =0
4 ya _ 1
17. n Ve = Ine'* = .
1 -7
18. In =lne’?=—
Ve
19. 3, porque b®3 = 3, para qualquer b > 0.
20. 8, porque b'°%® = 8, para qualquer b > 0.
21. 10°2©03) — 1Qlogi (0.5 — 0,5
22. 108 = 10ee 4 = 14
23. M6 = (el = ¢
24. M1/5) = log(1/5) — 1/5
25. log 9.43 = 0,9745 = 0,975 10°*7*5 = 9,43
26. log 0,908 = —0,042 ¢ 10" = 0,908
27. log(—14) é indefinido porque —14 < 0
28. log(—5,14) ¢ indefinido porque —5,14 < 0
29. In4,05 = 1,399 ¢ ¢ = 4,05

30.

In 0,733 = —0,311 e ¢ *!" = 0,733

385
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31. In (—0,49) ¢ indefinido porque —0,49 < 0
32. In (—3,3) ¢ indefinido porque —3,3 < 0

33. x = 10> = 100

34. x = 10* = 10.000

3. x=10"'"=—=0,1

1
36. x = 10 = —— = 0,001
1.000

37. f(x) é indefinida para x > 1. A resposta é (d).

38. f(x) € indefinida para x < —1. A resposta € (b)

39. f(x) é indefinida para x < 3. A resposta ¢ (a).

40. f(x) é indefinida para x > 4. A resposta € (c).

41. Comegar de y = In x: translade a esquerda 3

unidades.

[—5, 5] por [—3, 3]

42. Comegar de y = In x: translade para cima 2
unidades.

[—5, 5] por [—3, 4]

43. Comegar de y = In x: ache o grafico simétrico
com relacdo ao eixo y e translade para cima 3
unidades.

[—4, 1] por [—3, 5]

44. Comecar de y = In x: ache o gréfico simétrico com
relacdo ao eixo y e translade a esquerda 2 unidades.

[

[—4, 1] por [—5, 1]

45. Comecar de y = In x: ache o gréfico simétrico com
relagdio ao eixo y e translade a direita 2 unidades.

)

[—7, 3] por [—3, 3]

46. Comegar de y = In x: ache o grafico simétrico
com relacgdo ao eixo y e translade a direita 5

unidades.

47. Comegar de y = log x: translade para baixo 1
unidade.

[—6, 6] por [—4, 4]

[—5, 15] por [—3, 3]

48. Comegar de y = log x: translade a direita 3
unidades.

[=5, 15] por [—3, 3]



49. Comegar de y = log x: ache o grafico simétrico
com relacdo aos eixos e “estique” verticalmente
utilizando o fator 2.

[—8, 1] por [—2, 3]

50. Comegar de y = log x: ache o grafico simétrico
com relacio aos eixos e “estique” verticalmente

utilizando o fator 3.

[—8, 7] por [—3, 3]

51. Comegar de y = log x: ache o grafico simétrico
com relacdo ao eixo y, translade a direita 3
unidades, “estique” verticalmente utilizando o
fator 2, translade para baixo 1 unidade.

[—5, 5] por [—4, 2]

52. Comegar de y = log x: ache o grafico simétrico
com relacdo aos eixos, translade a direita 1
unidade, “estique” verticalmente utilizando o
fator 3, translade para cima 1 unidade.

[—6, 2] por [—2, 3]

53.

54.

55.

Respostas

4

[—1,9] por [—3, 3]

Dominio: ]2, +eof

Imagem: J—oo, +oof

Continuidade: a funcdo € continua
Comportamento crescente/decrescente:
sempre crescente

Simetria: ndo € simétrica

Limite: ndo € limitada

Extremo local: nenhum

Assintotas: em x = 2

Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = +eo

X—+oo

[—2, 8] por [—3, 3]

Dominio: |-1, +oof
Imagem: J—oo, +oof
Continuidade: a funcdo € continua

Comportamento crescente/decrescente: sempre

crescente

Simetria: ndo € simétrica

Limite: ndo € limitada

Extremo local: nenhum

Assintotas: em x = —1

Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = +oo

X—>+oo

[—2, 8] por [—3, 3]

Dominio: 1, +oof
Imagem: J—oo, +oof

387
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56.

57.

Pré-calculo

Continuidade: a funcio € continua
Comportamento crescente/decrescente: decres-
cente neste dominio

Simetria: ndo € simétrica

Limite: ndo ¢ limitada

Extremo local: nenhum

Assintotas: em x = 1

Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = —oo

Xx—>+oo

\

[—3,7] por [—2, 2]

Dominio: ]-2, +eo[

Imagem: J—oo, +oof

Continuidade: a fungdo € continua
Comportamento crescente/decrescente: decres-
cente neste dominio

Simetria: ndo € simétrica

Limite: ndo € limitada

Extremo local: nenhum

Assintotas: em x = -2

Comportamento nos extremos do dominio:

lim fx) = —oco

X—>+oo

‘

[—3,7] por [—3, 3]

Dominio: 0, +eof

Imagem: J—eo, +oof

Continuidade: a fungdo € continua
Comportamento crescente/decrescente:
Crescente neste dominio

Simetria: nao € simétrica

Limite: nao € limitada

Extremo local: nenhum

Assintotas: em x =0

Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = +oo

X—>too

58.

[—=7;3,1] por [—10; 10,2]

Dominio: ]—e, 2[

Imagem: J—eo, +oof

Continuidade: a fungdo € continua

Comportamento crescente/decrescente: decres-

cente neste dominio

Simetria: ndo € simétrica

Limite: ndo € limitada

Extremo local: nenhum

Assintotas: em x = 2

Comportamento nos extremos do dominio:
lim f(x) = +oo

x> —o

59. log 2 = 0,30103. A resposta é C.

60. log 5 = 0,699 mas 2,5 log 2 = 0,753. A respos-
taéA.

61. O grifico de f(x) = In x estd inteiramente a direi-
ta da origem. A resposta € B.

62. Para f(x) = 2-3%, f~'(x) = logs(x/2)
Porque f7'(f (x)) = log; (2-3/2)
= log; 3*
=X

A resposta € A.

63.
f 3x logs x
Dominio ]—eo, +oof 10, +oof
Imagem 10, +eof =0, Feof
Intercepto 0, 1) (1,0
Assintotas y=0 x=0

[—6, 6] por [—4, 4]



64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

717.

78.

79.

f@ 5 logs x
Dominio ]—oo, +oo[ 10, +oof
Imagem 10, +oof =0, 4oof
Intercepto ©, 1) (1,0)
Assintotas y=0 x=0

/
[

[—6, 6] por [—4, 4]

e
b =V e. O ponto que € comum a ambos 0s
gréficos € (e, e).

Basta refletir com relagdo ao eixo x.
Basta refletir com relagdo ao eixo x.

In8 =In8 + Inx = 3In 2 + Inx

In9 =In9 +Iny =2In 3 + Iny
3
log; = log3 — logx

2
log—=1log2 — logy
y

log,y” = 51og,y
log, x> = —2log, x

log x’y* =

log x* +logy*=31logx +2logy
log xy®> = log x + logy®> = logx + 3logy
x2
In= =Inx* — Iny’ = 2Inx — 3Iny
y

log 1.000x* = log 1.000 + log x*= 3 + 4 log x

1 {‘/; La logy) = 1 L
o — = — o, — 10 = —10 — — 10
g/, = 3 (ogx—logy)=Jlogx— S logy

Vi o1 1 1
In—= = S (nx —Iny) = JInx — S Iny

\3/)]

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

9.

95.

96.

97.

99.

Respostas

log x + logy = log xy
log x + log 5 = log 5x
Iny — In3 = In (y/3)

Inx — Iny = In (x/y)

1 1/3 3
glogx =logx"/” = log Vx
1 1/5 >
glogz=logz =10g\/z

2Inx + 3Iny = Inx? + Iny* = In (x*y%)

4
4logy — logz = logy* — log z = log<L>
z

4 log (xy) —3log (yz) = log (x*y*) —log (’z")

31n(x%y) + 2In(yz?) = In(x°y’) + In(y*z*)
= In (x°y°z")
In7
— = 2,8074
In2
In 19
= 1,8295
In5
In 175
= 2,4837
In8
In 259
= 2,2362
In 12
12 iz _ .
In05 2
In29 In29
= = —2,0922
In 0,2 In5
i nx
o 24
8 " 3
1 In x
o =—
&7 In7
) b = In (a + b)
. logy(a ) = In2
In(c —d
logs(c — d) = ¥
In5

389
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log x 109. Comecar de g(x) = In x: “encolha” vertical-

100. log,x = log 2 mente por um fator 1/In 5 = 0,62.

log x
101. log,x = ——
log 4

log (x + y) log (x + y)
102. log;(x + y) = loa(1/2) = log 2

_logx—y) _ log(x—y)

103. log,;5(x — y) = log(1/3) log 3 [—1, 10] por [—2, 2]
104 R b - 110. (b)
s 111. (¢)
R 112. (d)
logb(E) = log,b* > = x — y = log,R — log,S 113. (a)
105. Seja x = log, R . Entdo b* = R, assim 114.

RC — (bX)L‘ — b("X
log, R° = log, b** = c+x = clog, R

106. Comecar de g(x) = In x: “encolhe” vertical-

mente por um fator 1/In 4 = 0,72.

[—1,9] por [—1,7]

Dominio: 0, +oo[
e, Imagem: J—oco, +eoof

/ Continuidade: a fungdo € continua
Comportamento crescente/decrescente: sempre
crescente
[—1, 10] por [—2,2] Assintotas: em x = 0

Comportamento nos extremos do dominio:

mente por um fator 1/In 7 = 0,51. Xl_l,Toof () = oo

107. Comecar de g(x) = In x: “encolha” vertical-

| g In (8x)
[ (x) = log, (8x) = n(2)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 115.
Y —
[—1, 10] por [—2, 2]
108. Comecar de g(x) = In x: ache o simétrico com
relac@o ao eixo x, “encolha” verticalmente por
um fator 1/In 3 = 0,91. (=1, 9] por [=5,2]

Dominio: ]0, +eof
Imagem: J—oo, +oof
Continuidade: a fungdo € continua

Comportamento crescente/decrescente: sempre
decrescente
Assintotas: em x =0

[—1,10] por [—2, 2]




116.

117.

118.
119.

120.

Comportamento nos extremos do dominio:
lim f(x) = —oo

X—>too

In (9x)

()

fx) = 10g1/3 9x) =

[~10, 10] por [~2, 3]

Dominio: ]—eo, O U 0, +oof
Imagem: J—oo, +oof
Continuidade: a fun¢do € descontinua em
x=0
Comportamento crescente/decrescente: decres-
cente no intervalo ]—eo, O[; crescente no inter-
valo ]0, +eof
Assintotas: em x = 0
Comportamento nos extremos do dominio:

lim f(x) = +oo, lim flx) = +oo

X—> — oo

Xx—>+oo

[—1, 10] por [—2, 2]

Dominio: ]0, +eo[
Imagem: J—oo, +oof
Continuidade: a funcdo € continua
Comportamento crescente/decrescente: sempre
crescente
Assintotas: em x = 0
Comportamento nos extremos do dominio:
lim f(x) = +

X—>+oo
Verdadeiro.

Falso.

log 12 = log (3 -4) =1log 3 + log 4 pela regra
do produto. A resposta € B.

Respostas

121. logy64 = (In 64)/ (In 9) pela férmula da
mudanga de base. A resposta é C.

122. Inx® = 5 In x pela regra da poténcia. A

resposta € A.

123. log, ,x* = 2 log, , |x|
In x|
In (1/2)
In |x|
In1 —In2

In |x|
In2

=-2

= ~2log |y

A resposta € E.
124. log 4 = log 2> = 2log 2

log6 = log2 + log3

log 8 = log2® = 3log2

log9 =log3®> =2log3

log12 = log3 + log4 = log3 + 2log2

log 16 = log 2* = 41log 2

log 18 = log2 + log9 = log2 + 2 log 3

log24 =log2 + log12 = 3log2 + log3

log27 = log3* = 3log 3

log 32 = log2° = 5log2
log 36 = log6 + log6 = 2log2 + 2log 3
log 48 = log4 + log12 = 4log2 + log3
log 54 = log2 + log27 = log2 + 3log3
log 72 = log 8 + log9 = 3log2 + 2log3
log 81 = log 3* = 41log 3
log 96 = log (3-32)

=log3 + log32 =1log3 + Slog?2

391
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125. =641 < x < 9335 8
(b) log 5 | = 0.60206,
126. =126 =x = 14,77

log 8—log 2 = 0,90309 — 0,30103

= 0,60206
¥ (¢) log2* = 0,90309,

3log 2 = 3(0,30103) = 0,90309

127. (a)

10
[0, 20] por [-2, 8] (d) log 5=1og <7> = log10 —log 2=1-0,30103
Dominio de fe g: |3, +oo — 0.69897
(b) _ 4 _
(e) log 16 = log 2" = 4log 2 =~ 1,20412
{ k’ (f) log 40=1og (4-10) =log 4 +log 10 = 1,60206
130.
(a) Falso
[0, 201 por -2, 8] (b) Falso; logs (7x) = logz 7 + log; x
(¢) Verdadeiro
Dominio de f'e g: |5, +oof (d) Verdadeiro
© (e) Falso; Z = logx — log 4
L (f) Verdadeiro
\/ — (g) Falso; logs x*> = logs x + logs x = 2 logs x
(h) Verdadeiro
1 x/5
[_7, 3] por [_5, 5] 131. 36 <§> =4
1\ 1
Dominio de f: | —eo, =3[ U | =3, +oof <§> = 9
Dominio de g: |—3, +oof
1 x/5 1 2
128. Lembre que y = log, x pode ser escrito como <§> = (5)
x=a.
*_
y =log,b 5
& = b x=10
1 x/3
log a” = log b 132. 32 <Z> =2
yloga = loghb V3
log b <4> T 16
y = = log, b
log a 1\/3 1\2
<4> - (4)
129. (a) log (2-4) = 0,90309, y
S=2
3

log 2 +1log 4 = 0,30103 + 0,60206 = 0,90309



133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141. x

142. x

143.

144.

14s.

2.5 = 250
54 =125
5)(/4 — 53

X
~=3
4

x=12
342 = 96
47 =32

472 = 452

107 = 10, assim, — x/3 = 1,
e, portanto, x = —3.

57% =5, assim, —x/4 = 1,

e, portanto, x = —4.

x = 10* = 10.000
x=2"=32
x—5=4"1assim,x =5+ 47! =5725.
1—x=47" assim, x = —3.

B In 4,1
" In1,06

= log; g6 4,1 = 24,2151

_ In1,6
"~ In0,98

= loges 1,6 = —23,2644
™ = 4 assim, 0,035x = In 4, e, portanto,
1
x =———In4 = 39,6084.
0,035

™% = 3 assim, 0,045x = In 3, e, portanto,

x In3 = 24,4136.

~ 0,045

3 . 3
et = E’ assim, —x = In E e, portanto,

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

Respostas 393

3
X = _lnE = —0,4055.

—x

. 5
e = 3 assim, —x = lng, e, portanto,

5
x = - lng = —0,5108.

1 : 1/3
In(x —3) = g,assun,x — 3=
e, portanto, x = 3 + ¢ = 4,3956.
log(x + 2) = —2,assim,x + 2 = 1072,
e, portanto, x = —2 + 102 = —1,99.

Devemos ter x(x + 1) > 0, assim,
x< —1oux>0.

Dominio: ]—oce, —=1[ U ]0, +oo[; grifico (e).
Devemos terx > 0 e x + 1 > 0, assim, x > 0.

Dominio: ]0, +eo[; grafico (f).

X .
Devemos ter 1 > 0, assim,

x < —-1oux>0.
Dominio: ]—oeeo, —=1[ U ]0, +eo[; grifico (d).

Devemoster x > 0 e x + 1 > 0, assim,
x > 0.

Dominio: ]0, +eo[; gréfico (c).

Devemos ter x > 0. Dominio: |0, +oo[; gra-
fico (a).

Devemos ter x> > 0, assim, x # 0.
Dominio: IR — {0}. Gréfico (b).

Escreva ambos os lados como poténcias de 10,

deixando 10" = 10, ou x2 = 1.000.000.
Entao, x = 1.000 ou x = —1.000.

Escreva ambos os lados como poténcias de e,

Inx® _

deixando e e*, oux? = ¢* Entdo, x = €2

=738 oux = —e?= —7,389.

Escreva ambos os lados como poténcias de 10,
deixando 10°¢* = 10?, ou x* = 100. Ento,
2=10e x = =V10.
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158. Multiplique ambos os lados por 3 - 2%, deixando 400
P P 163. 150~ 1+ 95¢7%%, assim e %% = —

s

(29 —1=12-2%0u (22— 12:2° =1 =0, 57
Esta € quadratica em 2*, deixando para e, portanto, x = ﬁ In % = 6,7384.
¢ = RrVvida+4 6 + \V/37 164. Multiplique por 2, entdo combine os logaritmos
2 x+3
para obter In ——— = 0.
Apenas 6 + V37 & positivo, assim a Unica *
+3
_In(e + V/37) Entio, =¢" =1, assim, x + 3 =22

resposta € x = x?
In2

As solugdes nesta equag@o quadrdtica sdo

1=v1i+12 1 1
xX=———"""=—-=—-V13 =23028.
2 2 2
165. Multiplique por 2, entdo combine os logaritmos

2

log, (6 + \V/37) = 3,5949.

159. Multiplique ambos os lados por 2 - 2%, deixan-
do (2% +1=6-2",0u

X ~

(2> — 6-2° + 1 = 0. Esta € quadrdtica em para obter log Y +4 2. Entdo

6+ V36 -4 2 .
2%, assim, 2° = — = 3 +2V2. x+ 1o 107 = 100, assim x> = 100(x + 4).

X
In@3 = 2\6) As solugdes nesta equagio quadrética sao
Entio x = ———— =
100 = V10000 + 1600
n2 x= = 50 + 10\/29.

2
A equagdo original requer x > 0, assim
50 — 10°V29 ndo € vdlida, a dnica solucdo
atual € x = 50 + 10V29 = 103,852.

log,(3 + 2V2) = +2,5431.

160. Multiplique ambos os lados por 2¢*, deixando

(e)* + 1 =8¢, 0u (¢')? — 8 +1=0.

Esta é quadrdtica em ¢¥; assim: 166. In[(x — 3)(x + 4)] =3 In 2, assim (x — 3)(x + 4)
J— =8, ou seja, x> + x — 20 = 0. Fatorando (x —
o = 8+ V64 -4 -4 +\V15 4)(x +5) =0, assim x = 4 (uma solugdo real)
2

ou x = -5 (ndo valida, visto que x —3 e x + 4
devem ser positivos).

167. log[(x — 2)(x + 5)] = 2 log 3, assim (x — 2)
x+5=9o0ux’?+3x-19=0.

Entdo x = In (4 = V15) = +2,0634.

161. Esta ¢ quadrdtica em e*, deixando para

-3+ V9 +76 3 1
—5+\25 + 24 5+7 EntﬁO,XZfZ*EtE\/SS.
c - 4 T4 .
“5+7 1 A solugdoreal é x = —— + ~V85 = 3,1098;
Desses dois nimeros, apenas =—¢ 2 2
4 2 . ] . o
visto que x — 2 deve ser positivo, a outra solugdo
. . 1 3 1
positiva, assim x = lni = —0,6931. algébrica, x = -5 85, ¢ estranha.
168. R$ 100.000.000.000,00 € igual a 0,1 - 10'2. Os
162. — =1 + 25¢°*, assim, €% = 3 = 0,06, valores diferem por uma ordem de magnitude

igual a 12.

169. Uma galinha pesando 2 quilos pesa 2.000, ou
2+ 10° gramas enquanto um canério pesando
20 gramas pesa 2 * 10 gramas. Eles diferem por
uma ordem de magnitude de 2.

1
e, portanto, x = aln 0,06 = —9,3780.

’



170. 7 - 5,5 = 1,5. Eles diferem por um ordem de

magnitude de 1,5.

171. 4,1 — 2,3 = 1,8. Eles diferem por um ordem de

magnitude de 1,8.

172. Supondo que T e B sdo os mesmos para os dois

terremotos, temos que 7,9 =loga; —log T+ B
e 6,6 =log a, —log T+ B, assim 7,9 — 6,6 =
1,3 = log(a,/a,). Entdo a,/a, = 10"3, assim a,
= 19,95a, — a amplitude na Cidade do
Meéxico foi quase 20 vezes maior.

173. Se T e B sdo os mesmos, temos que 7,2 = log

a;—log T+ Be6,6=loga,—log T+ B, assim
7,2 — 6,6 = 0,6 = log(a,/a,). Entdo a,/a, = 10°9,

assim a; = 3,98a, — a amplitude em Kobe foi

quase 4 vezes maior.

174. O pH da dgua com gds € 3,9 e o pH do
amoniaco € 11,9.

(a) Agua com gds: — log[H"] = 3,9
log[H"] = —3,9
[H'] =107 = 1,26 X 10~
Amonfaco: — log[H"] = 11,9
loglH"] = —11,9
[H']=10"""=126 X 107"

[H"] da 4gua com gds

(b) =

=10°
[H*] do amoniaco

10711,9

(¢) Eles diferem por um ordem de magnitude
de 8.

175. O pH do 4cido do estdbmago ¢ aproximada-
mente 2 e o pH do sangue € 7.4.

(a) Acido do estomago: — log[H*] = 2,0
log[H"] = —2,0
[H*] =102~ 1 X 1072
Sangue: —log [H"] = 7,4
log[H ] = 74

[H']=1074=3,98 X 1078

[H
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(b)

] dcido do estomago 1072

176.

1717.

178.

179.

180.

= g =251 X 10°

(c) Eles diferem por um ordem de magnitude
de 5,4.

[H*] sangue

Falso.

2%l =132
2% =23
3x-1=5

x =2

A resposta € B.
Inx = -1

elnx — 1

X =

Q| =

A resposta é B.
R, = logﬂ+ B =381
T
R, = log%-i- B =6,1
T
Procuramos a relacdo amplitudes a,/a, .
(log 2+ B) — (log 2 + By = R, — R,
T T
logﬂ - log% =81—-6,1
T T
logﬂ =2
a
1

a
— =10% = 100
a,

A resposta € E.
u
Seja —= 10", u,v > 0
v

logE = log 10"
v

logu — logv =n
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Para que a expressdo inicial seja verdadeira, tanto u
quanto v devem ser poténcias de 10, ou sdo escritas
com a mesma constante a multiplicada pelas potén-
cias de 10 (i.e,ouu=10fev=10"ouu=a. 10Fe
v=a. 10" onde a, k e m sdo constantes). Como
resultado, u e v variam por uma ordem de magnitude
n, isto &, u é n ordens de magnitude maior que v.

181. x = 1,3066

./ -
Intérseccdo  +——————
X=1.3065586 _Y=5
[—1,5] por [—1, 6]

182. x = 0,4073 ou x = 0,9333

\
V4

[0, 2] por [—1, 1]

183. 0 < x < 1,7115

—_—
Interseccao
X=1.711522  Y=5.537383

[—1,2] por [-2, 8]

184. x = — 20,0855
185. logx — 2log 3 > 0, assim, log (x/9) > 0.

X
Entdo, 5 > 10° = 1, assim, x> 9

x+1
6

186. log(x+1) —log 6 < 0, assim, log <0

_ox+1 0 .
Entao,? < 10" =1,assim,x + 1 < 6,

ou x <5

CAPITULO 13
Revisao rapida
L J=eo, =3[ U ]=3, +eof
2.]1, +oof
3. 10, 5[
4. 17172, +oo[
5. 11, +oof
6. (—1, 1]
7. =00, +oof
8.]=e0, O[ U ]O, +oof
9.1-1, 1]
10. ]—o0, +oo
Exercicios
LG+ 9k =2x—1+x%
=9 =2x— 1 —x%
(R = 2x — D) = 20 — &
Nao hd restri¢gdes em qualquer dos dominios;
assim, todos os 3 dominios sdo dados por
[—oo, Feo].
2.+ =x—1 +3—x
=x>—2x+1+3—-—x=x>—-3x+4
f— 9 =@x-1 -3 +x
=x>-2x+1-3+x=x>—x—-2;
() == 1’G—x) = —2x+ D3 —x)
=32-x—6x+ 22 +3 —x

= +52-7x+3
Nao hd restri¢gdes em qualquer dos dominios;
assim, todos os 3 dominios sdo | —oo, +oo|.

3.+ 9w =Vx+5+|x+3
fF—9x) =Vx+5-|x+3

(fo)(x) = Vx + 5 |x + 3]

Todas as 3 expressdes contém Vix + 5.
Devemos ter x + 5 = 0, isto €, e x = -5; todos 0s
3 dominios sdo [—5, +oo[. Para |x + 3|, ndo exis-
tem restri¢des pois o valor de x pode ser qualquer
ndmero real.

\V, 3
4w =5

o dominio € [-3, O[ U ]0, +oo[.
2

X
Vx+3

o dominio € |—3, +oo[.

;x+3=0ex# 0, assim,

(glHx) = ;x + 3> 0, assim,



5. (g0 = 2= [ 2

Vx x+4
x—2206x+4>0,assim,x226x> —4,

ou seja, o dominio € [2, +oo[.

+4 T4
(g/f)(x)— \/)67 o . Devemos ter
Vo

x+4206x—2>0,as51m,x2 —4ex>2,
ou seja, o dominio € ]2, +ool.

. Devemos ter

2

6. (fg)(x) = ﬁ

ser zero e o termo dentro da raiz quadrada deve

O denominador ndo pode

ser positivo, assim, 1 — x2 > 0. Portanto, x2 < 1,
o que significa que —1 < x < 1. O dominio é
-1, 1L

)

>— .0 termo sob a raiz quadra-

(glHx) =

da deve ser ndo negativo, assim, 1 — x2=0 (ou
x2=1). O denominador niao pode ser zero, assim,
x# 0.Portanto — 1 =x<0oul0<x=1.0
dominio € [-1, O[ L ]0, 1].

3

X
V1-x
zero, assim, 1 — x> # 0 e x®# 1. Isso significa
que x # 1. Ndo hd restri¢des em x no numerador.
O dominio € ]—oo, 1[ U 1, +eol.

7. (flg)x) =

O denominador ndo pode ser

3 3

\/1 —
(g/j)(x)sz.

zero, assim, x> # 0 e x# 0. Ndo h4 restricdes em
0, +oof.

O denominador ndo pode ser

x no numerador. O dominio € |—eo, O] U |

[0, 5] por [0, 5]

[—5, 5] por [ 10, 25]

10.

11.

12

13.

14.

15.

16.

- (f°9)3)
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(Fo8)3) =f(gB3) =f4) = 5;

(8°N(=2) = g(f(-2)) = g(=7) = -6

(f°9)3) = f(g3)) = f3) = 8;

(g°N(=2) = g(f(-2)) = g(3) =3
=fEBN=f(V3+1) =f2)=2
+4=238;

(8°N(=2) = g(f(-2)) = g((=2)* + 4) = g(8) =
V8+1 =3

(e 2)3) = f(g3) = f(9 — 31 = f(0) = f(0)
__0 =0;

0+ 1
(g 9}‘)( 23) —Sg(f( 2))—8< >+ 1) =g(2)

flgx) =3x—1)+2=3x—3+2=3x-1.
Como tanto f quanto g tém dominios ]—ee, +eof,
o dominio de f(g(x)) € J—oeo, +ool.

g(f(x)) = 3x +2) — 1 = 3x + 1; novamente, o
dominio € |—oo, +oof.

(e
fie = (1=7) ~ 1= ooy

O dominio de g € ]—eo, [1 U ]1, +eo[, enquanto

0 dominio de f'é ]—eo, +oo[; 0 dominio de
f(g(x) € J=eo, 1[ U 1, +oof.

1
g(fx) = o1
O dominio de f € ]—eo, +eo[, enquanto o dominio
g € J-oo, 1[ U ]1, +oo[, assim, f(g(x)) requer
f(x)# 1. Isso significaque x> — 1 # 1, ou
x*># 2, assim, o dominio de g(f(x))

Jeo, =V2[U] =V2, V2[U]V2, +.
flg) = (Vx +1)* =2

O dominio de g € [—1 +eo[, enquanto o

1

x> =2

=x+1—-2=x—-1.

dominio de f'€é | —eo, +oo[, 0 dominio de f(g(x))
é,[—1, +oo.

gfoy = VE-2)+1=Ve 1.

O dominio de f'é | —oo, +oo[, enquanto o
dominio de g € [—1, +oo), assim, g(f(x)) requer
fx) = 1.

Isso significa que x> — 2 = —1, ou x*> = 1, que
significa que x = —1 ou x = 1. Portanto, o
dominio de g(f(x)) € | —eo, —1] U [1, +eo.
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1
x—1

enquanto o dominio de f € ]—eo, 1[ U ]1, +oo,

17. flg(x)) = . O dominio de g € [0, +eo[

assim, f(g(x)) requer x = 0 e g(x) # 1, isto &,
x=0ex# 1.0 dominio de f(g(x)) é
[0, I[ W ]I, +oe[.

1 1
g = | —— = . O dominio de f'¢
x—1 x—1

]—eo, 1[ U 1, +eo[, enquanto o dominio g €
[0, +oof, assim g(f(x)) requer x # 1 e f(x) =0,

. 1 o
ouseja, x# le 1 = 0. Este dltimo ocorre

se x — 1 > 0, assim, o dominio de g(f(x)) é
11, +eef.

18. f(g(x) = AV1 —x) = (V1 - x> =
1 — x%* o dominio é [—1, 1].
) = g0d) = V1 - (@) = V1 -x%;
o dominio € [-1, 1].
19.f(g(0) = AV1 —x) = (V1 - )P’ =1-1x%
0 dominio € |—eo, +oof.
2f(0)) = g3 = V1 — (¥ = V1 - 2°;
0 dominio € |—oo, +oo[.
1
WA= <§> T20/30)  2/3x 2

0 dominio € J—oo, O[ U ]0, +oof.

1 1
(f) = g<—> ! =

1 1 3x

s

20)  3(1/2x)  3/2x 3

0 dominio € ]—eo, O] U 0, +oof.
21f<<>)—f(1 )— R
S8 -1 Qa -1y +1
1 1 x-1
A+ @-D))/x-1) x/(x-1) «x
o dominio sdo todos os reais exceto O e 1, ou
seja, J—eo, O[ U 10, 1[ U ]1, +eoof.
1 1
8(ftx)) _g<x + 1>7 x+1))-1=
1 1 x4l
A+ @-1))/ED) xx+1)  x
o dominio sdo todos os reais exceto 0 e 1, ou
seja, J-eo, O[ U 10, 1[ U ]I, +eof.

22. Uma possibilidade: f(x) = Vi e glx) = x* — 5x.
23. Uma possibilidade: f(x) = (x + 1)? e g(x) = x°.

s

24. Uma possibilidade: f(x) = |x| € g(x) = 3x — 2.
25. Uma possibilidade: f(x) = 1/xe
glx) = x> — 5x + 3.
26. Uma possibilidade: f(x) = x> — 2 e g(x) = x — 3.
27.3() +4(1)=3+4=7=%5
34)+4(-2)=12—-8=4#5
33)+4(-1)=9—-4=5
A resposta € (3, —1).
28. (52 + (12 =25+1=26%25
B2+ @)?=9+16=25
02 +(=52=0+25=25
A resposta € (3,4) e (0,-5).

29.y2 =25 —x%,y= V25 — x’e
y = -V25 — x?

30.y2=25—x,y=V25—xey=-V25—x

3.2= 2-25,y=y=Vi*-25¢
Y- V3
32.92=3x2-25y=V3x’-25ey=
-V3:2 - 25
B.x+p=1=p==x+1=y=-x+1ou
=—(x+D'y=1—xey=x—1

Mx—p=1=p=x—1=y=x—1ou
y=—x@—1=x+1ly=x—1e
y=1-x

35.y2=x)=>y=xey=—xouy=|xe
y ==k

36.’=x=>y=Vxey=—Vx

37. Falso.

38. Falso.

39. A composi¢do das fun¢des ndo € necessaria-
mente comutativa. A resposta € C.

40. g(x)= V4 — x nio pode ser igual a zero e o
termo dentro da raiz quadrada deve ser positivo,
assim, x pode ser qualquer nimero real menor
que 4. A resposta é A.

4. (fofHx) =f@P2+ DH =@+ D>+ 1 =4+
2x2+ 1) + 1 = x* 4+ 2x* + 2. A resposta € E.

N.y=kl=>y=xy=—-x=>x=—youx=y
= x? = y%. A resposta € B.



43. Se f(x) = ¢* e g(x) = 2 In x, entdo f(g(x)) =

fQ2Inx) = e2n¥ = (e )2 = x2. O dominio &

10, +oo[. Se f(x) = (x> + 2)%e g(x) = Vx — 2,

entao,

fg) = A(Vx —2) = (Vx = 2)* + 2)?
= (x — 2 + 2)2 = x2. O dominio & [2, +oo].
Se f(x) = (x* — 2)%e g(x) = V2 — x, entilo,
flg) = F(V2—x) = (V2 —x)* = 22

= (2 — x — 2)?> = x% O dominio é |—oo, 2].

1 ()_x+1
(x_l)zegx x

entdo, flg(x)) = f(x : 1) =

Se flx) =

1

_ _1
x+1—xV 1
X x?

0O dominio & ]—so, O] U 0, +oo[.

=X .

Se f(x) = x* — 2x + 1 e g(x) = x + 1, entdo,
fleg) =fx+ D=+ 1)?=20x+1)+1
= ((x + 1) = 1)% O dominio € ]—co, +co|.

x + 1V
Se fl) = <T> e g(x) =

, entao
x—1
+ 1
f((x»—f( ! )—x_l -
§ x—1 1
x—1
Lhx—1y
-1
B
1
x—1
O dominio € ]—eo, 1[ U ]1, +oo].
f g D
oX 21nx 10, +eof
o+ 22 xi—2 [2, +oo]
(2 —2)2 V2 —x ]=e0, 2]
1 x+1
o T 17 000, el
xX2—2x+1 x+1 oo, 4eo]

J=eo, I[ U1, o]

. 0,5y = x — 1, assim, y =

Respostas 399

“@ ) =x"—1=+D - 1=

f(x) * (x* — 1), portanto, g(x) = x> — 1.
B F+ 9 =32=32— 2+ 1) =22 —
1= g().

(©) (f/g)(x) = 1 = f(x) = g(x). Portanto, g(x) =
X2+ 1.

d) flg(x)) = ot + 1 eflx) = X2+ 1.Se glx) =
32, entdo f(g(0) = f(3:2) = 32?2 + 1
=ox* + 1.

(e) g(f(x)) = 9x* + 1 e f(x) = x> + 1. Entdo
g()c2 +D) =9+ 1=9(x*+1) — 1)+ 1,
portanto, g(x) = 9(x — 1+ 1.

CAPITULO 14

Revisao rapida

. x+6 1
1.3y = x + 6, assim, y = =—x+2
3 3
x—1

2x — 2

>

.y2=x—4,assim,y = * Vx — 4

.y2=x—6,assim,y = * Vx + 6

iy +3)=y—2

xy+3x=y—2

xy—y=-3x—2

yx—1)=-03Bx+2)
_3x+273x+2

T x—1 1-x

x(y +2)=3y—1

xy+2x=3y—1

xy —3y=—2x—1

yax—3)=—-2x+1)
7_2x+1_2x+1

e x—3 3-x

Sy —4) =2y + 1

xy —4x=2y+1
xy —2y=4x+1
yx —2)=4x+ 1
4+ 1
)
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8.x3y—1)=4y+3
3xy —x =4y + 3
3xy —4y=x+3
y3x—4)=x+3
x+3
3x — 4

9.x=Vy+3,y=-3[ex=0]

X*=y+3,y=—-3ex=0
y=x*-3,y=—-3ex=0

10.x=Vy—-2,y=2[ex=0]

X=y—2,y=2ex=0
y=x*+2,y=2ex=0

Exercicios

Lx=3Q2) =6,y=2>+5=09.Arespostaé (6, 9).

2.x=5(-2)—7=-17,y=17 — 3(-2) =23.A
resposta € (—17, 23).

3.x=3-43)=15y=V3+1 =2.A
resposta € (15, 2).

1 1
4'x:|_8+3|:5’y:j8= —g.Arespostaé

)

5@ (5 y) = (2,31 — 1)
-3 (—6, —10)
-2 (=4, -7
-1 (=2, —4)
0 ©, -1
1 2,2)
2 4,5)
3 6. 8)
(b) =2, y=3<5>—1=1,5x—1.Essaé
2 2
uma func¢ao.
T

[=5, 5] por [—4, 3]

6. (a) t (L, )=0C+1,2-20n
-3 (=2, —15)
-2 (=1, -8)
-1 0, 3)
0 (1,0)
1 2,-1
2 (3.0
3 4,3)

b)t=x—1,y=x—-12—-2x—1)=
=2+ 1—-2x+2=x>—4x+3
Essa € uma funcao.

(©)
[—1,5] por [~2, 6]
7@ Gy =E1—-2)
-3 9, —5)
) 4, —4)
-1 (1, -3)
0 0, —2)
1 a1, -1
2 4,0)
3 O, 1
(b)t =y + 2,x = (y + 2)% Essa niio é uma
funcao.
(c)
[—1, 5] por [=5, 1]
8 @ [T ww=tvaa-s3

—3 | V=3 nio estd definida
=2 | V=2 nio estd definida
—1 | V=1 ndo estd definida

0 0, =5)

1 1, -3)

2 V2, -1

3 V3, 1)




(b) t = x?,y = 2x*> — 5. Essa é uma funcdo.

(© /
/

[—2, 4] por [—6, 4]

9. (a) Pelo teste da linha vertical, a relaciio ndo é
uma fungdo.
(b) Pelo teste da linha horizontal, a inversa da
rela¢@o € uma funcio.
10. (a) Pelo teste da linha vertical, a relagdo € uma
funcdo.
(b) Pelo teste da linha horizontal, a inversa da
relacdo ndo € uma funcéo.
11. (a) Pelo teste da linha vertical, a relacdo € uma
funcdo.
(b) Pelo teste da linha horizontal, a inversa da
relagdo € uma funcao.
12. (a) Pelo teste da linha vertical, a relagdo ndo é
uma fungao.
(b) Pelo teste da linha horizontal, a inversa da
rela¢@o € uma funcio.
13.y=3x—-6=> x=3y—6

3y=x+6
=y =" e, o]
=y = =y ; ]— o0, +oo
YT T3
4.y=2x+5 = x=2y+5
2y=x—15
1) x+5 1 5] oo
=y = = x — = ]-o0, +oo
YT T T2
2x — 3 2y — 3
15.y = o = x= Y
x+1 y+1
xy+1)=2y—3
xy+x=2y—3
xy —2y=—-—x—3
y(x+2)=—(x+3)

B x+3) x+3
fflo=y=- = s 1o0, 2L U 12, oo
x—2 2 —x
+3 +3

16.y=x = x=y
x =2 y—2
Xy —=2)=y+3
xy —2x=y+3
xy —y=2x+3
yx—1)=2x+3
4 2x +3
T =y= s 1=ee, [ U1, +eof

-1

Respostas

17.y= Vx -3, x=3,y=0>
x=Vy-3,x=0,y=3

X*=y—-3,x=0,y =3
[T =y =+ 3; [0, oo

18.y= Vx+2,x=-2,y=0=
x= Vy+2,x=0,y=-2

X=y+2, x=0y=-2

[l =y = = 25 [0, +oof

19.y=x= x=y>

7N =y = Vi l-oo, +oof
20.y=x"+5= x=y*+5
x—5=3y
[l =y = Vi —5;]-00, +oof
2l.y = VX +5 = x=\3/m
¥=y+5
S =y =% = 5; J-eo, +oo
2.y=Vi-2> x=Vy-2
¥=y-2
i) =y =x+2; oo, +oof
23. Bijetora

YL
3 -
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X
L 5
24. Nio ¢ bijetora
25. Bijetora
y
3 /
1 1 1 / 1 1 1 1 1 X

401
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26. Nao € bijetora X +3
) z( 72)+3
27.f(g(x))=3{*(x+2)} —2=x+2—-2=x g(fix)) = a
3 x+3_]
1 1 x—2
g(f(x))Zg[(3x—2)+2]=§(3X)=x <x+3>
2| —— |+ 3
1 1 _ x =2 ) x—2
28. flg(x) = Z[(4x—3)+3]=1(4X)=X a x+3 <x—2>
x—2

1
g(}‘(x))f4{1(x+3)}—3fx+3—3fx 2+ 3-S5

29.f(g) =[x = DPP+ 1= —-D' +1 +3-@-2 5
ool 3. (a) 9c(x) = 5(x — 32)
g = [ + 1) = 1] = (@)1 =2 = x Yen =x- 32
30. flg(x)) = T_7x x gc(x) +32=x
A 5
* Nesse caso, c(x) torna-se x, e x torna-se ¢ ~'(x)
8(f(x)) :% = T% =X para a inversa. Assim, ¢'(x) = gx +32.
X Isto converte a temperatura Celsius para tem-
1 peratura Fahrenheit.

g =

—_ | =
Il
=
I
=

N

=

[ =
+

~—

() (k= o)) = k()= k ((3 (x - 32)))

x—1 5
= 14+x—1=x 5(X*32)+273,16
5
= —x + 255,38. Isso converte a temperatura
1 1 X
8 = x+1 a1 x Fahrenheit para temperatura Kelvin.
-1 -1
o * 34. Verdadeiro.
_ X S 35. A inversa da relacio dada por x2y + 5y = 9 € a
x+1-x 1 relacdo dada por y?x + 5x = 9.
(D*2)+52)=2+10=12%9
2x + 3

3 (DA(=2) +5(-2)=—2—-10=—12#9

.

32.fe) = o QX-1)+5(-1)=—-4—-5=-9%9
(1) +52)=2+10=12%9

x—1
—2)%(1) + =4+5=
e 43 (=2 +5(1)=4+5=9
1 +3 1 A resposta € E.
X = X =
= ( ) 36. A inversa da relagdo dada por xy? — 3x = 12 ¢
2x +3 x—1 ~ 5
- a relagdo dada por yx= — 3y = 12.
r o (—4) (0P = 3(—4) =0+ 12 = 12
(HE@? =31 =16—-3=13=12

2x +3 +3(x —1) 5x
= 7T T 2Q)B?-32)=18—-6=12

ZA3-2-1 S (12)(22 — 3(12) = 48 — 36 = 12



(—6)(1)> = 3(—=6) = -6 + 18 = 12
A resposta € B.

37.flkx) =3x — 2
y=3x—2
A inversa da relagdo é
x=3y—2
x+2=3y
x+2
3 =y
.1 _x+2
)= 3

A resposta € C.
38.f(x) =2+ 1

y=x+1

A inversa da relagdo é
x=y +1
x—1=33

Vi1 =y
[l = Va-1

A resposta € A.

CAPITULO 15

Exercicios
180°
L .2 _ 300
6 T
180°
2. 7. ase
4 7
180°
3y
10 =
37 180°
4. .25 o
5 T
7w 180°
5. = 140°
9
137 180°
6. —- = 117°
20
180°
7.2 = 114,59°
8. 1,3 = 74,48°
9. s =70 cm

10. r = 7,5/t cm
11. 6 = 3 radianos

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

360

r=——cm

T

Respostas

mX

7 rad ,
x° = x° = . A resposta € C.
180° 180°

403

Se o perimetro € 4 vezes o raio, entdo o compri-

mento do arco € de 2 raios, o que implica um

angulo de 2 radianos. A resposta é A.

x=V5+5=150=5V2

x= V8 + 122 = V208 = 413
x=V10-8 =6
x=\Va-22=V12=2V3

0 9> 1gg=2
sen§ = —, cosh = —, = —
8% 73
o= o= 1gg="S
sen § = ———, cosf = , tgf = —
V113 113 7
0 6= > g0 =2
1p-12 _5 12
se , COS T g 5
0= cosh=2 g
AT A A TR ST

O comprimento da hipotenusa é

V7% + 11 = V170, logo

sen § =

7 11
———, cos = ——, tgh =
V170 V170 11

O comprimento do lado adjacente é

V87— 62 = V28 = 2V/7, logo

sen § =

3
—, cosf =
4

Vi

, tgh =

3
4 V7

O comprimento do lado oposto €

V11*-8* = V57, logo

sen 0 =

V57
11

8 57
,cos = —, tgh = ——

11’ 8

O comprimento do lado adjacente €

V13°- 9% = V88 = 222, logo

sen 6 =

—, cosf =

2V23t0_ 9
13 8T

2V22
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Pré-calculo

O triangulo retangulo tem hipotenusa com

medida 7 e cateto oposto ao angulo # com
medida 3. Assim, o cateto adjacente é

V7?-3% = V40 = 2V/10 . As outras medidas
sdo:
0 V10 to 0 3
cos f = e tgh =
2V10

O tridngulo retangulo tem hipotenusa com

medida 3 e cateto oposto ao angulo § com
medida 2. Assim, o cateto adjacente &

V32— 2% = \/5 . As outras medidas sio:

0 > tg6 2
cosh = —— e tgh = —+
3 V5
O triangulo retangulo tem hipotenusa com

medida 11 e cateto adjacente ao angulo § com
medida 5. Assim, o cateto oposto &

V11— 5% = V96 = 4\/6.. As outras medidas
4\Ve _4Ve

ao: 0 =——ectgl
sd0: sen ot 5

O tridngulo retangulo tem hipotenusa com

medida 8 e cateto adjacente ao angulo 6 com
medida 5. Assim, o cateto oposto é

V82— 5% = \V/39 . As outras medidas sdo:
VB B

senf = ——et
3 g

O tridngulo retangulo tem cateto oposto ao

angulo 0 igual a 5 e cateto adjacente igual a 9.
Assim, a medida da hipotenusa ¢

V52 + 92 = V106 . As outras medidas sdo:
9

e cos) = ——

5
V106 V106

O tridngulo retangulo tem cateto oposto ao
angulo 6 igual a 12 e cateto adjacente igual a
13. Assim, a medida da hipotenusa €

V122 + 13% = V313 . As outras medidas so:
13

sen =

12
sen = e cos = ———
V313 V313
15
x = = 26,82
sen 34°
23
z= = 29,60

cos 39°

35.

36.
37.
38.

39.
40.
41.
42,
43.

4.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

32
y = = 20,78
tg 57°
x = 14sen 43° = 9,55

y = 6/sen 35° = 10,46

x = 50 cos 66° = 20,34

-30°
-150°
45°
240°
r=V(=1y>+22=V5
p— 9 L o=
senv = ——, cosv = ———=, gt = —
Vs V5
r=V4 + (=32 =5
6= > cosh =2 tgg=—>
sen 5,cos 5 g 4
r=V(=1)>+ (-1)) = V2
0 ! 6 L eo=1
senf) = ———=, cosh = ——=, tgh =
V2 V2
r=\V3+ (=57 = V34
0 > 0= o= >
sen = , cosf = , tgh = ——
V34 V34 3
r=\3+4=5

0—i 6—§t6’—i
sen —5,cos =5 g =3

r=\V(-47 + (-6)> = V52 =2V13

3 2 3
senf) = ————, cosf = ——, tgh = —
V13 V13 2
r=V0+5=5
senf = 1,cos 6 = 0, tg§ = indefinido,
(pois x = 0).
r=V(=3+0=3
senf = 0,cos = —1, tgh =0
r="V5+ (-2 = V29
0 2 0 > tg 0 2
sen f = ,cos O = , tgh = ——
V29 V29 5



52, r = V222 + (=227 = 22\V2

1 1
senf = ——,cosf =——, tgh = —1

V2 V2

53. O lado que determina a abertura do angulo de
—450° € o mesmo do angulo de 270°.
sen = —1
cos 0 =0
tg 6 indefinida

54. O lado que determina a abertura de —270° € o
mesmo do angulo de 90°.
sen 6 =1
cos =0
tg 6 indefinida

55. O lado que determina a abertura do angulo de
71 é o mesmo do angulo 7.
sen 0 =0
cos §=—1
tgd=0

56. O lado que determina a abertura do angulo de
117/2 é o mesmo do angulo 3m/2.
sen 0 = —1
cos =0
tg 0 indefinida

57. O lado que determina a abertura do angulo
—7m/2 é o mesmo do angulo /2.
sen 0 =1
cos =0
tg 6 indefinida

58. O lado que determina a abertura do angulo —4n
€ 0 mesmo do angulo 0 radianos.

sen 6 =0
cos =1
tgd =0

59. Como tgf < 0,senf e cosf tém sinais
contrarios.

Assim: cos§ = —\V1—sen’) = f@.

4

21
60. cosf = +\V1—sen’d = %

senf 2

V21

Assim: tgf =

cos 0

61. Verdadeiro.

Respostas 405

62. sen = —\/1—cos? 6, porque tg 0

= (sen 6)/(cos 6) > 0. Logo

25 12 .
sen = — ——— = ——.Aresposta ¢ A.
169 13

63. O grificode y = 5 -tgx deve ser estendido
verticalmente por 10 em comparagdo com

y=0,5tgx assimy, =5tgxey, =0,5tgx.

64. Dominio: todos os nimeros reais exceto multiplos
impares de .

Imagem: ]J—oo, 400
Continuidade: a fungdo € continua neste dominio

Comportamento crescente/decrescente: € crescen-
te em cada intervalo neste dominio

Simetria: € simétrica com rela¢do a origem (im-
par)

Limite: ndo € limitada superiormente nem infe-
riormente

Extremo local: nenhum
Assintotas horizontais: nenhuma

Assintotas verticais: x = km para todos os inteiros
impares k

Comportamento nos extremos do dominio: nio
existe.

65. V3
2

66.\V3

67. ?

68. -~
2

69.2
70. L
2
71. -1
72. V3
2

73,3
2
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77.- %

78. - L
4

79. &

80. 0,45
81.-0,73

82. sen x

83.1

84.tg> x

85. cos x sen* x
86. -1

87.-1

88. 1

V6-V2)
4

V6 +V2)
4

V2 +V6)
4

89.
90.

91.

92.2+V3

(V2-Vo)
4

93.

94, sen 25°

95. sen 7m/10

96. tg 66°

97.0, 1

98.0, & 31 o Sn Im

44 44

1

99, (7] 2-3
2

100. ijlz— NG)

101. 23

CAPITULO 16

Exercicios

km
1. SST-4h = 340 km

Sgal .
2. (—— || 120mi ) = 600 galdes
mi

p A8 _2Lkm o h
"~ At 175h

_As_540km

4. v = =
" At 45h

=120 km/h

5. v=lim> >

14 t—4

. 3t—12
=1lim

=4 t—4

. 3(t—4)
=lim

=4 t—4
=1lim3=3

1—4

2 2

v=limitl 3
6. =2 =2

6-—2(t+1)
—lim 3(t+1)
=2 t—=2
—2(t+4)
—lim 3(t+1)
=2 t—2
—-2(t-2) 1
m————r -«
=2 3(t+1) (t—2)
-2 2

3G+ 9

=1lim
=2

. at* +5—(4a+5)
7. v=lim——M=
=2 t—=2
. at*—4a
=lim
=2 t=2
_ ma(t+2)(t—2)

-2 t-2)
=1[in21a(t+2)=4a
3 ir1-2
A
:hm(\/t+1—\/§)(\/t+]+\/§)
= (=D Ni1+2




10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

25.
26.

27.

i r+1-2
== )E+1+42)
=lim¢
=St — ) +1+42)

=lim ! !

=1 \/z+1+\/§:2\/§

(a) Divisdo por zero (b) —%
(a) Divisao por zero (b) 3
(a) Divisdo por zero (b) —4
(a) Divisao por zero. (b) 0
-1

0

2

In ()

(a) 3 (b) 1 (¢) ndo existe
@4®)4()4

(a) verdadeiro (b) verdadeiro (c) falso (d) falso
(e) falso (f) falso (g) falso (h) verdadeiro (i) falso
(j) verdadeiro

(a) = 2,72 (b) = 2,72 (¢) = 2,72
(@) 6 (b) —4 (c) 16 (d) -2

(a) y
9 -

~

(b) 0; 0
()0

Respostas

(b)0;3

(¢) ndo existe, }113)1 fx)# }Lr[l;l Jf(x)
29.2
30.0
31.1
32.(a)0; ()0
33.(a) o5 (b) 1
34. (a) oo (b) —o
35. (a) indefinido (b) O
36. —0;x =3
3.005x=-2
38.0;x=5
39.3
40. 1
41. o
42.0
43. Nio existe.
44.1/2
45. Falso. lxiilgf(x) =5

46. (a)

v

(b) (-m, 0) U (0, m)
©x=m
d)x=-m

407
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47. (a) y CAPITULO 17

2r ° Revisdo rapida
-1-3 -4 4

1 m= -
B S

: F 1> x 3-(-1H) 4 2

1 2 m=———— == =
3-(-3) 6 3

w

3 3
.y—3=—(x+2ouy=—x+6
(b) (-1,0) U (0, 1) 2 2

-1-6 -7 7 7
=1 4. m = T J
(©x m=—" 3 3V PSR
d)x=-1 5
5.y*4:Z(xfl)
48. (a)

p 4+4h+ 1 -4 4h+ W
. P =

9+6h+ K +3+h—-12 W+7Th

7 7 h+7
[-2, 25] por [0, 60]]
1
(b) f(x)z% onde x = o nimero de 2+h 2:27(2+h).l
1'+6,39e g h 22 +h) h
meses; 1@f(x)z57,71 . . - 1 - 1
(¢) Aproximadamente 58.000. h 22+ h) 2(h +2)
49. y 1 1
x+h x_x—(x+h)l
3 9 h T x(x+h) h
- C_chooov 1
F h x(x + h) x(x + h)
é 119 25 9 49 81 25
C 10. -, -.2, .8 5.
c 82 8 28 8 2

1, BL 25 121 9 169 49 205 289 81

64 16 64 4 64 16 64 64 16
50. y 1
x=2 12. J[2+3+44+5+6

65
+7+8+9+10+11]=7

\ 13. 2+3 + 4 4.+n +(n+1)
| 4+ D+m  AG—D+..+3 +2
' M+ +@+)+@+3)+.. +@+3)+n+3)
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Portanto, 2> (k + 1) = n(n + 3) e 6. (a) m =limw
k=1 h—0 h
z 1
3 (k+1) = Znn +3) :hmZ(h+2)—(h+2)2—0
=1
h—0 h
1 505 12 A —
14.5[4+9+ +121]=T :hmwzhm(_h_z)
h—0 h h—0
1 —
15.5[1+4+9+...+(n—1)2+n2} =-2

(b) Como (2, f(2)) = (2,0) a equagdo da reta tan-
gente € y = —2(x — 2).

_ 1fn(n + 1)(2n + 1) _n(n + 1)(2n + 1)
N 2{ 6 } - 12
(©)

<

16. [560 peszsoas
km

=50.400.000 pessoas

Exercicios \ 3 X

R OEONEET

)(90.000 km”)

=1
1-0 1
f2) - f1) 1-2 7. @) m = fim e @)
2. -1 1 ° -1 h—0 h
3. Reta tangente ndo definida. 2h+ 2 —T(h+2) +3 — (-3)
4. Reta tangente nao definida. N hgtl) h
1+ h) - f(-1
5.(a)m:limM C2h+8h+8—Th—14+6
h—0 h = lim
h—0 h
i 2(h—1)*-2 i 2h*—4h+2-2
= lim =lim .
h—0 h h—0 h = }llliI(l) (2h + 1) =1
= lim (2h — 4) = —4 - 5
hlg}) ( ) (b) Como (2, f(2)) = (2, —3) a equagdo da reta

tangente € y+ 3 =1(x —2),ouy=x-15.
(b) Como (—1, f(—1)) = (—1,2) a equagdo da

reta tangente € y =2 —4(x + 1), ou (c) "
y=—4x — 2. -5

(c) y N
19 \

e

T
I
=
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fa+h) — f1)

8.(a) m = lim
h—0

3-(h+3) 1

= lim
h—0 h h—0 3(h + 3)

m—--———=lim_——— =
=0 h 3(h+3) ns03(h+3)

(b) Como (1, f(1)) = (1, 1/3) a equagdo da reta

tangente é y — 1/3 = — 1/9(x — 1).

(c) y

e T

o i Q1 ~ 2
h—0 h

1-@+h?—(1-4)

= lim
h—0 h
K —4h—4+4
= lim
h—0 h

= lim(—h — 4) = —4
h—0

10, 1im! &N 2
h—0 h

1
2(2+h)+5(2+h)2—4—2

= lim
h—0 h

1
4+2h+5h2+2h+2—6

f(=2+h) - f(-2)

11. lim
h—0 h
S 3h—2P%+2-(14)
= lim
h—0 h
C3W—-12h+ 12 - 12
= lim

h—0 h
lim (3h — 12) = —12
h—0

12, im0 =
h—0 h
S (h+ 1) =3 +1)+1- (-1
lim
h—0 h

W +2h+1-3h—-3+2
= lim

= lim (h — 1)
h—0

h—0 h
= -1
-2+ h) — f(—2 h—2+2 -0
13. limf( )~ f2) = lim‘ |
h—0 h h—0 h

h h
= limu. Quando 4 > 0, u = 1 enquanto
h—0 h
|| o
para h <O, W = —1, ou seja, ndo existe
derivada
~1+h) - f(—1
14. limf—( ) — 7D
h—0 h
1 1
o h—1+2 1
= lim———
h—0 h

L=+ 1k 1

= lim = lim .

-0 h+1 h w0 h h+1
1

= lim - =-1

h—0 h+1

2 =3(x+h)—(2-3x)
h

15. /() = lim

. 2—-3x—-3h -2+ 3x . —3h
= lim =lim——
h—0 h
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2-3(x+h> - @2-3 20. As respostas variardo. Uma possibilidade:

16. f(x) = lim

h—0 h

.2 —=3x—6xh —3h* — 2 + 3x°

= lim
h—0 h
—6xh — 3K’
= lim —— "% = lim (—6x — 3h) = —6x
h—0 h h—0

17. f'(x)

o 3(x+h)? + 2(x+h)—1—-(3x*+2x—1)
m

h—0 h

21. As respostas variardo. Uma possibilidade:

o 3x246xh 3024+ 2x+2h—1-3x2—2x+1
= lim 10
h—0 h L

. 6xh + 317 + 2h L
m— 2 T

h—0 h 1 / 5

= lim (6x + 3h +2) = 6x + 2 4
h—0

—10}
1 1
x+h)+2 x+2 22. As respostas variardo. Uma possibilidade:
18. f'(x) = lim
h—0 h \
101
x+2)—-(x+h+2) 1 L
7112?) (x+h+2)(x+2) h T °
h 1 M A
= lim—- -1 5
=0 b (x +h + 2)(x +2) i
. -1 -1 r
= lim = 3 5 L
h>0(x + h + 2)(x +2)  (x+2)

23. Como f(x) = ax + b é uma funcao linear, a taxa
de variacdo de qualquer x € exatamente a incli-
nagdo da reta. Ndo € necessario cdlculo, visto

19. As respostas variardo. Uma possibilidade:

101 que € conhecido que a inclinagdo a = f'(x).
i x) — f(O0 x| — 10 x
I 24. f'(0) = limf( 0 = lim‘ P = limU
i -0 x—0 h—=0 X h—0 X

O limite ndo existe. Para valores de x a esquerda de
zero, o resultado do limite € —1, enquanto a direita
- é 1. Em x = 0, o grafico da funcio nio tem uma
inclinagao definda.
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25. Verdadeiro. lim
h

26.
27.
28.

29.
30.

31.
32.
33.
34.
3s.
36.
37.
38.
39.

40.
41.
42.
43.
44.

45.
46.

47.

Pré-calculo

fx) — fla)

—0 X —a
f'(x) = 2x + 3. A resposta é D.
f'(x) =5 — 6x. A resposta é A.

f'(2) = 3-2> =12. A resposta é C.
’ _ — — _l <
= 13y 4.Arc:—:spostaeA.
') =1
f(x) = 5¢*
e = —
2Vx
@ = =
4k
e = —
6Vx®
, -3
f'x) = =
-1
) =—
X
fi(x) = 6x
e =
¥) =
2Vx
, -8
f(x) = )
45
f'x) = o
f'(x) = =35x°
F0 = —or
5Vx
f'(x) = 40x° — 10x

fl(x) =12x*+ 5
fl(x) = 124> + 6

f(x) =x* — 12x

3x
F =

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

4

oy =
[ = 1
f'(x) =2x + 2
X
f(x) = 3x2 — g
X
f'(x) = 140x° — 7257
45x° 3
) =— Vi - BV
f'(x) = 20x* + 72x* — 10x
Fie0 = SeVar SV
fl(x) = —2x
, _ x*t+ 6x?
F' = oy
, B 3x* + 3x% — 2x
Fi) = (3x* + 1)?
, _ 10
Fe =iy
Foy - e
(x + 10)
1
f(x) = 0+ 20
-2
f(x) = 7()‘ 1y
f(x) = Lz
(4x + 3)
, _ 10
f (x) - (2 _ x)z
(a) y
ot

(b) Visto que o gréfico da fun¢do nio tem uma

inclinag@o definivel em x = 2, a derivada
de f'ndo existe em x = 2.



65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

(¢) Derivadas ndo existem em pontos onde as fun-
¢des apresentam descontinuidade.

(a) y
31

(b) Visto que o grifico da fungdo ndo tem uma
inclinag@o definivel em x = 2, a derivada de f
ndo existe em x = 2.

(¢) Derivadas ndo existem em pontos onde as fun-
¢oes apresentam descontinuidade.

Seja aretay = 120 representando a situagdo. A drea
sob a reta € a distancia percorrida, a drea de um re-
tangulo, dada por (120)(3) = 360 quildmetros.

Seja a reta y = 15 representando a situagdo. A
area sob a reta é a quantidade de galdes, a drea de
um retangulo dada por 15 « 90 = 1.350 galdes.

Seja a reta y = 650 representando a situagdo. A
drea sob a reta € a populagdo total, a drea de um
retangulo dada por 650 ¢ 49 = 31.850 pessoas.

Sejaaretay = 640. A drea sob a reta € a distancia
percorrida, € a drea do retdngulo dada por 640
3,4 =2.176 km.

Seja areta y = 38. A drea sob a reta € a distancia
percorrida, € a darea do retangulo dada por

5
38-<4 + g) =184 km.

Falso. A velocidade instantanea € um limite de ve-
locidades médias, sendo diferente de zero quando
a bola esta se movendo.

(a) 48 pés/segundo (b) 96 pés/segundo

S 1-fR) = 1) + ) + f3) + f4) + A5)
1 1 1 3
=3-+4-+3-+1>+0=13
2 4 2 4

5
211 ) = f) + f2) + f3) + f(4) + f(5)

1 1
=1+3+4-+4+0=12=
2 2

Respostas

75. 2 1-f(k)=f(0,5) +f(1,5) +f(2,5) + f(3.5)

+£(4,5)=3,5+525+275+0,25+125=13

(as respostas variardo)

5
76. > 1-f(k) = f(0.5) + f(1.5) + f(2,5) + f(3.5)
K=1
+f45) =3+ 15+ 175 +325+5 =145
(as respostas variardo)
8
77. > (10 = x)Ax,
i=1
=09+975+10+975+9+775+6
+ 3,75)(0,5)

= 32,5 unidades quadraticas
8

78. > (10 — x))Ax;
i=1

= (9,75+10+9,75+9+7,75+6+3,75+1)(0,5)

= 28,5 unidades quadraticas

11 3173 .
79. [0,7, —1l12].]22
2/ (2 2/ 27
177117 [13][3 ]
80. [0,* I el P It O it B
al a2l 27a) o]
{ 5101531(37] (7 .7
Lol o5 5|52
al la2)2a) 47
31 [3 51705 71 (7
13} 52 25052 b 54)
202 2/ (2 2/ (2

7

83. J 5 dx = 20 (Retangulo com base 4 e altura 5).
3

[-1, 10] por [-1, 7]

413
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4

84. J 6 dx = 30 (Retangulo com base 5 e altura 6).

-1

[-2, 10] por [-1, 7]
5

85. J 3xdx = 37,5 (Triangulo com base 5 e altura 15).

0

[-1, 6] por [-1, 20]
7
86. J 0,5x dx = 12 (Trapézio com bases de 0,5 e

1

3,5 e altura 6).

[-1, 8] por [-1, 5]
4
87. [ (x + 3)dx = 16,5 (Trapézio com bases 4 e 7
1
e altura 3).

|
[-1, 6] por [-1, 12]

4
88. J (3x — 2)dx = 16,5 (Trapézio com bases 1 e
1

10 e altura 3).

L
[-1, 6] por [-1, 12]

89. A distancia percorrida serd a mesma que a drea
sob o grafico da velocidade, v(f) = 32t, sobre o
intervalo [0, 2]. A regido triangular tem uma
areade A = 1/2(2)(64) = 64. A bola caira a 64
centimetros nos primeiros 2 segundos.

90. Falso. lim f(x) = L

X—>+oo

91.Como y = 2Vx representa uma extensao verti-
cal por um fator de 2, a drea sob a curva entre
x=0ex=09 ¢ duplicada. A resposta € A.

92. Como y = Vi +5 representa uma extensao
vertical por 5 unidades para cima, a drea ¢
aumentada pela contribuicdo de um retangulo 9
por 5 — uma drea de 45 unidades quadrdticas. A
resposta € E.

93.y = Vx — 5 é mudado 5 unidades a direita

comparado com y = Vx , mas os limites da
integracdo sdo mudados 5 unidades a direita
também, assim a drea ndo muda. A resposta € C.

94. y = V3x representa um “encolhimento”

horizontal por um fator de 1 , € o intervalo de
integracdo € ‘encolhido’ da mesma maneira.
Assim, a nova drea é 1 da drea antiga.

A resposta € D.

95. (a)

Dominio: ]—eo,2[ U ]2, +eo]
Imagem: {1} U ]2, +oof

(b) A drea sob fde x =0 para x = 4 é um retan-
gulo de comprimento 2 e altura 1 e um
trapezoide com bases 4 e 2 e altura 2. Nao
faz qualquer diferenca que a funcéo ndo
tenha valor em x = 2.



Y

[-4,7;4,7] por [-3,1; 3,1]

(a) Nao, ndo hd nenhuma derivada porque o grafi-
co ndo tem inclinagio definida em x = 0.

(b) Nao.

—

[-4.7;4,7] por [-3,1;3,1]

(a) Nao, ndo hd nenhuma derivada porque o gréfi-
co tem uma tangente vertical em x = 0.

(b) Sim,x =0

98. y
A

T 10"

4 3 2
4 3
99. (a) %+c o

4 6
(c)%+5-ln\x|+c (d)%—x2+c

[S)

X
e) 7Tx — — +
(e) 7x > c
4 5.3
® %—%—3x2+7x+c
2 -1
(g) gx\/);Jrc (h)27x2+c

Sk 2 2
(i)%%—gx\/;-i-c () 4e"f%+3x+c

4 N I 3*
4 ¢ D3

- +c

(k)

Respostas

APENDICE A

Exercicios

1.

3y=5-2x

ax(y+1) =4

4
y+1=—,x#0
X

4
y=_-1
X
.Bx+2)x—1)=0
3x+2=0 ou x—1=
3x = -2 x=1
2
x= —=
3
=5 V5 - 4(2)(-10)
. X = 4
~ =5=1105
- 4
-5+ V105 -5 - V105
x = ou
4 4
B —4dx=0
x(x2—4)=0

xx —2)x+2)=0

x=0,x=2,x=-2

B+ x2—6x=0

x(x2+x—-6)=0
x(x+3)(x—2)=0

x=0,x=-3,x=2

415
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Pré-calculo

8. —2(2x + 3y) = -2(5)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

—4x — 6y = —10
Intérseccao
X=-3 Y=-9

[—4, 4] por [—15, 12]
(a) Nao: 5(0) — 2(4) #8
(b) Sim: 5(2) — 2(1) =8e2(2) —3(1) =1
(c) Nao: 2(-2) -3(-9) # 1
(a)Sim: -3 =22-6(12) +5e-3=212) -7
(b) Ndo: -5# 12— 6(1) + 5
(¢) Sim: 5 =62 — 6(6) +5e5=2(6) — 7

x,y) =, —2):comoy = —2,temosx —4 =5,
portanto, x = 9.

(x,y) = (3, =17): como x = 3, temos 3 — y
= 20, portanto, y = —17.

50

( )—<—79>- =20 — 3x, assi
X, y) = P ty = X, assim,

x — 2(20 — 3x) = 10,

7x = 50
50
x= —.
7
o= (BE)s=-
X,y 55 2y X,

2
assim, 2x + 3x = —23,oux = —?.

1
(x,y) = <—£, 2> :x = 3y — 7)/2, assim,

2@y —T7)+5y=38
11y = 22, assim, y = 2.

(x,y) =(—3,2):x = (5y — 16)/2,
assim, 1,5(5y — 16) + 2y = —5
9,5y = 19,

assim, y = 2.

Sem solucdo: x = 3y + 6, assim —2(3y + 6)
+ 6y = 4, ou —12 = 4. Isso ndo € verdadeiro.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Ha infinitas solugdes:

y=3x+2,

assim, —9x + 3(3x + 2) = 6,

6 = 6 que ¢ sempre verdadeiro.

(x, y) = (£3, 9); a segunda equagdo resultay = ¢
assim, X2 = 9, ou x + 3.

(x,y) = (0, =3) ou (x, y) = (4, 1): Como
x=y+3 temosy+ 3 —y> =3y, ou

y> 4+ 2y — 3 = 0. Portanto, y = =3 ouy = 1.

32
(-x’ )’) - <7£’?>
2

Substitua esses valores em y = 6x2.

5
(x,y) = (—4,28)ou (x,y) = <E 15) :
2x2+3x—20=0
5
x=—4doux= —.
2
Substitua esses valores em y = 2x2 + x.

(x,y) = (0,0) ou (x, y) = (3, 18):
3x2 = i3,

x=0oux=23.

Substitua esses valores em y = 2x2.

x,y) =(0,0) 0u(x,y) = (=2, —4):
X3+ 2x2 =0,
x=0oux=—2.
Substitua esses valores em y = —x2.
~-1+3V89 3+ V89
(,y) = 10 "o e
<—1 -3V89 3 - \/@)_
10 10 ’
x—3y= -1,
x=3y+ 1
Substitua x = 3y + 1 em
X +y2=0:
By — 12+ y2 =

= 10> — 6y — 8 =0.
Usando a férmula quadratica,
3+ V89

encontramos que y = 0



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

52+ 7V871 91 — 4V/871\ _
. y) = ( 65 65 ) -
(3,98, —0,42) ou
52 —7V871 91 + 4V871
x.7) :< 65 65 )

= (—2,38;3,22):

1
— (13 = 7y)2 + y* = 16,
16( )ty
65y% — 182y — 87 = 0.

1
y= — (91 * 4\/871).
65
. 1
Substitua em x = n (13 — 7y) para obter

1
x= (522 7VETI).

(x, y) = (8, —2): somando as equagdes obtemos
2x = 16, assim, x = 8. Substituir esse valor em
qualquer equacdo para achar y.

(x, y) = (3, 4): somando a primeira equagdo
multiplicada por 2 com a segunda obtemos: 5x

= 15, assim, x = 3. Substituir esse valor em
qualquer equagdo para achar y.

(x, y) = (4, 2): somando a primeira equagdo
multiplicada por 2 com a segunda obtemos: 11x
= 44, assim, x = 44. Substituir esse valor em
qualquer equagdo para achar y.

(x,y) = (=2, 3): somando a primeira equagao
multiplicada por 4 com a segunda multiplicada

por 5 obtemos: 31x = —62, assim, x = —2.
Substituir esse valor em qualquer equacio para
achar y.

Sem solucdo: somando a primeira equagdo mul-
tiplicada por 3 com a segunda multiplicada por

2 obtemos 0 = —72, o que ¢ falso.

Ha infinitas solugdes, qualquer par:

X, —x — 2.
2

Ao somar a primeira equagdo com a segunda
multiplicada por 2 obtemos 0 = 0, que sempre &
verdadeiro. Enquanto (x, y) satisfaz uma
equacgdo, também satisfaz a outra.

34.

35.

36.
37.
38.

39.
40.

41.

42.

Respostas 417

Ha infinitas solugdes, qualquer par:

Somando a primeira equacdo multiplicada por 3

com a segunda obtemos 0 = 0, que sempre ¢
verdadeiro. Enquanto (x, y) satisfaz um equag@o,
também satisfaz a outra.

Sem solucdo: somando a primeira equagao
multiplicada por 2 com a segunda obtemos

0 = 11, o que € falso.
(x,y) = (0, Dou(x,y) = (3,-2)
(x,y) =151

Sem solugio.
G, y) = 0, —4) ou (x,y) = (+ V7, 3) = (+2,65; 3)

Uma solugio.

~V
/

[-5, 5] por [-5, 5]

Sem solucao.

/

/

[-5, 5] por [-5, 5]

Infinitas solugdes.

—

[-5, 5] por [-5, 5]
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43.

4.

45.

46.

47.

48.

49.

Pré-calculo

Uma solugio.

N
<

4.7, 4,7] por [-3,1, 3,1]

(x, p) = (3,75; 143,75): 200 — 15 x = 50 +
25x, assim 40 x = 150, ou seja, x = 3,75.
Substituir esse valor em qualquer das duas
equagdes para achar p.

(x, p) = (130; 5,9): 15 — 0,07x = 2 + 0,03x,
assim 0,10x = 13, ou seja, x = 130. Substituir
esse valor em qualquer das duas equagdes para
achar p.

200 = 2(x + y) e 500 = xy. Entdo, y = 100 — x,
assim, 500 = x(100 — x), portanto,

x=50 =20V5 ey = 50 + 20\/5 . Ambas as
respostas correspondem a um retdngulo com
dimensdes aproximadas de 5,28 m X 94,72 m.

4=—a+beb6=2a+b,assimib=a+4e
B 2 14
6 = 3a + 4. Entao, a = geb: ?

2a — b =8¢ —4a — 6b = 8, assim, b = 2a —
8e8 = —4a — 6(2a — 8) = —16a + 48.
5

- 40
Entdo,a = — = —
16 2

eb=-3.

Seja S(x) a renda da vendedora e x o total de
unidades monetdrias vendidas por semana:

Plano A: S(x) =300 + 0,05x
Plano B: S(x) = 600 + 0,01x
Resolvendo essa equacdo, temos:
300 + 0,05x = 600 + 0,01x
+ 0,04x = 300
x =7.500

50. Falso.

51.

Usando (x, y) = (3,
2(3) — 3(=2) =12
34+2(-2)=—

A resposta € C.

—-2),

52.

53.

54.

62.
63.
64.

65.

66.

Uma pardbola e um circulo podem intersec-
cionar em pelo menos 4 lugares. A resposta € E.

Duas pardbolas podem interseccionar em 0, 1,
2, 3 ou 4 lugares, ou infinitos lugares se as
pardbolas coincidem completamente. A resposta
éD.

Quando o processo de solu¢@o leva a uma iden-
tidade (uma equacdo que € verdadeira para todo
(x, y)), o sistema original tem infinitas solugdes.
A resposta € E.

. 2 X 3; ndo € quadrada.
56.
57.

. 1 X 3; ndo € quadrada.

2 X 2; quadrada.
3 X 2; ndo € quadrada

. 3 X 1; ndo € quadrada.
60.

61.

1 X 1; quadrada.
a3 =3

ay, = —1

ayp =4

azz = -1

@[3
IR

© 15 1)

(d)2A*3B=2{ > 3} 3{ ! 73}=
-1 5 2 -
T4 6
-2 10}_[7 —12] {4 22}
M1 1 2
@@ |3 1 1]
L6 -3 0
-3 -1 2
b | 5 1 3]
L2 3 2

-3 0 6
(c) {12 3 —3‘|

6 0 3



Respostas

{76 9 3 Oj|
12 0 -3 -6

11
67. (a) —20]
{ 16 -13 3 2}

-14 0o 71 10

-7 1
(b) 221 5
L5 2 69. (a)l 1]
4

-9 3 )
(c) [ 031 -1
6 3 ® | 1
L4
-3 1 4 0 -6
(d)2A — 3B = 2[ 0—1‘| —3[—2 1‘| (©) 3‘|
21 -3 -1 L o

-2 -1
[—6 2] [12 o] [—12 2] (d)2A—3B—2[ 1]3{ 0]
=l 0-2|-]-6 3|=| 6-5
0 4
4 2 -9 -3 13 5
—4 -3 -1
0 12 -12

70. @) [0 0 -2 3]

3141}

68. () [3 01 0

7*521}
5

(b){— 0 3 4

b)[-2 -4 2 3]

15 -6 9 3} ©[-3 -6 0 9

(C){73 0 6 6

(d) 2A — 3B =

5 -2 3 1
(d)2A—3B=2{ }7
-1 o 2 2

-2 3 1 0
3{ 4 0 -1 —2} [
:{10 -4 6 2}7 -3 6 -6 0]
-2 0 4 4 [

7. (@) A5 = {(2>(1>+(3)(—2) (2)(—3)+(3>(—4>] :[—4 —18}
DA+ (D) DED+ O] L -7
by 5a = | D@+ EHED <1><3>+(73>(5>} z[s 712}
L2@ + (DD 2B+ HE] Lo 26
72 @ap= |G+ CHE2) (1)(1)+<—4)(—3)} z{la 13}
L@e+@CF) @M+ ©EH ] L2 16

[ O)@) + (1)@ (5)(—4) + (1)(6) } :{ 7 —14]

(b) BA =
L(=2)(1) + (=3)2) (=2)(=4) + (=3)(6) 8§ —10

419
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73, (@) AB = { @) + (0)5—3) + 51)(0) 2)(@) + (@) + (})(—f) } _ Lz 2}
MA@ + (=3) + (=3)(0)  (DH2) + (D) + (=3)(=2) 112
M@+ @) MO) +@)H (DA + 2)(=3) 4 8 -5
(b) BA = | (=3)(2) + (YD)  (=3)(0) + (D) (=3)D) + (1)(=3) -5 4 -6
M@ + (=2)1)  0)(O0) + (=2)(4)  (O)1) + (=2)(=3) -2 -8 6

74. (a) AB =

{(1)(5) +(0)(0) + (=2)(-D) + )@  (M(=1) + (0)2) + (=2)(3) + (3)(2)}
@)+ MO) + HEDH + (DHEH @D + M) + HE) + (D)

B [19 - 1}
) 10
(b) BA =
G+ (-DR) GO+ (DA) G2+ (D@ G)B) + (-1)(-1)
O+ @@ OO+ @1 O+ @@ OB+ @)

DM+ )R EDO) M) (DE2) + )@ (DHE) + (1)
HO + @) BHO)+ D) HED)+H @@ BHE) @D

3 -1 -14 16
|4 2 8 -2
s 3 14 -6

8 2 0 10

75. (a) AB =

D@ + OD + @)@ (DA + (0)(O0) + 2)(=3) (=1)(0) + (0)(2) + 2)(-1)
HE + DOED + (DHE - B + (DO + (-D(=3)  #HO) + (@) + (—D(-1)
@@+ O +MHEH @A) +(0)0) + (1H(=3)  (2)(0) + (0)(2) + ()(~1)

6 -7 -2
=13 7 3
8§ -1 -1

(b) BA =

@D + (1A + (0)(2) (2)(0) + (H(D) + (0)(0) @@ + (MD(=1) + (0)(1)
EDED +O0)E) + 22 (1DO0) +(0)(1) + (2)(0)  (=DH(©2) + (O)(=1) + (2)(D)
BHED + (3@ + (D) BHO0) + (=3)(D) + (D)  (H2) + (=3)(—1) + (=1)(1)

2 1 3
= 5 0 O
-18 -3 10



76. (a) AB =

71.

78.

79.

80.

(M + (=2)(0) + (4 (-1)
G)® +(2)(0) + (1) (-1)

-8 8 5
=l 0o 7 -8
1m 4 11

(b) BA =

@H(=2) + (=HD) + 2O
0)(=2) + @)(1) + 3)B3)
=D(=2) + 3D + (=DE)

-3 18 -2
=111 2 11
11

2 -1

{(—2)(4) +(3)(0) + (0)(-1)

(a) AB =

=2)1) + 3)2) + (OB)
MED + (=2)) + 3)
B+ @) + (HE)

@) + (=D(=2) + ()
03 + @)(=2) + )2
(D) + G)(=2) + (=D(2)

[(2)(=5) + (=D@) + 3] = [-8]

(b) BA =

)

{(—5)(2)
2®

(a) AB =

3=

{(2)(1)
(=41

(=5)(=1
®H(ED
@)(=1

(=2
3)(@)
(=9

(=33
OIE)
@16

(=2)®
©)IC))
(=H#

]z
12

-10 5
8 -4

2 -4 -8
-3 6 12
4 -8 -—16

(b) BA = [(=1)(=2) + (2)3) + D(=D] = [-8]

(a) AB nio € possivel.

(b) BA=[(=3)(=D + 5)3) (=32 + G)(H] = [18 14]

(a) AB =

D) + 3)©@)
)5 + (1O
MG) +(0)2)

(=3)5) + (=D (=3)(-6) + (=D

(b) BA = nio € possivel.

(—1)(=6) + (3)(3) 115
O+ MG | | 2 3
(1)(=6) + (0)(3) 5 -6

-17 15

- 15
12
4 =2 6

Respostas

(=2)@) + 3)(3) + (0) (1)
M@ + (=2)3) + # (1)
3@ + @G + @)1

0)(0) + 2)® + 3)(1)

#O) + (=D + M) ]
(=DO) + G)#H + (=DH(D)

421
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81. (a) AB =

(=2)® + 3)O0) + (=1  (=2)(=1) + 3)(2) + (O)B)
{(1)(4) +(=2)0) + @D MDD + (=2)2) + HB)

G + )0 + M1

1 2 1
=11 0 2
4 3 -1

(b) BA =

(1) + (2)(0) + (H(1)
[ (2)(0) + (0)(0) + (1H)(D)

1 2 1
=1 O 2
4 3 -1

82. (a) AB =
0+0-3+0 0+0+2+0
0+2+0+0 O0+1+0+0
-1+0+0+0 2+0+0+0
0+0+0+4 O0+0+0+0
(b) BA =
0+0+3+0 0+2+0+0
{0+0+0+0 0+1+0+0
0+0+1+0 0+2+0+0
0+0+2+0 0+0+0+0
8.a=5b=2
84. a=3,b=-1
8.a=-2,b=0
86.a=1,b=6

87. AB :{

88. AB =

1) + (2)(0,25) + (=2)(0,25)  (H(1) + (2)(0,5) + (=2)(0.5)

{ (=2)(0) + (1)(0,25) + 3(0,25)  (=2)(1) + (1)(0,5) + (3)(0.5)
(0)(0) + (1)(0.25) + (—1)(025)  (0)(1) + (1)(0.5) + (~1)(0.5)

1 0 O
=10 1 O
0 0 1

(2)(0.8) + (1)(=0.6)  (2)(-0.2)
(3)(0.8) + (H)(=0,6) (3)(-0.2) + (4)(0.4)

a4 = [OID + 020 OHD + (020
(=02)(2) + (04)(3)  (06)(1) + (—04)4)

G)ED + @) + MG

(1) + 2)(1) + (1)(0)
(2)(0) + (0)(1) + (1)(0)
(=D(0) + G)(0) + H(MD)  (=1)(0) + B)(1) + (4)(0)

0+0+1+0
0+0+0+0
3+0+0+0
0+0+0+2

-1+0+0+0
2+404+0+0

-3+40+0+0
4+0+0+0

+ (1)(0.4)

0+0+3+0

0-1+0+0
~4+0+0+0

0+0+0-1

0+0+0—4
0+0+0-1
0+0+0+3
0+0+0-1

|-l 3

0

N = O W

SN = N

(@) + (2)(0) + (1)(0)
(2)(1) + (0)(0) + (1)(0)
(=D@®) + 3)(0) + (4)(0)

S N =N

-3
4

|

N W o =

M)+ (=2)3) + @1

(=2)2) + 33 +'(0)(—'1)]
3@ + @B + M1

-1

-1

—4
—1

-1

1 0
} = { 1} , assim A e B sdo inversas.

(—2)(—2) + (1)(—0,25) + (3)(—1,25)
M)(—2) + (2)(—0,25) + (—2)(—1,25)
0)(—2) + (1)(—0,25) + (—1)(—1,25)



|:(0,25)(—2) + (0,5)(1) + (—0,25)(0)
(0,25)(—2) + (0,5)(1) + (—1,25)(0)

89.

90.
91.
92.

93.

9.

BA =
0)(=2) + (1)(1) + (=2)(0)

1 0 O
=|0 1 O0],assimA e B sio inversas.
0 0 1

L emtesls

B 1{2 —3}_[—1 1,5}
o202 2] L1 -1

O® + (1)) + (=2)(1D)
(025)(1) + (0,5)(2) + (—0.25)(1)
(025)(1) + (0,5)(2) + (—1.25)(1)

Nao existe inversa: o determinante € (6)(5) — (10)(3) = 0.
Nao existe inversa: o determinante (encontrado com calculadora) € 0.

Usando calculadora:
2 3 17"
-1 0 4‘|
0 1 1
1 1 -3
= [—0,25 -0,5 1,75]
0,25 0,5 - 0,75

Para confirmar, faca a multiplicagdo.

Use a linha 2 ou coluna 2 como possuem 0s
maiores nimeros de zeros. Usando a coluna 2:

2 1 1 -1
-1 0 2|=@1) (-1’ )
1 3 -1
2 1 1
POV [P eey| ]

=-DA-2)+0+3H@E + 1)
=1+0-15

=-14

Use a linha 1 ou 4 ou coluna 2 ou 3 como pos-

suem os maiores nimeros de zeros. Usando a
coluna 3:

1 0 2 0
o 1 2 3 o 13
=2)(-D1 -1 2
1 -1 0 2 @)1
1 0 3
1 0 o0 3
1 0 0
+@)(-1)°[1 -1 2|+0+0

1 0 3

_B-A 1

1
=2 [0 + 1(-1)° 0

—2{1(—1)2

Respostas

3+1(
3

3ol
+0+0
3

1

14
)*1

423

OE) + M(=2) + (=2)(-1)
(025)(3) + (0.5)(—2) + (—0.25)(—1)
(025)(3) + (0,5)(—2) + (—1.25)(—1)

|

=2((-DG —0) + ()2 +3)) —2(( 1)

(=3-0)

=2(-3 + 5) — 2(-3)
=4+6

=10

95.3X=B—-A

3 3

(2]

N | =
[ —
— N
|
N
PR
Il
N = =

B)



424 Pré-calculo

97. 100. Respostas variardo. Uma resposta possivel é

1,1-120 1,1-70 132 77 dada.
B=|11-150 1,1-110 |=|165 121 @ A+ B = [a; + b;] = [b; + a;]

1,1-80 1,1-160 88 176 —B+A
B = L1A. b)A+B)+C=[a;+b] +C
98. (a) = [a; + b + ¢

$180 $269.99 = lag + (b + el = A + [by + ¢

ri6 10 8 12 B

$275 $399,99 =A+B+0
sp=[12 0 10 14

4 12 o g || 3355 349999 (© AB+0) = Alby+cj) = =[Saylby
$590 $799,99 T eyl

[$15.550 $21.919,54 (seguindo as regras da multiplicagdo de

. 919, :
= | $13.970 $11.439,74 matriz)

L $8.740 $12.279,76 = [2 (auby + aycy)]
k

(b) Os valores no atacado e no varejo de todo o
estoque na loja i estdo representados por a;
e aj,, respectivamente, na matriz SP.

= [% agby; + %aikckj]

= [2 al-kbkj] + [ > a,-kaj] =AB + AC
k k
99. (a) Receita total = soma de (preco

cobrado)(niimero vendido) (d) (A — B)C = [a; — bj]C = [2 (ay — by ) ci)]
— ART T k
ABTou BA = [2 (apcyi + bicw)]
(b) Lucro = receita total — custo total k
= ABT - CBY = [2 apcyi — = bycyl
=(A— OBT k k

= [Zage] — [ 2 byceyl = AC — BC
k k

101. Respostas variardo. Uma resposta possivel € dada.
(@) c(A + B) = cla; + b,-j] = [ca; + cb,:i] =cA + cB

(b) (¢ + DA = (c + d)ay] = clay] + dlay]
=cA + dA

(©) c(dA) = clda;] = [cday] = cdlay] = cdA

d1-A=1"[ay] =[az] =A

102.
i iz a,Jr1t 0 0
Al = a'21 0'22 a.z,, 0 1 0
a, ap ... a,dL0 0 - 1
ap +0-ap+ ... +0-a, O-ay+a,+0-a;+ ... +0-a, ... O-ay+0-a,+ ... +a,

ay +0-ay, + ... +0-a,, O0-ay +ay +0-a3+ ... +0-a,, ... O0-ay +0-ay+ ... +a,,

a, +0-a,+ ... +0-a,, O0-a, +a,+0-a,;5+ ... +0-a,, 0-a,, +0-a,+ ... +a,,
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ayp ap Aipn
S

=1 . . - | = A.Podemos fazer o mesmo para [,A = A.
ayy (%) e [

103. 2(-1) — (=3)(4) = 10. A resposta ¢ C.

104. A matriz AB tem o mesmo nimero de linhas que A e o0 mesmo nimero de colunas que B.

105. [

106. O valor na linha 1, coluna 3 € 3. A resposta € D.

A resposta é B.

A resposta € E.

APENDICE B

Exercicios

1.

10.

Ha 3 possibilidades para quem fica a esquerda e
2 possibilidades restantes para quem fica no
meio, e uma possibilidade restante para quem
fica a direita: 3.2 .1 = 6.

. Qualquer uma das 4 tarefas pode ser priorizada

como a mais importante, e qualquer das 3 tarefas
restantes pode ser como a menos; continuando
com essa ideia: 4.3.2.1 = 24,

. Qualquer um dos 5 livros pode ser colocado a

esquerda, e qualquer dos 4 livros restantes pode
ser proximo a ele; continuando com essa ideia:

5-4.3.2.1 = 120.

. Qualquer um dos 5 cachorros pode receber o

primeiro prémio, e qualquer dos 4 cachorros
restantes pode receber o segundo lugar: 5.4.3.
2.1 =120.

. H4 3.4 = 12 possibilidades de caminhos. Nos

3 diagramas, B1 representa a primeira rodovia
da cidade A para a cidade B etc.

. 4.3.2.1 =24
6! 6-5-41
. = =30
(6-2)! 41
10! 10-9-8-7!
= =120
7(10=7)1 71-3-2-1
. 3:2.)(1) =6
91 9.8.7!
= =72
(9-2)! 7!

R T I I

-7

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

T 31(10 -3)!

)

100 10-9-8-7!

317!

Ha 6 possibilidades para o dado vermelho e 6
para o dado verde: 6.6 = 36.

Ha 2 possibilidades para cada vez que a moeda
for lancada: 2'0 = 1.024.

481 48
31(48-3)! 3145

5Cs = 17.296

Escolhidas 7 seqiiéncias de 20:

20! 20!
20C7 = - = = 77.520
71(20-7)! 713!
8! 8!
Chi=——— = — =
873 7 318-3)1 315!
20! 20!
20Cs = = 125.970

8120—8)! 812!

2% — 1 = 511 (excluimos aqui o resultado pos-
sivel de um conjunto vazio)

Como cada ingrediente pode ser incluido ou
ndo, o nimero total de possibilidades com n
ingredientes € 2". Como 2!'! = 2.048 é menor
que 4.000, mas 2'? = 4.096 & maior que 4.000,
o dono da pizzaria oferece pelo menos 12 ingre-
dientes.

Ha 2" subconjunto, dos quais 2" — 2 sdo sub-
conjuntos proprios.
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21.
22,
23.
24.

25.

26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

Pré-calculo

210 = 1,024
519 = 9.765.625

Verdadeiro.

Falso.

6
Ha <2> = 15 combinagdes diferentes de vegetais.

O numero total € 4.15.6 = 360. A resposta € D.

n!
(n—n)!

ntn

= n! A resposta é B.

x4 2xy +y?

a® + 2ab + b?

25x2 — 10xy + y?

a* — 6ab + 9b?

952 + 12st + 44

op? — 24pq + 164>

w4 3uPv + 3uw? + 3

b3 — 3b% + 3bc? — 3

8x3 — 36x%y + Sdxy* — 27y?

64m® + 144m2n + 108mn® + 2713

(a + b)* = <4> a*b® + <4> a’b! + <4> a’b?
0 1 2
+ <4> a'b® + <4> a’b*
3 4

=a* + 4a®b + 6a*b* + 4ab® + b*

(a + b)P° = <6> ah® + <6> a’b! + <6> a*b?
0 1 2

+ <6> @b+ <6> a?b* + <6> a'b’ + <6> a®b®
3 4 5 6

= a®+ 6a°b + 15a*b* + 20433 + 154°%b*
+ 6ab’ + b°

7 7 7
+ 7T — 70+ 61+ 54,2
werre Qe (o (o
7 7 7 7
+ 43+ 34+ 25+ 1,,6
<3>” (4)” @” <6>”
7
+ 04,7
<7>”

= x7 + Tx% + 21x%y? + 35x%3
+ 35x%y* + 21x%° + Ty + y7

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

10 10
+ ( 9 >x1y9 + <1O> xOle
= x104+ 10x% + 45x3y2 + 120x7y? + 210x%y*
+ 252x%y° + 210x*y° + 120x3y7
+ 45x%8 4+ 10xy° + 10
Use as entradas na linha 3 como coeficientes:
(x+ > =x34+3x% + 30 + 3
Use as entradas na linha 5 como coeficientes:
(x + ¥ =2 + 5x% + 10532 + 10x%3
+ 5xy* +y°
Use as entradas na linha 8 como coeficientes:
(@ + @ =p* + 8’q + 28p°¢* + 56p°q’
+ 70p*q* + 56p°g> + 28p* ¢° + 8pq” + ¢°
Use as entradas na linha 9 como coeficientes:
(P + q)° = p° + 9pbq + 36p’q* + 84p°q’
+ 126p°¢* + 126p*g> + 84p3q° + 36p3q’
+9pg* + ¢

(15) 15! 15-14-13-12
= = = 1365
1) 1141 4-3-2-1
(166)_ 166!

166)  16610!

(166)_ 166! _

0/ oe6!

14\ (14
(3)- ()

3) \u1

13\ (13
(5)-(%)- s

8 5



52. (73)4<141> = (73)4<171> = 26.730

53.f(x) = (x — 2
= 5+ 5x4(=2) + 10653(-2)? + 10x2(=2)°
+ 5x(=2)* + (=2)°
= x> — 10x* + 40x> — 80x% + 80x — 32

54. g(0) = (x + 3)°
= X0+ 6x5-3 4+ 15x*.32 + 20x3.33
+ 15x2:3* + 6x.3% + 3°
= x% 4+ 18x% + 135x* + 540x% + 121542
+ 1458x + 729
55. h(x) = 2x — 1)’
= (207 + T205=1) + 21(2x)5(=1)?
+ 352x)*(=1)3 + 35(2x)3(=1)*
+21(2x)2(—1)5 + 7(2)6)(—1)6 + (=1)
= 128x7 — 448x° + 672x5 — 560x* + 280x°
— 84x2 + 14x — 1
56. ) = (3x + 4)°
= (3x)° + 5(3x)*4 + 10(3x)3.42
+10(3x)%:4% + 5(3x) - 4* + 4°
= 243x% + 1620x* + 4320x3 + 5760x% + 3840x
+ 1024
57. 2x + y)* = 20)* + 4(2x)%y + 6(2x)%?
+ 42x)y* + y*
= 16x* + 32x3y + 24)62_)72 + 8)cy3 + y4
58. 2y — 3x)° = (2y)° + 5(2y)*(-3x)
+ 10(2y)3(=3x)% + 10(2y)*(-3x)3
+ 5Q2y)(-3x)* + (-3x)°
= 32y° — 240y*x + 720y°x* — 1080y*¢3
+ 810yx* — 243%°

59. (Vx=Vy)®* = (Vx)° + 6(Vx)’(~Vy)
ISV - (= V) +20(Vx)(—Vyy
+ 15(Vo (= Vy)*
+6(V)(=Vy)y + (V)

= X3 _ 6x5/2y1/2 + 15x2y _ 20x3/2y3/2

+ 15xy2 _ 6xl/2y5/2 + y3
60. (Vx + V3)' = (Vi)' + 4(Va)'(V3)
+6(Vx)? - (V3)?
+4(Vx)(V3) + (V3)!
=2 +4x\V3x + 18x + 12V3x +9

Respostas 427

6L (x2 + 3)° = (x2)° + 5(x2)+ 3 + 102 - 3
+ 10(x2)2.33 + 5(x2) .34+ 3°
= x10 4+ 15x8 + 90x© + 270x*
+ 405x72 + 243
62. (a — b7 = a” + 7a%(-b>3) + 21a5(-b>3)?
+ 35a*(-b73)3 + 3543 (-b3)*
+ 21a%(=b3) + Ta(-b3)° + (—=b73)7
=d — 7a%73 + 21a°b™° — 35a*b™°
+350%12 — 21a%715 + Tab 18 — b2,

<n> n! n!
63. = =n=
1 1(n—-1)! (n—1)!1!

_ n! _< n )
T -Din—-m-D) \n-1

6. (n) I
r rl(n—r)!  (n—r)tr!

_ n! 7( n )
7(n—r)![n—(n—r)}!7 n—r

14 1 I

Tr=-DI[(-1)—-G-D] AGn-1-r)

(n—=1)!(n—-1)
rlf(n—=ry(n—r—1)!

B r(n—1)!
_r(r—l)!(n—r)!
(n=r)(n—1)!

rl(n—r)!

3 r(n—1)!

B rl(n—r)!

_(r+ n—r)y(n—1)!

rl(n—r)!

_ n! _ <n>
B rl(n—r)! \r

66. (a) Qualquer par (n, m) de inteiros nao negativos
— com excegdo de (1, 1) — fornece um con-

traexemplo. Por exemplo, n =2 em = 3:
(2 + 3)! = 5! =120, mas 2! + 3!
=2+ 6=238.

(b) Qualquer par (n, m) de inteiros nfo negativos
— com excegdo de (0, 0) ou qualquer par
(1, m) ou (n, 1) — fornece um contraexem-
plo. Por exemplo,n = 2em = 3: (2.3)! = 6!
=720, mas 2!.3! =2.6 = 12.
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<n> <n + 1) n! (n+ 1)
67. + = +
2 2 20(n-2)!  21(n—1)!

_n(n—1) . (n + 1)(n)

68-<n>+<n+1>= n!
n—2 n—1 (n=2)![n—(n—=2)]!

69.
70.

71.

72.

73.

74.

(n+1)!
" (n=D![(n+ 1)—-(m-1)!

_ n! (n + 1)!
T (n-2)1 2! +(1171)!2!

~n(n-1) N (n+ 1n

2 2
w—n+n+n )
= =n
2
Verdadeiro.
Verdadeiro.

8
O quinto termo da expansio <4> Qx)*1)*
= 1.120x* A resposta € C.

Os dois menores nimeros na linha 10 sdo 1 e
10. A resposta € B.

A soma dos coeficientes de (3x — 2y)'0 € a
mesma que o valor de (3x — 2y)!° quando
x=1ey=1.Arespostaé A.

Os termos pares nas duas expressdes sao com
sinais contrdrios e cancelados, enquanto os ter-
mos impares sdo idénticos e sdo somados. A
resposta € D.

APENDICE C

Revisao rapida

LVe-(DP+G-3>=Vo+4=V13
2.

3

4.

Via—2) + (b + 3)?

V@2-(-3) + 4-(-2))* = V5 + 6> = V61

Ve = (=3) + (b — (-4))
=Vi(a+37%+ (b +4)y

10.

11.

12.

13.

14.

V(=7 = 4) + (-8 = (-3))?
= V(-11)* + (-5)* = V146

. Vb —a) + (c — (-3))

= V(b - a)* + (c + 3)

2

. yT=4x

y==2Vx

. y? = 5x

y=*V5x

. 4y? + 9x% = 36

4y* = 36 — 9x°

— 02 3
y=x [0 Va2
4

25x% + 36y = 900

36y? = 900 — 25x>

_ 2 5
y==+ [900 = 25x” _ ig\/36 —x?
36

9y — 16x% = 144
9y? = 144 + 16x°

4
y=i§v9+x2

4x% — 36y = 144
36y = 4x* — 144

2
y=ig\/x2—36

1
y=ig\/x2—36
y+7=—(*—2x)
y+7-1=—(x— 1)
y+6=—(x—1)7

y +5=2(x"+ 3x)

9 3\?
y+5+-=2{x+ <
2 2
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15. Vértice: (1, 5). Eixo de simetria x = 1. X2+ 60 = (16V3x? + 4)?

16. Vértice: (3, 19), pois f(x) = —2(x — 3)? + 19.
Eixo de simetria x = 3.

17. f(x) = a(x + 1)> + 3, logo:
l=a+3,a=-2,fn)= -2+ 12 +3.

18. f(x) = a(x — 2)> — 5,logo: 13=9a — 5,a =2, x=2,x= -2

) =2(x—22—-5
fl)=2(x = 2) 23. V3x+ 12 =10+ V3x - 8

19. 3x + 12 = (10 — V3x — 8)?
3x + 12 =100 + 20V3x — 8 + 3x — 8
3x + 12 =100 - 20V3x — 8 + 3x — 8
- 80=20V3x -8

x* + 1207 + 3.600 = 256(3x>+ 4)

x* — 648x* + 2.576 = 0

—80 = -20V3x - 8
— 4 = V3x — 8 sem solugao
4=V3x-38
24 Vax+12=1+Vx+8
16 = 3x — 8
dr+12=1+4+2Vx+8+x+8
3x =24
¥=8 3x+3=2Vx+8
20. 6x + 12 = (1 + V4x + 9)? 9x% + 18x + 9 = 4x + 32

2 —_ —
6x + 12 = (1 + 2V4x + 9 + 4x + 9) 9x" + 14x =23 =0

_ Z Z
2w+ 2=2Vax 1 9 o 14+\/19f8 4(9)(-23)
+1=Vi4x +9
* * 14 %32
X=————"
¥H+2x+1=4x+9 18
_ 23
¥ =26 =8=0 x=1loux = Yy
x-—4dHx+2)=0
23
=4 Quandoxff?,
21, 6x2 + 12 = (11 — Véx® + 1)? Var+12 - Vx+ 8
6x% + 12 =121 — 22Veéx* + 1 + 6x* + 1 _\/1:6 49 4 7 .
“No N9 3 3
-110 = —22Veéx? + 1
A tUnica solugdo € x = 1.
6x> +1 =25
62 — 24 = 0 25. VoxrX + 12 =1+ Vex® + 1
Y —4=0 6x* +12=1+2V6x* + 1+ 6x* + 1
x=2,x=-2 10 =2Vex* + 1
25=6x"+1
22.2:% + 8 = (8 — V3x% + 4)° "
6x* —24 =0
2 +8 =064 — 16V3x" +4 + 32> + 4 2_a—0

0=x>-16V3x> + 4 + 60 x=2,x=-2
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26. V22 + 12 = -8+ V32 + 4
22+ 12 =64 —16V32 + 4 + 3>+ 4
X+ 56 =163+ 4
x* 4+ 112x% + 3.136 = 768x* + 1024

xt—656x*+2.112 =0

x = 25,55;
x = —25,55 (as outras solucdes sdo estranhas)
3\ 15 . 3+ V15
27. 2lx — =) ——=0,assim,x = ———
2 2 2
2 . 7
28. 2(x + 1) = 7 = 0,assim,x = —1 * 5
29. c=a+2
16a
+2) —a*=—
(a+2) 3
16
Ptdatd-—ad=—
3
da = 12:
a=3,
c=5
30 c=a+1
25a
+1)2 - a* ="
(@a+1) —a o
25
a2+2a+1—a2=J
12
a=12,
c=13
Exercicios

6 3
Lk=0h=0,p=—-==>
P=472

Vértice: (0, 0);

3
foco: (O, 7) ;
2

diretriz: y = ——;

2

3
largura focal: |4p| = ‘ 4 S ’ = 6.

-8
Z'k:O’hZO,p: T :_2

Vértice: (0, 0);
foco: (=2, 0), diretriz: x = 2;
largura focal: |[4p| = |[4(=2)| = 8.

4
k=2 h=-3, p=-=1

4
Vértice: (—3, 2);

foco: (=2, 2),

diretriz: x = =3 — 1 = —4;

largura focal: [4p| = |4(1)| = 4.

-6 -3

k=1 h=—4 —="2
4 2

Vértice: (—4, —1);

-5
foco: <—4, 7) R
2

1
diretriz: y = -1 — <—> ==
2 2

-3
largura focal: |4p| = ‘ 4 (7 >’ = 6.

1
k=0,h=0,4p = —,assim,p = —
P 3 p 3

Vértice: (0, 0);

1
foco: <0, _7) ;
3

- <1> 1
diretriz: y = —|— | = —;

3 3
largura focal: |4p| <_4> 4
argura focal: =—) ==
e A
6 .
k=0,h=0,4p = 5 - assim,
_ 4
P 5
Vértice: (0, 0);
4
foco: <*, O);
5
-4
diretriz: x = —
5
rgura focal pl = [4(% ) = %
argura focal: = =) ==
2 [4p| 5 5



7. (c)
8. (b)
9. (a)
10. (d)
11. p = -3 e a parabola aberta para a esquerda,
assim, y? = —12x.
12. p = 2 e a pardbola € de concavidade para cima,
assim, x* = 8y.
13.—-p =4 (assim,p=-4) e a parébola ¢ de con-
cavidade para baixo, assim, x> = —16y.
14. —p = -2 (assim, p = 2) e a pardbola se abre para
a direita, assim, y* = 8x.
15. p =5 e a pardbola de concavidade para cima,
assim, x? = 20y.

16. p = —4 e a parabola aberta para a esquerda,
assim, y* = —16x.

17.h =0, k=0, |[4p| = 8, ou seja, p = 2. Como abre
para a direita: (y — 0)?> = 8(x — 0) e y*> = 8x.

18. 7 =0, k=0, |[4p| = 12, ou seja, p = =3. Como

abre para a esquerda: (y — 0)>=-12(x - 0) e
y? = —12x.
19.7=0, k=0, |4p| = 6, ou seja, p = %

Como a concavidade € para baixo:
(x = 0)> = —6(y — 0) e x* = —6y.
3

3,ouseja,p= —
Jja, p 4

20. h=0,k=0, |4p| =
Como a concavidade € para cima:
(x—02=3(y-0)ex?=3y

21.h=-4,k=-4,-2=-4 + p, assim, p = 2. Como

a pardbola se abre para a direita, entdo

(v +4)? =8(x + 4).

22.h=-5,k=6,6+ p =3, assim, p =-3. Como a
pardbola € de concavidade para baixo, entdo
(x+5)2=-12(y - 6).

23. A pardbola de concavidade para cima e o vértice
estd na metade entre o foco e a diretriz em x =
eixo h. Assim, h=3 ¢

_4+1_5
T2 2
lzg—p,asmm
2
3
p= 2’
S
(x —3)° 6<y—2>
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24. A pardbola abre para a esquerda e o vértice estd
na metade entre o foco e a diretriz em y = eixo &,
assimk=-3 e

[\S]
N |

5 ! i
= — — p, assim,
> p

_ 3
P=5
(y + 3)? < 7>
- 6y —2L
Y 2
25.h=4k=3

6 =4 — p, assim, p = —2. A pardbola se abre para
a esquerda: (y — 3)2 = -8(x — 4).

26.h=3,k=5
7 =5 —p, assim, p = 2. A pardbola de concavi-
dade para baixo: (x — 3)?> = -8(y - 5).
27.h=2,k=-1
[4p| = 16. Assim, p = 4. Como a concavidade é
para cima: (x — 2)2 = 16(y + 1).
28. h=-3,k=3
|4p| = 20, ou seja, p = —5. Como a concavidade é
para baixo: (x + 3)> = —20(y - 3).
29. h=-1,k=-4
5
l4p| =10, ou seja, p = " Como a pardbola

se abre para esquerda:
(y+4)?=—-10(x + 1).

30.h=2,k=3
. 5
[4p| =35, ou seja, p = n

Como a pardbola se abre para a direita:
(y-3)*=5(x-2).

31 y
5

/
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32. y
5_
.\'./. x
- 5
33. y
5_
IIIIIIIIII -IIIII x
/\_ i
34. y
10+
. 2
y
35.
X
36. y

37.

38.

39.

40.

41.

42.

[—4,4] por [-2,18]

[—10,10] por [—8, 2]

[—8,2] por [-2,2]

E

2, 8] por [—3, 3]

[—10, 15] por [—3, 7]

[=12, 8] por [-2,13]




43.

4.

45.

46.

47.

48.

[=2, 6] por [—40, 5]

)

[—15,5] por [—15,5]

y
N

[—22,26] por [—19, 13]

\'

[—17,7] por [—7, 9]

y,

[—13, 11] por [—10, 6]

S

[—20, 28] por [— 10, 22]

49.

50.

51.

52.

53.

54.
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Completando o quadrado produz y — 2 = (x + 1)%.
O vértice € (h, k) = (-1, 2). O foco é

(h.k +p) = <—1,2 + %) = <—1,3>

1
Adiretrizéy=k—-p=2 2=

.M\l

Completando o quadrado produz

2<y 72>: (x — 1)~

7
O vértice € (h, k) = <1,7>.

6
ke =(24)=(9)
O foco é (A, p) = s " 2) T \b3
7 1 2

Adiretrizé y=k—p = g— ==

Completando o quadrado produz

8(x —2) = (y — 2)%. O vértice é (h, k) = (2,2). O
focoé (h+p, k) =2 +2,2)=(4, 2). A diretriz
Ex=h-p=2-2=0.

Completando o quadrado produz

— 4 _g_ _12
=)= -1

O vértice € (h, k) = (13/4, 1). O foco &

(h+p,k)=<14—3—1,1>=<%,1>

Adiretrizéx=h-p=—+1=—.

h =0, k=2, e apardbola se abre para a esquer-

da. Assim, (y — 2)% = 4p(x). Usando (—6, —4),

encontramos (—4 — 2)> = 4p(—6), ou seja,
36

4p = _Z .

A equacio para a pardbola &: (y — 2)? = —6x.

h =1, k=-3, e a pardbola se abre para a direita.

11
Assim, (y + 3)> = 4p(x — 1). Usando <7, 0),

11
encontramos (0 — 3)? = 4p (7 - 1), ou seja,
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2 2
4p=9-§=2. 64. XZ+%=1-h=0,k=0,a=2,b=\@,assim,
A equagdo para a pardbola €: (y + 3)> = 2(x - 1). c=\V4—-3=1
55.h =2, k=—1¢e apardbola € de concavidade para Vértices: (2, 0), (=2, 0);
baixo. Assim (x — 2)2 = 4p(y + 1). focos: (1, 0), (—1, 0)
Usando (0, —2), encontramos (0 —2)? = 4p(-2 + 1),
assim, 4 = —-4p e p =—1. A equacdo para a yoox?
T ) 65. —+—=1-h=0,k=0,a =3,b =2,assim,
pardbola é: (x —2)% = —4(y + 1). 9 4
56. h = -1, k =3 e a pardbola € de concavidade para c=V9o-4=1\s
cima. Assim, (x +1)? = 4p(y - 3). Vértices: (0, 3), (0,—3);
Usando (3, 5), encontramos (3 + 1)2 = 4p(5 — 3),
assim, 16 = 8p e p = 2. A equacdo para a focos: (0,V/5), (0, =V/5)
2 . 2 _ _
pardbola € (x + 1)~ = 8(y — 3). 66. (d)
57. (0)> = 4p(0) € verdade qualquer que seja p. A 67. ()
resposta € D.
68. (a)
58. O foco de y* = 4px € (p, 0). Aqui, p = 3, assim, a
resposta € B. 69. (b)
59. O vértice da parabola com equagdo 70. y

(y — k)2 = 4p(x — h) é (h, k). Aqui,
k=3eh=-2. Arespostaé D.

60. h =0,k =0,a=4b=\7,
assim, ¢ = V16 —-7=3

Vértices: (4, 0), (—4, 0);

focos: (3,0), (—3,0)

71.
61. h =0,k =0,a=5b=\2I, 104

assim, ¢ = V25 —21 =2

Vértices: (0, 5), (0, —5); /\ .
focos: (0, 2), (0, —2) \\5‘/10

62. h=0,k=0,a=6b=3\3
assim,c = V36 — 27 =3
Vértices: (0, 6), (0, —6); 72. y

focos: (0, 3), (0, —3)

5
63. h=0k=0,a=\11,b=\7, /\

assim,c = V11 -7 =2
Vértices: (\E, 0), (— \E, 0);

focos: (2,0), (—2,0)




73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

y
10
X
10
y
8T
“ 4
2
S
2 2
X
<Y
4 9
2 2
X
XY
49 25
10
c=2ea=—=25,
2

r o
25 21

c=3eb=—

assim,a = Vb* — 2 = \/E=4:

2

5,

80. —

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.
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—+
144 169

O centro (A, k) € (1, 2) (o ponto médio dos
eixos); a e b representam metade dos compri-
mentos dos eixos (4 e 6, respectivamente):

-1 (-2
+
16 36

O centro (A, k) € (-2, 2) (o ponto médio dos
eixos); a e b representam metade dos compri-
mentos dos eixos (2 e 5, respectivamente):

-2 (-2
+ =1
4 25

O centro (h, k) é (3, —4) (o ponto médio do eixo
maior); a = 3, metade do comprimento do
eixo maior. Como ¢ = 2 (metade da distancia
entre os focos), entdo

b=Vda -=\V5
+3)? + 4)?

@+3) O+
9 5

. O centro (h, k) € (-2, 3) (o ponto médio do eixo

maior); b = 4, metade do comprimento do eixo
maior. Como ¢ = 2 (metade da distincia entre os
focos), entdao
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a=Vb -c*=VI12
x + 2)? - 3)°
(+27 -3
12 16
90. O centro (h, k) é (3, -2) (o ponto médio do eixo

91.

92.

93.

9.

95.

96.

97.

maior); a e b representam metade dos compri-
mentos dos eixos (3 e 5, respectivamente), entdo

- 3) +2)?
(x )+(y )=1
9 25

O centro (h, k) € (-1, 2) (o ponto médio do eixo
maior); a e b representam metade dos compri-
mentos dos eixos (4 e 3, respectivamente), entdo

(x+17 -2y
¥ =1
16 9

Centro: (—1, 2);

vértices: (=1 * 5,2) = (—6,2), (4,2);

focos: (=1 £ 3,2) = (-4,2),(2,2)

Centro: (3, 5);

vértices: (3 + V11, 5) = (6,32;5), (=0,32; 5);
focos: (3 £ 2,5) = (5,5),(1,5)

Centro: (7, —3);

vértices: (7, =3 = 9) = (7,6), (7, —12);
focos: (7, =3 + \/17) = (7; 1,12), (7; =7.12)
Centro: (—2, 1);

vértices: (=2,1 = 5) = (=2, —4), (-2, 6);
focos: (=2,1 = 3) = (=2, =2),(-2,4)

9x? + 4y? — 18x + 8y — 23 = 0 pode ser reescrita

como 9(x? — 2x) + 4(y? + 2y) = 23. Isso equivale

a9?-2x+ 1) +40%+2y+1)=23+9+4,0u

9(x — 1) + 4(y + 1)? = 36. Dividir ambos os

(=1 (+1) ’
9

+

lados por 36 para obter
Vértices: (1, —4) e (1, 2);
focos: (1, —1 i\@);

V5
excentricidade: 5

(x-2) (y+3)°
+ =1
5 3

98.

99.

100.

101.

102.

Vértices: (2 =\V/5, —3);

focos: (2 + V2, -3);

. V2 2
excentricidade: —= =, [—.
V5 5

=37 -0,

16 9
Vértices: (—7, 1) e (1, 1);
focos: (=3 =V7, 1);

V7
excentricidade: T .

(v + 8y

(x —4)* + 2

=1.
Vértices: (4, —10) e (4, —6);
focos: (4, —8 i\/g);

V3
excentricidade: 7 .

O centro (h, k) € (2, 3) (dados); a e b represen-
tam metade dos comprimentos dos eixos (4 e 3,
respectivamente):

G- (-3
+ =
16 9

1

O centro (h, k) € (24, 2) (dados); a e b repre-
sentam metade dos comprimentos dos eixos
(4 e 3, respectivamente):
x+4? -2y
+

16 9
Substituir y> = 4 — x? na primeira equagdo:
¥ 4-x
Ty -1
4 9

9x* + 4(4 — x*) = 36

5x° =20
=4
x==*2,y=0

Solucdo: (—2, 0), (2, 0)



103. Substituir x = 3y — 3 na primeira equacio:

3y — 3)?
%Uzﬂ

Yy =2y +1+y*=1

2y2 =2y =0
2y(y —1)=0
y=0ouy=1
x=-3x=0

Solugdo: (=3, 0), (0, 1)
104. Falso.
105. Verdadeiro.

x2

4
c=ViE-1rP=V2-17=V3

A resposta é C.

¥
106. — + T =1, assim,

107. O eixo focal € horizontal e passa por (2, 3). A
resposta € C.

108. Completando o quadrado produz
(x-4* -3y
+
4 9
A resposta € B.

=1

109. Os dois focos tém a distancia 2c¢, a soma das
distancias de cada foco a um ponto na elipse €
2a. A resposta € C.

110. a = 4,6 = V7,c= V16 + 7= V23
Vértices: (£4, 0);
focos: (= \/273, 0).

111. a =56 =\V21,c = V25 + 21 = V46
Vértices: (0, =5);
focos: (0, i\/ég).

112. a = 6,b = V13,c = V36 + 13 =7
Vértices: (0, £6);

focos: (0, =7).
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113. a=3,b=4,c = V9o+16=5
Vértices: (+3, 0);
focos: (£5, 0).

2

T R

" =1lia=2,b=\3c=\V7

w =,

Vértices: (+2, 0);

focos: (= \ﬁ, 0).
2

X
115, — -
4

a=2b=3c¢c=\V13

S
Vértices: (+2, 0);
focos: (= \/E, 0).

116. (c)

117. (b)

118. (a)

119. (@)

120. Eixo transversal de (-7, 0) a (7, 0); assintotas:

s
——
YT
y=+=Vx*-49
y
15T
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121. Eixo transversal de (0, —8) a (0, 8); assintotas: 124. O centro (h, k) € (=3, 1). Como a®> = 16 ¢

8 b*> =4, temos a =4 e b = 2. Os vértices sdo
y=Egn (-3+4,1)ou (-7, e, 1).

8. y
y=*=Vx~ +25 a4

5

y

N
N

NS

\3x

20

125. O centro (h, k) é (1, -3). Como a*> =2 e b*> =4

temos @ = \/2 e b = 2. Os vértices sio
122. Eixo transversal de (0, —5) a (0, 5); assintotas:

1+V2,-3).
_.3
y=E v
3.
5 I
y=i*\/x2+16 \ L /
4 AL e X
v I

20

/\ 126.c =3ea =2, assim,b = V¢ —a® = V5

2 2
oy 1
4 5
123. Eixo transversal de (-13, 0) a (13, 0); assintotas: .
127. ¢ =3eb = 2, assim,
+12
=+,
T3 a=Ve-p=1\/5
12 yox?
y=*—Vx* - 169 ——-—=1
13 4 5
y 128.c=15e b =4, assim,
15
a=\Vc*—b* = V209
yvxP




129.

130.

131.

132.

133.

134.

13s.

136.

3 .
c=5ea= E,asmm,

1
b=\/cz—a2=5\/91

xz yZ x2 2
- =lou——--—=1

2,25 2275 9 ﬂ

4 4

a=5¢ec=ea = 10, assim,

b =V100 — 25 = 5\V/5
2

)’:1

a=4ec = ea= 6,assim,

b=V36—-16 =2V5

2 2
v
6 20

—

b=5a=\Vc—b=V169 — 25 =12

2 2
R U
144 25

C
c=6,a=—=3,

9 27

O centro (h, k) € (2, 1); a = 2, metade do com-
primento do eixo transverso. E b = 3, metade
do eixo nio transverso.

G-1° -2
4 9
O centro (h, k) é (-1, 3); a = 6, metade do

comprimento do eixo transverso. E b =5,
metade do eixo ndo transverso.

G+ 1P (-3
36 25

1

=1

O centro (h, k) € (2, 3); a = 3, metade do com-
primento do eixo transverso.

4
Como |b/a| = g, entdo, b = 4:

(-2 -3
9 16

1
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5 9
137. O centro (h, k) é <—2, 5) ,a= 5, metade do
comprimento do eixo transverso. Como

4 27
la/b| = —,entdo b = —
3 8

(-3
2 _(x+2) .

st 79
4 64

138. O centro (h, k) € (—1, 2), a = 2, metade do
comprimento do eixo transverso.
A distancia do centro ao foco € ¢ = 3, assim,

b=V -—d=\V5
G127
4 5

11 7
—*) , b= —, metade
2 2

do comprimento do eixo transverso. A distan-

139. O centro (h, k) é <—3,

cia do centro ao foco € ¢ = —, assim,
a=Vc-bp=V18
(y+5,5)2 (x+3)2 L
49 18
4

140. O centro (h, k) é (-3, 6), a = 5, metade do com-
primento do eixo transverso. A distancia do
centro ao foco é c =ea =2-5 =10, assim,

b=V —da>=V100 — 25 = 5V/5
(v — 6) (X+3)271
25 75

141. O centro (h, k) € (1, —4), ¢ = 6, a distancia do
centro ao foco é

b=V —a>=V36-9=\V27

ORI
9 27

142. Centro (-1, 2); vértices: (-1 = 12,2) = (11, 2),
(=13, 2); focos: (-1 £ 13,2) = (12, 2), (-14, 2)
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143. Centro (-4, -06); vértices: (4 = V12, -6);
focos: (=4 = 5,-6) = (1,-6), (-9,-6)

144. Centro (2, -3); vértices: (2, -3 +8) = (2, 5),
(2,-11); focos: (2,-3 £ V145)

145. Centro (-5, 1); vértices: (=5, 1 £5) = (-5,-4),
(-5, 6); focos: (=5, 1 + 6) = (-5, -5), (-5, 7)

146. \/
[—9,4;9,4] por [—5,2;7,2]
Dividir toda a equagdo por 36.
Vértices: (3, -2) e (3, 4);
focos: (3, 1 £ V13);
V13
e= ——.
3
147.

[—2.,8; 6,8] por [—7,1; 0]

. 3 5
Vértices: <*, —4> e <*, —4>;
2 2

148.

[—9.4;9.4] por [-6,2; 6,2]

9x% — 4y? — 36x + 8y — 4 = 0 pode ser reescrita
como 9(x? — 4x) — 4(y* — 2y) = 4. E equivalente
a9 —4x+4)-4(° -2y + 1) =4 +36 -4,

149.

150.

151.

ou 9(x — 2)? — 4(y — 1) = 36. Dividir ambos os
lados da equagdo por 36 para obter
()6—2)2_(y—1)2=1
4 9
Vértices: (0, 1) e (4, 1);
focos: (2 + \/ﬁ,l);
V13

e

T

[—12,4;6,4] por [—5,2;7,2]

G-D @y
9 25
Vértices: (-3, —-2) e (-3, 4);
focos: (<3, 1 = V34);

V34
e=——.
3
a =12, (h, k) = (0, 0) e a hipérbole abre para a
2 2

esquerda e para a direita. Assim, i % =1
Usando (3, 2) o_1 1

sando (3,2): —— — =1,

4 b

9>~ 16 = 4b°,
5% = 16,
b* = —; Assim:
x2 Sy2 B
4 16

a=\2,(h k) = (0,0) e ahipérbole tem
concavidade para cima e para baixo.
2 2

Assim — -~ =1
SSim > b2

Usando (2, —2):
4 4

2 »

i



B
b’ = 4
2 X2
Assim — — — =1
4
2 2
152. = L
4 9
2V3
X*Ty:*Z

Resolva a segunda equagio para x e substitua
na primeira equacao.

2V3
A SV

3 Y
1/2V3 22
=y —2) - =1

3
1(& 8V3 +4> Y
4\3” 3 7 -
2, 2V3
9oV T3 Y

%y(y*3\@):0

y=0ouy= 3V3

[—9.4; 9.4] por [—6,2; 6,2]
Solugdes: (-2, 0), (4, 3V/3)

153. Adicionar:

Respostas 441

[—9.4;9.4] por [-6.,2; 6,2]
H4 4 solugdes: (£2V/2), = 1)

154. Verdadeiro. A distancia é

c—a=a(c/a—1)=ale —1)

155. Verdadeiro. Para uma elipse, b* + ¢* = a*

2

2
156. XZ - yT =1, assim ¢ = V4 + 1 e os focos

estdo V5 unidades distantes horizontalmente de
(0, 0). A resposta € B.

157. Os eixos focais passam horizontalmente pelo
centro (=5, 6). A resposta € E.

158. Completando o quadrado duas vezes e dividin-
do para obter 1 no lado direito, a equagdo fica
assim:

(+37 @-27°
4 12

1

A resposta é B.

159.a=2,b= \/5, e as inclinacdes sdo +b/a. A
resposta € C.
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D

Decomposi¢ao de funcdes, 182
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reflexiva, 41
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definicdo, 258
Derivada em um ponto, defini¢ao, 257
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Desenvolvimento do logaritmo por meio da
mudanga de base, 162-163
Desigualdade descricio, 5
Determinacdo da ordem de uma matriz, 280
Determinante de uma matriz quadrada, 284-285
definicdo, 285
Diferenca de fungdes, definigao, 179
Divisdo longa e o algoritmo da divisao, 124-125
Divisdo por 0, 235-236
Dominio, 71-73
valores no eixo horizontal x, 73
Dominio de uma expressao algébrica, 33
expressao fraciondria, 33
expressao racional, 33

E

Eixo, 311
coordenado, 319
focal, 311, 317
geometria de, 317
nao transverso, 319
raio, 319
semieixo nao transverso, 319
semieixo transverso, 319



translacoes de, 321
transverso, 319
Elipse, 311
definicao de, 311
forma padrdo da equagdo de, 311
geometria de, 311
semieixo maior, 313
semieixo menor, 313
translacdes de, 315
Elipses com centro em (0, 0), 313
equacdo padrio, 313
eixo focal, 313
focos, 313
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semieixo menor, 313
teorema de Pitdgoras, 313
Elipses com centro em (4, k), 315
eixo focal, 315
equacdo padrio, 315
focos, 315
semieixo maior, 315
semieixo menor, 315
teorema de Pitdgoras, 315
vértices, 315
Encontrando inversa de matrizes, 286
Encontrando uma funco inversa
algebricamente, 192-193
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Equacdo quadrética em x, defini¢do, 45
Equacdes, critério sobre solucdes aproximadas,
48-49
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pontos de interseccao, 49
resolucdo pelo encontro das interseccdes
(em gréficos), 49
solugdes aproximadas por meio de grafico,
43, 48
Equagdes do segundo grau em duas varidveis, 306
Equagdes equivalentes, 42
operacdes para, 42
Esboco do grafico das fungdes logaritmicas,
166-167
Esbogo do grafico de um polindmio fatorado, 123
Escalares, 281
Excentricidade de uma hipérbole, definicdo, 323
Expansao de um bindmio, 301
Expansao do logaritmo de um produto, 162
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simplificacdo de uma fragdo composta, 37
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teorema, 118
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definicdo de, 81
identificacdo de, 81

F

Fatoracdo da diferenga de dois quadrados, 26
Fatorag@o da soma e diferenca de dois cubos, 27
Fatoragdo de polindmios, orientagdes, 29
usando produtos notéaveis, 25-26
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exemplo, 29
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Forma quadratica padrio, 97
Foérmula de Herdo, 229
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graus), 202
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Férmula quadratica ou férmula de Bhaskara, 47
resolucdo algébrica de equacdes quadréticas, 47
Formula recursiva, 142
Férmulas importantes da dlgebra, 29
poténcias, 29
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produtos notaveis e fatoragéo de polindmios, 29
radicais e expoentes racionais, 29
Fracdes, complexa ou composta, 36
Funcdo arco-cosseno, 213
Fungdo arco-seno, 212
Fungdo arco-tangente, 213
Funcdo bijetora, 191-192
Funcdo cossecante, 211
Fungdo cosseno inverso, 213
Fungdo cotangente, 210
Funcdo, defini¢do de, 69
Funcdo do primeiro grau, 94
caracteristicas, 96
gréficos, 94
reta inclinada, 94
verificac¢do da lei de uma, 95
Fungdo exponencial natural, 144
Funcdo flimitada inferiormente, defini¢do, 79
Funcdo flimitada superiormente, defini¢do, 79
Funcdo injetora, 191
Fungdo inversa, definicdo, 191
Fungdo polinomial de grau n, 93
coeficiente principal, 93
Fungdo poténcia, 105-113
analise de, 106
defini¢do, 107
gréficos, 107-108
variacdo direta, 106
variacdo inversa, 106
Fungdo quadratica completa, 195
Fungdo secante, 210
Funcdo sobrejetora, 192
Fungdo tangente inversa, 213
Funcdes, constantes, 78
crescentes, 78
decrescentes, 78
definicao, 78
limitadas, 79-80
Fungdes, operagdes com, 179-180
definicdo, 307
geometria de uma, 306-309
Fungdes de crescimento logistico, 146-147
definicdo, 146
Fungdes de decaimento logistico, 147
Fungdes do segundo grau, 96-100
caracteristicas de uma, 96
eixo de simetria, 97

forma canonica, 98
gréficos, 96-97
verificacdo do vértice e do eixo de simetria
de uma, 99
Funcgdes exponenciais, definicdo, 139
Fungdes exponenciais e a base e, teorema, 145
Fungdes exponenciais f(x) = b*, 142
Funcdes impares, 83
Fungdes monomiais e seus gréficos, 107-108
defini¢do, 107
representacio grafica, 108
Funcdes pares, 82
Fungdes polinomiais, 115-138
funcdes cubicas, 115
funcdes quarticas, 115
Fungdes polinomiais de grau indefinido ou de
grau baixo, 94
Fungdes trigonométricas, 208-209
de qualquer angulo, 207
fungdo cosseno, 208-209
funcdo seno, 208
funcdo tangente, 209

G

Gréfico de uma pardbola no modo
paramétrico, 189
Griéficos de exponenciais, 139-143

fungdo exponencial, 139

funcdo poténcia, 139
Grificos de fungdes logaritmicas, 163-167
Graus e radianos, 201

exemplo, 201

H

Hipérbole, assintotas, 319
centralizada na origem, 319
definicao, 317
forma padrdo da equacao de uma, 319
forma padrdo de uma e pontos importantes, 322
Hipérboles com centro em (0, 0), 320
assintotas, 320
equagdo padrdo, 320
eixo focal, 320
focos, 320
semieixo nao transverso, 320
semieixo transverso, 320



teorema de Pitdgoras, 320
vértices, 320
verificagdo dos vértices e dos focos de uma, 320

I

Identidade aditiva, 281
Identidade fundamental da trigonometria, 214
Identidades
de metade de angulo, 220
trigonométricas bésicas, 214
Identificagdo da lei de uma func@o exponencial
a partir de alguns valores tabelados, 140-141
Identificag¢@o de func¢des exponenciais, 140
Imagem, 73-74
valores no eixo vertical y, 73
Importancia da contagem, 293
Inequacio dupla, 57
Inequacdo linear em x, 55
definigdo, 55
Inequacdo quadratica sem solucdo, 62
Inequagdes, 55-66
duplas, 57
Inequacdes equivalentes, 56
Inequacdes lineares com uma varidvel, 55-57
Integral definida e indefinida, 263-265
Integral definida, defini¢do, 264
Integral indefinida, definicdo, 265
Interpretagdo das desigualdades, 5
Intervalo aberto, 6
aberto a esquerda e fechado a direita, 6
Intervalos de ndmeros reais, 5
fechados, 6
limitados de ndmeros reais, 6
ndo limitados de nimeros reais, 6
Introduc@o a integral de uma fungdo, 260-263
Inversa de matrizes n X n, 285
teorema, 285
Inversa de uma matriz 2 x 2, 285
Inversa de uma matriz quadrada, 283
defini¢do, 283
Inversas das funcdes exponenciais, 157-159
funcdo logaritmica de base b, 157

L

Lei da tricotomia, 4
Lei dos cossenos, 225
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Lei dos senos, 221
Limitacao da funco para x em um intervalo, 79
Limite do lado esquerdo, 243
Limite do lado direito, 243
Limite em a, defini¢do, 234
Limite no infinito, defini¢do, 238, 246, 247, 264
Limites de funcdes continuas, 242-243
Limites superior e inferior das raizes de uma
funcao polinomial, 129-132
limite superior para raizes reais, 129-130
limite inferior para raizes reais, 129-130
teste dos, 130
Limites unilaterais e bilaterais, 243-246
Logaritmos com base 10, 159
calculo de, 160
propriedades bdsicas para, 159
Logaritmos com base e, 160
calculo de logaritmos, 161
logaritmos naturais, 160
propriedades bdsicas para, 160

M

Matriz identidade e matriz inversa, 283
identidade multiplicativa, 283
Matriz nula, 281
Matriz oposta, 281
Matrizes, 279-281
coluna, 280
definicdo, 280
elemento ou entrada, 280
iguais, 280
linha, 280
ordem de uma matriz m X n, 280
quadrada, 280
Medida de um angulo, 205
Meétodo da adigdo (ou do cancelamento),
277-278
caso com infinitas solugdes, 278
caso sem soluc¢do, 277-278
exemplo, 277
Meétodo da substitui¢do, 274-276
Minimo multiplo comum, 36
Modelagem do crescimento de bactérias,
148-149
Modelagem do decaimento radioativo, 149-150
Modelo de crescimento exponencial de uma
populacio, 147
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Modelos de crescimento e decaimento
exponencial, 148-150
Mudanga de base, 162-163
férmula para logaritmos, 163
Multiplicacdo de matrizes, 281-283
produto, 282
Multiplicag@o de uma matriz por um escalar, 281
Multiplicidade de uma raiz de uma fungao
polinomial, defini¢do, 122

N

Notacdo cientifica, 10
identificac¢do da base, 9
Notag¢ao da integral definida, 264
Notacao de fun¢ao de Euler, 69
Notagao de logaritmo, 162
Numeros negativos, 4, 55
Numeros positivos, 4, 18, 55
Numeros reais, 3
intervalos limitados, 6
intervalos nao limitados, 6
representacio, 1-5

o

O circulo trigonométrico, 207
eixo horizontal x, 207
eixo vertical y, 207
Operagdes com expressdes racionais, 34-36
Operagdes com fragdes, 35
multiplicagdo e divisdo de, 35
soma, 35
Ordem dos ndmeros reais, 4
Ordens de grandeza (ou magnitude) e modelos
logaritmicos, 169-171
Origem, 4

P

Pardbola, equacdo de uma, 306-307
estrutura de uma, 307
forma padrao, 308

Parabolas com vértice (0, 0), 308
comprimento do foco, 309
concavidade, 309
diretriz, 309
equacdo padrdo, 309

eixo, 309
foco, 309
largura do foco, 309
Pardbolas com vértice (h, k), 310
concavidade, 310
comprimento do foco, 310
diretriz, 310
eixo, 310
equagdo padrdo, 310
largura do foco, 310
Perimetro de uma fatia de pizza, 203
Permutagoes, 295
arranjos, 296
com elementos repetidos, 295-296
com n elementos, 295
Polindmios, adicao e subtracdo de, 23
calcular o produto de dois, 24
fatorag¢@o usando produtos notéveis, 25-26
grau dos, 23
multiplicagdo na forma vertical, 24
termos semelhantes, 23
Polindmios, divisao pelo método de Briot
Ruffini, 127
Polindmios, vocabulario dos, 115
Ponto de descontinuidade, 245
Posicao padrao, 206
Potenciacdo com expoentes inteiros, 9-10
Potencia¢do, 9
propriedades, 9
Principio da multiplicagdo ou principio
fundamental da contagem, 294
Problema de contagem, 295-296
Produto de fungdes, definicio, 179
Propriedade do fator zero, 45
Propriedades bdsicas da dlgebra, 7-8
associativa, 8
comutativa, 8
distributiva, 8
elemento neutro, 8
elemento inverso, 8
inversa aditiva, 8
propriedades, 8
Propriedades bdsicas de logaritmos, 158
Propriedades das inequagdes, 55
adi¢do, 55
multiplicagdo, 55
transitiva, 55



Propriedades de matrizes, 286

associativa, 286

comutativa, 286

distributiva, 287

elemento neutro, 287

elemento oposto, 287
Propriedades de limites, 240-242
Propriedades de potenciagdo, 9
Propriedades dos logaritmos, 161

regra da poténcia, 161

regra do produto, 161

regra do quociente, 161

demonstragdo da regra do produto para

logaritmos, 161

Propriedades dos radicais, 18

Q

Quantidade de subconjuntos de um conjunto,
298-300

aplicagdo, 298-299
Quociente de fun¢des, defini¢do, 179

R

Racionalizacdo, 19

exemplo, 19
Radiano, 201
Radicais, 17-18

raiz quadrada, 17
Raiz n-ésima de um nimero real, defini¢do, 17
Raizes das fung¢des polinomiais, exemplo,

121-122

Raizes de multiplicidade impar e par, 122
Redugdo ao menor denominador, 36
Regras de derivacdo, 260

fungdo constante, 260

funcao diferenca, 260

funcdo exponencial, 260

funcdo logaritmica, 260

funcdo poténcia, 260

funcdo produto, 260

func@o produto com um dos fatores

constante, 260

funcdo quociente, 260

fungdo soma, 260
Regras de integragdo, 266
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Relacoes definidas parametricamente, 187-189
defini¢cdo de uma funcdo parametricamente,
187, 188
Relagdes e fungdes definidas implicitamente,
182-184
Relagdes inversas e funcdes inversas, 189-194
defini¢ao de relacdo inversa, 190
Resolugdo somente grafica de uma inequacéo
quadratica, 61
Resolugdo algébrica de um sistema nao linear,
276
Resolugdo de equacdes exponenciais, 167-168
Resolugdo de equacdes logaritmicas, 160,
168-169
Resolugdo de tridngulos, 221-222
caso ambiguo (LLA), 222
Resolug@o de um sistema ndo linear pelo
método de substitui¢cdo, 273-274
Resoluc¢do de uma equagao linear, 42
Resolugdo de uma inequagdo cubica, 63
Resolugdo de uma inequacao linear, 56
e representacdo grafica de conjunto solucdo, 56
Retas tangentes a um grafico, 255-256

S

Secc¢des conicas, 305
degeneradas, 305
elipse, 306
hipérbole, 306
pardbola, 306
Simbolos de desigualdade, 4
Simetria, 81-85
andlise de fungdes pela, 83
com relacio a origem, 83
com relagdo ao eixo vertical y, 82
com relacio ao eixo horizontal x, 82
Simplificacdo de expressdes com radicais, 19
remocao de fatores dos radicandos, 19
Simplificacdo de expressdes com poténcias, 20
Simplificacdo de expressdes com radicais, 21
Simplificacdo de expressdes racionais, 34
expressoes racionais equivalentes, 34
forma reduzida, 34
Sistemas de equacdes, solu¢do de um sistema,
23-264
Solucdo de equagdes por meio de graficos,
43-48
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Solucdo de equagdes quadraticas, 45

Solucao de inequacdes com valor absoluto,

57-59

Solucao de inequacdes quadraticas, 60-62

Solucao de uma equacdo em x, 42

Solucao de uma inequagdo em x, 55
conjunto solugdo, 55

Soma de fungdes, defini¢do, 179

Soma de Riemann, 264

Soma e diferenca de arcos, 216-218

Soma e subtracdo de matrizes, 280, 281
definicao, 281

T

Taxa média de variacdo, definicdo, 257
Taxa média de variacdo de uma fungao
y=-x+1,95
Taxa percentual constante e funcdes
exponenciais, 147-148

taxa percentual constante r, 147
Teorema binomial, 301
Teorema D’ Alembert, 125-126

resultados para func¢des polinomiais, 126
Teorema das raizes racionais, 127-129
Teorema de Pitdgoras, 207, 225, 313, 315,
320, 321
Teorema do resto, 125-126

uso do, 126
Teorema do valor intermediario, 123

termo principal, 119

uso do, 124
Teste da linha horizontal, 190

aplicacdo do, 190
Teste da linha vertical, 71
Transformac@o de funcdes exponenciais, 143, 146
Transformacdo entre a forma logaritmica e a
forma exponencial, 158

Transformacdes dos graficos de fungdes
logaritmicas, 165-167

Transformacdes no grafico das funcdes
monomiais, 116

Translagdes de pardbolas, 309-310
Triangulo de Pascal, 300

U

Unido de dois conjuntos A e B, 59

Uso da divisdo longa com polindmios, 125
Uso da notagao cientifica, 10

Uso das fungdes definidas implicitamente, 184
Uso dos produtos notaveis, 25

Vv

Varidvel dependente, 70
Varidvel independente, 70
Velocidade média, calculo,
da equagdo de uma pardbola, 309
da imagem de uma funcao, 73-74
das raizes n-ésimas principais, 18
de fungdes inversas, 194, 195
de matrizes inversas, 283-284
de pares ordenados de uma relacao, 182-183
de pontos de descontinuidade, 76
de uma funcdo inversa graficamente, 193
do dominio de expressdes algébricas, 33
do dominio de fun¢des compostas, 181-182
do dominio de uma funcao, 72-73
do foco, diretriz e largura do foco, 309
do limite de funcao, 9-80
dos limites das raizes reais de uma fungdo, 130
dos vértices e dos focos de uma elipse, 314
se as funcdes sdo polinomiais, 94
Verificacao da equagdo de uma elipse, 315-316
das taxas de crescimento e decaimento, 148
se € ou ndo uma fungao, 71
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