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Integral como area.
Integracao Indefinida.

Integracao Aproximada.

A

Regra dos Trapézios para aproximacao.

Calculo I: diferenciacao e integracao.
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» Sejaafuncdo y = f(x) = 0, continua e ndo
negativa no intervalo |a, b|;

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 Prof. Henrique A M Faria a



» Sejaafuncdo y = f(x) = 0, continua e ndo
negativa no intervalo |a, b|;

» A regido delimitada
pelo o eixo x, as | y = f(x)
retasx =a ex =bhe
superiormente pela /:/\\
curvadey = f(x) --

sera denotada como
regiao R.

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 Prof. Henrique A M Faria .



» Sejaafuncdo y = f(x) = 0, continua e ndo
negativa no intervalo |a, b|;

» A regido delimitada
pelo o eixo x, as | y = f(x)
retasx =a ex =bhe
superiormente pela /:/\\
curvadey = f(x) --

sera denotada como
regiao R.

Como podemos calcular a area R?

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 Prof. Henrique A M Faria &



- O intervalo

|a, b]| sera
dividido em n
subintervalos, de

larguras iguais
Ax.

- X}, € um ponto
qualquer do
subintervalo.

 J
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- Em cada um
dos
subintervalos,
constroi-se
retangulos de
base Ax e altura

f(xk).

prof. Henrique A M Faria
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- Em cada um
dos
subintervalos,
constroi-se
retangulos de
base Ax e altura

f ().
- A 4rea de cada
retangulo sera:

Ay = f(xp)Ax

prof. Henrique A M Faria
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- A soma das
areas dos n
retangulos é o
somatorio:

Ar~ ) fi)bx
k=1

Chamada de
soma de
Riemann

S

10

]



- Quando n
cresce para o
infinito o
somatorio dos
retangulos
tende para a
area A embaixo
da curva no
intervalo [a, b].

 J




» A integral definida relaciona o conceitos de area a
outros conceitos como: comprimento, volume,
densidade, probabilidade e trabalho;

» Inicialmente, definimos
a area utilizando uma
subdivisao Ax igual para
todos os subintervalos;

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 12



» A integral definida relaciona o conceitos de area a
outros conceitos como: comprimento, volume,
densidade, probabilidade e trabalho;

» Inicialmente, definimos
a area utilizando uma
subdivisao Ax igual para
todos os subintervalos; v

Area = f(x;)Ax

» Esse tipo de divisdo é chamado particao regular.

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 13



» No caso da particao regular, as larguras dos
retangulos tendem a zero quando n cresce;

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 14



» No caso da particao regular, as larguras dos
retangulos tendem a zero quando n cresce;

4;4(.\) > Podemos generalizar,
!/ permitindo
gue os subintervalos tenham
x larguras variaveis Axy;
a b

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 Prof. Henrique A M Faria 415



» No caso da particao regular, as larguras dos
retangulos tendem a zero quando n cresce;
AY

y = f(x) ]
e » Podemos generalizar,
v permitindo
gue os subintervalos tenham
v larguras variaveis Axy,;

>

a b

» Para isso trocaremos a expressao n — ©o por
Max Axj;, — 0, de modo a garantir que as larguras
de todos subintervalos tendam a zero.

Fonte: Howard Anton 10 ed., 2014 Prof. Henrique A M Faria 16
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Entdo, a soma de Riemann com n tendendo para o
infinito pode ser denotada pelo limite:

MaxAxy—0

n
A= lim Z F(x) A
j=1

Que ¢ a definicao de uma Integral de uma funcao
continua y = f(x) no intervalo [a, b]:

4 b n )
A= fedx= tim > feas
N =1 Y

prof. Henrique A M Faria 17



Exemplos, calcular as integrais.

a. [*2dx b. [~ (x+2)dx

prof. Henrique A M Faria

18



5 [
‘[——>“\r’ \U/\ 7~ -
— LN\ | S —z
, INOS, C3
| :._(“.ﬂj‘ [ |
&/ \jl\g | ‘ - F = i
e |~ S 2 ‘ = - i;ﬂ \ S ‘\HV/
1aF as lint
Al @D Hm! IESNGIY 3
= i Bl { ) (O A= : =
I8 =1 =4 = \\ | S
)~ el | il.‘fj @

a. [2dx :
b. f_l(x + 2)dx

y=x+2
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v’ Isaac Newton, mostrou que a derivacdo e a
integracao sao operacoes inter-relacionadas:

21
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v' Isaac Newton, mostrou que a derivacdo e a
integracao sdo operacoes inter-relacionadas:

v’ Essa relacdo é conhecida como o Teorema
Fundamental do Calculo:

4 )

[° f(x)dx = F(b) — F(a)
\_ J
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> Estabelece a conexao entre o calculo
diferencial e o calculo integral;

» Relaciona o conceito de derivada com o de
integral definida;

28



Estabelece a conexao entre o calculo
diferencial e o calculo integral;

Relaciona o conceito de derivada com o de
integral definida;

Fornece a relacdo inversa entre a derivada e a
integral;

O teorema é apresentado em duas partes.

24



Teoreina Fundamental de Calecule

o

5.6.1 TEOREMA (Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte 1) Se f for continua em
[a, b] e F for uma antiderivada de f em [a, b], entdo

b
f f(x)dx = F(b) — F(a) (2)

prof. Henrique A M Faria

25




=) (1 \ AN | | /i o | '_7] ' 1N V | Bf i : L | (N \ / f /
Wf oréimeée ruindcameéinceal 0 LalCulo

5.6.1 TEOREMA (Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte 1) Se f for continua em
[a, b] e F for uma antiderivada de f em [a, b], entdo

b
f f(x)dx = F(b) — F(a) (2)

Em palavras, essa equacgao afirma:

A integral definida pode ser calculada encontrando-se uma antiderivada do integrando e,
entdo, subtraindo-se o valor dessa antiderivada no extremo inferior de integragdo de seu
valor no extremo superior de integragao.

prof. Henrique A M Faria 26
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H ANTIDERIVADAS

5.2.1 DpEFINICAO Dizemos que uma func¢io F é uma antiderivada de uma fungio fem
um dado intervalo aberto se F'(x) = f(x) em cada x do intervalo.

prof. Henrique A M Faria 27



5.6.3 TEOREMA (Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte 2) Se f for continua em

um intervalo, entdo f terd uma antiderivada nesse intervalo. Em particular, se a for um
ponto qualquer desse intervalo, entdo a funcdo F definida por

F(x) = f F@t) dt

é uma antiderivada de f nesse intervalo; isto é, F'(x) = f(x) para cada x desse intervalo,
ou em uma notagdo alternativa

d X
d_[f f(f)df]=f(x) (11)
X |Ja

prof. Henrique A M Faria 28
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FORMULA DE DIFERENCIACAO

FORMULA DE INTEGRACAO

1. &*’I‘l[x] =1
d J:H'l regs o

3, 4 =

. - [sen x] =cosx

4. ;; —Cos x| =senx
d 9

5. —|[te x] = sec-.
n“_r[bll Sect X

6. %[—cmg x] = cossec” x
d e

7. ——[secx] =secxtgx

dx

frb: =x+C
f.tr(f.r = .r”l
r+1

fc:us.rdx::aenx+(7

fscn.rdx:—ms.r«iu{?

fseczxd.r =tgx+C

fccussecz xdx=—cotg x+ C

fﬁ::crtg.tdr= secx+ C

+C (r+-1)

prof. Henrique A M Faria
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14. 4

Integral indefinida
FORMULA DE DIFERENCIACAQO FORMULA DE INTEGRACAO
8. i [—cossec x] = cossec x cotg x f cossec x cotg x dx =—cossec x + C
9. i[nﬂ:]:{’x f{:""dx=£"‘+C
dx
« b+ X X b*
10. = =bY (0<hb bz1) {b dtmf_"*FC O<bh b#1)
de | Inb
d 1
11. X1 == L .
d'c n|x|] S fxfir In|x|+C
lli[un:l x] = l f I Ix=arctgx+C
. 1 +x2 1 + x? 25 =
13. 4 farc sen x] = 1 dx =arcsenx+ C

& i r

jarc sec [x|] = — L f di= arcsec i+ C
dx Vad =1 w21

prof. Henrique A M Faria 3@
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Dada uma funcdo y = f(x) = 0, a area entre a curva
de f(x), o eixo das abscissas e asretas x = a e

x = b, é chamada de integral definida de f,
denotada por:

be(x)dx

32



Dada uma funcdo y = f(x) = 0, a area entre a curva
de f(x), o eixo das abscissas e asretas x = a e

x = b, é chamada de integral definida de f,
denotada por:

_j y=fx)
4 b ) |
f(0)dx //\\
e fr
\ntegral a b
definida

AreaR= f: f(x)dx

(Numero real)
33
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Integral Indetinida - processeo algébrico

> Nesse caso, o interesse é o de determinar uma
fungdo primitiva y = F(x), tal que F'(x) = f(x).

prof. Henrique A M Faria



> Nesse caso, o interesse é o de determinar uma
fungdo primitiva y = F(x), tal que F'(x) = f(x).

» Essa funcdo primitiva (ou antiderivada) é
chamada integral indefinida e denotada por:

B
f f(x)dx
N\

~

J

prof. Henrique A M Faria

Integral
Indefinida
(familia de fungoes)

35
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» Existem duas situacoes em que ndao é possivel
determinar o valor exato da integral definida.

87



» Existem duas situacoes em que ndao é possivel
determinar o valor exato da integral definida.

1. Algumas funcdes podem nao possuir primitiva
ou ser de dificil determinacao, por exemplo:

1 1
j e dx j 14+ x3dx
0 —1

e



» Existem duas situacoes em que ndao é possivel
determinar o valor exato da integral definida.

1. Algumas funcdes podem nao possuir primitiva
ou ser de dificil determinacao, por exemplo:

1 1
j e’ dx j Vv1+x3dx
0 —1

2. Quando um conjunto de dados experimentais
representam um relacao funcional, mas nao é
possivel determina-la explicitamente.

29



Integracéo aproximada

» Exemplos de funcao como curva e tabela:

7(s) v (m/s)

a A
6 /\\ 0 0
\ 0,5 4,67
4 \
/__ & 1.0 7.34
p) i 1,5 8,86
% - 2.0 0.73
1 9
0 5 4 ¢ 7 25 10,22

> Em ambos os casos sera necessario calcular a
integral definida de forma aproximada.

prof. Henrique A M Faria A
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» A interpretacdo da integral como area sob uma
curva nos forneceu um método de aproximacao.

| Fe dx ~ Z Fx)Ax
a i=1

42



» A interpretacdo da integral como area sob uma
curva nos forneceu um método de aproximacao.

| Fe dx ~ Z Fx)Ax
a i=1

» Para aproximar a area abaixo da curva na integral
definida utilizamos o ponto meédio do retangulo

aproximador.

» No entanto, essa escolha ndo é unica.

43



Regra dos trapézios

* Sex;" é oextremo esquerdo.
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Regra dos trapézios

* Sex;" é oextremo esquerdo.

VA

| o de ~ L = Z Flo_ )
a i=1

>
O 06 & & 5 X X

* Sex;* é o extremo direito. 7

| ') d ~ Ry = Z Fl)x
¢ i=1

O % x4 %5 5 2 X
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» A regra dos trapézios resulta da média das
aproximacoes pela direita e pela esquerda.

Lbf(r) dx = —;— l:gf(x,-_,) Ax + gf(x,) Ar]

prof. Henrique A M Faria @@



» A regra dos trapézios resulta da média das
aproximacoes pela direita e pela esquerda.

prof. Henrique A M Faria @?
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» A regra dos trapézios resulta da média das
aproximacoes pela direita e pela esquerda.

Lbf(r) dx = % l:gnlf(x,-_,) Ax + ;E'lf(\‘,) Ax] = % I:g (f(xizy) +f(\,))]

- % (f(xo) + f(x) + (fx) + flx2) + ==+ + (F(xamr) + £(x2)]

prof. Henrique A M Faria A



Regra dos trapézios

» A regra dos trapézios resulta da média das
aproximacoes pela direita e pela esquerda.

Lbf(x) dx = % l:élf(x,-_,) Ax + gf(r,) Ax] = % I:é (f(xizy) +f(\,))]
= 2 [(1x0) + £G0) + (£ + £Ga)) + = + () + 52)]

N %U(-Yo) +27(n) F2f(x) +we & 2fGEa) )]

prof. Henrique A M Faria A9



Regra dos trapézios

-

.

fbf(x) dx =T, = %[f (x0) + 2f(x1) + 2f(xz) + =+ + 2f(xa-1) + f(x0)]

onde Ax = (b — a)/n ex;=a + iAx.

~

J

prof. Henrique A M Faria 5@



Regra dos trapézios

-

.

[[f@ax=T,

onde Ax = (b — a)/n

SELAG0) + 2£() +2f() + -+ + 2f() + £x)]

ex;=a +iAx.

~

J

b = (1)

prof. Henrique A M Faria 51



Regra dos trapézios

-

.

[[f@ax~T,

onde Ax = (b — a)/n

SELAG0) + 2£() +2f() + -+ + 2f() + £x)]

ex;=a +iAx.

~

J

/

g = (10

= SX ) + ()]

prof. Henrique A M Faria 52



2
: : 1
Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

53



2
: : 1
Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

Com n=5a=1eb=2, temos Ax=(2—-1)/5=0,2

resulta em

54



2
: : 1
Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

Com n=5a=1eb=2, temos Ax=(2 —1)/5=0,2 resultaem

f%dx ~T5 = 052 [F(1) + 2£(1,2) + 2f(1,4) + 2£(1,6) + 2£(1.8) + f(2)]

55



2
: : 1
Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

Com n=5a=1eb=2, temos Ax=(2 — 1)/5=0,2 resultaem

xx > 2

1 2 2 2 2 1
=01|—+-—+-—"—"—+-"+ "+ —
1 12 14 16 18 2

J~12 1 02 e(1) + 2£(12) + 2£(1.4) + 2£(1.6) + 2F(18) + F(2)]

56



2
: : 1
Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

Com n=5a=1eb=2, temos Ax=(2 —1)/5=0,2 resultaem

xx > 2

f 1 -2 [ £(1) + 2£(1.2) + 2£(14) + 2£(16) + 2F(1.8) + F(2)]

12 2 2 2 1
=0l —+——+"+ -+ =+
112 14 16 1,8 2

~ (0,695635
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2
: : 1
Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

Com n=5a=1eb=2, temos Ax=(2 —1)/5=0,2 resultaem

1 0,2
f;dx ~Ts =~ [F(D + 2£(1,2) + 2F(1,4) + 2£(1,6) + 2£(1,8) + £(2)]
1 2 2 2 y) |
= 0,1 — + + + + s
(1 12 14 16 18 2)
~ (,695635
2 1 B 5
Calculo L —dx =1nxf
exato

58



2
: : 1
Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

Com n=5a=1eb=2, temos Ax=(2 —1)/5=0,2 resultaem

1 0.2
f—ﬂxﬂ=

. 5 LA +2f(1,2) + 2f(14) + 2f(1,6) + 2f(1.8) + f(2)]

12 2 2 2 1
=0l —+——+"+ -+ =+
112 14 16 1,8 2

~ (0,695635

2 1
Calculo j _dlenx]%=]n2=0,693147.,.
exato
59



2
: : 1
Exemplo 1 Aproximar a mtegralf —dx pela
1 X

regra dos trapézios comn = 5.

Com n=5a=1eb=2, temos Ax=(2 —1)/5=0,2 resultaem

1 0.2
f—ﬂxﬂ=

. 5 LA +2f(1,2) + 2f(14) + 2f(1,6) + 2f(1.8) + f(2)]

12 2 2 2 1
=0l —+——+"+ -+ =+
112 14 16 1,8 2

~ (0,695635

2 1
Calculo j _dx:mx]%=1n2=0,693147...

1 X

exato b
Er = j Ff(x) dx — T, Ey ~ —0,002488

60



» A area sombreada em azul é o erro do trapézio AQRD.

C

B N\

prof. Henrique A M Faria 61



» A area sombreada em azul é o erro do trapézio AQRD.

C

x> A derivada segunda f''(x) mede
quado rapido a inclinagao de f(x)
B, muda.

62



» A area sombreada em azul é o erro do trapézio AQRD.

C

x> A derivada segunda f''(x) mede
quado rapido a inclinagao de f(x)
B, muda.

» Supondo um numero K maior que
. % todos os valores de |f''(x)|:

63



» A area sombreada em azul é o erro do trapézio AQRD.

C

x> A derivada segunda f''(x) mede
quado rapido a inclinagao de f(x)
B, muda.

» Supondo um numero K maior que
. % todos os valores de |f''(x)|:




» A area sombreada em azul é o erro do trapézio AQRD.

C

x> A derivada segunda f''(x) mede
quado rapido a inclinagao de f(x)
B, muda.

» Supondo um numero K maior que

. % todos os valores de |f''(x)|:
B < K(b — a)3 Estimativa de erro
Tl= 1573 para a re,g.ra do
trapezio

Deducdo: Franco (2006, p.341)
e



Exemplo 2 Estimar o erro na aproximacao pela Regra
dos Trapézios na integral do exemplo 1.

66



Exemplo 2 Estimar o erro na aproximacao pela Regra
dos Trapézios na integral do exemplo 1.

Se f(x) = 1/x, entio f'(x) = —1/x% e f"(x) = 2/x%

67



Exemplo 2 Estimar o erro na aproximacao pela Regra
dos Trapézios na integral do exemplo 1.

Se f(x) = 1/x, entio f'(x) = —1/x% e f"(x) = 2/x%

Umavezque 1 =< x=<2,temos 1/x=1, logo

68



Exemplo 2 Estimar o erro na aproximacao pela Regra
dos Trapézios na integral do exemplo 1.

Se f(x) = 1/x, entio f'(x) = —1/x* e f"(x) = 2/x>
Umavezque 1 =< x=<2,temos 1/x=<1, logo

'’ 2 2
| f"(x)| = S| <7 =2




Exemplo 2 Estimar o erro na aproximacao pela Regra
dos Trapézios na integral do exemplo 1.

Se f(x) = 1/x, entio f(x) = —1/x% e f"(x) = 2/x>.
Umavezque 1 < x =<2,temos 1/x=<1, logo

70l = |5 <=2

X3 13

Portanto, tomando K =2, a=1, b=2 e n=>5



Exemplo 2 Estimar o erro na aproximacao pela Regra
dos Trapézios na integral do exemplo 1.

Se f(x) = 1/x, entio f'(x) = —1/x* e f"(x) =2/x".
Umavezque 1 =< x = 2,temos 1/x=1, logo

. 2 2
| f"(x) | = P} 55F=2

Portanto, tomando K =2, a=1, b=2 e n=135

E |{2(2—1)3 1
1T 12(5)2 150

~ (0,006667



Exemplo 2 Estimar o erro na aproximacao pela Regra
dos Trapézios na integral do exemplo 1.

Se f(x) = 1/x, entio f(x) = —1/x% e f"(x) = 2/x>.
Umavezque 1 =< x = 2,temos 1/x=1, logo

. 2 2
| f"() | = 2| =g 2

Portanto, tomando K =2, a=1, b=2 e n=135

22 - 1)° 1 Erro real =
E;| < = ~
| Ex| 12(5)> 150 - 0006667 0,002488

A formula da estimativa superestima o erro! .



Exemplo 3 Calcular n para que o erro na regra dos
21
trapézios para a integral j —dx tenha
1
precisao de 0,0001.

78



Exemplo 3 Calcular n para que o erro na regra dos
21
trapézios para a integral j —dx tenha
1
precisao de 0,0001.

Vimos no calculo anterior que | f"(x)| < 2 para 1 < x <2;

74



Exemplo 3 Calcular n para que o erro na regra dos

21
trapézios para a integral j —dx tenha
1
precisao de 0,0001.

Vimos no calculo anterior que

tomar K =2, a=1eb=72

f"(x)| <2 para 1 < x<2;

Kb — a)’
Jisss ( 2)
12n

75



Exemplo 3 Calcular n para que o erro na regra dos
trapézios para a integral jlzidx tenha
precisao de 0,0001.
Vimos no célculo anterior que | f"(x)| < 2 para 1 < x < 2;

Kb — a)
tomar K =2, a=1eb =2 Er| < 5
1255

A precisdo de 0,0001 significa que o tamanho do erro

deve ser menor que 0,0001. Portanto,

76



Exemplo 3 Calcular n para que o erro na regra dos
trapézios para a integral jlzidx tenha
precisao de 0,0001.
Vimos no célculo anterior que | f"(x)| < 2 para 1 < x < 2;

Kb — a)
tomar K =2, a=1eb=2 Er| < 5
1255

A precisao de 0,0001 significa que o tamanho do erro

deve ser menor que 0,0001. Portanto,

2(1)3
( )2 < 0,0001 n> > 2
12n 12(0,0001)

77



Exemplo 3 Calcular n para que o erro na regra dos
trapézios para a integral jlzidx tenha
precisao de 0,0001.
Vimos no célculo anterior que | f"(x)| < 2 para 1 < x < 2;

Kb — a)
tomar K =2, a=1eb=2 Er| < 5
1255

A precisao de 0,0001 significa que o tamanho do erro

deve ser menor que 0,0001. Portanto,

2(1)?
( )2 < 0,0001 n’ > 2
121 12(0,0001)
== 1 =~ 4().8
" /0.0006 ’

78



Exemplo 3 Calcular n para que o erro na regra dos
trapézios para a integral jlzidx tenha
precisao de 0,0001.
Vimos no célculo anterior que | f"(x)| < 2 para 1 < x < 2;

Kb — a)
tomar K =2, a=1eb=2 Er| < 5
1255

A precisao de 0,0001 significa que o tamanho do erro

deve ser menor que 0,0001. Portanto,

2(1)3
( )2 < 0,0001 n> > 2
12n 12(0,0001)

. ~ 40,8 Entdao, n = 41 ira garantira a
v/0,0006 precisio de 0,0001.




» Estudar secoes 7.7 do livro texto (Stewart).
» Resolver os exemplos dados em aula.

» Praticar: exercicios da secdes 7.7 do Stewart.

» Regra de Simpson para aproximacao.
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