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1 - Introducao



» Desenvolvemos a série de Fourier para
representacao de funcoes.

» Essa série aproxima a funcdo por uma soma de
termos envolvendo seno e cosseno.

» Para aplica-la a funcao precisa ser periddica.



Desenvolvemos a série de Fourier para
representacao de funcoes.

Essa série aproxima a funcao por uma soma de
termos envolvendo seno e cosseno.

Para aplica-la a funcao precisa ser periodica.

No entanto, em muitas situacoes aparecem funcoes
gue nao sao perioddicas.

Para representar essas funcdes aperiodicas por uma
soma de seno e cosseno usaremos a Transformada
de Fourier.
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2 - Forma exponencial
das Series de Fourier



» A Série de Fourier de uma funcao, em termos das
funcdes seno e cosseno, na variavel t fica:

f(t) = 70 + E(an cosnt + b, sennt)
=1
1 T
== f_nf(t) dt
= %j_if(t) cosnt dt

= %jjtf(t)senntdt



» Utilizando as relacoes de Euler, as funcoes
trigonométricas podem ter representacdoes em
termos de exponenciais complexas:

eint 1+ e—int eint _ e—int

cosnt = sennt =
2 21




» Utilizando as relacoes de Euler, as funcoes
trigonométricas podem ter representacdoes em
termos de exponenciais complexas:

emt 1+ e—mt eint _ e—int
cosnt = sennt = ;
2 21

» Substituindo-se essas relacoes a série fica:

Lnt +e —int eint _ e—int
Ao
(t)_z Z ( >+b"< 2i )




» Utilizando as relacoes de Euler, as funcoes
trigonométricas podem ter representacdoes em
termos de exponenciais complexas:

emt 1+ e—mt eint _ e—int
cosnt = sennt = ;
2 21

» Substituindo-se essas relacoes a série fica:

0.0)

a, eint 4+ e—int eint _ e—int
f(t)=?+ 1an< 5 >+bn< T >




» Utilizando as relacoes de Euler, as funcoes
trigonométricas podem ter representacdoes em
termos de exponenciais complexas:

eint 1+ e—int eint _ e—int

cosnt = sennt =
2 21

» Substituindo-se essas relacoes a série fica:

0.0)

a, eint 4+ e—int eint _ e—int
£(©) =?+Zan< . >+bn< . )

n=1

= —1

f(t) - _|_ > 2 an(emt 1 e Lnt) +b eint . e—int)
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» Entao, a série fica:

f(t) ___l_Zz an(emt + e mt) +bn( mt +ie” mt)

n=
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» Entao, a série fica:

f(t) =— + > z an(emt +e mt) + bn( iel™ 4 je mt)

n=

Ao

1 00)
f(t) = - Ez (a,, — ib,)e™ + (a,, + i by)e ™
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» Entao, a série fica:

f(t) =— + > z an(emt +e mt) + bn( iel™ 4 je mt)

n=

g, 1% . .
f(t) = 70 + EZ(an —iby)e'™ + (a,, +ib,)e ™
n=1

ag zan—ibn ing . On Tiby _. .
t) = —
f(®) 2+ 5 e’ + > e

n=1
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» Entao, a série fica:

f(t) =— + > z an(emt +e mt) + bn( iel™ 4 je mt)

n=

a, 1 = . .
f(t) = 70 + EZ(an —iby)e™ + (a, + i b,)e "t
n=1

= C, = C, =C_,

(0.0)
F© : z +
n=1

15



» Entao, a série fica:

f(t) =— + > z an(emt +e mt) + bn( iel™ 4 je mt)

n=

a, 1 = . .
f(t) = 70 + EZ(an —iby)e™ + (a, + i b,)e "t
n=1

— COOO =Cy =C_,
o2 z
n=1
f(t) =Co+ Z C,e™ +C_,e "t
n=1
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f(t) =Co+ Z Che™ 4+ C_e ™

n=1

» Os coeficientes podem ser representados por um
unico C,,, considerando n inteiro:
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f(t) =Co+ Z Che™ 4+ C_e ™

n=1
» Os coeficientes podem ser representados por um
unico C,,, considerando n inteiro:
(1/2 (a, —ib,) n>0
1/2 (a, +ib,) n<O0
1,60 n=0

C, =

A

\
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f(t) =Co+ z Che™ 4+ C_e ™

n=1
» Os coeficientes podem ser representados por um
unico C,,, considerando n inteiro:
(1/2 (a, —ib,) n>0
1/2 (a, +ib,) n<O0
1,60 n=0

N\

C, =

\

f(t) = i C, et C, =%fjrf(t)e‘i"t dt
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» Para um intervalo L mais geral tem-se:

TLTL’t 1 L nrt

f() = Cpe L Cn=77 _Lf(t)e“ L dt

Nn=—oo

20



» Para um intervalo L mais geral tem-se:

TLTL’t 1 L nrt

f() = Cpe L Cn=77 _Lf(t)e“ L dt

Nn=—oo

» Substituindo L =T /2 onde T é o periodo:

= ;2mnt 1 T/2 _;2mnt
f(t) = z Che T C,== f(He " T dt

n=-—oo r —T/2

~T/2<t<T/2
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3 - Transformada de
Fourier



> A Transformada de Fourier é uma extensao da série
de Fourier.

» Essa transformada é utilizada quando o periodo da
funcao é estendido, aproximando-se do infinito.

» Uma das principais aplicacbes é decompor uma
funcao no dominio do tempo (sinal) em uma funcao
no dominio da frequéncia.



A Transformada de Fourier € uma extensao da série
de Fourier.

Essa transformada é utilizada quando o periodo da
funcao é estendido, aproximando-se do infinito.

Uma das principais aplicacbes é decompor uma
funcao no dominio do tempo (sinal) em uma funcao
no dominio da frequéncia.

Para muitas funcdes define-se a operacao inversa,
ou seja a Transformada de Fourier inversa.

Aplicacoes na Quimica: espectrometro de massas;
Infravermelho; Mecanica Quantica.



» Seja a série de Fourier na forma exponencial.

= ;2mnt 1 (T/2 _;2mnt
fQ) = z Che T an—f f(He " T dt

n=—oo —T/2




» Seja a série de Fourier na forma exponencial.

> ;2mnt 1 T/2 2nnt
fQ) = 2 Che T C, == f(He T dt
n=-—oo r —T/2

» Sabendo que a frequéncia angular w = 2m/T:

1 T/2

f(t) — 2 Cneiwnt Cn — f(t)e—iamt dt
r ~T/2

n=—oo



» Seja a série de Fourier na forma exponencial.

> ;2mnt 1 T/2 2nnt
fQ) = 2 Che T C, == f(He T dt
n=-—oo r —T/2

» Sabendo que a frequéncia angular w = 2m/T:

1 T/2

f(t) — 2 Cneiwnt Cn — f(t)e—iamt dt
r ~T/2

n=—oo

» A partir do préximo exemplo sera identificada a
Transformada de Fourier.



Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* O grafico desta funcao é representado por:

_-./‘Ay\f(ﬂ:‘_

Y ™+




Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* O grafico desta funcao é representado por:

__.N

e A série de fourier para T=2 tem como
representante a fungao fr:

n y:fT(t)? T'=72

Y ™+




Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* ParaT = 4 asérie da fungao fr tem o grafico:

y:fT(t)? T'=4

S




Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* ParaT = 4 asérie da fungao fr tem o grafico:

y=fr(t), T =4

S

* A funcgao fr carrega informacgao sobre a f(t).
* Amedidaemque T — oo aaproximacao tende para f(t).
e Comow = 2r/T, quando T cresce, w diminui.



Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* O coeficiente da série de Fourier desta funcao é
calculado pela expressao:

1 T/2
C, = _f e~ ltlp—tont ¢
r —T/2



Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* O coeficiente da série de Fourier desta funcao é
calculado pela expressao:

1 T/2
C, = _f e~ ltlp—tont ¢
r —T/2

* O calculo desta integral resulta na expressao:
T

L _21- (D
" T (wn)?+1




Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* O coeficiente da série de Fourier desta funcao é
calculado pela expressao:

T/2

C, = _f e~ ltlp—tont ¢
r —T/2

* O calculo desta integral resulta na expressao:

i A frequéncia wn é
:E 1—-(-1)% 2 chamada frequéncia
" T (wn)?+1 fundamental e pode

ser escrita como Wy, .



Exemplo 1: estudar a série de Fourierde f(t) = e

O grafico dos valores
do coeficiente C,, em
funcao da frequéncia
fundamental w, ¢é
chamado de
diagrama de espectro

da série de Fourier.

—|t|

TC|
5 1 T=2
1__

t——t— ——r
—éﬂ' —éﬂ' —TT 2ar T We
|TC'r)|

2 T =4
1
1 - i * I ! 5 JI. - JI.‘_
— 37 —éﬂ' —T T 2T 3T W
|TCL |
h
1 T=8




Exemplo 1: estudar a série de Fourierde f(t) = e

O grafico dos valores
do coeficiente C,, em
funcao da frequéncia
fundamental w, ¢é
chamado de
diagrama de espectro

da série de Fourier.

A medida em que T
aumenta, os valores
maximos de TC,, sao
pontos cada vez mais
proximos da curva
original.

—|t|

TC|
5 1 T=2
1__

t——t— ——r
—éﬂ' —éﬂ' —TT 2ar T We
|TC'r)|

2 T =4
1
1 - i * I ! 5 JI. - JI.‘_
— 37 —éﬂ' —T T 2T 3T W
|TCL |
h
1 T=8




Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* A série de Fourier da fungdo f(t) = e~ !t fica escrita
como uma func¢ao F(w) dos coeficientes G, (w,,).

Flw) = z Cn (wp)etnt

n=—0o



Exemplo 1: estudar a série de Fourier de f(t) = el

* A série de Fourier da fungdo f(t) = e~ !t fica escrita
como uma func¢ao F(w) dos coeficientes C,(w,,).

F@)= ) Calwpein

n=-—oo

e Quando T — oo 0 somatorio se torna uma integral:

Flw) = JooCn(a))e‘i“)t dt



» A expressao da Transformada de Fourier é entdo:

Fw) = F{F(0) = j F(et di



» A expressao da Transformada de Fourier é entdo:
F) =F@) = | foeetdr

» A transformada inversa converte uma funcdo no
dominio da frequéncia para o dominio do tempo:

F(t) =F YF(w)} =%TJOOF(a))e"‘“t dw



Funcao
periodica

Ao nao

Funca

periodica

— lont
f@t) = 2 Cne Série de

[e=—te Fourier
1 (T/2 .
C, = 71 f(t)e—mmt dt
—T/2
F@) =F@} = [ f@e ™ d angormada
" de Fourier
(part e w)

F(it) =F YF(w)} = %TfooF(w)ei“’t dw

prof. Henrique A M Faria 41



Exemplo



Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

1se —T/2<t<T/2 F,
_ —T/2=sts< 1
f) = {O se It| > T/2 ¢ ¢ £

~T/2 "' T/2

prof. Henrique A M Faria 43



Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

1 T/2<t<T/2 F,

(1 se — <t< 1

f) = {O se It| > T/2 ¢ ¢
12" T2

e (Calculo da Transformada de Fourier:

Flw) = joof(t)e‘i‘”t dt



Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

1 T/2<t<T/2 F,
B se — <t< 1
f) = {O se It| > T/2 ¢ ° ¢
e —
—T/2"' T/2
e (Calculo da Transformada de Fourier:
F(w) =j f()e @t dt
~T/2 | T/2 | 0 |
Flw) = f(He '@t dt + fMe ' @tdt+ | f(t)e " tdt

—00 —T/2 T/2



Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

1 T/2<t<T/2 F,
(1 se — <t< 1
f) = {O se It| > T/2 ¢ ° ¢
—_— f—
12" T2

e (Calculo da Transformada de Fourier:

Flw) = joof(t)e‘i“”t dt

—T/2 ;= 0. T/2 =1 w s 0_
F(w) =f /t)e“‘”t dt+f /{t e Wt dt + f/é)e“wt dt
—oo —T/ T



Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

1 T/2<t<T/2 F,
(1 se — <t< 1
f) = {O se It| > T/2 ¢ ° ¢
—_— f—
12" T2

e (Calculo da Transformada de Fourier:

Flw) = joof(t)e‘i“”t dt

—T/2 ;= 0. T/2 =1 w s 0_
F(w) =f /t)e“‘”t dt+f /{t e Wt dt + f/é)e“wt dt
—oo —T/ T

T2
F(w) =f e tOt dt =

~T/2



Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

1 T/2<t<T/2 F,
(1 se — <t< 1
f) = {O se It| > T/2 ¢ ° ¢
—_— f—
12" T2

e (Calculo da Transformada de Fourier:

Flw) = joof(t)e‘i“”t dt

—T/2 ;= 0. T/2 =1 w s 0_
F(w) =f /t)e“‘”t dt+f /{t g twt dt+f/é)e“‘”t dt
—oo —T/ T
/2

/2 o—iot]
o= [Tewa -]
~T/2 _1/2




Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

1 T/2<t<T/2 F,
(1 se — <t< 1
f) = {O se It| > T/2 ¢ ° ¢
—_— f—
12" T2

e (Calculo da Transformada de Fourier:

Flw) = joof(t)e‘i“”t dt

—T/2 ;= 0. T/2 =1 w s 0_
F(w) =f /t)e“‘”t dt+f /{t g twt dt+f/é)e“‘”t dt
—oo —T/ T
/2

— iwT lwT

. T
/2 g twt 1({—e 2 +4e 2
O S e ( Ca s
~T/2 /2




Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

/2 —iwT  iwT (x 2)

. 1({—e 2 +e 2 Y

F(w) =f e Ot gt = ( : ) 2
~T/2 w ;

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

/2 —iwT  iwT (x 2)

. 1({—e 2 +e 2 Y

F(w) =f e Ot gt = ( : ) 2
~T/2 w ;

lwT —iwT
2le 2 —e 2
W 21

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

/2 —iwT  iwT (x 2

. 1—e 2 +e 2 PY

F(w) =f e '@t dt = ( , ) 2
~T/2 w y

wT
ol —ioT)) = Sen(—-
B 2 (ez —e 2 )
W 21

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

T/2 —iwT LwT (X 2

. 1| —e 2 +e 2 Py

F(w) =f e~ Wt dt = ( ) 2
—T/2 W

prof. Henrique A M Faria
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Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

T/2 —iwT LwT (X 2

. 1| —e 2 +e 2 Py

F(w) =f e~ Wt dt = ( ) 2
—T/2 W

T
F(a))=—sen(w7
F(w)
PREVAN Ja\ ﬁf"
AREAVIE BVAR <IN
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Exemplo 2: encontrar a Transformada de Fourier de f.

Tz 1{—e iZwT +einT (X E)
F(w) =f e Ot gt = : 2
~T/2 w i o
iwT —iwT\\ — Sen(?)
B 2 (e 2 —e 2 )
W 21
N _[lse —T/2<t<T/2 F(w)zgsen(w_T)
F® =10 se lt] > T/2 w 2
F(w) ¢
f(t), ‘
1
o o
—T/2 T /2 OV E\VARS




5 - Propriedades da
Transformada de
Fourier



» Sejam as funcdes f(t), g(t) e h(t) integraveis e
suas respectivas transformadas F(w),G(w) e H(w).
Ainda, os coeficientes complexos a e b.



» Sejam as funcdes f(t), g(t) e h(t) integraveis e
suas respectivas transformadas F(w),G(w) e H(w).
Ainda, os coeficientes complexos a e b.

1. Superposicao e linearidade

Se f(t) =ag(t) + bh(t), entio F(w) = aG(w) + bH(w)



» Sejam as funcdes f(t), g(t) e h(t) integraveis e
suas respectivas transformadas F(w),G(w) e H(w).
Ainda, os coeficientes complexos a e b.

1. Superposicao e linearidade

Se f(t) =ag(t) + bh(t), entio F(w) = aG(w) + bH(w)

2. Deslocamento no eixo t

F(w)f(t—a) = e ““F(w)



3. Deslocamento na frequéncia

Se f(t) =e'@olg(t), entdio F(w) =GC(w—w,)



Deslocamento na frequéncia
Se f(t) =e'@olg(t), entdio F(w) =GC(w—w,)
Mudanca de escala

Se () = g(a), entdo F(w) =G (%)

lal



. Deslocamento na frequéncia

Se f(t) =e'@olg(t), entdio F(w) =GC(w—w,)

. Mudanc¢a de escala

Se () = g(a), entdo F(w) =G (%)

lal

. Transformada da derivada

Seja f(t) talque tli)grnoo f(t) =0, entdo F(f'(t)) = iwF(w)



. Deslocamento na frequéncia

Se f(t) =e'@olg(t), entdio F(w) =GC(w—w,)

. Mudanc¢a de escala

Se () = g(a), entdo F(w) =G (%)

lal

. Transformada da derivada

Seja f(t) talque tli)grnoo f(t) =0, entdo F(f'(t)) = iwF(w)

. Teorema da convoluc¢ao

Sefa (D) =g(§ *h(D = [, gWh(t —v)dv, entso Aw) =) HE)



t. . -{_;‘17‘ =12
FOUIN I

~ I C o P - —
[ ( 7 V. Vo & N/
WD (= (7 \ AV 7 E (7 =0 (7 £
i) | ‘ | _/‘ ‘." | | ‘[”‘j', | ,J ‘_’;;', : ‘-_,4 |

Na tabela, 6(t) é a delta de Dirac, u(t) € a funcéo de Heaviside
sgn(t) é a funcao sinal, rect(t) é a funcao retangular,

N - _ , | sin 7t
tri(t) € a funcao triangular e sinc(t) é a funcao sinc = ”
7
Tabela 1 - Alguns pares de transformadas de Fourier
f(¢) F(w)
5(¢) 1
5('(3 — Cl) E—iaw
1
W
1 2md(w)

prof. Henrique A M Faria 64



=T

2
sgn(t) ™"
gl 278 (w — wp)
cos wyt m(d(w — wo) + Hw + wp))
sin wot ?—;(5(!-9—“-’[1) — d(w +wp))
t W 2 W
t| — . Q] — — — gq] —_
rec (a) |al smc(agw) wsm(ﬂ)
e w
Z (8(w — wo) + 8(w + wp)) +
cos(wot)u(t) 2 (6(w —wo) + d(w + wp)) W? — w?
T w?
sin(wot)u(t) ?(5(“’ —wp) — O(w +wo)) + — .
) Wy — w

prof. Henrique A M Faria 65




=T

t" 2" 0" (w)
n—1_-—at @1__1)!
t" e "u(t),Re(a) >0 (@1 iw)
-alt| R 0 2a
e e(a) > R
9 w?
E—ﬂt e
1 2T
vald wl
1 T alul
t2 + a? a
w
(D)
ri(t) sinc” | o

prof. Henrique A M Faria
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Exercicios



Exercicios: encontrar a Transformada de Fourier.

(a) Considere a fungao f(t) = e~ sendoa > 0 constante.
Calcular a Transformada de Fourier e tracar o grafico das
duas funcdes em um software (Usar a = 1 nos graficos).

Resp.: F(w) = e @"/4a

(b) Considere a funcdo f(t) = cos(t?). Calcular a
Transformada de Fourier e tracar o grafico das duas funcoes

em um software.
Resp.: F(w) = \/715671 + cos( )]

Sugestdo para graficos: https://pt.symbolab.com/graphing-calculator



https://pt.symbolab.com/graphing-calculator
https://pt.symbolab.com/graphing-calculator
https://pt.symbolab.com/graphing-calculator

1. SAUTER, Esequia; AZEVEDO, Fabio S. (Org.). Analise de
Fourier: um livro colaborativo. Porto Alegre: UFRGS, 2018. 103
p. Disponivel em:
https://www.ufrgs.br/reamat/Transformadasintegrais/livro-
af/livro.pdf. Acesso em: 10 mai 2025.

prof. Henrique A M Faria @9


https://www.ufrgs.br/reamat/TransformadasIntegrais/livro-af/livro.pdf
https://www.ufrgs.br/reamat/TransformadasIntegrais/livro-af/livro.pdf
https://www.ufrgs.br/reamat/TransformadasIntegrais/livro-af/livro.pdf

» Estudar secoOes 6 e 7 da bibliografia.
» Resolver os exemplos.

» Praticar com os exercicios propostos

» Equacoes diferenciais.

70
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