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Conceito de vetor.
Representagao geométrica.
Representacdo algébrica.

Operacoes e propriedades:
« Adicado de vetores.
* Multiplicacdo de vetor por escalar.

 Produto escalar.
e Produto vetorial.



e No tratamento matematico de fenOmenos
evidenciam dois tipos de grandezas:

Escalar Vetorial
(ntmero real e unidade) (intensidade, direcao e
Comprimento, tempo sentido)
massa, corrente elétrica, Forca, velocidade,
temperatura, quantidade aceleracao,
de matéria, campo elétrico, dentre

intensidade luminosa. outras.



“Vetor é o conjunto de todos os segmentos
orientados equipolentes a um seguimento AB.”

________ B D Segmentos equipolentes

AB ~ CD sao segmentos

equipolentes se AB || CD
e AC=BD

_——

_—— e
e

Figura1.s

Fonte das figuras: WINTERLE, P. 2014.
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* Um mesmo vetor AB pode ser determinado
por uma série de segmentos orientados.

* Todos os segmentos orientados paralelos, de
mesmo sentido e mesmo comprimento
representam o mesmo vetor.

B —

AB =V

Figura 1.3 Figura 1.4



» Modulo de um vetor

—

4] = [AB]| = ||4B]|

Figura 1.4

» Casos particulares de vetores
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Figura 1.6 Figura 1.7



> Versor (U)

L4 T Y i -
T R L
— 1 5! U: vetor unitario e de
: — | . —
\o—u ] mesmo sentido de V.
L ®
Figura1.8
. u
» Ortogonalidade T
i A
u lvseufazumangulo ;
reto com algum Y s

representante de .
(a) (b)

Figura 1.9



» Vetores coplanares

Dois vetores serao
sempre coplanares

Figura1.10

Trés vetores podem
ser coplanares ou nao.
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Figurai1mn



» Adicao de dois vetores

B
Figura 1.14 Figura 1.16

Regra do paralelogramo
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» Adicao de trés ou mais vetores

Figura 1.17

w

(b)
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Exemplo 1 - soma de vetores

H G
|
|
|
|
|
!

E | F
i i - C
,/
f’///
A B AB + AD +
Figura 1.13 :
AC
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» Multiplicacao de vetor por escalar

Dado um vetor ¥ # 0 e um ndamero real o« # 0,
Chama-se multiplicacdo do nimero real « pelo

—

vetor v, o vetor x v tal que:

a) |xv| = |||V
b) v éparaleloa v
c) Sex >0, o« Vtem mesmo sentido de V.

Se x < 0, P tem sentido contrario de v.

Sex=0 ou v=0,entio: de xv =0.
13



Exemplo 2 - multiplicacao por escalar

a(U+v)=au+av - 2(U+7v)=2u+2v

— -
u 21

Figura1.24
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- Representacao
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» Combinacao linear de dois vetores

—

Um vetor v pode ser escrito como combinagao
linear de dois vetores vy e ¥, ndo paralelos.

3 — alﬁl + azvz

ai € a,: componentes
ou coordenadas de v
na base {vq, v3}.

\
\
\\
== = e
— a v
“{Il (.1]_ ‘ ]_

Figura1.39

v = (a4, az) = (a;, a,) (representacdo algébrica)
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> Bases ortonormais

B = {eq, e;} é uma base ortonormal se:
e; L ey e |eq|=lez] =1
» Existem infinitas bases ortonormais no plano
X0Y.
* A mais conveniente é chamada de canodnica.

 Os vetores da base canodnica {i,j} sdo
ortogonais entre si e coincidem com a
direcdo e sentido dos eixos cartesianos.

17



» Vetor representado na base canonica

Figura 1.41

x1: projecdo ortogonal de v sobre o eixo x.
yj: projecdo ortogonal de v sobre o eixo y.
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» Modulo de um vetor

\
v =(x,y)
;; -
T [l =Vat 4y
o) . ~—= X
Figura 1.51
» Versor

(Versor de v) = %
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> Vetores no espaco

Acrescenta-se uma terceira coordenada e o
terceiro elemento da base k = (0,0, 1).

Base candnica no espaco: C = {I,], k}.

Representacdo algébrica do vetor no espaco:
v=(x,v,2)=(x,y,2z) =xt+y]+ zk

O conjunto formado pela origem O e a base

{i’, ], E} ¢ chamado sistema cartesiano
ortogonal Oxyz.
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> Vetores no espaco

Figura 1.55

(b)
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» Soma e multiplicacao por escalar

Sejam u = (x1,¥y1), V=(x2,y;) e x€R

Vi +Ys

7
Y,




» Propriedades da soma de vetores
Sejam u,veWw trés vetores quaisquer.
) Comutativa: U+ v =v+1u
IT) Associativa: uUu+v)+w=u+@W+w)

u

I1I) Elemento neutro: U + 0

IV) Elemento oposto: % + (—%) = 0

24



» Propriedades da multiplicacao de vetor por
escalar

Sejam u, v vetores quaisquer e &, f nimeros reais.
)  (af)v = a(fv) (Associativa)
IT) (a + B)v = av + Bv (Distributiva)
[1I) a(ﬁ + 1}’) = au + av (Distributiva)
V) 1v=v (Identidade)
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> Paralelismo entre dois vetores

Se U = (x1,y1) e V= (xy,¥y,) sdo paralelos,
existe um nimero real « tal que:

U= Qv
(xl; yl) — 0((3('2, yZ)

(x1,¥1) = (ax,, ay,)
X1 W1

X1 = Xy € Y1 = ay, = ==«
X2 Y2

26



Exemplo 3 - dados dois vetores u=(3,—1)e
v = (—2,4) encontrar o vetor ¥ da soma

3f+za=§ﬁ+f




> Produto escalar
Sejam: U = x4+ y4J + 2.k e B=x,0+ 7y, + 23k

O produto escalar, denotado por u - v, é a operacio:

UV =X1X2 +Y1Y2 + 2122

O resultado do produto escalar é um namero real.
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» Propriedades do produto escalar

Sejam os vetores U = (x1,V1,21), U = (X2,¥2,22),

—>

W = (xg,yg,Z3) e a eER

<l

-V=v-u (comutativa)

-, > —

-(W+w)=u-v+u-w (distributiva)

<l

a(u-v) = (au) - v=u-(av) (distributiva)

U-U>0 U-U=0 seesomentese Uu=0
Uu-u = |ul?
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» Interpretacao geométrica do produto escalar

Seja um triangulo ABC definido pela soma de dois

—

vetores ¥ e u, como na Figura 2.1.

Figura 2.1
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» Interpretacao geométrica do produto escalar

(_nf

re
u

Figura 2.1

Por outro lado, da lei dos cossenos:

U — V)% = |[u|? — 2|ul|V| cosO + |v|?

Igualando as duas equacoes:

u-v = |ul|v| coso 0° <6 <180°
31



> Interpretacdao geomeétrica cosO =

<y

<
.

ol
=4
=

Seu-v>0, Seu-v<0, Seu-v =0
cosO > 0 cosO < 0 cosO =0
0<0<90° 90° < 0 <180° 0 = 90°

32



Exemplo 4 aplicacao na fisica - Calcular o trabalhor
realizado pela forca F = 87 + 6] para deslocar um corpo

de A até B, sabendo que ‘ﬁ‘ = 20 m. 33




> Produto vetorial

Sejam U = (x1,y1,21), V= (X2,¥2, 22)

- — -

« O produto vetorial: UV ou U X v.
« Resulta em outro vetor, ortogonal a u e v.

e Para calcula-lo utiliza-se o determinante:

I ] k
x; vy, z|=VETOR

X2 Y2 Zj

<l
X
<
1




> Produto vetorial

—

“:V « Ovetor U X v
ortotogonal a

. -iv:r
I< * O comprimento de

U X v é definido por:

é
uew.

|
|
|
,|, 1T x B =1 |¥|send

—
Vv XXu

Figura 3.2



> Produto vetorial

O sentido de u X v é definido pela regra da mao
direita.

- —
uxy

'

=4

=1

<}
<4
X
=4

(a) (b)

Figura 3.3 36



> Produto vetorial

IXT=k
IxXk=1
Figura 3.4 - - -
kXt1=]

>y
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» Propriedades do produto vetorial

Sejam u,veWw trés vetores quaisquer e X um escalar.
) ux@+w)=Wxv)+ UxXw)
U+v)Xw=WUXw)+ @©Xw)
[I) a(uxv)=(au)xv=1ux(av)
) u-Wxw)=Wxv)w
Nao

Nota: (U XV)Xw # uXx (VXWw) Associativo
38



Exemplo 5 - Sejam u = (5,4,3), v=(1,0,1)
Calcular o produto u X v.

0 1I° o7 ol

—_ U1 e~
O By
—_ ) X

= (1)1 —(5=3)]+ (-4)k

—_ U1 e~
O By
_ ) X

= U XD = 40— 2] — 4k = (4,—2, —4)

—_ U1 e~
O By
—_ ) X

39



» Interpretacao geométrica do produto vetorial

v )
o Area do paralelogramo:
1.?'

A = Base X altura

A = |u||v|sen8

U Identidade de Lagrange
Figura 35 i x 512 = 2[5 - (i - 9)?

Area numericamente
lu x v| = |u||v|send = A igual ao comprimento
do vetor |u x v|.
40



Exemplo 6 aplicacao na engenharia - Calcular o
torque maximo sobre uma barra de comprimento

7 = 2j [m] sujeita a uma forca F = 107 [N]. Indicar o
sentido de rotacao. 41







— —

a) Um bloco esta sob a agao das forgas constantes E F, K e |5’ como mostra a
figura 2, a seguir.

r Sabe-se que
[Fl=10N, |F.| =8N, |Ry|=3N,
Fﬂ"" .'""‘F. — — . —
IP| =3N, d=AB e |[d| =10m.
. >
Y A B
Figura 2 P

Utilizando a expressao para o trabalho, W =| E | Ei |cosO, calcule o trabalho
realizado para deslocar o bloco de A até B pelas forgas constantes.

Fonte: WINTERLE, Paulo. Vetores e Geometria Analitica. Sao Paulo: Makron Books, 2011.
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Atividades propostas

Um parafuso € apertado aplicando-se uma for¢ca de 40N a uma chave de boca de
0,25m, como mostra a Figura 9.

Figura 9
a) Determine o modulo do torque em reiacao ao centro do parafuso.

Fonte: Adaptado: STEWART, J. Calculo. Volume 2. 7. ed. 530 Paulo. Thomson Learning, 2013. 44
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